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







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




































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












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









 
















































































































































































































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


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
























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 



    
    
    
    
 
   
 
   
 
  
 
  
   
    
    
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   
   
    
   
    
   
 
   
   
   
  
  
   
  
 

   
  













  

   



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 

 










 








 





























 























































 



 



 



 











 



 




 



 






 






























 







































 

 


 























































 
















































































































 



























 










































































 












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



















 
































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

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



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



































































































































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

































































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















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
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












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 
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






















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






























































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








 












 















 
























































 

 





















 
























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

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


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
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

































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




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




















































































 





























 


























 




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


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























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









 
























































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












































 





































 










 
































 

























































































































































































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









 













































































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





















 




















































































































































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
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 

 





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


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


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

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
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
















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

 
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

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
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






















 




























 





















 


























 

































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











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

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






























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
































































 










 











 


























































 


































 














 




























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 








































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


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

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





































 
















 






























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
























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









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

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 







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














































 










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



























































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
































 





































































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











 
























































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











 


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










































































 
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






 













































 
















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
































 













































































≈













≈



    























































≈












≈



    












 














 
























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





















































































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













                   































 

































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


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

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
















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








































 

















 






























 





































































































































































































































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




































 



 


 











 




























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



















 




















 





































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
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



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
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

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


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

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
























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
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
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
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


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


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
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
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
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
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
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


 


























































 













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
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











 











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

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






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



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  
   
    
     
      
       
       
       
      

 
  
   
    
     
    
    
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



















































 



































 

























 

 













 












































































































 










 





















 

 








 











 

 




























 














































 



 



 


 


 


 


 


 







































 




 




 


 


 


 


 


 



























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




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 
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
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
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










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












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


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


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













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










































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
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

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
















































 

























































































































































































































































 


























































































































































































































































 


















































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








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
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
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
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

















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














































































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
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


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
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
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

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
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
































 





















































































 


















































αβγ






 




















































 αβ
γ















 

 
























 


























 



































 













































    

    αααα    

    

    ββββ

    

    γγγγ

    

    

    


   




    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    


    

    

    

    

    

    

    

    

    





























 

 

 





















 


























































 















































 





   

   αααα    

   

   ββββ    

   

   γγγγ    

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   

   

   

   


   

   

   

   








 


















 
























 



         

         αααα    

         

         ββββ

         

         γγγγ

         

         

         


        




         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         


         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         























































 


































 






























 


































 



    

    αααα    

    

    ββββ

    

    γγγγ

    

    

    


   




    

    

    

    

    

    

    

    


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    






























 

 





























 

























































 



































 



   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   







 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 


 

 

 

 

 

 











 

 




































 





























































 



























 



           

           αααα    

           

           ββββ

           

           γγγγ

           

           

           


          




           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           
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















 













 



   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   







 

























 





























































 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 





 










 













 

 




































































































 



































 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 


























 


























 



   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   














 

 

























 

























































 









































 



           

           αααα    

           

           ββββ

           

           γγγγ

           

           

           


          




           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           


           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           
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

 



   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   





 















 

























 































 


































         

         αααα    

         

         ββββ

         

         γγγγ

         

         

         


        




         

         

         

         

         

         
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














 




























 
































 





































 









   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   
















 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 





 



























 































 













 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





 













 





















 












































 
















































 
















 



















 



   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   
















 


































 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





 



















 
























 
































   

   αααα    

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   







 






 
































































 































 










































 



     

     αααα    

     

     ββββ

     

     γγγγ

     

     

     


    




     

     

     

     

     

     


     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     


















 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




 










 












 

















 












































 















































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         
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         
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         

         

         

         

         

         

         

         
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         
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         

         

         

         

         
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         
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

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         



















 































 





































 



       

       αααα 

       

       ββββ    

       

       γγγγ    

       

       

       


      




       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       


       

       

       

       























       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       















 



















 
























 

















































 






























 









































       

       αααα 

       

       ββββ

       

       γγγγ

       

       

       


      




       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       


       

       






 

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

































 
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   

   
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   

   

   

   

   

   

   
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
























































 

































 











































    

    αααα 

    

    ββββ

    

    γγγγ

    

    

    


   




    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    




    

    

    


    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    














 



   

   αααα 

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   








   

   








 






































 









































 















 




















 








































     

     αααα 

     

     ββββ

     

     γγγγ

     

     

     


    




     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     


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     
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     

     

     

     

     

     
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     

     

     

     

     

     

     
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     
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     

     

     

     

     
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     
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









 




















 
























 

































 





























 































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












 

 

 

 

 

 
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 
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 

 

 

 

 

 


 

 
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 

 

 

 

 
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           

           

           
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           

           

           

           

           

           

           

           

           
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           
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

 



















 


































 



































 















 























   

   αααα 

   

   ββββ

   

   γγγγ

   

   

   


  




   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   






 

   

   

   


   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

 




























 





























        

        αααα 

        

        ββββ

        

        γγγγ

        

        

        


       




        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

































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        


        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        
















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
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




































 












































 




















 

























 































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




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      
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
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      

      

      




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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      
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      
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      
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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      























 



       

       αααα 

       

       ββββ

       

       γγγγ

       

       

       


      




       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       


       

       

       

       

       

       








       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       
























 

 




















































 













































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








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
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              
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              

              


             




              

              

              

              

              

              
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              

              

              

              

              

              

              

              








              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              

              





























 




















 

























 



     

     αααα    

     

     ββββ    

     

     γγγγ    

     

     

     


    




     

     

     

     

     

     

     

     



















































































     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     
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
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
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

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
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












 



































































          

          αααα    

          

          ββββ    

          

          γγγγ    

          

          

          


         




          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          






 

          

          

          

          


          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          




























 





























 


































 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 






 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


 

 

 

 

 

 

 



 




























 
































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


 



















 













































 














































      

      αααα    

      

      ββββ

      

      γγγγ

      

      

      


     




      

      

      

      

      

      


      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      


















 












 












 








 























 











      








         


 













































 







 








        










 




     









      






 



























 

 





























         









































          




 




























  










 











            















 

 










 








           




















 



           



     






 




























           




   





















  

 






















 






















 












 
















 



 

























 


























 































 




































































































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















































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











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





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


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
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



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


















 


































 



























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
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




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

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






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

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
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




































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


 









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
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


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


















































































































 











  






















 


































































































 

 













 

















  

 
















     


     


     


     



























     
















 














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







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





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










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


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


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 







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






















 


 

 


 

 

 
















 

 



























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


















 









 



 








      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

 
     

 
     
















 








   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

 









 



































































































































 
















































 






























 

 

 














 


 














 

 

 

 


 

 


 

 

 
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 
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








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 

 

 

 
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









 












 



 






 

 


 


 



 




 










 



 



 





 












 

 











 

 

 

 

 

 





 

 










































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


















 

 




















































 



































f(x,y)



f(x,y)

xy


f(x,y)










































f(x,y) 


f(x,y)


x
y

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


 


x/y







f(x,y)



x/y








 




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xyixyi


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 




































 





































 




































 





































 

 















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








 





































 





















 

































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





























 






















































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


 







































 



































 


































 



































 

 





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 






























 













































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














































 





























































 

























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
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
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
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












































































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
































































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



















































































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



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



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





















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 













 




























 



















































 



















































 












 













 












 













#vert         Vértices do envolvente convexo. 

#Descrição:   Devolve um vector com os índices das colunas de M1 que são vértices 

#             do envolvente convexo das colunas de M1 (a cada coluna de M1 

#             corresponde uma coordenada). 

#Uso:         vert (M1) 

#Argumentos:  M1        Matriz de coordenadas. 

 

function (M1) { 

   nl<-dim(M1)[1] 

   nc<-dim(M1)[2] 

   if (nc==1) { 

     vertices<-c(1) 

   } else { 

     M1.exp<-rbind(M1,1) 

     obj<-rep(1,nc-1) 

     sentido<-rep("=",nl+1) 

     vertices<-NULL 

     j<-1 

     while (j <= nc){ 

       M1.bar<-M1.exp[,j] 

       resultado<-lp("min",obj,M1.exp[,-j],sentido,M1.bar)$status 

        if (resultado==2) vertices<-c(vertices,j) 

         j<-j+1 

      } 

   } 

   return(vertices) 

} 

__________________________________________________________________________________ 

 

#envol        Vértices dos sucessivos envolventes convexos. 

#Descrição:   Devolve uma lista em que cada componente corresponde a um vector com 

#             os índices das colunas de M1 que são vértices dos sucessivos 

#             envolventes convexos das colunas de M1 (a cada coluna de M1 

#             corresponde uma coordenada). Os envonventes convexos sucessivos são 

#             calculados retirando da matriz M1 as coordenadas que são vértices do 

#             envolvente convexo anterior. O número de componentes corresponde ao 

#             número de envolventes convexos encontrados, sendo apresentados, na 

#             lista, do mais exterior para o mais interior. 

 




















#Uso:         envol (M1) 

#Argumentos:  M1        Matriz de coordenadas. 

 

function (M1){ 

  ind<-c(1:dim(M1)[2]) 

  envolventes<-list() 

  oqfalta<-M1 

  while (dim(oqfalta)[2]>0) { 

    aux<-vert(oqfalta) 

    envolventes<- c(envolventes,list(ind[aux])) 

    ind<-ind[-aux] 

    oqfalta<-as.matrix(oqfalta[,-aux]) 

  } 

  return(envolventes) 

} 

__________________________________________________________________________________ 

 

#pert         Se pertence ao envolvente convexo. 

#Descrição:   Devolve TRUE (FALSE) se o vector p (não) pertence ao envolvente 

#             convexo das colunas de M1. 

#Uso:         pert (M1,p) 

#Argumentos:  M1        Matriz de coordenadas. 

#             p         Vector com as coordenadas do ponto que se pretende testar. 

 

function (M1,p){ 

    p<-as.vectorp<-p\NA 

    p<-c(p,1) 

    nl<-dim(M1)[1] 

    nc<-dim(M1)[2] 

    pertence<-TRUE 

    obj<-rep(1,nc) 

    sentido<-rep("=",nl+1) 

    resultado<-lp("min",obj,rbind(M1,1),sentido,p)$status 

    if (resultado==2) pertence<-FALSE 

    return(pertence) 

} 

__________________________________________________________________________________ 

 

#ord1         Ordem do envolvente convexo mais interior (ponto). 

#Descrição:   Devolve a ordem do envolvente convexo mais interior que inclui o 

#             ponto p. A ordem zero significa que não pertence a nenhum envolvente 

#             convexo da lista l.envol. A ordem devolvida corresponde à ordem das 

#             componentes da lista l.envol. 

#Uso:         ord1 (M1,l.envol,p) 

#Argumentos:  M1        Matriz de coordenadas. 

#             l.envol   Lista do tipo da produzida pela função envol. 

#             p         Vector com as coordenadas do ponto que se pretende testar. 

 

function (M1,l.envol,p) { 

   ordem<-0 

   if (pert(as.matrix(M1[,l.envol[[1]]]),p)) { 

      esq<-1 

      dir<-length(l.envol) 

      while(esq<dir-1) { 

         meio<-(esq+dir)%/%2 

         if (pert(M1[,l.envol[[meio]]],p))  esq<-meio 

            else 

            dir<-meio 

      } 

      ordem<-esq 

      if (esq==dir-1) { 

         if (pert(as.matrix(M1[,l.envol[[dir]]]),p)) ordem<-dir 

      } 






 

   } 

   return(ordem) 

} 

__________________________________________________________________________________ 

 

#M.ord        Ordem do envolvente convexo mais interior (várias matrizes). 

#Descrição:   Devolve uma matriz com a ordem do envolvente convexo mais interior 

#             que inclui cada uma das colunas da matriz M2.A ordem zero significa 

#             que não pertence a nenhum envolvente convexo. Cada linha da matriz 

#             devolvida refere-se a cada uma das componentes da lista L1. 

#Uso:         M.ord (L1,M2) 

#Argumentos:  L1        Lista com matrizes de coordenadas em cada componente. 

#             M2        Matriz com a colecção das coordenadas dos pontos que se 

#                       pretendem testar com as várias matrizes de L1. 

 

 

function (L1,M2) { 

M.ordem<-NULL 

   for (k in c(1:length(L1))) { 

      l.envol<-envol(L1[[k]]) 

      V.ordem<-NULL 

      for (i in c(1:dim(M2)[2])) { 

         V.ordem<-c(V.ordem,ord1(L1[[k]],l.envol,M2[,i])) 

      } 

      M.ordem<-rbind(M.ordem,V.ordem) 

   } 

return(M.ordem) 

}

 








 






























 



































 

 


























































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
























































 










































































 





























 



 













































 






























































 



























































 
 

























 
































 











 











 












 











 






 




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


 




 

 


 

 








 












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



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
 
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

















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







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





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
































 











 




















 























 















 


















 



 
 





 


  

  






 




 



















 



















 









  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


















  



  

  

  

































































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















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

























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

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

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







































































 




















 




























 





























































 






































































 











































































































 

 

 




















































 




























































 


















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














































 























































































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








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



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




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









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






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























































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




















 






































































































































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











































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
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































































































 










































































































































































 












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




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

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
























































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

 










































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

























































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












 






























































































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









































 

 




 


 













































 























































 




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 
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



















 














 









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



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




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
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

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
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 
 
  
  
  
 
 
 
 
 


 
 
 
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 
  
  
 
 
  
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