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×àñòü I

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

Âåêòîðû.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå?

3. ×òî íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì?

4. Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ à)êîëëèíåàðíûìè, á)ñîíàïðàâëåííûìè,

â)êîìïëàíàðíûìè, ã)ðàâíûìè, ä)îðòîãîíàëüíûìè?

5. ×òî íàçûâàåòñÿ à)ñóììîé âåêòîðîâ, á)ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà íà

÷èñëî, â)ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ?

6. Ïåðå÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä

âåêòîðàìè.

7. Äàòü îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî)

ïðîñòðàíñòâà.

8. ×òî íàçûâàåòñÿ à)áàçèñîì íà ïðÿìîé, á)áàçèñîì íà

ïëîñêîñòè, â)áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå? Êàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûì?

9. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî

áàçèñó.

10. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà?

11. ×òî íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè) âåêòîðà?
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12. Âûðàçèòü ïðèçíàê êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ â òåðìèíàõ îïåðàöèé

íàä âåêòîðàìè è ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ.

13. ×òî íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì (êîîðäèíàòíûì, ñòàíäàðòíûì)

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì?

14. Êàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ à)ëèíåéíî çàâèñèìûìè, á)ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè?

15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñðåäè íàáîðà âåêòîðîâ åñòü íóëåâîé, òî ýòîò

íàáîð ëèíåéíî çàâèñèì.

16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñðåäè íàáîðà âåêòîðîâ åñòü 2 îäèíàêîâûõ, òî

ýòîò íàáîð ëèíåéíî çàâèñèì.

17. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñâÿçè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèñòåì

âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíîñòè è êîìïëàíàðíîñòè.

18. Äàòü ïî 2 îïðåäåëåíèÿ áàçèñà íà ïëîñêîñòè, íà ïðÿìîé

è â ïðîñòðàíñòâå (èñïîëüçóÿ òåðìèíû êîëëèíåàðíîñòü è

êîìïëàíàðíîñòü ëèáî ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè).

Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèÿ.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2. Êàê ñâÿçàíû ïðîåêöèÿ è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå?

3. Ïåðå÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

4. Âûðàçèòü äëèíó âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ÷åðåç ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå.
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5. Çàïèñàòü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ÷åðåç ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ è ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ.

6. Âûðàçèòü à)ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, á)äëèíó âåêòîðà, â)óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà (åñëè áàçèñ

îðòîíîðìèðîâàííûé).

7. Ìîæíî ëè âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî èõ

êîîðäèíàòàì, åñëè áàçèñ íå îðòîíîðìèðîâàííûé?

8. Âûðàçèòü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ à)÷åðåç èõ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, á)÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ (åñëè

áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé).

9. ×òî òàêîå óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ? Êàêàÿ òðîéêà âåêòîðîâ

íàçûâàåòñÿ à)îðèåíòèðîâàííîé, á)ïðàâîé, â)ëåâîé?

10. Ïåðå÷èñëèòü ñâîéñòâà îðèåíòàöèè.

11. Äàòü îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

12. Ïåðå÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

13. Âûðàçèòü îáú¸ì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà 3 âåêòîðàõ,

÷åðåç èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

14. Äàòü îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

15. Ïåðå÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

16. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà

è ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

17. Êàê âûðàæàåòñÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà è îðèåíòèðîâàííîãî

ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç, ïîñòðîåííûõ íà ïàðå âåêòîðîâ, ÷åðåç

âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ.
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18. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

è åãî îáú¸ìà.

19. Âûðàçèòü îáúåì îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå.

20. Âûðàçèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà,

òðåóãîëüíèêà(íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå), ïëîùàäü

îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà íà ïëîñêîñòè ÷åðåç

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ îíè ïîñòðîåíû (áàçèñ

îðòîíîðìèðîâàííûé).

21. Âûðàçèòü óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ ÷åðåç èõ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå è ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû, èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå.

22. Ìîæíî ëè âû÷èñëèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïî èõ

êîîðäèíàòàì, åñëè áàçèñ íå îðòîíîðìèðîâàííûé?

23. Âûðàçèòü îáúåì îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ÷åðåç

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ îí ïîñòðîåí â ïðîèçâîëüíîì è

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

24. Âûðàçèòü ïðèçíàê ïðàâîé è ïðèçíàê ëåâîé òðîéêè âåêòîðîâ ÷åðåç

èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå è ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû.

Ñèñòåìû êîîðäèíàò è óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâ.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â

ïðîñòðàíñòâå?

3. ×òî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè?
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4. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò

òî÷êè, åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò îáùàÿ äåêàðòîâà è åñëè äåêàðòîâà

ïðÿìîóãîëüíàÿ.

5. ×òî íàçûâàåòñÿ à)ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, á)ñôåðè÷åñêîé

ñèñòåìîé êîîðäèíàò?

6. ×òî íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè, åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò

à)ïîëÿðíàÿ, á)ñôåðè÷åñêàÿ?

7. Êàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè è

äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè?

8. Âûïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå

áàçèñà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå è îáúÿñíèòü ñìûñë âõîäÿùèõ

â íèõ âåëè÷èí.

9. Âûïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè ïðè çàìåíå

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå è

îáúÿñíèòü ñìûñë âõîäÿùèõ â íèõ âåëè÷èí.

10. Âûïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè è âåêòîðà ïðè

ïîâîðîòå ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè íà óãîë

α .

11. Âûïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà êîîðäèíàò òî÷êè ïðè ïàðàëëåëüíîì

ïåðåíîñå ñèñòåìû êîîðäèíàò

12. ×òî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê?

13. Êàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì? ×òî íàçûâàåòñÿ

ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà, îäíî÷ëåíà, àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ?

14. ×òî íàçûâàåòñÿ à)àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà n íà ïëîñêîñòè,

á)àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïîðÿäêà n â ïðîñòðàíñòâå?
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15. Ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà îäíî è òî æå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè

è â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíî ðàçíûìè óðàâíåíèÿìè îäíîé

ñòåïåíè èëè ðàçíûõ ñòåïåíåé â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò.

16. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá èíâàðèàíòíîñòè ñòåïåíè

àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàìåíå äåêàðòîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò.

17. Âî ÷òî ïåðåõîäèò óðàâíåíèå Ax + By + Cz + D = 0 ïðè çàìåíå

äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò? Ïðèâåñòè âû÷èñëåíèÿ.

18. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå è êîîðäèíàòíóþ çàïèñü, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ à)öèëèíäðîì, á)ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ?

19. ×òî íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì è âåêòîðíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì

óðàâíåíèåì êðèâîé è ïîâåðõíîñòè?

20. Âûïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, îêðóæíîñòè íà

ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, âèíòîâîé ëèíèè.

21. Âûïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, êîíóñà.

Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü.

1. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé à)òî÷êîé è

âåêòîðîì, á)ïàðîé òî÷åê â âåêòîðíîé è êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

2. Âûïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, îáùåå

ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

3. Âûïèøèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, çàäàííîé òî÷êîé è ïàðîé

âåêòîðîâ, èëè òî÷êîé è íîðìàëüíûì âåêòîðîì, èëè 3 òî÷êàìè - â

âåêòîðíîé è êîîðäèíàòíîé ôîðìå.
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4. Âûïèøèòå îáùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Êàêîé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìåþò êîýôôèöåíòû?

5. Êàê ïåðåéòè îò îáùåãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ê

âåêòîðíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó?

6. Êàê ïåðåéòè îò âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ê îáùåìó

ëèíåéíîìó?

7. Ñôîðìóëèðóéòå îáùóþ òåîðåìó îá óðàâíåíèè ïëîñêîñòè.

8. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíóþ òåîðåìó îá óðàâíåíèè ïðÿìîé íà

ïëîñêîñòè.

9. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé.

10. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàê îðòîãîíàëüíîñòè 2 ïëîñêîñòåé.

11. Êàê íàéòè óãîë ìåæäó 2 ïëîñêîñòÿìè ïî èõ óðàâíåíèÿì?

12. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè

ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Êàê íàéòè óãîë ìåæäó 2 ïðÿìûìè íà

ïëîñêîñòè?

13. Êàê ñâÿçàíû óãëîâîé êîýôôèöåíò ïðÿìîé è å¸ íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð?

14. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, çàäàííîé òî÷êîé è

âåêòîðîì èëè ïàðîé òî÷åê, â âåêòîðíîé è êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

Êàêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè?

15. Êàê ïåðåéòè îò óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, çàäàííîé êàê ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

2 ïëîñêîñòåé, ê êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ? Êàê ïåðåéòè îáðàòíî îò

êàíîíè÷åñêîãî ê ïåðåñåêàþùèìñÿ ïëîñêîñòÿì?
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16. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè

ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå. Êàê íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè â

ïðîñòðàíñòâå?

17. Êàê íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, â

ïðîñòðàíñòâå, îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè?

18. Êàê íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó 2 ïëîñêîñòÿìè, ìåæäó ïðÿìîé è

ïëîñêîñòüþ, ìåæäó 2 ïðÿìûìè?

19. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ïó÷êà ïëîñêîñòåé,

ñâÿçêè ïëîñêîñòåé è íàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ.

20. Âûïèøèòå óðàâíåíèÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

2. Ïåðå÷èñëèòü öåíòðàëüíûå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïåðå÷èñëèòü

ëèíèè à)ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, á)ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà,

â)ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

3. Êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ à)ýëëèïñîì, á)ïàðàáîëîé, â)ãèïåðáîëîé?

5. Äàòü îïðåäåëåíèå öåíòðà ñèììåòðèè, îñè ñèììåòðèè ìíîæåñòâà

òî÷åê.

6. Åñòü ëè öåíòðû ñèììåòðèè, îñè ñèììåòðèè è ñêîëüêî èõ ó

à)ýëëèïñà, á)ïàðàáîëû, â)ãèïåðáîëû?
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7. Åñòü ëè ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàìè

ñèììåòðèè?

8. Êàêèå îñîáåííîñòè èìååò óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè, åñëè îíî

õàðàêòåðèçóåò îêðóæíîñòü?

9. Äëÿ ýëëèïñà, ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû ÷òî òàêîå à)ôîêóñû,

á)äèðåêòðèñû, â)ïîëóîñè, ã) ýêñöåíòðèñèòåò?

10. Ñôîðìóëèðîâàòü äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî äëÿ à)ýëëèïñà,

á)ïàðàáîëû, â)ãèïåðáîëû.

11. Äëÿ íèõ æå ñôîðìóëèðîâàòü ôîêàëüíîå ñâîéñòâî.

12. äëÿ íèõ æå ñôîðìóëèðîâàòü îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî.

13. Íàïèñàòü è íàðèñîâàòü ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ, ïàðàáîë è

ãèïåðáîë.

14. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïàðû àñèìïòîò ãèïåðáîëû, çàäàííîé

êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

15. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðàáîëà íå èìååò àñèìïòîò.

16. Ñêîëüêî îáùèõ òî÷åê ìîæåò èìåòü ïðÿìàÿ ñ ëèíèåé âòîðîãî

ïîðÿäêà? Ðàññìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

17. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó, ïàðàáîëå è ãèïåðáîëå,

åñëè îíè çàäàíû â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

18. Ìîæåò ëè ïðÿìàÿ èìåòü ñ ýëëèïñîì, ïàðàáîëîé, ãèïåðáîëîé 1

îáùóþ òî÷êó, åñëè îíà íå êàñàòåëüíàÿ?

19. Ìîæåò ëè êàñàòåëüíàÿ ê îäíîé âåòâè ãèïåðáîëû ïåðåñåêàòü å¸

äðóãóþ âåòâü?
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Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

2. Ìîæåò ëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà áûòü

ïðÿìîé, ïëîñêîñòüþ? Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ?

3. Êàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ à)öèëèíäðîì, á)êîíóñîì?

5. Ñêîëüêî åñòü ðàçíûõ âèäîâ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà?

Íàçîâèòå, íàðèñóéòå è âûïèøèòå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

6. Êàêîé âèä ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî îáùèõ òî÷åê ïëîñêîñòè è

ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà? Ðàññìîòðèòå âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

7. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé ïîâåðõíîñòè?

8. Êàêèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà èìåþò ïðÿìîëèíåéíûå

îáðàçóþùèå?

9. Ñêîëüêî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç 1

òî÷êó ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà?

10. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

à)êîíóñà, á)îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, â)ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà?

11. Ìîæåò ëè ÷åðåç 1 òî÷êó ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîõîäèòü

áîëåå 2 èëè âñåãî 1 îáðàçóþùàÿ?
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Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîíÿòèé:à)îòîáðàæåíèå, á)ïðåîáðàçîâàíèå,

â)ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, â)èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,

ã)ãîìîìîðôèçì, ä)èçîìîðôèçì, å)òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

æ)ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, æ)íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå.

2. Ïðèâåñòè ïðèìåðû íåâûðîæäåííûõ è âûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûðîæäåíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îáðàç íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà åñò íóëåâîé

âåêòîð.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ êîîðäèíàò.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåâûðîæäåííîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè 2-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû ïåðåõîäÿò â

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå.

6. Íàïèñàòü ôîðìóëû, çàäàþùèå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, è óêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âõîäÿùèõ â

íèõ âåëè÷èí.

7. Äàòü îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè.

8. Äîêàçàòü, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

9. Âûïèñàòü ôîðìóëû, çàäàþùèå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, è

óêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêîå çíà÷åíèå âõîäÿùèõ â íèõ âåëè÷èí.

10. Êàêèå ãåîìåòðè÷åñêèìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò

àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ?
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11. ×òî òàêîå îïðåäåëèòåëü àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ? Äîêàæèòå,

÷òî îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

12. ×òî íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì(îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì)?

13. ×òî íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ïðîèçâåäåíèåì

ïðåîáðàçîâàíèé?

14. ×òî òàêîå ãðóïïà? Ïðèâåñòè ïðèìåðû.

15. Äîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé.

16. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

17. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó è ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîèçâåäåíèå.

18. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ â

ïðîèçâåäåíèå.

19. Åäèíñòâåííûì ëè îáðàçîì îïðåäåëåíû ñîìíîæèòåëè â ïðåäûäóùèõ

âîïðîñàõ?

20. Â êàêîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ÷èòàþò ýêâèâàëåíòíûìè

(ãåîìåòðè÷åñêè)?

Îïðåäåëèòåëè è ïðàâèëî Êðàìåðà.

1. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì

è ïîðÿäêîì ìàòðèöû?

2. Êàêèå åñòü àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè? Êàêèìè

ñâîéñòâàìè îíè îáëàäàþò?
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3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö äàííûõ ðàçìåðîâ m × n

îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. óêàçàòü áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.

4. ×òî íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì? Óêàçàòü êàêîé-

íèáóäü áàçèñ â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

5. Êàêàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíîé? Êàêàÿ ôóíêöèÿ îò 2 ïåðåìåííûõ f(x, y) íàçûâàåòñÿ

êîñîñèììåòðè÷åñêîé?

6. ×òî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû?

7. Íàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ.

8. Ïåðå÷èñëèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

9. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí 0?

10. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå.

11. ×òî íàçûâàåòñÿ à)ìèíîðîì ìàòðèöû, á)àëãåáðàè÷åñêèì

äîïîëíåíèåì?

12. Çàïèñàòü ñèñòåìó èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè â

ðàçâ¸ðíóòîé è êðàòêîé ôîðìå.

13. ×òî íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?

14. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

ñèñòåìû èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (ïðàâèëî

Êðàìåðà).

15. Êàêèå åñòü ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

n íåèçâåñòíûìè?
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16. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñòîëáöû ìàòðèöû

êîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

17. Äîêàçàòü, ÷òî ñòðîêè åäèíè÷íîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

18. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà èç n ÷èñåë åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ñòðîê åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

19. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû è

îïðåäåëèòåëü êëåòî÷íî-òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâíû ïðîèçâäåíèÿì

îïðåäåëèòåëåé äèàãîíàëüíûõ êëåòîê.

20. Êàê èçìåíèòñÿ äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî

à)ãëàâíîé äèàãîíàëè(òðàíñïîíèðîâàíèè), á)ïîáî÷íîé äèàãîíàëè?

21. Åñëè èçâåñòíû detA è detB, òî ÷åìó ðàâíû: 1) det(A−1), 2) detAB ?
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×àñòü II

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö?

2. Ìîæíî ëè óìíîæèòü ñòîëáåö âûñîòû m íà ñòðîêó äëèíû n?

3. Ìîæíî ëè óìíîæèòü ñòðîêó äëèíû n íà ñòîëáåö äëèíû n? À

íàîáîðîò?

4. Äîêàçàòü, ÷òî k-é ñòîëáåö ìàòðèöû AB ðàâåí ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñ êîýôôèöåíòàìè èç ýëåìåíòîâ

k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B.

5. Äîêàçàòü, ÷òî k-ÿ ñòðîêà AB ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòðîê B

ñ êîýôôèöåíòàìè èç k-é ñòðîêè ìàòðèöû A.

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî λ,

òî è k-ÿ ñòðîêà AB òîæå óìíîæàåòñÿ íà λ.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå êàêèõ-ëèáî ñòðîê â A

ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè â AB òîæå ïåðåñòàâëÿþòñÿ.

8. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé

äëÿ ñòîëáöîâ.

9. Ïîäîáðàòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó K òàê, ÷òîá KA ïîëó÷àëàñü èç

A à)óìíîæåíèåì ïåðâîé ñòðîêè íà α, á)ïåðåñòàíîâêîé 2-õ ïåðâûõ

ñòðîê, â)ïðèáàâëåíèåì âòîðîé ñòðîêè ê ïåðâîé.

10. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî AB = BA? ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàçìåðàõ B

è A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè êîììóòèðóþò?
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11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n

âûïîëíåíî AB = BA, òî B = αEn.

12. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê äàííîé?

13. Ìîæåò ëè ó ìàòðèöû áûòü íåñêîëüêî îáðàòíûõ?

14. Âû÷èñëèòü îáðàòíóþ äëÿ ìàòðèöû

(
1 2

3 4

)
.

15. Êàêèå åñòü ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû?

16. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

α(A+B) = αA+ αB (α + β)A = αA+ βA

α(βA) = (αβ)A (A+B) + C = A+ (B + C)

(αA)B = α(AB) (AB)−1 = B−1A−1

A+B = B + A (αA)T = αAT

(AT )−1 = (A−1)T A(B + C) = AB + AC

(A+B)T = AT +BT (ABC)−1 = C−1B−1A−1

(A+B)C = AC +BC (AB)T = BTAT

(αA)−1 = α−1A−1 (AB)C = A(BC)

(ABC)T = CTBTAT

Ðàíã ìàòðèöû

1. Äàòü îïðåäåëåíèå áàçèñíîãî ìèíîðà.

2. Âîçìîæíî ëè òàêîå, ÷òî â ìàòðèöå íåò áàçèñíîãî ìèíîðà?

3. Äàòü îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î áàçèñíîì ìèíîðå.

5. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàíãå ìàòðèöû.
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6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ìàòðèöå âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k ðàâíû 0, òî è

âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k + 1 òîæå ðàâíû 0.

7. Ïóñòü detA = 0. Äîêàçàòü, ÷òî ñòðîêè A ëèíåéíî çàâèñèìû.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå ìåíüøå ðàíãà ëþáîé å¸

ïîäìàòðèöû.

9. Äîêàçàòü, ÷òî äîáàâëåíèå ê ìàòðèöå ñòîëáöà, ÿâëÿþùåãîñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé å¸ ñòîëáöîâ, íå ìåíÿåò ðàíãà ìàòðèöû.

10. Äâå ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòðîê A è B îáúåäèíÿþòñÿ â

îäíó AB. Îöåíèòü ðàíã AB ÷åðåç ðàíãè A è B.

11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòîëáöû B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

ñòîëáöîâ A, òî rgB ≤ rgA

12. ×åìó ðàâåí ðàíã AB, åñëè A - ñòîëáåö, B - ñòðîêà?

13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè detA 6= 0, òî rgAB = rgB

14. Îöåíèòü ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ AB ïî ðàíãàì ñîìíîæèòåëåé A è B.

15. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ à) rgAB = rgA, á) rgAB < rgA?

16. Îöåíèòü ðàíã A+B ÷åðåç ðàíãè A è B. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî:

1) rg(A+B) = rgA, 2) rg(A+B) < rgA+ rgB, 3) rg(A+B) = rga+

rgB, 4) rg(A+B) = max(rgA, rgB), 5) rg(A+B) < max(rgA, rgB)?

17. Äàòü îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

18. Êàê âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ?

19. Â ÷¸ì ñîñòîèò ìåòîä Ãàóññà?
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20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè detA 6= 0, òî A ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé

ìàòðèöå ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

21. Ê êàêîé ïðîñòåéøåé ôîðìå ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè à)ñòðîê, á)ñòîëáöîâ, â)ñòðîê è

ñòîëáöîâ?

22. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû

íååíÿþò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó å¸ ñòîëáöàìè.

23. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì à)ñî ñòîëáöàìè,

á)ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû êîýôôèöåíòîâ?

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?

2. Êàêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé?

3. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Êðîíåêåðà-Êàïåëëè.

4. Ïðèìåíèòü òåîðåìó Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ê âûâîäó óñëîâèÿ

ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

5. Íà ñêîëüêî ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ðàíãà

ðàñøèðåííîé?

6. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ôðåäãîëüìà.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü ñíîâà

ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû íà ÷èñëî

åñòü ñíîâà ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû.
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9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû Φ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,è c� ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþùåé

ðàçìåðíîñòè, òî è Φc� òîæå ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû.

10. ×òî íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé?

11. ×òî íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?

12. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé åñòü âñåãäà ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé è ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîé ñèñòåìå.

14. Ñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé ìîæåò

èìåòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n

íåèçâåñòíûìè, åñëè å¸ ðàíã ðàâåí r?

15. Ñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé ìîæåò

èìåòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n

íåèçâåñòíûìè ñ ìàòðèöåé A, åñëè 1)detA 6= 0 2)detA = 0

?

16. ×òî íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé?

17. Íàïèñàòü ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Âåðíà ëè îíà äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû?

18. Íàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èç îäíîãî óðàâíåíèÿ : 1)x+y = 1,

2)x+ y + z = 1, 3)x1 − xn = 0.
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19. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ (äëÿ n = 3) ñâÿçè ìåæäó

ðåøåíèÿìè ñèñòåìû è ðåøåíèÿìè åå îäíîðîäíîé.

20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

òî ñèñòåìà èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

21. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñòðîêè ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

òî ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå 1 ðåøåíèÿ.

22. Â êàêîì ñëó÷àå îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

23. Â êàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äàííîé ìàòðèöåé A

ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì ñòîëáöå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ?

24. Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìà ïðè

ëþáîì ñòîëáöå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ëèáî å¸ ñîïðÿæ¸ííàÿ îäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà).

25. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå, ïðè êîòîðîì äàííàÿ ñèñòåìà èç n

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå. Âûðàçèòü ýòî óñëîâèå â òåðìèíàõ ñòîëáöîâ è ñòðîê

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

26. Â êàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

èìååò à)áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, á)åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

â)íåñîâìåñòíà ?

27. Ïóñòü íåêîòîðîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

çàäàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òîì ñìûñëå, ÷òî

ïðèñîåäèíåíèå äàííîé ñèñòåìû ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ íå ìåíÿåò

ìíîæåñòâà å¸ ðåøåíèé. Äîêàçàòü, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå åñòü

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû.
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28. Êàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè?

29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 2 ñîâìåñòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíû,

òî èõ ðàíãè ðàâíû.

30. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ

âñåãäà ê ýêâèâàëåíòíîé åé ñèñòåìå.

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì?

2. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàêîå ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì?

3. Êàêàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ 1)ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,

2)ëèíåéíî çàâèñèìîé?

4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð, òî

îíà ëèíåéíî çàâèñèìà.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ëþáàÿ

åå ïîäñèñòåìà òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò ëèíåéíî çàâèñèìóþ

ïîäñèñòåìó, òî è ñàìà îíà ëèíåéíî çàâèñèìà.

7. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ (a1, . . . , ak) ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà

(a0, a1, . . . , ak) ëèíåéíî çàâèñèìà. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà a0 ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî a1, . . . , ak.

8. ×òî íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà? Óêàçàòü áàçèñû

â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèö ïîðÿäêà m× n, ñòîëáöîâ, ñòðîê.
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9. Ñóùåñòâóþò ëè ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà áåç áàçèñà?

10. Óêàçàòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

11. ×òî íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå?

12. Ïåðå÷èñëèòü îñíîâíûå ñâîéñòâà êîîðäèíàò.

13. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà?

14. Äîêàçàòü, ÷òî âñå áàçèñû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæàò

îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

15. Âûïèñàòü ôîðìóëó çàìåíû êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà.

16. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì?

17. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

18. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Ln âûáðàí áàçèñ è åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî

F �ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ a1, . . . , ak. Òîãäà íàïèñàòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ F .

19. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî çàäàíî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé. êàê íàéòè â íåì áàçèñ?

20. ×òî íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ?

21. ×òî íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ?

22. Êàê ñâÿçàíû ðàçìåðíîñòè ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ 2 ïîäïðîñòðàíñòâ?

23. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóìîé ïîäïðîñòðàíñòâ?

24. Êàê âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ?

25. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü ñíîâà ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî.
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26. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà F1 è F2 îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ñâîèõ

áàçèñîâ. Êàê òîãäà íàéòè áàçèñ â 1) F1 + F2 , 2) F1 ∪ F2 ?

27. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà F1 è F2 çàäàíû ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Êàê îïðåäåëèòü F1 + F2 è F1 ∪ F2?

28. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàíû 2 ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, k-

ìåðíîå è m-ìåðíîå. Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ

ðàçìåðíîñòü èõ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ?

3. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç íóëåâîãî ýëåìåíòà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè

âñåãäà íóëåâîé ýëåìåíò.

4. Äîêàçàòü. ÷òî ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè îáðàç ëèíåéíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà åñòü âñåãäà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè, íå áîëüøåé, ÷åì ó èñõîäíîãî.

5. ×òî íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ?

6. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî îòîáðàæåíèÿ åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî.

7. Íàéòè ðàíã è ðàçìåðíîñòü ÿäðà îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî

êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè íå âûøå n åãî ïðîèçâîäíóþ.

8. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ?

9. Äàíî îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö ðàçìåðà m × n â

ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ ðàçìåðà m, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé
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ìàòðèöå å¸ ïåðâûé ñòîëáåö. Íàéòè ðàíã, ÿäðî, ìàòðèöó ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ. Ïðîâåðèòü åãî ëèíåéíîñòü.

10. Âñå âåêòîðû 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóþòñÿ

íà îñü àáñöèññ. Äîêàçàòü, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíî è íàéòè

åãî ìàòðèöó.

11. Êàê ñâÿçàíû ðàíã îòîáðàæåíèÿ, åãî ìàòðèöà è ðàçìåðíîñòü ÿäðà?

12. ×òî íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì? Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá

èçîìîðôèçìå.

13. Êàê ñâÿçàíî ñâîéñòâî ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ è åãî ðàíã?

14. Êàê ñâÿçàíû ñâîéñòâî èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ è åãî ÿäðî?

15. ×åìó ðàâíû ðàíã è ÿäðî îòîáðàæåíèÿ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì? ×åì õàðàêòåðíà ìàòðèöà òàêîãî îòîáðàæåíèÿ?

16. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â 2 ðàçëè÷íûõ ïàðàõ

áàçèñîâ?

17. Ïóñòü ìàòðèöû A è A′ �ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ â ðàçíûõ ïàðàõ áàçèñîâ. Äîêàçàòü, ÷òî A′ ìîæíî

ïîëó÷èòü èç A ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

18. Ïóñòü äëÿ îòîáðàæåíèé f , g , h îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ fg , fh,

g + h. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f (g + h) = fg + fh.

19. Ïóñòü äëÿ îòîáðàæåíèé f , g , h h = fg . Êàê ñâÿçàíû èõ ìàòðèöû?

20. ×òî íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì?

21. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå,

è îíî òîæå èçîìîðôèçì.
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22. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ èçîìîðôèçìîì, íå

èìååò îáðàòíîãî.

23. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî îòîáðàæåíèé?

24. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè k áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæàò

ÿäðó îòîáðàæåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ìàòðèöû

îòîáðàæåíèÿ íóëåâûå.

25. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îáðàçû ïåðâûõ k áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàþò ñ

ïåðâûìè k áàçèñíûìè âåêòîðàìè îáðàçà, òî â ìàòðèöå îòîáðàæåíèÿ

ïåðâûå k ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè ó åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

26. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, à âåêòîðû

e1, . . . , ek îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà îòîáðàæåíèÿ f . Äîêàçàòü, ÷òî

f (ek+1 ), . . . , f (en) îáðàçóþò áàçèñ â f (L).

27. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóþò

áàçèñû, â êîòîðûõ ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ èìååò âèä

(
E 0

0 0

)
.

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ?

3. Âñå âåêòîðû 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóþòñÿ

íà îñü àáñöèññ. Äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî è

íàéòè åãî ìàòðèöó. Ñðàâíèòü ñ çàäà÷åé 10 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

4. ×òî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ?

5. Ïðèâåñòè ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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6. Ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèÿ:

1) ñóììà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî,

2) ïåðåñå÷åíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî,

3) ÿäðî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî.

7. Êàêîé âèä èìååò ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè ïåðâûå

k áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò áàçèñ èíâàðèàíòíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà?

8. Êàêîé âèä èìååò ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ â áàçèñå e1, . . . , en, åñëè

e1, . . . , ek îáðàçóþò áàçèñ â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå M , à

ek+1, . . . , en � áàçèñ â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå N?

9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä(
A 0

0 B

)
, òî ïðîñòðàíñòâî ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó 2 èíâàðèàíòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ.

10. ×òî íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ?

11. ×òî íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì?

12. Ìîæåò ëè ñîáñòâåííûé âåêòîð áûòü íóëåâûì ýëåìåíòîì? Ìîæåò

ëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíÿòüñÿ 0?

13. Âûïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

14. ×òî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì?
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15. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ.

16. Îáÿçàòåëüíî ëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè?

17. Äîêàçàòü, ÷òî â âåùåñòâåííîì (ñîîòâåòñòâåííî, êîìïëåêñíîì)

ïðîñòðàíñòâå êàæäûé âåùåñòâåííûé (ñîîòâåòñòâåííî,

êîìïëåêñíûé) êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

18. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàçíûõ

áàçèñàõ?

19. Äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå çàâèñèò îò áàçèñà.

20. ×òî íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ?

21. Äîêàçàòü,÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0, âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóþò

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Êàê îíî íàçûâàåòñÿ? Êàê ñâÿçàíà

åãî ðàçìåðíîñòü ñ êðàòíîñòüþ êîðíÿ λ0 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ? Ìîæåò ëè îíà áûòü ìåíüøå, ÷åì êðàòíîñòü êîðíÿ?

Ïðèâåñòè ïðèìåð.

22. Êàê ñâÿçàíî ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

îòâå÷àþùèå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ?

23. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

24. Êàêóþ îñîáåííîñòü èìååò ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè ïåðâûå k

áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà � ñîáñòâåííûå?
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25. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î áàçèñå, åñëè ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò â

í¸ì äèàãîíàëüíûé âèä?

26. Íàéòè âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé:

1)

(
1 1

0 1

)
, 2)

(
1 0

0 1

)
, 3)

(
1 1

1 1

)
27. Ïóñòü A �ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð A . Âåðíî ëè ýòî

óüâàðæäåíèå äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ?

28. Äîêàçàòü, ÷òî áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò

äèàãîíàëüíûé âèä òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîìó êîðíþ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè k ñîîòâåòñòâóåò k-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

29. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç ïðîñòðàíñòâà ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè

åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

30. Ìîæåò ëè îáðàç ïðîñòðàíñòâà èìåòü ñ ÿäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå K ? Ðàññìîòðåòü ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ(
0 1

0 0

)
. Áóäåò ëè ÿâëÿòüñÿ â òàêîì ñëó÷àå K èíâàðèàíòíûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì?

31. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò áàçèñ,

â êîòîðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà, òî îáðàç ïðîñòðàíñòâà åñòü

ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, è âñå ïðîñòðàíñòâî

ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó îáðàçà è ÿäðà. Âåðíî ëè îáðàòíîå
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óòâåðæäåíèå? Ðàññìîòðåòü ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé 0 0 0

0 1 1

0 0 1

.
32. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå èìååò

íóëåâûõ êîðíåé.

33. Ïðèâåñòè ïðèìåð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî

íå ñóùåñòâóåò áàçèñà, â êîòîðîì ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

äèàãîíàëüíà.

34. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f åñòü îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå

âñåõ âåêòîðîâ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìóþ x = y = z.

Ïðèâîäèòñÿ ëè ìàòðèöà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó? Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû f .

35. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f åñòü ïîâîðîò âñåõ âåêòîðîâ â 3-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå âîêðóã îñè Oz íà π
2
. Åñòü ëè áàçèñ, â êîòîðîì

îíî èìååò äèàãîíàëüíûé âèä? Íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

36. Âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé a 0 0

0 b 0

0 0 c

 äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé a, b è c.

Ëèíåéíûå è áèëèíåéíûå ôóíêöèè.

1. Äàòü îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïèñàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.
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2. Áóäåò ëè ëèíåéíîé ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ îäíî è òî æå çíà÷åíèå

íà ëþáîì âåêòîðå ïðîñòðàíñòâà?

3. Êàê âûðàæàåòñÿ çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà âåêòîðå ÷åðåç åãî

êîîðäèíàòû?

4. Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ñòðîêà êîýôôèöåíòîâ ôóíêöèè ïðè çàìåíå

áàçèñà?

5. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî äëÿ ëèíåéíûõ

ôóíêöèé? Ïåðå÷èñëèòü ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé.

6. Êàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¸ííûì ê äàííîìó

ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó?

7. Äàòü îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî (áèîðòîãîíàëüíîãî) áàçèñà äëÿ

äàííîãî áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

8. Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ âçàèìíûé áàçèñ, åñëè äàííûé áàçèñ

ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà S?

9. ×òî íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé (ôîðìîé) íà ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå?

10. Êàê âûðàæàåòñÿ çíà÷åíèå áèëèíåéíîé ôóíêöèè íà âåêòîðàõ x è

y ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû? ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé áèëèíåéíîé

ôîðìû?

11. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôîðìû ξ1η1 + 2ξ1η2 + ξ2η1 â

äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðîñòðàíñòâî 3-

ìåðíîå?

12. Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû ïðè çàìåíå áàçèñà?

13. Êàêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé? Êàêîå

ñâîéñòâî èìååò ìàòðèöà ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôóíêöèè?
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Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé (ôîðìîé)?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû? Êàêîå ñâîéñòâî

èìåþò ìàòðèöû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì?

3. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ξ1ξ2 + ξ3ξ4 â 4-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Ñîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèììåòðè÷íóþ

áèëèíåéíóþ ôîðìó.

4. Ñðàâíèòü èçìåíåíèå ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû è ìàòðèöû

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè èçìåíåíèè áàçèñà ïðîñòðàíñòâà. Â

êàêîì ñëó÷àå ýòè ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ îäèíàêîâî?

5. ×òî íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì âèäîì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè?

6. ×òî íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû?

7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì îíà äèàãîíàëüíà.

8. Ìîæíî ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âûáðàòü

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò êàíîíè÷åñêèé

âèä? Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå èìååò âèä 2ξ21 + ξ22 − 3ξ23 . Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îíá,

â êîòîðîì îíà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

9. Êàê ìîæíî ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó?

10. Êàê ìîæíî ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó?

11. Ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ôîðìó ξ1ξ2 + ξ2ξ4.
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12. Êàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé?

13. ×òî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà

ïîäïðîñòðàíñòâå?

14. Êàê íàéòè ìàòðèöó îãðàíè÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà

ïîäïðîñòðàíñòâå?

15. Êàêèå åñòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ÷òîáû

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà?

Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

16. Äàòü îïðåäåëåíèå îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¸ííîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû.

17. Ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðèâåñòè

àíàëîã êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà.

18. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî âñå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû åå ìàòðèöû

ïîëîæèòåëüíû.

19. Áóäåò ëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¸ííîé êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ

ìàòðèöåé:

1)


1 1

2
1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

0

, 2)


1 1
2

1
3

1
4

1
2

0 1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

, 3)
(

1 2

3 4

)
?

20. ×òî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû?

21. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íå çàâèñèò îò âûáîðà

áàçèñà.
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22. Äîêàçàòü, ÷òî çíàê äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îíá ê

îíá íå ìåíÿåòñÿ äåòåðìèíàíò ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

23. ×òî íàçûâàåòñÿ à)ïîëîæèòåëüíûì, á)îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì

èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû?

24. ßâëÿåòñÿ ëè ïîäïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ

êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò à)ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,

á)íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åèÿ, åñëè ê íåìó ïðèñîåäèíèòü íóëåâîé

âåêòîð? Íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åèÿ?

25. Ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

26. Âûðàçèòü èíäåêñû èíåðöèè è ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ÷åðåç

ñâîéñòâà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åå ìàòðèöû.

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì?

2. ×òî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì?

3. Â ëþáîì ëè âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå?

4. Êàêîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâûì?

5. Äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.

ÂÂåñòè íà í¸ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

6. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ-íàïðàâëåííûõ

îòðåçêîâ, ïîñòðîåííûõ èç îäíîé òî÷êè, ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì. ßâëÿåòñÿ ëè îíî åâêëèäîâûì? Áóäåò ëè îíî

åâêëèäîâûì ïðè ôèêñèðîâàííîé åäèíèöå ìàñøòàáà?
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7. Ìîæíî ëè â îáû÷íîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ââåñòè

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, îòëè÷íîå îò îáû÷íîãî?

8. Äîêàçàòü, ÷òî íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó

ïðîñòðàíñòâà.

9. ×òî íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ?

10. Áóäåò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ?

11. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî

íåçàâèñèìà.

12. Ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (Ãðàìà-Øìèäòà) ê ñèñòåìå

âåêòîðîâ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé): 1

0

1

 ,

 2

1

2

 ,

 4

2

4

.
13. Êàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè?

14. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âñåãäà

íóëåâîå.

15. ×òî íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå?

16. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå k-ìåðíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü n − k-ìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî.

17. Äîêàçàòü, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì En ←→ En
∗ (ñàìîãî

ïðîñòðàíñòâà íà åãî ñîïðÿæåííîå).
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18. Êàê âûðàæàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç êîìïîíåíòû

ñîìíîæèòåëåé?

19. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà?

20. Ïåðå÷èñëèòü îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû Ãðàìà.

21. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû Ãðàìà äâóõ áàçèñîâ?

22. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äåòåðìèíàíòå ìàòðèöû èç ïîïàðíûõ

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ x1, . . . , xk â n-ìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå?

23. Êàê âûðàæàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

êîîðäèíàòû âåêòîðà x â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå?

24. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé?

25. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû?

26. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ê äðóãîìó?

27. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

28. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå |x+

y| ≤ |x|+ |y|. Â êàêîì ñëó÷àå |x+ y| = |x|+ |y|?

29. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x è y â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

| cosφxy| ≤ 1 (âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ).

Â êàêîì ñëó÷àå cosφxy = 1?

30. Äàòü îïðåäåëåíèå óíèòàðíîãî (ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà.

31. Âûðàçèòü â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, αy) ÷åðåç α è (x, y). Êàê

â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âûðàæàåòñÿ

÷åðåç êîîðäèíàòû ñîìíîæèòåëåé?
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32. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìàòðèöà Ãðàìà â óíèòàðíîì

ïðîñòðàíñòâå?

33. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé?

34. Êàêèå êâàäðàòè÷íûå è áèëèíåéíûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ

ýðìèòîâûìè?

35. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìàòðèöà ïåðåõîäà â óíèòàðíîì

ïðîñòðàíñòâå?

36. Êàê â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû ñîìíîæèòåëåé â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå?

37. Äàòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé óíèòàðíîé ìàòðèöû.

38. Äîêàçàòü, ÷òî óíèòàðíûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó.

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ

ïðîñòðàíñòâ.

1. Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê äàííîìó?

2. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîïðÿæåííîãî ê íåìó?

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 1)åâêëèäîâî, 2)óíèòàðíîå, à

áàçèñ â í¸ì à)ïðîèçâîëüíûé, á)îðòîíîðìèðîâàííûé.

3. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,

ðàâíûõ 0 âíå íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (p, q) =
∫ +∞
−∞ p(t)q(t)dt. Íàéòè

ïðåîáðàçîâàíèå, ñîïðÿæåííîå ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ.
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4. Ïðåîáðàçîâàíèå f åñòü ïîâîðîò âåêòîðîâ ïëîñêîñòè íà óãîë φ. ×òî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé f ∗?

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî P èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçèâàíèÿ A, òî P⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗.

6. Äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïðåîáðàçîâàíèé A
è A∗ ñîâïàäàþò.

7. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåîáðàçîâàíèé A è A∗,
îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

8. Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì?

9. êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé,

à ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî èëè óíèòàðíîå) ?

10. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ñàìîñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâà 3-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

11. Äîêàçàòü, ÷òî 2 ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ñàìîñîïðÿæåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

12. Êàêóþ îñîáåííîñòü èìåþò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ?

13. Êàê ñâÿçàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è

ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé f è g , åñëè f åñòü îãðàíè÷åíèå g íà

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî P .

14. Ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñàìîñîïðÿæåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
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15. Íàéòè îíá èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ,

îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîì îíá ìàòðèöåé : à)

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

,
á)

 1 0 0

0 2 0

0 0 3

, â)
 0 0 1

0 1 0

1 0 0

.
16. Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ à) îðòîãîíàëüíûì, á) óíèòàðíûì

?

17. Êàêîé ìàòðèöåé âûðàæàåòñÿ îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â îíá?

18. Êàêîé ìàòðèöåé âûðàæàåòñÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå â îíá?

19. Â êàêîì ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì?

20. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ à) îðòîãîíàëüíûõ,

á) óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé?

21. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó

ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè. Âåðíî ëè ýòî äëÿ óíèòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé?

22. Êàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæåò èìåòü îðòîãîíàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå?

23. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåâûðîæäåíû.

24. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó îá îäíîâðåìåííîì ïðèâåäåíèè

ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

25. ×òî íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû?
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26. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè

ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû.
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