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wWEDENIE

rASSMOTRIM MEHANI�ESKU� SISTEMU S KONE�NYM �ISLOM STEPENEJ
SWOBODY n � WOZMOVNYE POLOVENIQ KOTOROJ OPREDELQ�TSQ OBOB�EN�
NYMI KOORDINATAMI q � �q�� � � � � qn�

T � pRI ISSLEDOWANII POWEDENIQ
DANNOJ SISTEMY W MALOJ OKRESTNOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ q� �
�q��� � � � � q

�
n�

T URAWNENIQ DWIVENIQ CELESOOBRAZNO �LINEARIZOWATX�
	 WYDELIW W �TIH URAWNENIQH �LENY� LINEJNYE OTNOSITELXNO
OTKLONENIJ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ q � q� I SKOROSTEJ 
q �
PRENEBRE�X �LENAMI BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI� aNALIZ
DINAMIKI SISTEMY NA OSNOWE POLU�ENNYH PODOBNYM OBRAZOM
PRIBLIVENNYH URAWNENIJ QWLQETSQ OSNOWNOJ ZADA�EJ TEORII MALYH
KOLEBANIJ�
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rAZDEL I

mALYE KOLEBANIQ

W KONSERWATIWNYH SISTEMAH

kONSERWATIWNOJ NAZYWA�T MEHANI�ESKU� SISTEMU SO STACIONAR�
NYMI SWQZQMI� W KOTOROJ WSE �OBOB�ENNYE� SILY POTENCIALXNY I
POTENCIALXNAQ �NERGIQ � NE ZAWISIT OT WREMENI�

�� oSNOWNYE PONQTIQ

���� uRAWNENIQ DWIVENIQ� bEZ OGRANI�ENIQ OB�NOSTI BUDEM

S�ITATX� �TO W POLOVENII RAWNOWESIQ OBOB�ENNYE KOORDINATY

q� � � I ���� � � �
uRAWNENIQ DWIVENIQ KONSERWATIWNOJ SISTEMY MOVNO ZAPISATX W

FORME URAWNENIJ lAGRANVA WTOROGO RODA
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pREDPOLAGAQ W ����� KINETI�ESKU� �NERGI� T �q� 
q� I POTEN�
CIALXNU� �NERGI� ��q� ANALITI�ESKIMI FUNKCIQMI SWOIH

ARGUMENTOW� RAZLOVIM �TI FUNKCII W RQDY tEJLORA
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oTSUTSTWIE LINEJNYH �LENOW W RAZLOVENII DLQ POTENCIALXNOJ

�NERGII 	 SLEDSTWIE RAWENSTWA NUL� OBOB�ENNYH SIL W POLOVENII

RAWNOWESIQ
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�qj
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� � � j � �� n�

wOSPOLXZOWAW�ISX WYRAVENIQMI ����� DLQ T �q� 
q� I ��q� �
POLU�IM� �TO W RASSMATRIWAEMOM SLU�AE URAWNENIQ DWIVENIQ

MOVNO ZAPISATX SLEDU��IM OBRAZOM

nX
k��

�ajk�qk � cjkqk� � � � � � �� j � �� n� �����
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mNOGOTO�IE W ����� OBOZNA�AET SOWOKUPNOSTX �LENOW WTOROGO I BOLEE
WYSOKIH PORQDKOW OTNOSITELXNO q� 
q � pRENEBREGAQ �TIMI �LENAMI�
POLU�IM LINEARIZOWANNYE URAWNENIQ DWIVENIQ

nX
k��

�ajk�qk � cjkqk� � �� j � �� n� �����

ILI �W MATRI�NOJ FORME�

A�q� Cq � �

GDE A � �ajk� � C � �cjk� 	 SIMMETRI�NYE n � n �MATRICY�
w DALXNEJ�EM MATRICU A BUDEM NAZYWATX MATRICEJ INERCII�
MATRICU C 	 MATRICEJ VESTKOSTI�
oTMETIM� �TO URAWNENIQ ����� POLU�ATSQ I W TOM SLU�AE�

KOGDA UVE PRI POSTROENII URAWNENIJ DWIVENIQ W FORME

URAWNENIJ lAGRANVA KINETI�ESKAQ I POTENCIALXNAQ �NERGII

APPROKSIMIRU�TSQ KWADRATI�NYMI FORMAMI
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zDESX ��� �� 	 SKALQRNOE PROIZWEDENIE W En �

���� nORMALXNYE KOORDINATY� iZ ESTESTWENNOGO USLOWIQ

T � � PRI 
q � � WYTEKAET POLOVITELXNAQ OPREDELENNOSTX

KWADRATI�NOJ FORMY �T � � 
q� A 
q� � oSNOWYWAQSX NA IZWESTNOJ

TEOREME LINEJNOJ ALGEBRY OB ODNOWREMENNOM PRIWEDENII K

KANONI�ESKOMU WIDU PARY KWADRATI�NYH FORM� ODNA IZ KOTORYH
POLOVITELXNO OPREDELENA� MOVNO SDELATX WYWOD O SU�ESTWOWANII
NEWYROVDENNOJ WE�ESTWENNOJ ZAMENY KOORDINAT

q � U�� � � ���� � � � � �n�
T � �����

POZWOLQ��EJ PREOBRAZOWATX WYRAVENIQ DLQ KINETI�ESKOJ I

POTENCIALXNOJ �NERGIJ K WIDU
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pOKAVEM� �TO KO�FFICIENTY ��� � � � � �n �KO�FFICIENTY pUANKARE�
QWLQ�TSQ KORNQMI WEKOWOGO URAWNENIQ

det�C � �A� � �� �����
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pRINIMAQ WO WNIMANIE PRAWILA PREOBRAZOWANIQ MATRIC KWADRA�
TI�NYH FORM PRI ZAMENAH KOORDINAT� POLU�IM

det��� �E� � det�UTCU � �UTAU � �

� detUT �C � �A�U � detUT � det�C � �A� � detU�
tAK KAK detU � detUT �� � �ZAMENA ����� NEWYROVDENA���
MNOVESTWO KORNEJ WEKOWOGO URAWNENIQ ����� DOLVNO SOWPADATX SO
MNOVESTWAM KORNEJ URAWNENIQ

det��� �E� � ����n
nY

k��

��� �i� � ��

oBOB�ENNYE KOORDINATY � NAZYWA�T GLAWNYMI ILI NORMALXNYMI

KOORDINATAMI� w GLAWNYH KOORDINATAH URAWNENIQ DWIVENIQ

RASPADA�TSQ NA n URAWNENIJ WTOROGO PORQDKA OTNOSITELXNO ODNOJ

NEIZWESTNOJ FUNKCII

��j � �j�j � �� j � �� n �����

lEGKO NAJTI OB�EE RE�ENIE URAWNENIJ �����

� �
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C� cos��t � C�� PRI � � �� � � �KOLEBANIQ�

C�t� C� PRI � � �

�� BEZRAZLI�NOE
RAWNOWESIEQ

	A
C�e

p��t � C�e
�p��t PRI � � � �NEUSTOJ�IWOSTX�

�����
zNA�ENIQ POSTOQNNYH WELI�IN C�� C� W ����� OPREDELQ�TSQ

NA�ALXNYMI USLOWIQMI�
iZ SOOTNO�ENIJ ����� SLEDUET� �TO PRI NALI�II W WYRAVENII

DLQ POTENCIALXNOJ �NERGII HOTQ BY ODNOGO KO�FFICIENTA �j � �
BUDUT SU�ESTWOWATX FAZOWYE TRAEKTORII� POKIDA��IE OKRESTNOSTX
POLOVENIQ RAWNOWESIQ ZA KONE�NOE WREMQ� w DALXNEJ�EM BUDEM

PREDPOLAGATX WYPOLNENNYM USLOWIE �j � ��j � �� n� �
GARANTIRU��EE PREBYWANIE FAZOWOJ TRAEKTORII W OKRESTNOSTI

POLOVENIQ RAWNOWESIQ NA NEOGRANI�ENNOM INTERWALE WREMENI �W
�TOM SLU�AE POTENCIALXNAQ �NERGIQ ��q� IMEET IZOLIROWANNYJ

MINIMUM W TO�KE q � �� TAKIM OBRAZOM� PO TEOREME lAGRANVA

POLOVENIE RAWNOWESIQ USTOJ�IWO PO lQPUNOWU W SILU TO�NYH

NELINEJNYH URAWNENIJ DWIVENIQ��
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���� sOBSTWENNYE KOLEBANIQ� rASSMOTRIM �ASTNOE RE�ENIE

URAWNENIJ �����

�k�t� � Ck�sin��kt� Ck��� �j � � �j � �� n� j �� k��

w ISHODNYH KOORDINATAH ONO BUDET IMETX WID

q�t� � Ck�uk sin��kt� Ck��� ������

GDE uk 	 k�J STOLBEC MATRICY U � dWIVENIE� OPISYWAEMOE

SOOTNO�ENIEM ������� BUDEM NAZYWATX k�YM GLAWNYM ILI NOR�

MALXNYM KOLEBANIEM� wEKTOR uk � HARAKTERIZU��IJ WZAIMOSWQZX
IZMENENIJ OBOB�ENNYH KOORDINAT W �TOM DWIVENII� NAZYWA�T
AMPLITUDNYM WEKTOROM k�GO GLAWNOGO KOLEBANIQ� dWIVENIQ

������ NAZYWA�T TAKVE SOBSTWENNYMI KOLEBANIQMI� �ASTOTY �TIH

KOLEBANIJ 	 SOBSTWENNYMI �ASTOTAMI�
oB�EE RE�ENIE URAWNENIJ ����� QWLQETSQ SUMMOJ SOBSTWENNYH

KOLEBANIJ

q�t� �
nX
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Ck�uk sin��it� Ck��� ������

oTMETIM� �TO PRI NESOIZMERIMYH �ASTOTAH SOBSTWENNYH

KOLEBANIJ �k �k � �� n� DWIVENIE ������ BUDET NEPERIODI�ESKIM�
pRI IZU�ENII DINAMIKI KONKRETNYH MEHANI�ESKIH SISTEM

WEKTORA GLAWNYH KOLEBANIJ RAZYSKIWA�T KAK SOBSTWENNYE WEKTORA

MATRICY C OTNOSITELXNO MATRICY A 

Cu � �Au�

eSLI WEKTORA uk I uj OTWE�A�T SOBSTWENNYM KOLEBANIQM S

RAZNYMI �ASTOTAMI �k � �
���
k I �j � �

���
j � TO TOGDA

�uk� Auj� � �� ������

dLQ TOGO� �TOBY UBEDITXSQ W �TOM� DOMNOVIM SOOTNO�ENIQ

Cuj � �jAuj� Cuk � �kAuk

NA uk I uj SOOTWETSTWENNO� pOSLE �LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ
POLU�IM

�j�uk� Auj� � �uk� Cuj� � �uj� Cuk� � �k�uj� Auk� � �k�uk� Auj��

tAK KAK �j �� �k � RAWENSTWO �j�uk� Auj� � �k�uk� Auj� WOZMOVNO
TOLXKO PRI �uj� Auk� � � �
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rIS� �

pROIZWOL W WYBORE NEZAWISIMYH AMPLITUDNYH WEKTOROW IZ

SOBSTWENNOGO PODPROSTRANSTWA POZWOLQET OBESPE�ITX WYPOLNENIE

USLOWIQ IH A�ORTOGONALXNOSTI ������ I W TOM SLU�AE� KOGDA �j
QWLQETSQ KRATNYM KORNEM WEKOWOGO URAWNENIQ�
pRI FORMIROWANIQ MATRICY U AMPLITUDNYE WEKTORA SLEDUET

NORMIROWATX W SOOTWETSTWII S USLOWIEM �uj� Auj� � � �
zAD A � A� dOKAZATX s�ORTOGONALXNOSTX AMPLITUDNYH WEKTOROW�

���� pRIMER� iSSLEDUEM MALYE KOLEBANIQ SISTEMY IZ DWUH

MATEMATI�ESKIH MAQTNIKOW� SOEDINENNYH NEWESOMOJ PRUVINOJ�
DLINA KOTOROJ W NEDEFORMIROWANNOM SOSTOQNII RAWNA RASSTOQNI�

MEVDU TO�KAMI PODWESA �RIS� ��� mASSY MAQTNIKOW m � DLINY
l � VESTKOSTX PRUVINY c � pREDPOLAGAETSQ� �TO MAQTNIKI MOGUT

DWIGATXSQ TOLXKO W WERTIKALXNOJ PLOSKOSTI� SODERVA�EJ TO�KI

PODWESA�
sISTEMA IMEET DWE STEPENI SWOBODY� w KA�ESTWENNO OBOB�ENNYH

KOORDINAT q � �q�� q��T UDOBNO ISPOLXZOWATX UGLY OTKLONENIQ

MAQTNIKOW OT WERTIKALI�
kINETI�ESKAQ �NERGIQ SISTEMY
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�mgl�cos q� � cos q��
GDE L 	 RASSTOQNIE MEVDU TO�KAMI PODWESA MAQTNIKOW� w

OKRESTNOSTI USTOJ�IWOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ q� � q� � �
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APPROKSIMIRUEM ������ �S TO�NOSTX� DO NESU�ESTWENNOJ POSTOQNNOJ
WELI�INY� KWADRATI�NOJ FORMOJ
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wEKOWOE URAWNENIE det�C � �A� � � POSLE �LEMENTARNYH

PREOBRAZOWANIJ PRINIMAET SLEDU��IJ WID
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kORNQMI KWADRATNOGO URAWNENIQ ������ BUDUT
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w KA�ESTWE AMPLITUDNOGO WEKTORA u� SLEDUET WZQTX KAKOE�LIBO
NETRIWIALXNOE RE�ENIE LINEJNOJ SISTEMY

�C � ��A�u � �� ������

sU�ESTWOWANIE TAKIH RE�ENIJ GARANTIROWANO RAWENSTWOM NUL�

DETERMINANTA MATRICY SISTEMY� oBRATIW�ISX K QWNYM

WYRAVENIQM DLQ �LEMENTOW MATRIC A I C � PEREPI�EM ������ W
RAZWERNUTOJ FORME �� cl� �cl�

�cl� cl�

	A�� u�
u�

	A � �� ������

lEGKO PROWERITX� �TO �ASTNYM RE�ENIEM SISTEMY ������ BUDET
u� � ��� ��T � w SOOTWETSTWU��EM SOBSTWENNOM KOLEBANII MAQTNIKI

DWIVUTSQ SINFAZNO� PRUVINA NE DEFORMIRUETSQ �RIS� ���
aNALOGI�NYM OBRAZOM SISTEMA �C � ��A�u � � PRIWODITSQ K

WIDU �� �cl� �cl�
�cl� �cl�

	A�� u�
u�

	A � ��

w KA�ESTWE WTOROGO AMPLITUDNOGO WEKTORA WOZXMEM u� � ������T �
sOBSTWENNOE KOLEBANIE W �TOM SLU�AE PREDSTAWLQET DWIVENIE
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MAQTNIKOW W PROTIWOFAZE S UWELI�IW�EJSQ IZ�ZA NALI�IQ PRUVINY
�ASTOTOJ �RIS� ���
w OB�EM SLU�AE�� q�
q�

	A � C��

�� �
�

	A sin ���t� C����C��

�� �
��

	A sin ���t� C��� � ������

zAMETIM� �TO AMPLITUDNYE WEKTORA u� I u� MOVNO BYLO

WYPISATX BEZ PROWEDENIQ KAKIH�LIBO WY�ISLENIJ� OPIRAQSX

TOLXKO NA SOOBRAVENIQ SIMMETRII� w MNOGIH ZADA�AH O

MALYH KOLEBANIQH PODOBNYE SOOBRAVENIQ UPRO�A�T RE�ENIE ILI

POZWOLQ�T UBEDITXSQ W ISTINNOSTI REZULXTATOW� POLU�ENNYH S

POMO�X� SLOVNYH WYKLADOK�

kOGDA PRUVINA O�ENX SLABAQ
�
� � cl

mg
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� W DANNOJ SISTEME

NABL�DAETSQ �FFEKT �PEREKA�KI �NERGII� ESLI� NAPRIMER� W

MOMENT WREMENI t � � MAQTNIKI POKOILISX I GRUZIKU ODNOGO IZ

NIH BYLA SOOB�ENA SKOROSTX v � TO �EREZ NEKOTOROE WREMQ T �TOT

MAQTNIK BUDET PO�TI NEPODWIVEN� A WSQ �NERGIQ PEREJDET WTOROMU�
rASPOLAGAQ OB�IM RE�ENIEM ������� NAJDEM� �TO PRI NA�ALXNYH

USLOWIQH
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l
MALYE KOLEBANIQ OPISYWA�TSQ FORMULAMI
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pRINIMAQ WO WNIMANIE MALOE OTLI�IE �ASTOT �� I �� PRI � � �
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tAKIM OBRAZOM� W OBSUVDAEMOM DWIVENII MAQTNIKI SOWER�A�T

KOLEBANIQ S �ASTOTOJ �� �
�
� � �

�

�
�� � AMPLITUDA KOTORYH MEDLENNO

IZMENQETSQ� �EREZ WREMQ T � 	
��� BUDET KOLEBATXSQ TOLXKO

WTOROJ MAQTNIK� KOLEBANIQ PERWOGO PRAKTI�ESKI ZATUHNUT� w

MOMENT WREMENI t � �T SITUACIQ BUDET PROTIWOPOLOVNOJ �rIS�
���

�� tEOREMY r�LEQ

���� �KSTREMALXNYE SWOJSTWA SOBSTWENNYH �ASTOT� w

BOLX�INSTWE SLU�AEW �KSPERIMENTALXNOE OPREDELENIE SOBSTWENNYH

�ASTOT REALXNYH MEHANI�ESKIH SISTEM� SOWER�A��IH MALYE

KOLEBANIQ� PREDSTAWLQET OTNOSITELXNO PROSTU� ZADA�U� NAJTI

AMPLITUDNYE WEKTORA SU�ESTWENNO SLOVNEE� sTEPENX SOOTWETSTWIQ
TEORETI�ESKIH I �KSPERIMENTALXNYH ZNA�ENIJ SOBSTWENNYH �ASTOT

SLUVIT ODNIM IZ GLAWNYH KRITERIEW KORREKTNOSTI MATEMATI�ESKOJ

MODELI IZU�AEMOJ SISTEMY� pOLU�ENIE SOBSTWENNYH WEKTOROW

O�ENX �ASTO WOOB�E NE WHODIT W CELI ISSLEDOWANIQ ILI IMEET

WTOROSTEPENNOE ZNA�ENIE�
pRIME�ATELXNYM FAKTOM QWLQETSQ WOZMOVNOSTX ZAPISATX

WYRAVENIE DLQ KAKOJ�LIBO SOBSTWENNOJ �ASTOTY� NESODERVA�EE
DRUGIH SOBSTWENNYH �ASTOT I AMPLITUDNYH WEKTOROW�
tEO R EM A �r�LEJ�kURANT�fI�ER�� sOBSTWENNYE �ASTOTY
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MOVNO OPREDELITX SLEDU��IM OBRAZOM�
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jqk
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�q� Cq�

�q� Aq�
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zDESX I DALEE PRI ZAPISI KAKIH�LIBO WYRAVENIJ� WKL��A��IH
OTNO�ENIE KWADRATI�NYH FORM� PREDPOLAGAETSQ� �TO q �� ��
dOK A Z AT EL X S TW O� pOSLE PEREHODA K GLAWNYM KOORDINATAM

IMEEM
�q� Cq�

�q� Aq�
�
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n�
�
n
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pRI �� �� �� �� � � � � �n � �

�q� Cq�

�q� Aq�
� ��
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sLEDOWATELXNO�
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� � min

q

�q� Cq�

�q� Aq�
�

rASSMOTRIM TEPERX ZADA�U OTYSKANIQ MINIMUMA PRI DOPOLNI�
TELXNOM USLOWII �q��q� � � � GDE q� 	 PROIZWOLXNO WYBRANNYJ

EDINI�NYJ WEKTOR� pRI PEREHODE K NORMALXNYM KOORDINATAM

DANNOE USLOWIE PRIOBRETAET WID

������ � �� �� � UTq� �� ��

w TOM SLU�AE� KOGDA ����� � ����� � �� �� � � � � �n � �� POLU�IM
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min
�q��q�

�q� Cq�

�q� Aq�
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pRI q� � Au�
jAu�j ��� � ��� �� � � � � ��T � WYRAVENIE W LEWOJ �ASTI
NERAWENSTWA ����� RAWNO ��
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��

��



tAKIM OBRAZOM�

��
� � max

jq�j��
min

�q��q���

�q� Cq�

�q� Aq�
�

aNALOGI�NYE FORMULY DLQ ��� � � � � �n POLU�A�TSQ NA OSNOWE

POHOVIH RASSUVDENIJ�

���� pOWEDENIE SOBSTWENNYH �ASTOT PRI WNESENII

IZMENENIJ W MEHANI�ESKU� SISTEMU� pREDPOLOVIM� �TO

PARAMETRY MEHANI�ESKOJ SISTEMY PO KAKIM�TO PRI�INAM IZMENI�
LISX� NO� KAK I PREVDE� POLOVENIE q � � QWLQETSQ POLOVENIEM

RAWNOWESIQ� W OKRESTNOSTI KOTOROGO SISTEMA MOVET SOWER�ATX

MALYE KOLEBANIQ S SOBSTWENNYMI �ASTOTAMI

e�� � e�� � � � � � e�n �

pUSTX fA I fC 	 MATRICY INERCII I VESTKOSTI MODIFICIROWANNOJ
SISTEMY� gOWORQT� �TO SISTEMA STALA MENEE INERCIONNOJ� ESLI

�q� fAq� � �q� Aq� DLQ 	q 
 Rn� fC � C�

w SLU�AE fA � A� �q� fCq� � �q� Cq� DLQ	q 
 Rn

GOWORQT OB UWELI�ENII VESTKOSTI SISTEMY�

tEO R EM A �r�LEJ�� pRI UWELI�ENII VESTKOSTI SISTEMY ILI

UMENX�ENII EE INERCII SOBSTWENNYE �ASTOTY UWELI�IWA�TSQ�

�k � e�k� k � �� n �

dOK A Z AT EL X S TW O� pRI OBSUVDAEMYH IZMENENIQH SWOJSTW

SISTEMY
�q� Cq�

�q� Aq�
� �q� fCq�
�q� fAq� � �����

GDE q �� �� o�EWIDNO� �TO

min
q

�q� Cq�

�q� Aq�
� min

q

�q� fCq�
�q� fAq� � �����

nERAWENSTWO ����� OZNA�AET� �TO �� � e��  W SOOTWETSTWII S

TEOREMOJ r�LEQ�kURANTA�fI�ERA

min
q

�q� Cq�

�q� Aq�
� ��

� � minq
�q� fCq�
�q� fAq� � e��

� �

��



rIS� �� rAZDELENIE �ASTOT�

zAPI�EM E�E ODNO NERAWENSTWO� WYTEKA��EE IZ ������ pRI L�BOM
WYBORE EDINI�NYH WEKTOROW q��� � � � �q

k��
� �� � k � n�

min
�qj��q���� j���k��

�q� Cq�

�q� Aq�
� min

�qj��q���� j���k��
�q� fCq�
�q� fAq� � �����

pUSTX q���� � � � �q
k��
�� 	 NABOR WEKTOROW� OBESPE�IWA��IH NAIBOLX�EE

ZNA�ENIE WYRAVENI� W LEWOJ �ASTI NERAWENSTWA ����� �TAKOJ NABOR
DEJSTWITELXNO SU�ESTWUET 	 DANNOE WYRAVENIE� RASSMATRIWAEMOE
KAK FUNKCIQ q��� � � � �q

k��
� IMEET ZAMKNUTU� OGRANI�ENNU� OBLASTX

OPREDELENIQ�� oSNOWYWAQSX NA TEOREME r�LEQ�kURANTA�fI�ERA�
POLU�IM

�k � max
jqj�j��

min
�qj��q���

j���k��

�q� Cq�

�q� Aq�
� min

�qj���q���� j���k��
�q� Cq�

�q� Aq�
�

� min
�qj���q���� j���k��

�q� fCq�
�q� fAq� � max

jqj�j��
min

�qj��q���

j���k��

�q� fCq�
�q� fAq� � e�k�

tEOREMA DOKAZANA�

rASSMOTRIM TEPERX� �TO PROIZOJDET PRI NALOVENII NA SISTEMU

DOPOLNITELXNO STACIONARNOJ GOLONOMNOJ SWQZI f�q� � � � eSLI

USTOJ�IWOE POLOVENIE RAWNOWESIQ q � � SOWMESTIMO S DANNOJ

SWQZX�� MODIFICIROWANNAQ PODOBNYM OBRAZOM SISTEMA �UVE S n��
STEPENQMI SWOBODY�� TAKVE MOVET SOWER�ATX MALYE KOLEBANIQ W

OKRESTNOSTI POLOVENIQ �TOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ�

tEO R EM A � sOBSTWENNYE �ASTOTY �� � � � � � �n�� SISTEMY

S DOPOLNITELXNOJ SWQZX� RAZDELQ�T SOBSTWENNYE �ASTOTY

ISHODNOJ SISTEMY�

�� � �� � �� � �� � � � � � �n�� � �n�� � �n� �����

��



dOK A Z AT EL X S TW O� rASSUVDENIQ� ANALOGI�NYE ISPOLXZO�
WANNYM DLQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY r�LEQ�kURANTA�fI�ERA�
POZWOLQ�T USTANOWITX� �TO

��� � min
�f �q���

�q� Cq�

�q� Aq�
� �����

��� � max
jq�j��

min
�f �q���� �q��q���

�q� Cq�

�q� Aq�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��n�� � max
jqj�j��

min
�f �q���� �qj��q���
j�������n��

�q� Cq�

�q� Aq�
�

GDE USLOWIE �f �q� �
Pn

k�� fkqk � � QWLQETSQ LINEJNOJ

APPROKSIMACIEJ SWQZI f�q� � � � nEOBHODIMO OTMETITX� �TO W �����
FIGURIRU�T OBOB�ENNYE KOORDINATY� MATRICA INERCII I MATRICA
VESTKOSTI ISHODNOJ SISTEMY�
iZ O�EWIDNOGO SOOTNO�ENIQ

min
q

�q� Cq�

�q� Aq�
� min

�f �q���

�q� Cq�

�q� Aq�
� max

jq�j��
min

�q��q���

�q� Cq�

�q� Aq�

WYTEKAET �� � �� � �� � pRODOLVIW SOPOSTAWLENIE WYRAVENIJ �����
I ������ MOVNO USTANOWITX ISTINNOSTX WSEJ CEPO�KI NERAWENSTW
������

zAD A � A� kAK IZMENITSQ �ASTOTA ZWU�ANIQ KOLOKOLA PRI POQWLENII TRE�INY�

�� wYNUVDENNYE KOLEBANIQ

KONSERWATIWNOJ SISTEMY

���� oSNOWNYE SWOJSTWA WYNUVDENNYH KOLEBANIJ�

mALYE KOLEBANIQ MEHANI�ESKOJ SISTEMY PRI SOWMESTNOM

DEJSTWII POTENCIALXNYH SIL ���
�q

I NEKOTORYH ZAWISQ�IH OT

WREMENI OBO�ENNYH SIL Q�t� � �Q��t�� � � � � Qn�t��
T OPISYWAETSQ

URAWNENIQMI

A�q� Cq � Q�t�� �����

rAZLOVIM WEKTOR WYNUVDA��IH SIL Q�t� PO BAZISNYM WEKTORAM

W PROSTRANSTWE Rn 

Q�t� �
nX

k��

ekQk�t�� �����

��



GDE

ek � ��� � � � � �� �
k�YJ

�LEMENT

� �� � � � � ��T �

sUMMA RE�ENIJ URAWNENIJ

A�q� Cq � ekQk�t�� k � �� n �����

BUDET RE�ENIEM ISHODNOJ SISTEMY ������
iZU�IM SWOJSTWA RE�ENIJ URAWNENIJ WIDA ������ PREDPOLAGAQ DLQ

PROSTOTY� �TO Qk�t� � F cos�t �ANALIZ OB�EGO SLU�AQ NESKOLXKO
SLOVNEE� NO NE IMEET KAKIH�LIBO PRINCIPIALXNYH OTLI�IJ��
pOSLE PEREHODA W ����� K NORMALXNYM KOORDINATAM � � U��q

POLU�IM
�� � �� � FUTek cos�t �����

ILI �W KOORDINATNOJ ZAPISI�

��j � ��
j � Fukj cos�t� j � �� n� ������

eSLI � � �s� � � s � n � TO GOWORQT� �TO W SISTEME IMEET MESTO
REZONANS� w OB�EM SLU�AE PRI REZONANSE � � �s s �AQ KOMPONENTA
RE�ENIQ URAWNENIJ ����� WOZRASTAET NEOGRANI�ENNYM OBRAZOM

�s�t� �
uksF

���
s

���st� sin�st� cos�st� � ��s�t�� �����

zDESX ��s�t� 	 OB�EE RE�ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ ��s � ��
s�s � ��

w DALXNE�EM MY BUDEM PREDPOLAGATX� �TO REZONANSA MEVDU

�ASTOTOJ WYNUVDA��EJ SILY I SOBSTWENNYMI �ASTOTAMI MEHANI�
�ESKOJ SISTEMY NET �� �� �j� j � �� n �� w �TOM SLU�AE URAWNENIQ

����� IME�T �ASTNOE RE�ENIE

�j�t� �
ukjF cos�t

��
j � ��

� j � �� n� �����

w KOORDINATAH q DWIVENIE ����� OPISYWAETSQ FORMULOJ

q�t� � FV ek cos�t� �����

GDE

V � U ��� ��E���UT � �����

��



rIS� �

�LEMENTY vjk �n � n� �MATRICY V NAZYWA�TSQ GARMONI�ESKIMI

KO�FFICIENTAMI WLIQNIQ

vjk �
nX

s��

ujsuks
��
s � ��

� ������

kO�FFICIENT vjk HARAKTERIZUET OTKLIK j �OJ KOORDINATY NA
WOZBUVDENIE PO k �OJ KOORDINATE� eSLI vjk � � � KOLEBANIQ PO j �
OJ KOORDINATE PROISHODQT SINFAZNO S IZMENENIEM WYNUVDA��EJ
SILY� eSLI vjk � � � TO KOLEBANIQ SOWER�A�TSQ W PROTIWOFAZE�
pRI NEKOTORYH ZNA�ENIQ �ASTOTY � KAKIE�TO KO�FFICIENTY
WLIQNIQ MOGUT OBRATITXSQ W NULX� oTSUTSTWIE OTKLIKA PO
KAKOJ�TO KOORDINATE NA PRIKLADYWAEMOE K MEHANI�ESKOJ SISTEME
PERIODI�ESKOE WOZDEJSTWIE NAZYWAETSQ ANTIREZONANSOM�

uPRAVN E NI E�pROWERITX �TO PRI n � � WYNUVDENNOE DWIVENIE SOWPADAET

PO FAZE S WYNUVDA��EJ SILOJ ESLI �ASTOTA EE IZMENENIQ MENX�E REZONANSNOJ I

PROISHODIT W PROTIWOFAZE PRI �ASTOTE IZMENENIQ WYNUVDA��EJ SILY BOLX�EJ

REZONANSNOJ�

iZ ����� SLEDUET� �TO MATRICA V 	 SIMMETRI�ESKAQ�
sOOTNO�ENIE

vjk � vkj� j� k � �� n� ������

WYRAVAET WAVNOE SWOJSTWO WYNUVDENNYH KOLEBANIJ W KONSER�
WATIWNYH SISTEMAH �PRINCIP WZAIMNOSTI� OTKLIK PO j �OJ
KOORDINATE NA WOZDEJSTWIE PO k �OJ KOORDINATE SOWPADAET S

OTKLIKOM k �OJ KOORDINATY NA WOZDEJSTWIE PO j �OJ�

���� pRIMER� iSSLEDUEM SWOJSTWA WYNUVDENNYH KOLEBANIJ

W IZOBRAVENNOJ NA RIS�� MEHANI�ESKOJ SISTEME W NEREZONANSNOM

SLU�AE� bUDEM PREDPOLAGATX� �TO TO�E�NYE MASSY m I M � �m
MOGUT PEREME�ATXSQ TOLXKO PO WERTIKALI� vESTKOSTX PRUVIN

RAWNA c � sILA� PRILOVENNAQ K NIVNEJ MASSE� IZMENQETSQ PO ZAKONU
f�t� � F cos�t �
sISTEMA IMEET DWE STEPENI SWOBODY� w KA�ESTWE OBOB�ENNYH

KOORDINAT ISPOLXZUEM SME�ENIQ TO�E�NYH MASS x�� x� OTNOSITELXNO

��



POLOVENIJ� W KOTORYH PRUVINY NEDEFORMIROWANY �RIS���� dLQ

POSTROENIQ URAWNENIJ DWIVENIQ W FORME URAWNENIJ lAGRANVA II
RODA

d

dt

�� �L
� 
xj

	A� �L

�xj
� Qj�t�� j � �� �� ������

NAM POTREBU�TSQ WYRAVENIQ DLQ KINETI�ESKOJ I POTENCIALXNOJ

�NERGII SISTEMY

T �
�

�
m� 
x�� � � 
x

�
��� ������

� �
c

�
�x�� � �x� � x��

���mg�x� � �x��

I OBOB�ENNYH SIL Q�� Q� � SOOTWETSTWU��IH WYNUVDA��EJ SILE

f�t� 
Q� � �� Q� � F cos�t� ������

pOSLE PODSTANOWKI W ������ WYRAVENIJ ������� ������ POLU�IM

m�x� � c��x� � x�� �mg � �� ������

�m�x� � c�x� � x�� � �mg � F cos�t�

lEGKO PROWERITX� �TO PRI OTSUTSTWII NESTACIONARNOGO WOZDEJ�
STWIQ f�t� IZU�AEMAQ MEHANI�ESKAQ SISTEMA IMEET POLOVENIE

RAWNOWESIQ

x�� �
�mg

c
� x�� �

�mg

c
� ������

zAMENA PEREMENNYH

y� � x� � x��� y� � x� � x��

POZWOLQET PEREPISATX URAWNENIQ DWIVENIQ ������ SLEDU��IM

OBRAZOM
A�y � Cy � e�F cos�t� ������

zDESX

A �

�� m �
� �m

	A � C �

�� �c �c
�c c

	A � e� �
�� �
�

	A � y �
�� y�
y�

	A �
oB�EE RE�ENIE NEODNORODNOJ SISTEMY ������ W NEREZONANSNOM

SLU�AE IMEET WID

y�t� � y��t� � Fv� cos�t� ������

��



GDE y��t� 	 OB�EE RE�ENIE ODNORODNOJ SISTEMY� v� 	 WEKTOR�
KOMPONENTAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ KO�FFICIENTY GARMONI�ESKOGO

WLIQNIQ

v� � V e� �

�� v��
v��

	A �
dEJSTWUQ PO SHEME� OPISANNOJ W PERWOM RAZDELE POSOBIQ�

NESLOVNO NAJTI OB�EE RE�ENIE ODNORODNOJ SISTEMY �F � ��

y��t� � C��u� cos���t� C��� � C��u� cos���t� C���� ������

GDE

�� �
�

�

s
c

m

q
� �

p
��� �� �

�

�

s
c

m

q
� �

p
��

	 SOBSTWENNYE �ASTOTY RASSMATRIWAEMOJ MEHANI�ESKOJ SISTEMY�

u� �

�� �

� �
p
��

	A � u� �

�� �

��p��
	A

	 WEKTORY� KOLLINEARNYE SOOTWETSTWU��IM AMPLITUDNYM WEKTO�
RAM�
dLQ OTYSKANIQ �LEMENTOW WEKTORA v� W ������ MY NE BUDEM

ISPOLXZOWATX POLU�ENNYE RANEE OB�IE REZULXTATY 	 �TO PRIWEDET
K NEOPRAWDANNO DLINNYMI WY�ISLENIQMI� pRQMAQ PODSTANOWKA

PREDPOLAGAEMOGO WYNUVDENNOGO RE�ENIQ y � Fv� cos�t W

URAWNENIQ DWIVENIQ ����� POSLE SOKRA�ENIQ NA cos�t DAET

PROSTU� LINEJNU� SISTEMU URAWNENIJ OTNOSITELXNO v�� I v�� �� �c� ��m �c
�c c� ���m

	A�� v��
v��

	A �
�� �
�

	A � ������

rE�ENIE DANNOJ SISTEMY IMEET WID

v����� �
c

��� � ���cm� c�
�

v����� �
�c� ��

��� � ���cm� c�
�

gRAFIKI FUNKCIJ v������ v����� PRIWEDENY NA RIS� �� wIDNO� �TO
W SISTEME WOZMOVEN ANTIREZONANS v������ � � � �� �

q
�c
m
�

�	



rIS� �

�� mALYE KOLEBANIQ W PROSTYH MODELQH

SLOVNYH FIZI�ESKIH SISTEM

���� rAS�ET MOLEKULQRNYH SPEKTROW� dLQ OPREDELENIQ

HIMI�ESKOGO SOSTAWA WO MNOGIH SLU�AQH PRIMENQ�TSQ SPEKTRO�
SKOPI�ESKIE METODY� nADEVNOSTX INTERPRETACII DANNYH�
POLU�ENNYH W �KSPERIMENTE� SU�ESTWENNO WOZRASTAET PRI NALI�II
TEORETI�ESKI RAS�ETOW SPEKTROW SOBSTWENNYH KOLEBANIJ RAZLI�NYH

MOLEKUL� OBRAZU��IH ISSLEDUEMOE WE�ESTWO�
sPECIFI�ESKOJ OSOBENNOSTX� PODOBNYH RAS�ETOW QWLQETSQ

T�ATELXNYJ ANALIZ IME��IHSQ U MOLEKUL SIMMETRIJ� nEOBHO�
DIMYJ MATEMATI�ESKIJ APPARAT BYL RAZRABOTAN W RAMKAH TEORII

PREDSTAWLENIJ 	 DOSTATO�NO SLOVNOGO RAZDELA LINEJNOJ ALGEBRY�
POSWQ�ENNOGO IZU�ENI� WZAIMOSWQZI MEVDU GRUPPAMI SIMMETRIJ

I MATRI�NYMI GRUPPAMI�
rASSMOTRIM PROSTOJ PRIMER� POZWOLQ��IJ UWIDETX SWQZX

SWOJSTW SOBSTWENNYH KOLEBANIJ S GRUPPOJ SIMMETRIJ MOLEKULY BEZ

PRIWLE�ENIQ METODOW TEORII PREDSTAWLENIJ� bUDEM PREDPOLAGATX�
�TO MOLEKULA SOSTOIT IZ �ETYREH ODINAKOWYH ATOMOW� RASPO�
LAGA��IHSQ W POLOVENII RAWNOWESIQ W WER�INAH PRAWILXNOGO

�




a B W

rIS� �

TETRA�DRA A� B� C� D �rIS���� I �TO POTENCIALXNAQ �NERGIQ

MEVATOMNOGO WZAIMODEJSTWIQ ZAWISIT TOLXKO OT RASSTOQNIQ MEVDU

ATOMAMI� dANNAQ MEHANI�ESKAQ SISTEMA IMEET �� STEPENEJ SWOBODY
� STEPENI SOOTWETSTWU�T POSTUPATELXNOMU DWIVENI� EE CENTRA

MASS O � � STEPENI SWOBODY 	 WRA�ENI� OTNOSITELXNO OTNOSITELXNO

CENTRA MASS I� NAKONEC� � STEPENEJ SWOBODY OTWE�A�T KOLEBANIQM

MOLEKULY�
sREDI WOZMOVNYH MALYH KOLEBANIJ OTMETIM PREVDE WSEGO

DWIVENIE� W KOTOROM ATOMY PEREME�A�TSQ S NEKOTOROJ �ASTOTOJ

�� WDOLX LU�EJ OA� OB� OC I OD 	 MOLEKULA OSTAETSQ PODOBNOJ
SAMA SEBE �rIS� �A�� sLEDU��IJ TIP KOLEBANIJ 	 KOLEBANIQ

S �ASTOTOJ �� � SIMMETRI�NYE OTNOSITELXNO ODNOWREMENNO DWUH

WZAIMNO PERPENDIKULQRNYH PLOSKOSTEJ SIMMETRII TETRA�DRA

�RIS��B�� pRINIMAQ WO WNIMANIE RAZNYJ HARAKTER SME�ENIJ�
MOVNO PREDPOLOVITX� �TO� PO KRAJNEJ MERE� W OB�EM SLU�AE �� ��
�� � tAK KAK U TETRA�DRA ESTX TRI PARY WZAIMNO PERPENDIKULQRNYH
PLOSKOSTEJ �AOB I COD � AOC I BOD � AOD I BOC ��
SU�ESTWU�T TRI MALYH KOLEBANIQ OPISANNOGO TIPA� sTEPENX

WYROVDENIQ SOBSTWENNOJ �ASTOTY �� NE MENEE DWUH 	 LEGKO

UBEDITXSQ W NEZAWISIMOSTI L�BOJ PARY KOLEBANIJ IZ �TOJ TROJKI�
tRETIJ TIP KOLEBANIJ 	 KOLEBANIQ S �ASTOTOJ �� � SOHRANQ��IE
SWOJ WID PRI POWOROTAH WOKRUG ODNOJ IZ OSEJ SIMMETRII TRETXEGO

PORQDKA �RIS��W�� �ETYREM OSQM SIMMETRII TRETXEGO PORQDKA

BUDUT SOOTWETSTWOWATX �ETYRE KOLEBANIQ TAKOGO TIPA� L�BYE TRI
IZ NIH LINEJNO NEZAWISIMY� sLEDOWATELXNO� �ASTOTA �� �NET

��



OSNOWANIJ PREDPOLAGATX� �TO ONA RAWNA �� ILI �� � IMEET STEPENX
WYROVDENIQ NE MENEE TREH� tAK KAK S U�ETOM WYROVDENIJ U

SISTEMY DOLVNO BYTX �ESTX SOBSTWENNYH �ASTOT� MOVNO SDELATX
WYWOD �ASTOTA �� QWLQETSQ DWUHKRATNO WYROVDENNOJ� �ASTOTA ��

	 TREHKRATNO WYROVDENNAQ�

���� cEPO�E�NYE MODELI� dLQ PONIMANIQ QWLENIJ�
NABL�DAEMYH PRI WOZBUVDENII KOLEBANIJ W KRISTALLI�ESKOJ

RE�ETKE ILI W DLINNOJ POLIMERNOJ MOLEKULE� SPECIALISTY

ISPOLXZU�T PROSTYE MODELI� PREDSTAWLQ��IE SOWOKUPNOSTX

TO�E�NYH MASS� SOEDINENNYH PRUVINAMI� tAKIE MODELI NAZYWA�T
LINEJNYMI CEPO�KAMI�
pRI ISSLEDOWANII LINEJNOJ CEPO�KI S BOLX�IM �ISLOM

�LEMENTOW MALYE KOLEBANIQ CELESOOBRAZNO RASSMATRIWATX KAK

NEKIE WOLNOWYE PROCESSY�
w KA�ESTWE PRIMERA IZU�IM SWOJSTWA MALYH KOLEBANIJ

IZOBRAVENNOJ NA RIS� � SISTEMY IZ n SWQZANNYH MAQTNIKOW� uGLY
OTKLONENIQ MAQTNIKOW OT WERTIKALI q�� � � � � qn WOZXMEM W KA�ESTWE

OBOB�ENNYH KOORDINAT DANNOJ SISTEMY� eE KINETI�ESKAQ �NERGIQ
T � 
q� I POTENCIALXNAQ �NERGIQ ��q� IME�T WID

T � 
q� �
�

�
ml�

nX
k��


q�k � �����

��q� �
c

�

nX
k��

�r
�L� l�sin qk	� � sin qk��� � l��cos qk	� � cos qk� � L

��
�

�mgl
nX

k��

cos qk�

zDESX l I m 	 DLINA PODWESA I MASSA MAQTNIKOW� L 	 RASSTOQNIE
MEVDU TO�KAMI PODWESA� c 	 VESTKOSTX PRUVIN� dLQ POSTROENIQ
URAWNENIJ MALYH KOLEBANIJ APPROKSIMIRUEM ��q� KWADRATI�NOJ
FORMOJ

��q� �
�

�

��cl� n��X
k��

�qk	� � qk�
� �mgl

nX
k��

q�k

�� � �����

uRAWNENIQ DWIVENIQ� LINEARIZOWANNYE W OKRESTNOSTI USTOJ�I�
WOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ q� � � � � � qn � �� ZAPI�EM SLEDU��IM

OBRAZOM
�q� � ��q� � q�� � q� � ��

�qk � ���qk � qk�� � qk	�� � qk � �� k � �� n� �� �����

��



rIS� �

�qn � ��qn � qn��� � qn � ��

GDE PARAMETRY

� �
c

m
�  �

g

l
�

pOLEZNO SRAWNITX URAWNENIQ ����� S URAWNENIQMI MALYH

KOLEBANIJ BESKONE�NOJ CEPO�KI MAQTNIKOW

�qk � ���qk � qk�� � qk	�� � qk � �� k � ����� � � � �����

eSLI q��t�� � � � � qn�t� QWLQ�TSQ KOMPONENTAMI RE�ENIQ URAWNENIJ

�����
� � � � � q��t�� q��t�� � � � � qn�t�� qn	��t�� � � � �� �����

UDOWLETWORQ��EGO USLOWI�

q� � q�� qn � qn	�� �����

TO TOGDA q�t� � �q��t�� � � � � qn�t��
T BUDET RE�ENIEM URAWNENIEM ������

tAKIM OBRAZOM� MALYE KOLEBANIQ SISTEMY IZ n MAQTNIKOW MOVNO

RAZYSKIWATX W WIDE SUMMY PROSTEJ�IH RE�ENIJ SISTEMY ����� 	
BEGU�IH WOLN

qk � V ei��t�k	�� k � ����� � � � �����

GDE � 	 �ASTOTA KOLEBANIJ� � 	 RAZNOSTX FAZ KOLEBANIJ SOSEDNIH
MAQTNIKOW �� � � � 	� � fAZA � I �ASTOTA � SWQZANY

DISPERSIONNYM SOOTNO�ENIEM

�� � �� sin�
�

�
� �

WOZNIKA��EM PRI PODSTANOWKE ����� W ������

��



sOOTNO�ENIQ ����� WYPOLNQ�TSQ PRI NALOVENII WOLN� BEGU�IH
W PROTIWOPOLOVNYH NAPRAWLENIQH

qk�t� � V�ei��t�k	� � V	e
i��t	k	�� k � ����� � � � �����

GDE KO�FFICIENTY V� I V	 DOLVNY BYTX RE�ENIEM SISTEMY

ODNORODNYH LINEJNYH URAWNENIJ

V���� e�i	� � V	�� � ei	� � �� �����

V�e�in	�� � e�i	� � V	e
in	��� ei	� � ��

sISTEMA ����� IMEET NETRIWIALXNOE RE�ENIE TOLXKO W TOM SLU�AE�
KOGDA EE DETERMINANT������ ��� e�i	� ��� ei	�

e�in	��� e�i	� ein	��� ei	�

������ � �i��� ei	��� � e�i	� sin n�

RAWEN � � �TO USLOWIE WYDELQET n NEZAWISIMYH RE�ENIJ�
UDOWLETWORQ��IH USLOWI� ������ W KOTORYH � � �j� � � �j � GDE

�j �
	�j � ��

n
� �j �

vuut� �� sin� 	�j � ��
�n

� j � �� n� ������

pEREJDEM TEPERX K OTYSKANI� KOMPONENT AMPLITUDNYH WEKTOROW

uj � j � �� n � pRI � � �j � j �� � SISTEMA ����� DOPUSKAET RE�ENIE

V� � �ei	j��� V	 � �e�i	j��� ������

pODSTANOWKA ������ I ������ W ����� DAET RE�ENIE

qj�t� � uje
i�jt ������

GDE

uj � �u�j� � � � � unj�
T � ������

ukj � � cos�k � �

�
�
�j

�
� � cos�k � �

�
��j � ��	

�
�

j � �� n� k � �� n�

pRI j � � SOOTNO�ENIE ������ DAET RE�ENIE� W KOTOROM

KOLEBANIQ PROISHODQT SINFAZNO ��� � �� S �ASTOTOJ� RAWNOJ
�ASTOTE KOLEBANIJ MATEMATI�ESKOGO MAQTNIKA �� � ��� �q

g
l � o�EWIDNO� �TO MAQTNIKI DOLVNY KOLEBATXSQ S RAWNYMI

AMPLITUDAMI �u�� � � � � � un�� � pRINIMAQ WO WNIMANIE�
�TO FORMALXNAQ PODSTANOWKA j � � W ������ PRIWODIT K

��



rIS� 	

TAKOMU VE REZULXTATU� FORMULU ������ MOVNO RASSMATRIWATX

KAK OB�EE WYRAVENIE DLQ KOMPONENT AMPLITUDNOGO WEKTORA W

�MONOHROMATI�ESKOM� DWIVENII

qj�t� � Cj�uj cos��jt� Cj��� j � �� n�

zAD A � A� nAJTI SOBSTWENNYE �ASTOTY KOLEBANIQ IZOBRAVENNOJ NA RIS�


CEPO�KI IZ �n SWQZANNYH PRUVINAMI MAQTNIKOW� mAQTNIKI S NE�ETNYMI

NOMERAMI IME�T MASSU m  MASSY MAQTNIKOW S �ETNYMI NOMERAMI RAWNA M �

dLINY MAQTNIKOW I VESTKOSTX PRUVIN SOWPADA�T�

��



rAZDEL II

mALYE KOLEBANIQ

W SKLERONOMNYH SISTEMAH

mEHANI�ESKAQ SISTEMA NAZYWAETSQ SKLERONOMNOJ� ESLI NA NEE

NALOVENY TOLXKO STACIONARNYE SWQZI�

�� mALYE KOLEBANIQ SKLERONOMNOJ

SISTEMY POD DEJSTWIEM SIL� NE ZAWISQ�IH

QWNO OT WREMENI

���� uRAWNENIQ DWIVENIQ� dWIVENIE SKLERONOMNOJ SISTEMY

POD DEJSTWIEM SIL PROIZWOLXNOJ PRIRODY� NE ZAWISQ�IH QWNO OT
WREMENI� OPISYWAETSQ URAWNENIQMI lAGRANVA WTOROGO RODA

d

dt

�
�T

� 
q

�
� �T

�q
� Q� �����

GDE Q � �Q��q� 
q�� � � � � Qn�q� 
q��T 	 WEKTOR OBOB�ENNYH SIL�
bUDEM PREDPOLAGATX� �TO q� � � QWLQETSQ POLOVENIEM

RAWNOWESIQ RASSMATRIWAEMOJ SISTEMY� w �TOM SLU�AE� W

SOOTWETSTWII S NEOBHODIMYM I DOSTATO�NYM USLOWIEM�

Q��� �� � �� �����

dLQ POSTROENIQ LINEARIZOWANNYH URAWNENIJ DWIVENIQ SISTEMY

W OKRESTNOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ NUVNO SDELATX SLEDU��EE�

�i� wZQTX PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ KINETI�ESKOJ �NERGII

W WIDE KWADRATI�NOJ FORMY S POSTOQNNYMI KO�FFICIENTAMI �SM�
NA�ALO PREDYDU�EGO RAZDELA�

T �
�

�
� 
q� A 
q�� �����

�ii� rAZLOVITX Q��q� 
q�� � � � � Qn�q� 
q� W RQDY tEJLORA I OTBROSITX
�LENY WTOROGO I BOLEE WYSOKIH PORQDKOW OTNOSITELXNO q� 
q �
wOZNIKA��IE PRIBLIVENNYE FORMULY DLQ OBOB�ENNYH SIL BUDUT

��



IMETX WID

Qj �
nX

k��

�Qj

�qk

�����
q� 
q��

qk �
�Qj

� 
qk

�����
q� 
q��


qk� �����

iSPOLXZUQ OBOZNA�ENIQ

bjk � ��Qj

� 
qk
� bjk � ��Qj

�qk
� j� k � �� n� �����

WYRAVENIQ ����� MOVNO PEREPISATX W WEKTORNO�MATRI�NOJ FORME

Q�q� 
q� � �B 
q � Cq� �����

GDE B I C 	 �n � n� �MATRICY S �LEMENTAMI bjk I cjk
SOOTWETSTWENNO� mATRICU B NAZYWA�T MATRICEJ SKOROSTNYH SIL

�� �B 
q �� MATRICU C 	 MATRICEJ POZICIONNYH SIL �� �Cq ��
�iii� pOSLE PODSTANOWKI ����� I ����� W ����� POLU�IM URAWNENIQ

MALYH KOLEBANIJ W OKRESTNOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ

A�q� B 
q � Cq � �� �����

���� kLASSIFIKACIQ OBOB�ENNYH SIL� oBO�ENNYE SILY

����� UDOBNO RASSMATRIWATX KAK SUPERPOZICI� NESKOLXKIH OSOBYH

TIPOW OBOB�ENNYH SIL� LINEJNYH PO q� 
q �
pUSTX D I � QWLQ�TSQ SIMMETRI�NOJ I ANTISIMMETRI�NOJ

MATRICAMI� SUMMA KOTORYH RAWNA B 

D �
�

�
�B � BT �� � �

�

�
�B �BT �� �����

sILY Qg � �� 
q NAZYWA�T GIROSKOPI�ESKIMI� w L�BOM DWIVENII

MO�NOSTX GIROSKOPI�ESKIH SIL Wg RAWNA NUL�

Wg � �� 
q�Qg� � �� 
q�� 
q� � ��
�

h
� 
q� B 
q� � � 
q� BT 
q�

i
�

�
�

�
��B 
q� 
q� � � 
q� B 
q�� � �

�
eSLI KWADRATI�NAQ FORMA R � �

�� 
q� D 
q� PRINIMAET TOLXKO

NEOTRICATELXNYE ZNA�ENIQ� SILY Qd � �Dq NAZYWA�T DISSI�

PATIWNYMI �ESLI R � � PRI 
q �� �� TO TOGDA SILY

Qd NAZYWA�T SILAMI S POLNOJ DISSIPACIEJ�� fORMU R
IMENU�T DISSIPATIWNOJ FUNKCIEJ r�LEQ� nESLOVNO UBEDITXSQ W

SPRAWEDLIWOSTI SOOTNO�ENIJ

Qdj � ��R
� 
qj

� j � �� n�

��



I

Wd � � 
q�Qd� � ��R�
GDE Wd 	 MO�NOSTX DISSIPATIWNYH SIL�
pOZICIONNYE OBOB�ENNYE SILY MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY

POTENCIALXNYH SIL

Qp � �Kq� K �
�

�
�C � CT �

I CIRKULQCIONNYH SIL

Qc � �Nq� N �
�

�
�C � CT ��

kWADRATI�NAQ FORMA � � �
��q�Kq� QWLQETSQ POTENCIALOM SILOWOGO

POLQ Qp 

Qp
j � ���

�qj
� j � �� n�

iZ SWOJSTW POLQ CIRKULQCIONNYH SIL OTMETIM ORTOGONALXNOSTX Qc

WEKTORU OBOB�ENNYH KOORDINAT

�q�Qc� � ��q� Nq� � ��

���� wLIQNIE DISSIPATIWNYH SIL NA KOLEBANIQ

KONSERWATIWNOJ SISTEMY� dWIVENIE KONSERWATIWNOJ MEHANI�ESKOJ

SISTEMY PRI DOBAWLENII DISSIPATIWNYH SIL Qd OPISYWAETSQ

URAWNENIQMI

A�q�D 
q�Kq � �� �����

GDE A�D�K 	 SIMMETRI�ESKIE POLOVITELXNO OPREDELENNYE

MATRICY�
rAZYSKIWAQ RE�ENIE URAWNENIJ ����� W WIDE ue
t � POSLE

PODSTANOWKI W ����� POLU�IM� �TO WEKTOR u I MNOVITELX � W

POKAZATELE �KSPONENTY DOLVNY UDOWLETWORQTX USLOWI�

�A�� �D��K�u � �� �����

nENULEWOJ WEKTOR u � UDOWLETWORQ��IJ SOOTNO�ENI� ������
SU�ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA � QWLQETSQ KORNEM

HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ

det�A�� �D��K� � �� ������

��



hARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE QWLQETSQ ALGEBRAI�ESKIM URAWNE�
NIEM STEPENI �n OTNOSITELXNO � � w OB�EM SLU�AE EGO KORNI

BUDUT KOMPLEKSNYMI �ISLAMI� pRI PODSTANOWKE W ����� � � �� �
GDE �� 	 KOMPLEKcNYJ KORENX HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ�
WOZNIKAET LINEJNAQ SISTEMA S KOMPLEKSNYMI KO�FFICIENTAMI� EE
NETRIWIALXNOE RE�ENIE u � u� BUDET SODERVATX KOMPLEKSNYE

KOMPONENTY� dOMNOVIW NA u� � �u��� � � � � u�n�T PRAWU� I LEWU�

�ASTI TOVDESTWA

�A��� �D�� �K�u� � �� ������

POLU�IM
a��� � d��  � �� ������

GDE

a � �u� Au� � �� d � �u� Du� � ��  � �u� Au� � ��

iZ SOOTNO�ENIQ ������ WYTEKAET� �TO �� QWLQETSQ KORNEM

KWADRATNOGO URAWNENIQ S POLOVITELXNYMI KO�FFICIENTAMI�
wOSPOLXZOWAW�ISX IZWESTNOJ FORMULOJ DLQ KORNEJ KWADRATNOGO

URAWNENIQ� LEGKO USTANOWITX� �TO

Re�� � � d

�a
� ��

pRIWEDENNYE RASSUVDENIQ POKAZYWA�T� �TO WSE KORNI HARAKTERISTI�
�ESKOGO URAWNENIQ ������ IME�T OTRICATELXNU� WE�ESTWENNU�

�ASTX� tAKIM OBRAZOM� POSLE DOBAWLENIQ SIL S POLNOJ

DISSIPACIEJ MALYE KOLEBANIQ KONSERWATIWNOJ SISTEMY BUDUT

ZATUHATX �KSPONENCIALXNYM OBRAZOM�
pREDPOLOVIM TEPERX� �TO DISSIPACIQ SLABAQ 	 �LEMENTY

MATRICY D DOSTATO�NO MALY� pUSTX � � ���� � � � � �n�
T 	

NORMALXNYE KOORDINATY KONSERWATIWNOJ SISTEMY �W OTSUTSTWII

DISSIPACII�� SWQZANNYE S KOORDINATAMI q � �q�� � � � � qn�T

FORMULAMI PEREHODA

q � U�� detU �� �� ������

w NORMALXNYH KOORDINATAH URAWNENIQ DWIVENIQ PRINIMA�T

SLEDU��IJ WID

��j �
nX

k��

�jk 
�k � ��
j �j � �� ������

GDE �j 	 �ASTOTY SOBSTWENNYH KOLEBANIJ KONSERWATIWNOJ SISTEMY�
�jk 	 �LEMENTY MATRICY DISSIPATIWNYH SIL W PEREMENNYH �

�jk � �uj� Duk�� j� k � �� n�

�	



sLEDUET OTMETITX POLOVITELXNOSTX DIAGONALXNYH �LEMENTOW

�jj � �uj� Duj� � �� j � �� n�

hARAKTERISTI�ESKOE URAWNENIE SISTEMY ������������������

�� � ���� � ��
� ���� � � � ��n�

���� �� � ����� ��
� � � � ��n�

���
��� � � � ���

�n�� �n�� � � � �� � �nn�� ��
n

������������
� ��

MOVNO ZAPISATX SLEDU��IM OBRAZOM

nY
k��

��� � �kk�� ��
k� � O���� � �� ������

GDE � � maxk�j���n �kj � tEPERX LEGKO PROWERITX� �TO KORNI

HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ ��� � � � � ��n IME�T WID

��k�� � �i�k � �kk
�
� O�����

��k � i�k � �kk
�
� O����� k � �� n�

wYWOD W PERWOM PRIBLIVENII MALYE DISSIPATIWNYE SILY NE

IZMENQ�T �ASTOT KONSERWATIWNOJ SISTEMY�

���� wLIQNIE GIROSKOPI�ESKIH SIL NA KOLEBANIQ

KONSERWATIWNOJ SISTEMY� pOKAVEM� �TO ESLI W LINEJNOM

PRIBLIVENII DWIVENIE KONSERWATIWNOJ SISTEMY W OKRESTNOSTI

POLOVENIQ RAWNOWESIQ PREDSTAWLQET SUPERPOZICI� GARMONI�ESKIH

KOLEBANIJ� TO ONO OSTANETSQ TAKIM I PRI DOBAWLENII GIROSKOPI�
�ESKIH SIL�
dWIVENIE KONSERWATIWNOJ SISTEMY POSLE DOBAWLENIQ TAKIH SIL

OPISYWAETSQ URAWNENIQMI

A�q � � 
q�Kq � �� ������

GDE A I K 	 SIMMETRI�ESKIE POLOVITELXNO OPREDELENNYE

MATRICY KINETI�ESKOJ �NERGII I POTENCIALXNYH SIL� � 	
KOSOSIMMETRI�ESKAQ MATRICA GIROSKOPI�ESKIH SIL�
rAZYSKIWAQ �ASTNOE RE�ENIE ������ W WIDE q � uei
t � LEGKO

USTANOWITX� �TO � DOLVNO UDOWLETWORQTX HARAKTERISTI�ESKOMU

URAWNENI�
det����A� i�� �K� � �� ������

�




uRAWNENIE ������ IMEET �n KORNEJ� eSLI �� QWLQETSQ KORNEM �������
SU�ESTWUET WEKTOR u� �� � TAKOJ� �TO

�����A� i��� �K�u� � �� �����

dOMNOVIW ����� NA KOMPLEKSNO�SOPRQVENNYJ WEKTOR u� � POLU�IM

�����u�� Au��� i���u���u�� � �u��Ku�� � �� ������

wYRAVENIE ������ MOVNO PEREPISATX W FORME KWADRATNOGO

URAWNENIQ

a��� � g�� � k � � ������

S WE�ESTWENNYMI KO�FFICIENTAMI

a � �u�� Au�� � �� k � �u��Ku�� � �� g � i�u���u���

iZ SOOTNO�ENIQ ������ SLEDUET� �TO �� QWLQETSQ WE�ESTWENNYM 	
KAK KORENX KWADRATNOGO URAWNENIQ S POLOVITELXNYM DETERMINANTOM

�D � g� � �ak ��
tAK KAK W KA�ESTWE �� MOVNO WZQTX L�BOJ KORENX HARAKTERIS�

TI�ESKOGO URAWNENIQ ������� PRIWEDENNYE RASSUVDENIQ POZWOLQ�T
SDELATX WYWOD O TOM� �TO WSE KORNI �TOGO URAWNENIQ WE�ESTWENNYE
I OTLI�A�TSQ OT NULQ�
nA WE�ESTWENNOJ PRQMOJ KORNI URAWNENIQ ������ RASPOLAGA�TSQ

SIMMETRI�NO OTNOSITELXNO NULQ 	 ESLI � � �� PRINADLEVIT

MNOVESTWU KORNEJ URAWNENIQ ������� TO � � ��� TAKVE QWLQETSQ

KORNEM� dEJSTWITELXNO�

det��������A� i������ �K� � det�����A� i��� �K� �

� det�����A� i��� �K�T � �

�� wYNUVDENNYE DWIVENIQ

SKLERONOMNYH SISTEM

���� sWOBODNYE I WYNUVDENNYE DWIVENIQ� pUSTX q � �
QWLQETSQ POLOVENIEM RAWNOWESIQ NEKOTOROJ SKLERONOMNOJ SISTEMY�
bUDEM PREDPOLAGATX� �TO ANALIZ LINEARIZOWANNYH W OKRESTNOSTI
UKAZANNOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ URAWNENIJ DWIVENIQ

A�q �B 
q � Cq � � �����

��



POZWOLQET SDELATX WYWOD O EGO ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI
KORNI ��� � � � � ��n HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ

���� � det�A�� � B�� C� � � �����

UDOWLETWORQ�T USLOWI�

Re�k � �� k � �� �n�

iSSLEDUEM DWIVENIE DANNOJ SISTEMY W OKRESTNOSTI POLOVENIQ

RAWNOWESIQ q � � PRI NALI�II DOPOLNITELXNYH SIL

Q�t� � �Q��t�� � � � � Qn�t��
T �

ZAWISQ�IH TOLXKO OT WREMENI t � w LINEJNOM PRIBLIVENII

INTERESU��EE NAS DWIVENIE OPISYWAETSQ URAWNENIQMI

A�q� B 
q � Cq � Q�t�� �����

oB�EE RE�ENIE URAWNENIJ ����� PREDSTAWLQET SUMMU KAKOGO�
TO �ASTNOGO RE�ENIQ �TIH URAWNENIJ q��t� I OB�EGO RE�ENIQ

q���t� C�� � � � � C�n� ODNORODNOJ SISTEMY �����

q�t� � q��t� � q���t� C�� � � � � C�n�� �����

sLAGAEMOE q���t� C�� � � � � C�n� W PRAWOJ �ASTI WYRAVENIQ �����
OPISYWAET DWIVENIQ SKLERONOMNOJ SISTEMY PRI OTSUTSTWII

WYNUVDA��EJ SILY 	 SWOBODNYE DWIVENIQ� sLAGAEMOE q��t�
OPISYWAET WYNUVDENNOE DWIVENIE� KOTOROE SU�ESTWUET TOLXKO PRI
NALI�II WYNUVDA��EJ SILY Q�t� � w SLU�AE KOLEBATELXNOGO

HARAKTERA SWOBODNYH �WYNUVDENNYH� DWIVENIJ PRINQTO GOWORITX
O SWOBODNYH �WYNUVDENNYH� KOLEBANIQH�
w SOOTWETSTWII S PREDPOLOVENIEM OB ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�I�

WOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ q � � SISTEMY ����� OB�EE RE�ENIE
q���t� C�� � � � � C�n� STANOWITSQ SKOLX UGODNO MALYM PRI WOZRASTANII
WREMENI t NEZAWISIMO OT WYBORA ZNA�ENIJ POSTOQNNYH C�� � � � � C�n �
mOVNO SKAZATX� �TO SOBSTWENNYE DWIVENIQ ZATUHA�T I W

REZULXTATE W SISTEME PROISHODIT TOLXKO WYNUVDENNOE DWIVENIE�
wYNUVDENNOE RE�ENIE q��t� QWLQETSQ OTKLIKOM SISTEMY NA

PRIKLADYWAEMOE NESTACIONARNOE WOZDEJSTWIE Q�t� � dEJSTWUQ

TO�NO TAKVE� KAK I PRI IZU�ENII WYNUVDENNYH DWIVENIJ W

KONSERWATIWNYH SISTEMAH� RAZLOVIM Q�t� PO BAZISNYM WEKTORAM

Q�t� �
nX

k��

ekQk�t��

��



o�EWIDNO� �TO q��t� PREDSTAWLQET SUPERPOZICI� WYNUVDENNYH

RE�ENIJ qk
� � SOOTWETSTWU��IH WOZDEJSTWIQM Qk�t� � ekQk�t� � W

KOTORYH OTLI�NA OT NULQ TOLXKO k �AQ OBOB�ENNAQ SILA

q��t� �
nX

k��

q�k�t��

tAKIM OBRAZOM� DLQ POLNOGO RE�ENIQ ZADA�I OB OTYSKANII OTKLIKA
SISTEMY DOSTATO�NO NAU�ITXSQ �TO DELATX DLQ WOZDEJSTWIJ Qk�t� �
ekQk�t� � k � �� n �

���� aMPLITUDNO
FAZOWAQ HARAKTERISTIKA SISTEMY�

rASSMOTRIM WSPOMOGATELXNU� ZADA�U OB OTYSKANII FORMALXNOGO

OTKLIKA q��t� SISTEMY ����� NA �WOZDEJSTWIE�

Qk�t� � eke
i�t� �����

�ASTNOE RE�ENIE URAWNENIJ ����� S PRAWOJ �ASTX� ����� BUDEM
ISKATX W WIDE

q��t� � hei�t� �����

GDE h � �h�� � � � � hn�
T � pOSLE PODSTANOWKI ����� I ����� W �����

I SOKRA�ENIQ NA ei�t POLU�IM SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ�
POZWOLQ��U� OPREDELITX h 

 �i��h � ek� �����

zDESX  �i�� � A�i��� � B�i�� � C �
sISTEMA LINEJNYH URAWNENIJ ����� ODNOZNA�NO RAZRE�IMA

TOLXKO PRI USLOWII

det  �i�� � det
h
A�i��� � B�i�� � C

i
� ��i�� �� �� �����

uSLOWIE ����� WYPOLNENO PRI L�BOM ZNA�ENII � 	 W PROTIWNOM

SLU�AE MY POLU�ILI BY PROTIWORE�IE S ISHODNYM PREDPOLOVENIEM

O PRINADLEVNOSTI WSEH KORNEJ HARAKTERISTI�ESKOGO URAWNENIQ

���� � � LEWOJ POLUPLOSKOSTI�
rE�ENIE SISTEMY ����� UDOBNO NAJTI METODOM kRAMERA� pOSLE

�LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ POLU�IM

hj �
�kj�i��

��i��
�

GDE �kj�i�� 	 ALGEBRAI�ESKOE DOPOLNENIE �LEMENTA �kj MATRICY

 �i�� �

��



fUNKCI�

Wkj�i�� �
�kj���

����

NAZYWA�T AMPLITUDNO�FAZOWOJ HARAKTERISTIKOJ SISTEMY� rE�E�
NIE ZADA�I OB OTKLIKE SISTEMY NA WOZDEJSTWIE Qk�t� � eke

i�t

MOVNO ZAPISATX W WIDE

qj��t� � Wkj�i��e
i�t � jWkj�i��jei��t	argWkj�� j � �� n� �����

iZ SOOTNO�ENIQ ����� SLEDUET� �TO MODULX FUNKCII Wkj�i��
HARAKTERIZUET AMPLITUDU OTKLIKA� A EE ARGUMENT 	 FAZOWYJ SDWIG
PO OTNO�ENI� K WHODNOMU WOZDEJSTWI�� w DALXNEJ�EM FUNKCII

Rkj��� � jWkjj�i�� I !kj��� � argWkj�i�� BUDEM NAZYWATX

AMPLITUDNO��ASTOTNOJ I FAZO��ASTOTNOJ HARAKTERISTIKAMI�
pERWYJ INDEKS U FUNKCIJ Wkj�i��� Rkj����!kj��� UKAZYWAET� PO
KAKOJ KOORDINATE PRIKLADYWAETSQ WOZDEJSTWIE� WTOROJ OPREDELQET
KOORDINATU OTKLIKA�
pRI ISSLEDOWANII WYNUVDENNYH DWIVENIJ KONKRETNYH MEHA�

NI�ESKIH SISTEM DLQ LU��EGO PONIMANIQ SWOJSTW FUNKCII Wkj

CELESOOBRAZNO POSTROITX EE GODOGRAF I GRAFIKI FUNKCIJ Rkj���
I !kj��� PRI IZMENENII � OT � DO �� � gODOGRAF FUNKCII Wkj

NA�INAETSQ NA DEJSTWITELXNOJ OSI I STQGIWAETSQ K NUL� PRI �
� � pRI ANALIZE SWOJSTW AMPLITUDNO��ASTOTNOJ HARAKTERISTIKI
SLEDUET OBRA�ATX WNIMANIE NA POLOVENIE LOKALXNYH MAKSIMUMOW

�OSOBENNO W TEH SLU�AQH� KOGDA �TI MAKSIMUMY QWLQ�TSQ OT�ETLIWO
WYRAVENNYMI PIKAMI�� wOZRASTANIE AMPLITUDY OTKLIKA PRI � �
�� NAZYWA�T REZONANSOM� A �ASTOTU �� 	 REZONANSNOJ �ASTOTOJ�

���� oTKLIK SISTEMY NA GARMONI�ESKOE WOZDEJSTWIE� w

SOOTNO�ENII

A�q � B 
q� Cq � eke
i�t

DOLVNY BYTX RAWNY MEVDU SOBOJ WZQTYE OTDELXNO DEJSTWITELXNAQ

I MNIMAQ SOSTAWLQ��IE WYRAVENIJ W LEWOJ I PRAWOJ �ASTI� �TO
OZNA�AET� �TO OTKLIKOM SISTEMY NA GARMONI�ESKOJ WOZDEJSTWIE

Q�t� � Fek cos�t � F Re
�
eke

i�t
�

QWLQETSQ WYNUVDENNOE DWIVENIE

q��t� �
�
F Re

�
Wk��i��e

i�t
�
� � � � � F Re

�
Wkn�i��e

i�t
��T

�

� �FRk���� cos��t �!k������ � � � � FRkn��� cos��t� !kn�����
T

��



dEJSTWUQ ANALOGI�NYM OBRAZOM� MOVNO USTANOWITX� �TO

OTKLIKOM NA WOZDEJSTWIE Q�t� � Fek sin�t BUDET DWIVENIE

q��t� � �FRk���� sin��t� !k������ � � � � FRkn��� sin��t �!kn�����
T

���� oTKLIK NA PERIODI�ESKOE WOZDEJSTWIE� oSNOWYWAQSX

NA PRINCIPE SUPERPOZICII� OGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM SLU�AQ

Q�t� � ekQ�t� ������

GDE Q�t� 	 NEKOTORAQ FUNKCIQ S PERIODOM T � ��
�
� rASKLADYWAQ

Q�t� W RQD fURXE� WOZDEJSTWIE ������ PREDSTAWIM W WIDE SUMMY

GARMONI�ESKIH WOZDEJSTWIJ

Q�t� � ekQ�t� � ek

�� �X
m��

am cosm�t � bm sinm�t

	A �
�X

m��
ekam cosm�t�

�X
m��

ekam sinm�t�

wOSPOLXZOWAW�ISX TEPERX REZULXTATAMI PREDYDU�EGO PUNKTA�
POLU�IM SLEDU��EE WYRAVENIE DLQ WYNUVDENNOGO DWIVENII PRI

NALI�II PERIODI�ESKOJ WNE�NEJ SILY ������

q�j�t� �
�X

m��
famRkj�m�� cos �m�t� !k����� �

�bmRkj�m�� sin �m�t� !k�����g � j � �� n�

���� oTKLIK NA NEPERIODI�ESKOE WOZDEJSTWIE� dLQ

OTYSKANIQ WYNUVDENNOGO DWIVENIQ PRI NALI�II NEPERIODI�ESKOGO

WNE�NEGO WOZDEJSTWIQ ISPOLXZU�T PREOBRAZOWANIE fURXE

F �f�t�� �
Z 	�
�� f�t�ei�tdt�

fURXE�OBRAZ OTKLIKA F �q�j�t�� SWQZAN S fURXE�OBRAZOM WOZDEJSTWIQ
F �Qk�t�� SOOTNO�ENIEM

F �q�j�t�� � WkjF �Qk�t�� �

eSLI fURXE�OBRAZ OTKLIKA IZWESTEN� EGO WYRAVENIE W WIDE FUNKCII
t MOVNO POLU�ITX S POMO�X� OBRATNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE�

�� pRIMER� w PREDYDU�EM RAZDELE IZU�ALISX WYNUVDENNYE

KOLEBANIQ KONSERWATIWNOJ MEHANI�ESKOJ SISTEMY� STOQ�EJ IZ DWUH

��



rIS� ���

TO�E�NYH MASS I DWUH PRUVIN� pREDPOLOVIM� �TO K NIVNEJ

MASSE PRISOEDINEN BEZYNERCIONNYJ DEMPFER� OKAZYWA��IJ

SOPROTIWLENIE EE DWIVENI� FW � �v� �RIS� ���� nAJDEM

AMPLITUDNO�FAZOWYE HARAKTERISTIKI SISTEMY I POSTROIM GRAFIKI
AMPLITUDNO��ASTOTNYH I FAZO��ASTOTNYH HARAKTERISTIK�
bUDEM ISPOLXZOWATX OBOB�ENNYE PEREMENNYE� WWEDENNYE PRI

ISSLEDOWANII SISTEMY BEZ DEMPFERA� w KA�ESTWE PERWOGO �AGA

UBEDIMSQ W ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ

x� �
�
�mg

c
�
�mg

c

�T
�

pEREME�ENIE TO�E�NYH MASS W OKRESTNOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ

x � x� OPISYWAETSQ URAWNENIQMI

A�y � B 
y � Cy � �� ������

GDE y � x� x� �

A �

�� m �
� �m

	A � B �

�� � �
� 

	A � C �

�� �c �c
�c c

	A �
w HARAKTERISTI�ESKOM URAWNENII SISTEMY ������

���� � det�A�� � B� � C� � ������

� �m��� � m�� � �cm�� � �c� � c� � �

��



WSE KO�FFICIENTY POLOVITELXNYE� PERWYJ I TRETIJ GLAWNYE

MINORY EGO MATRICY rAUSA�BBBBBB�
m �c � �
�m� �cm c� �
� m �c �
� �m� �cm c�

	CCCCCCA
TAKVE POLOVITELXNYE ��� � m� �� � c�m�� �� pO�TOMU�
OPIRAQSX NA KRITERIJ rAUSA�gURWICA W FORME lXENARA�	IPARA�
MOVNO UTWERVDATX� �TO WSE KORNI URAWNENIQ ������ LEVAT W LEWOJ
POLUPLOSKOSTI�
dLQ NAHOVDENIQ AMPLITUDNO�FAZOWYH HARAKTERISTIK� OPISYWA�

��IH OTKLIK SISTEMY PRI WOZDEJSTWIE NA WTORU� MASSU� ZAPI�EM
SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ�� m�i��� � �c �c

�c �m�i��� � �i�� � c�

	A�� W��

W��

	A �
�� �
�

	A �
dEJSTWUQ METODOM kRAMERA� POLU�IM

W���i�� �
c

��i��
� W���i�� �

�c�m��

��i��
�

gRAFIKI AMPLITUDNO��ASTOTNYH HARAKTERISTIK R������ R�����
I FAZO��ASTOTNYH HARAKTERISTIK !������ !����� W SLU�AE DOSTA�
TO�NO SLABOGO TRENIQ PRIWEDENY NA RIS� ��� mAKSIMUMY U

FUNKCIJ R����� I R����� DOSTIGA�TSQ PRI ZNA�ENIQH �� BLIZKIH
K SOBSTWENNYM �ASTOTAM KOLEBANIJ KONSERWATIWNOJ SISTEMY �� I

�� �
pRIME�ATELXNO� �TO NALI�IE DISSIPATIWNYH �LEMENTOW W

SISTEME NE ISKL��AET �ANTIREZONANSA� W���i�
�� � �� �� �

q
�c
m
�
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