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ÏðåäèñëîâèåÌîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ, ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, ëèíåéíàÿ�èëüòðàöèÿ � âîïðîñû, êîòîðûå âõîäÿò â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ïðîãðàììó îá�ùåãî êóðñà �èçèêè è ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàçäåëà ¾Ýëåêòðè÷åñòâîè ìàãíåòèçì¿. Ïîñîáèå îïðåäåëÿåò êðóã èäåé, íà êîòîðûõ ñëåäóåò ñîñðåäîòî�÷èòü âíèìàíèå ïðè èçó÷åíèè ýòèõ òåì íà ñåìèíàðàõ, îáðàùàÿ âíèìàíèå íåòîëüêî íà �îðìàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, íî è (â áîëüøåé ñòåïåíè)íà �èçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ: çäåñü ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñîîò�íîøåíèå âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáîâ: õàðàêòåðíûå âðåìåíà ìîäóëÿöèè è ïåðèîäíåñóùåãî êîëåáàíèÿ, à òàêæå íà âåêòîðíîå èçîáðàæåíèå êîëåáàíèé, ìîäóëè�ðîâàííûõ ïî àìïëèòóäå èëè (è) ïî �àçå.Ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðîâ êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòüíà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ñâÿçü ìåæäó øèðèíîé ñïåêòðà è äëèòåëüíîñòüþñèãíàëà � ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé, à òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íàâàæíîå ðàçëè÷èå ñïåêòðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è îäèíî÷íûõ èìïóëüñîâ.Íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ïîëåçíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ñïåêòðñèãíàëà ïðè åãî ñìåùåíèè âî âðåìåíè ëèáî ïðè óìíîæåíèè íà íåñóùåå êîëå�áàíèå.Íàêîíåö, íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü îñîáóþ ðîëü ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíûì ñòàöèîíàðíûì �èëüòðàì, íà êîòîðûõ îñíîâàíñïåêòðàëüíûé àíàëèç ëèíåéíûõ ñèñòåì.Â ïîñîáèè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå çàäà÷è, âêëþ÷¼ííûå â çàäà�íèå, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è. Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñîáèÿ (Äîïîëíå�íèå) âûõîäèò çà ðàìêè îáÿçàòåëüíûõ òðåáîâàíèé è ïðåäíàçíà÷åí â áîëüøåéñòåïåíè äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, îäíàêî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì è äëÿ ëþáîçíà�òåëüíûõ ñòóäåíòîâ.Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû ïðåïîäàâàòåëÿì êà�åäðû îáùåé �èçèêè ÌÔÒÈÄ.À. Àëåêñàíäðîâó, Â.Å. Áåëîíó÷êèíó, Í.Ñ. Áåðþë¼âîé, Â.Â. Ëîáà÷¼âó çàïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííûå èìè ïðè ÷òåíèè ðóêîïèñè, è ïîääåðæêó âðàáîòå.
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1. Ëèíåéíûå �èëüòðû. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêàÂî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåàëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñèñòåìû (íàïðèìåð, ïîêàçàí�íûå íà ðèñ. 1) âåäóò ñåáÿ êàê ëèíåéíûå �èëüòðû.

PSfrag replaements
à) á) â) ã)f(t)f(t)f(t) f(t) g(t)g(t)g(t) g(t)

RR R

RC C
C

L
L�èñ. 1Íàïîìíèì, �èëüòð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè èìååò ìåñòî ïðèíöèï ñó�ïåðïîçèöèè: îòêëèê �èëüòðà íà ñóììó âíåøíèõ âîçäåéñòâèé ðàâåí ñóììåîòêëèêîâ íà êàæäîå âîçäåéñòâèå.Íàïðèìåð, çàêîí Êèðõãî�à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòó�ðà (ñóììà ïàäåíèé íàïðÿæåíèé íà âñåõ ó÷àñòêàõ çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàâíàñóììå ÝÄÑ, ðèñ. 1â) èìååò âèä

Lq̈ + q̇R+
q

C
= f(t),ãäå q(t) � çàðÿä êîíäåíñàòîðà, f(t) � âíåøíÿÿ ÝÄÑ, âîçáóæäàþùàÿ êîëåáà�íèÿ â êîíòóðå. Äëÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà (íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå g(t) =

= q/C) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

g̈ + 2δġ + ω2
0g = ω2

0f(t),ãäå δ = R/2L, ω2
0 = 1/LC.Ïóñòü g1(t) � âûõîäíîé ñèãíàë êîíòóðà ïðè âõîäíîì ñèãíàëå (âíåøíåéÝÄÑ) f1(t), òîãäà

g̈1 + 2δġ1 + ω2
0g1 = ω2

0f1(t).Ïðè âíåøíåé ÝÄÑ f2(t) âûõîäíîé ñèãíàë åñòü g2(t)

g̈2 + 2δġ2 + ω2
0g2 = ω2

0f2(t).Ïóñòü òåïåðü âíåøíÿÿ ÝÄÑ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèåé âîçäåé�ñòâèé f1(t) è f2(t), ò. å.

f(t) = c1f1(t) + c2f2(t),òîãäà âûõîäíîé ñèãíàë �èëüòðà g(t) ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
g̈ + 2δġ + ω2

0g = ω2
0[c1f1(t) + c2f2(t)].4

Äîìíîæèâ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ g1(t) è g2(t) íà c1 è c2 ñîîò�âåòñòâåííî è ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì, ÷òî ñèãíàë g(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíâ âèäå

g(t) = c1g1(t) + c2g2(t),ò. å. ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñïðàâåäëèâ.Äîêàæèòå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâûì çàêîí Êèðõãî�à,÷òî âñå èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñ. 1 �èëüòðû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè: îíè îïèñû�âàþòñÿ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, è ïðèíöèï ñóïåðïî�çèöèè äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ.Îáîáùàÿ ñêàçàííîå, èçîáðàçèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (�èëüòð)ñ ïîìîùüþ áëîê-ñõåìû:
f(t) → L → g(t),ãäå f(t) � âíåøíåå âîçäåéñòâèå (âõîäíîé ñèãíàë �èëüòðà), íàïðèìåð, âíåø�íÿÿ ÝÄÑ, äåéñòâóþùàÿ íà êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, g(t) � âûõîäíîé ñèãíàë(îòêëèê �èëüòðà), íàïðèìåð, íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå êîíòóðà.�àâåíñòâî g(t) = L[f(t)] îçíà÷àåò, ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë g(t) åñòü ðåçóëüòàòäåéñòâèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû íà âõîäíîé ñèãíàë f(t). Òîãäà ñâîéñòâî ëèíåéíî�ñòè (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè) ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

L[c1f1(t) + c2f2(t)] = c1L[f1(t)] + c2L[f2(t)].Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå �èëüòðû, ò. å. ëè�íåéíûå �èëüòðû ñ ïîñòîÿííûìè, íå çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïàðàìåòðàìè L,

C, R. Òàêèå �èëüòðû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè.Èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ñëåäóåò ïðîñòîå ïðàâèëî äëÿ íàõîæäåíèÿ îòêëè�êà �èëüòðà íà ïðîèçâîëüíîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå f(t): íåîáõîäèìî ïðåäñòà�âèòü ýòî âîçäåéñòâèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàå�ìûõ, à çàòåì íàéòè îòêëèê íà êàæäîå ñëàãàåìîå. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàòïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì îòêëèêîâ. Â ýòîì ñîñòîèò ñóòü ñïåêòðàëüíîãî ïîä�õîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîé �èëüòðàöèè.Âûáîð áàçèñà (ýëåìåíòàðíûõ ñëàãàåìûõ) íåîäíîçíà÷åí. Åñòåñòâåííî ïî�ïûòàòüñÿ ðàçëîæèòü âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà òàêèå ñëàãàåìûå, îòêëèê íà êî�òîðûå íàõîäèòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì îáðàçîì. Òàêèìè ñëàãàåìûìè ÿâëÿþòñÿòàê íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè �èëüòðà, ò. å. �óíêöèè Ψn(t), óäîâëå�òâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

L[Ψn(t)] = HnΨn(t).Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âíåøíåå âîçäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ñîáñòâåí�íîé �óíêöèåé, òî îòêëèê îïèñûâàåòñÿ òîé æå �óíêöèåé (ñ íåêîòîðûì ìíî�æèòåëåì Hn, êîòîðûé ìàòåìàòèêè íàçûâàþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì).5



Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ �èëüòðîâ òàêèìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèÿâëÿþòñÿ �óíêöèè eiωt � ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, çàïèñàííûå â êîìïëåêñ�íîé �îðìå:

L
[

eiωt
]

= H(ω)eiωt,ïðè÷¼ì êàæäîé ÷àñòîòå ω ñîîòâåòñòâóåò ñâî¼ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (ò. å. ìíî�æèòåëü H ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ÷àñòîòû ω: H = H(ω)). Ýòó â îáùåì ñëó÷àåêîìïëåêñíóþ �óíêöèþ H(ω) = A(ω)eiϕ(ω) íàçûâàþò â �èçèêå ÷àñòîòíîé õà�ðàêòåðèñòèêîé (èëè ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé) �èëüòðà.Ôóíêöèþ A(ω) = |H(ω)| íàçûâàþò àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêîé �èëü�òðà (àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â �óíêöèè ÷àñòîòû ω), à �óíêöèþ

ϕ(ω) = argH(ω) íàçûâàþò �àçîâîé õàðàêòåðèñòèêîé (ñäâèã ïî �àçå âûíóæ�äåííûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ eiωt).Çàäà÷à 1. Íàéòè ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêèH(ω) �èëüòðîâ, èçîáðàæ¼ííûõíà ðèñ. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè eiωt ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèýòèõ �èëüòðîâ.×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îïðåäåëÿåò îòêëèê íà âõîäíîé ãàðìîíè÷åñêèéñèãíàë åäèíè÷íîé àìïëèòóäû � âíåøíþþ ÝÄÑ eiωt.1. RC-�èëüòð (ðèñ. 1à). Çàêîí Êèðõãî�à èìååò âèä

q̇R+
q

C
= eiωt.PSfrag replaements

ω

|H(ω)|10 1
RC�èñ. 2

Äëÿ ðèñ. 1à âûõîäíîé ñèãíàë � íàïðÿæåíèå íàêîíäåíñàòîðå g(t) = q
C , ïîýòîìó èìååì

ġ +
1

RC
g =

1

RC
eiωt. (1)Èùåì ðåøåíèå (1) â âèäå

g(t) = H(ω)eiωt.Ïîäñòàâëÿÿ â (1), ïîëó÷àåì (ïîñêîëüêó ġ =
= H(ω)(iω)eiωt) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà eiωt:

H(ω)(iω) +
1

RC
H(ω) =

1

RC
,îòêóäà

H(ω) =
1

1 + iωRC
, |H(ω)| = 1

√

1 + (ωRC)2
, ϕ(ω) = arctg(ωRC).Àìïëèòóäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà RC-�èëüòðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.6

2. Äëÿ ðèñ. 1á âûõîäíîé ñèãíàë � íàïðÿæåíèå íà ñîïðîòèâëåíèè g(t) = q̇R.Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó H(ω)eiωt, òîçàðÿä íà êîíäåíñàòîðå: q(t) = CH(ω)eiωt è âûõîäíîé ñèãíàë: g(t) = q̇R =
= iωRCH(ω)eiωt. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

HR(ω) = iωRC

1 + iωRC
, |HR(ω)| = ωRC

√

1 + (ωRC)2
, ϕ(ω) = arctg

1

ωRC
.PSfrag replaements

ω

|H(ω)|
0 ω0

2δ

Q

�èñ. 3

3. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð (ðèñ. 1â). Çàêîí Êèðõãî�à:
q̇R+

q

C
+ Lq̈ = eiωt.Äëÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà g(t) = q

C ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
g̈ + 2δġ + ω2

0g = ω2
0e

iωt. (2)Èùåì ðåøåíèå (2) â âèäå
g(t) = H(ω)eiωt.Ïîäñòàâëÿÿ â (2), èìååì (ïîñêîëüêó ġ(t) = iωH(ω)eiωt, g̈ = (iω)2H(ω)eiωt):

−ω2H(ω) + 2δ(iω)H(ω) + ω2
0H(ω) = ω2

0.Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì :
H(ω) =

ω2
0

ω2
0 − ω2 + i2δω

,

|H(ω)| = ω2
0

√

(ω2
0 − ω2)2 + 4δ2ω2

(ðèñ. 3), ϕ(ω) = − arctg
2δω

ω2
0 − ω2

.4. RL-�èëüòð (ðèñ. 1ã). Çàêîí Êèðõãî�à:

RI + Lİ = eiωt. (3)Èùåì ðåøåíèå â âèäå I = HI(ω)eiωt. Ïîäñòàâëÿÿ â (3), ïîëó÷àåì

RHI(ω)eiωt + LiωHI(ω)eiωt = eiωt,ñëåäîâàòåëüíî:

HI(ω) = 1

R+ iωL
.Èòàê,

I =
1

R+ iωL
eiωt.7



Âûõîäíîé ñèãíàë

g(t) = Lİ =
iωL

R + iωL
eiωt,

H(ω) =
iωL

R+ iωL
, |H(ω)| = 1

√

1 + ( R
ωL)

2
, ϕ(ω) = arctg

R

ωL
.2. Âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéPSfrag replaements

x0 a
S

ϕ0�èñ. 4 Íàïîìíèì, ÷òî ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå

f(t) = a cos(ωt+ ϕ0)èçîáðàæàþò âåêòîðîì S, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà àìïëèòó�äå êîëåáàíèÿ a, à óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ x� íà÷àëüíîé�àçå êîëåáàíèÿ ϕ0 (ðèñ. 4). Ïðè ýòîì ÷àñòîòà ω ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé. Ñìûñë ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.PSfrag replaements
0 ϕ1

ϕ2

S1

S2

S

a1

a2
a�èñ. 5

Âîîáðàçèì, ÷òî âåêòîð S âðàùàåòñÿ âîêðóã òî÷êè

O ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (àìû ñäåëàëè ìãíîâåííóþ �îòîãðà�èþ â ìîìåíò t =
= 0, êîãäà óãîë íàêëîíà âåêòîðà Φ(t) = ωt+ϕ0 ðàâåí

ϕ0). Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ âåêòîðà S íà îñü x ïðèâðàùåíèè èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó f(t) = a cos(ωt+ϕ0),ò. å. ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.�åîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî êî�ëåáàíèÿ f(t) â âèäå âåêòîðà S óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñëî�æåíèÿ êîëåáàíèé. Ïóñòü ìû èìååì äâå ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû f1 è f2, èçìåíÿ�þùèõñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé ω:
f1(t) = a1 cos(ωt+ ϕ1), f2(t) = a2 cos(ωt+ ϕ2).Íåîáõîäèìî íàéòè êîëåáàíèå f(t) (ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó), ÿâëÿþùååñÿ ñóì�ìîé êîëåáàíèé f1(t) è f2(t):

f(t) = f1(t) + f2(t).Èçîáðàçèì êîëåáàíèÿ f1(t) è f2(t) â âèäå âåêòîðîâ S1 è S2 (ðèñ. 5), âåêòîð
S � ñóììàðíûé âåêòîð. Âåêòîðû S1, S2, S îáðàçóþò òðåóãîëüíèê, ïðè÷¼ìâíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà (óãîë ∆ϕ ìåæäó âåêòîðàìè S1 è S2) ðàâåí ðàç�íîñòè �àç êîëåáàíèé f1 è f2. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âåêòîðû S1 è S2 âðàùàþò�ñÿ ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. ßñíî, ÷òîóãîë ϕ ìåæäó âåêòîðàìè S1 è S2 îñòà¼òñÿ ïðè òàêîì âðàùåíèè íåèçìåííûì,à ñóììàðíûé âåêòîð S ïîâåðí¼òñÿ çà âðåìÿ t (êàê è S1 è S2) íà óãîë ωt, ò. å.8

âåñü òðåóãîëüíèê âåêòîðîâ âðàùàåòñÿ êàê îäíî öåëîå. Ïðè÷¼ì î÷åâèäíî, ÷òîïðîåêöèÿ ñóììàðíîãî âåêòîðà S íà îñü x â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè tðàâíà ñóììå ïðîåêöèé âåêòîðîâ S1 è S2:
a cos(ωt+ ϕ) = a1 cos(ωt+ ϕ1) + a2 cos(ωt+ ϕ2),çäåñü a � äëèíà âåêòîðà S, à ϕ � åãî óãîë íàêëîíà ïðè t = 0.Èòàê, ñóììà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îäèíàêîâîé ÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ ãàð�ìîíè÷åñêèì êîëåáàíèåì òîé æå ÷àñòîòû. Àìïëèòóäà a ñóììàðíîãî êîëåáàíèÿìîæåò áûòü íàéäåíà èç òðåóãîëüíèêà âåêòîðîâ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

a2 = a21 + a22 + 2a1a2 cos(ϕ2 − ϕ1). (4)3. Ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäíàÿ è �àçîâàÿìîäóëÿöèèÄëÿ ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ � ìóçûêè, ðå÷è, òåëåâèçèîííîãî èçîáðàæåíèÿ �íåîáõîäèìî íàðóøåíèå ñèíóñîèäàëüíîñòè. Îòêëîíåíèå îò ñèíóñîèäàëüíîñòèè âûðàæàåò ñîäåðæàíèå ïåðåäàâàåìîé èí�îðìàöèè. Êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ,îòëè÷íûé îò ãàðìîíè÷åñêîãî, íàçîâ¼ì ìîäóëèðîâàííûì êîëåáàíèåì. Ïðèìåðûòàêèõ ïðîöåññîâ (èõ îñöèëëîãðàììû) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.PSfrag replaements à) á) â)�èñ. 6Áóäåì çàïèñûâàòü ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ â âèäå

f(t) = a(t) cos(ω0t+ ϕ(t)). (5)Â îòëè÷èå îò ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ, çäåñü a(t) è ϕ(t) � ìåíÿþùèåñÿ âîâðåìåíè âåëè÷èíû. Ôîðìà çàïèñè (5) îñîáåííî öåëåñîîáðàçíà â òîì ñëó÷àå,êîãäà a(t) è ϕ(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ �óíêöèè âðåìåíè, ò. å. íà èíòåð�âàëàõ âðåìåíè τ , ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ ïåðèîä ãàðìîíè÷åñêîãî (òàêíàçûâàåìîãî ¾íåñóùåãî¿) êîëåáàíèÿ ÷àñòîòû ω0:

τ ≫ 2π

ω0
, (6)9



ýòè �óíêöèè îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûìè: a(t) ≈ a0 è ϕ(t) ≈ ϕ0.Òàêîå êîëåáàíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêèì. Â ýòîì ñëó÷àå ìåäëåííîìåíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû a(t) è ϕ(t) ïðèíÿòî íàçûâàòü àìïëèòóäîé è íà÷àëüíîé�àçîé ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ.Èòàê, êâàçèãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ ïà�ðàìåòðàìè: ïåðèîäîì íåñóùåãî êîëåáàíèÿ T0 = 2π/ω0 è âðåìåíåì τ ≫ T0,õàðàêòåðèçóþùèì áûñòðîòó èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû a(t) è (èëè) íà÷àëüíîé�àçû ϕ(t).Äëÿ ïåðåäà÷è ðàäèîñèãíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå íåñóùèå êî�ëåáàíèÿ (îò ñîòåí êèëîãåðö äî ñîòåí ìåãàãåðö), â òî âðåìÿ êàê ìîäóëÿöè�îííûå îòêëîíåíèÿ îò ñèíóñîèäàëüíîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ �óíêöèÿìè

a(t) è ϕ(t), õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîåé ìåäëåííîñòüþ, ò. å. ñðàâíèòåëüíî íèçêèìèçâóêîâûìè ÷àñòîòàìè (îò äåñÿòêîâ äî òûñÿ÷ ãåðö), òàêèì îáðàçîì, íåðàâåí�ñòâî (6) âûïîëíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñ áîëüøèì çàïàñîì. Äëÿ îïèñàíèÿ ìîäó�ëèðîâàííûõ êîëåáàíèé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ãîâîðÿò, ÷òî�óíêöèÿ a(t) îïèñûâàåò çàêîí àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè, à �óíêöèÿ ϕ(t) � çà�êîí �àçîâîé ìîäóëÿöèè. Èìåííî â ýòèõ �óíêöèÿõ è çàëîæåíà ïåðåäàâàåìàÿèí�îðìàöèÿ.Åñëè ϕ(t) = ϕ0 = const, òî

f(t) = a(t) cos(ω0t+ ϕ0), (7)ãäå a(t) > 0. Òàêîå êîëåáàíèå íàçûâàþò ìîäóëèðîâàííûì ïî àìïëèòóäå.Åñëè a(t) = a0 = const, òî

f(t) = a0 cos(ω0t+ ϕ(t)). (8)Òàêîå êîëåáàíèå íàçûâàþò ìîäóëèðîâàííûì ïî �àçå.Â îáùåì ñëó÷àå èìååì êàê àìïëèòóäíóþ, òàê è �àçîâóþ ìîäóëÿöèþ, ò. å.êîëåáàíèå âèäà (5).Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåàëüíîìó ìîäóëèðîâàííîìó êîëåáàíèþ (5) êîì�ïëåêñíóþ �óíêöèþ

z(t) = a(t)ei[ω0t+ϕ(t)]. (9)PSfrag replaements eiω0t f0(t)e
iω0t

f0(t)�èñ. 7 Êîëåáàíèå (5) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷à�ñòüþ êîìïëåêñíîé �óíêöèè z(t): f(t) = Re z(t).Ôóíêöèÿ z(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäå�íèÿ �óíêöèè f0(t) = a(t)eiϕ(t), ñîäåðæàùåé âñþèí�îðìàöèþ î çàêîíàõ ìîäóëÿöèè a(t) è ϕ(t), è�óíêöèè eiω0t � ãàðìîíè÷åñêîãî íåñóùåãî êîëå�áàíèÿ (çàïèñàííîãî â êîìïëåêñíîé �îðìå)
z(t) = f0(t)e

iω0t.10

Îïåðàöèþ ìîäóëÿöèè � ïåðåìíîæåíèå ìîäóëèðóþùåãî ñèãíàëà f0(t) íà ìî�äóëèðóåìîå âûñîêî÷àñòîòíîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå eiω0t � ïðèíÿòî èçîá�ðàæàòü â âèäå áëîê-ñõåìû (ðèñ. 7).Òàêèì îáðàçîì, íåïðåìåííûìè ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ëþáîé ïåðåäàþùåéðàäèîñòàíöèè ÿâëÿþòñÿ: ãåíåðàòîð âûñîêî÷àñòîòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáà�íèÿ eiω0t, èñòî÷íèê ñèãíàëà f0(t), ñîäåðæàùåãî ïåðåäàâàåìóþ èí�îðìàöèþ,è ìîäóëÿòîð � óñòðîéñòâî, îñóùåñòâëÿþùåå èõ ïåðåìíîæåíèå.PSfrag replaements
à) á)a(

t)

a0ϕ
0 ϕ(t)�èñ. 8

Òàê æå, êàê è ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,êâàçèãàðìîíè÷åñêèå ïðîöåññû èçîáðàæàþòâ âèäå âåêòîðîâ. Åñëè ãàðìîíè÷åñêîå êîëå�áàíèå

f(t) = a0 cos(ω0t+ ϕ0) (10)èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì S0, èìåþùèì �èê�ñèðîâàííóþ äëèíó a0 è íàïðàâëåíèå ϕ0, òîìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå íà òîé æå âåêòîðíîé äèàãðàììå åñòåñòâåííî èçîá�ðàçèòü â âèäå âåêòîðà, äëèíà êîòîðîãî a(t) è (èëè) óãîë íàêëîíà � ϕ(t)ìåäëåííî èçìåíÿþòñÿ (ìåäëåííî � åñëè ðå÷ü èä¼ò î êâàçèãàðìîíè÷åñêîìêîëåáàíèè). Â ÷àñòíîñòè, àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå (7) èçîáðà�æàåòñÿ âåêòîðîì íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ ϕ0, äëèíà êîòîðîãî èçìåíÿåòñÿ(ðèñ. 8à), à êîëåáàíèå (8), ìîäóëèðîâàííîå ïî �àçå, � âåêòîðîì íåèçìåííîéäëèíû, óãîë íàêëîíà êîòîðîãî ϕ(t) èçìåíÿåòñÿ (êà÷àíèÿ âåêòîðà íà ðèñ. 8á).Àðãóìåíò êîñèíóñà â (8) íàçûâàþò �àçîé ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ

Φ(t) = ω0t + ϕ(t), ïðè÷¼ì â îòëè÷èå îò ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ñêîðîñòüèçìåíåíèÿ �àçû Φ̇ (âåëè÷èíà, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ÷àñòîòîé ω) ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé âðåìåíè
ω(t) = Φ̇(t) = ω0 + ϕ̇(t). (11)Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êâàçèãàðìîíè÷íîñòè (6), òî ϕ̇(t) ≪ ω0, ò. å. ìå�íÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè ÷àñòîòà ω(t) ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò ÷àñòîòû ω0 ãàðìîíè�÷åñêîãî êîëåáàíèÿ (10).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ϕ(t) ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ϕ(t) = Ωt,òî ìû ïîëó÷àåì èç (11)

ω = ω0 +Ω, (12)ò. å. ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñî ñìåù¼ííîé ÷àñòîòîé, ïðè÷¼ì Ω ≪ ω0 ïðèóñëîâèè (6).Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ÷àñòîòû ω0 èçîá�ðàæàåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì, êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω = ω0+Ω èçîáðàæà�åòñÿ âåêòîðîì, ìåäëåííî âðàùàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ ÷àñòîòîé

Ω, åñëè Ω > 0 è ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðè Ω < 0.Îñöèëëîãðàììû ïðîöåññîâ íà ðèñ. 6à, á ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè àìïëèòóäíî�ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé, à íà ðèñ. 6â � ïðèìåð êîëåáàíèÿ, ìîäóëèðîâàí�íîãî ïî �àçå. 11



4. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå4.1. Äåéñòâèòåëüíàÿ è êîìïëåêñíàÿ �îðìà ñïåêòðàëüíûõðàçëîæåíèéÈòàê, ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì (�èëüòðîâ) âîçíèêàåò íåîáõîäè�ìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà (ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ)

f(t) â âèäå

f(t) =
∑

cne
iωnt. (13)Ïðåäñòàâëåíèå (13) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ñèãíàëà f(t) â ðÿä Ôóðüå, à îò�äåëüíûå ñëàãàåìûå ðÿäà (ñîñòàâëÿþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ) cne

iωntíàçûâàþò ãàðìîíèêàìè. Ñîâîêóïíîñòü êîý��èöèåíòîâ cn íàçûâàåòñÿ ñïåê�òðîì �óíêöèè f(t), ïðè ýòîì |cn| îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó ãàðìîíèêè ÷àñòîòû

ωn, à arg cn � íà÷àëüíóþ �àçó.�àâåíñòâî (13) óòâåðæäàåò, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü àìïëèòóäû è �àçû ñëà�ãàåìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, à òàêæå èõ ÷àñòîòû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòüâ ñóììå çàäàííûé ñèãíàë f(t). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü (åñëè íå äå�ëàåòñÿ ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê) î ñèãíàëàõ, îïèñûâàåìûõ äåéñòâèòåëüíûìè�óíêöèÿìè f(t). Ïîäðîáíåå óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà �óíêöèè f(t), ïðè âûïîë�íåíèè êîòîðûõ âîçìîæíî ðàçëîæåíèå (13), èçó÷àþòñÿ â êóðñàõ ìàòåìàòèêè.Çäåñü æå îòìåòèì çàìå÷àòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé.Âî-ïåðâûõ, ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå eiω0t ÷àñòîòû ω0 íå ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåíî ñóïåðïîçèöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ∑

cne
iωnt äðóãèõ ÷àñòîò

ωn 6= ω0, êàêèå áû êîý��èöèåíòû cn, ò. å. àìïëèòóäû è �àçû ñëàãàåìûõãàðìîíèê, ìû íè ñòàðàëèñü ïîäîáðàòü. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî íàçûâà�þò îðòîãîíàëüíîñòüþ: �óíêöèÿ eiω0t íå èìååò ¾ïðîåêöèè¿ íà ëþáóþ äðóãóþ�óíêöèþ eiωnt ïðè ω0 6= ωn, ïîäîáíî òîìó êàê âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè z,íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì x è y.Âòîðîå âàæíåéøåå ìàòåìàòè÷åñêîå ñâîéñòâî � åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâ�ëåíèÿ (13): ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð íåîáõîäèìûõ ÷àñòîò ωn è åäèí�ñòâåííûé íàáîð îòâå÷àþùèõ ýòèì ÷àñòîòàì àìïëèòóä an è �àç ϕn, îáåñïå�÷èâàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè f(t) â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé. Íàêîíåö, íå âäàâàÿñü â ìàòåìàòè÷åñêèå äåòàëè, îòìåòèì åù¼ îäíîâàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: ëþáîé �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûé êîëåáàòåëüíûé ïðî�öåññ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû (áûòü ìîæåò, â âèäå íåïðåðûâíîéñóììû � èíòåãðàëà) ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.Íàðÿäó ñ ðàçëîæåíèåì (13) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå äåéñòâèòåëü�íûõ �óíêöèé â ðÿä Ôóðüå âèäà
f(t) =

∑

an cos(ωnt+ ϕn). (14)12

Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ýòèõ ðàçëîæåíèé: êîìïëåêñíûì êî�ý��èöèåíòîì cn è äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè an, ϕn? Êàæäîå ñëàãàåìîå ðÿäà(14) ìîæíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ýéëåðà:
cosα =

eiα + e−iα

2ïðåäñòàâèòü â âèäå

an cos(ωnt+ ϕn) =
an
2
eiϕn eiωnt +

an
2
e−iϕn e−iωnt,îòêóäà ÿñíî, ÷òî ðàçëîæåíèÿ (13) è (14) áóäóò òîæäåñòâåííû, åñëè ñóììèðî�âàíèå â (13) ïðîâîäèòü êàê ïî ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòîòàì ωn (èìåþùèì ïîíÿò�íûé �èçè÷åñêèé ñìûñë), òàê è ïî îòðèöàòåëüíûì (�îðìàëüíî ââåä¼ííûì)÷àñòîòàì � ωn, ïðè÷¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû èìåþò âèä

cn =
1

2
ane

iϕn , c−n =
1

2
ane

−iϕn (15)(êîý��èöèåíòû c−n ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì −ωn), ò.å êàæ�äîìó ñëàãàåìîìó an cos(ωnt + ϕn) ðÿäà (13) ñîîòâåòñòâóþò äâà ñëàãàåìûõ

cne
iωnt è c−ne

−iωnt ðÿäà (14).PSfrag replaements
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0
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ϕ2
ϕ3

ϕ4

ω

ω
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèèäåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé f(t) â ðÿäÔóðüå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
c−n íà îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîòàõ ñâÿ�çàíû ñ êîý��èöèåíòàìè cn ïðîñòûìñîîòíîøåíèåì cn = c∗

−n, ò. å. ÿâëÿ�þòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûìè. Òà�êèì îáðàçîì, ãàðìîíèêè ñ îòðèöà�òåëüíûìè ÷àñòîòàìè íå íåñóò êàêîé�ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè îñèãíàëå f(t).Ñïåêòð �óíêöèè f(t) ïðèíÿòîèçîáðàæàòü â âèäå ãðà�èêà (ðèñ. 9):äëèíà ñòðåëî÷êè íà êàæäîé ÷àñòî�òå ωn îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì êîý���èöèåíòà cn (ò. å. àìïëèòóäîé ñîîò�âåòñòâóþùåãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëå�áàíèÿ). Ñëåäóåò óêàçàòü òàêæå �àçû

ϕn ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò.Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå (14) (â ðÿä êîñèíóñîâ) ïðåäñòàâëåíî íà ãðà��èêå ðèñ. 9á: çäåñü íåò îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, à äëèíû ñòðåëî÷åê íà ïîëîæè�òåëüíûõ ÷àñòîòàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ (15) óäâàèâàþòñÿ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå13



ñîñòàâëÿþùèå (íà ÷àñòîòå ω = 0) â ðàçëîæåíèÿõ (13) è (14) îäèíàêîâû: a0 =
= c0.Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî ìû ãîâîðèì î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå (ëèáîðÿä (13), ëèáî ðÿä (14)) äåéñòâèòåëüíûõ �óíêöèé f(t).�àññìîòðèì âíà÷àëå ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòûõ �èçè÷åñêè èíòåðåñíûõ ïðè�ìåðîâ.4.2. Ïðèìåðû ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèéÇàäà÷à 2. f(t) = a0 cos

2 ω0t. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæ�äåñòâî, çàïèøåì

f(t) =
a0
2

+
a0
2

cos 2ω0t =
a0
2

+
a0
4
ei2ω0t +

a0
4
e−i2ω0t. (16)PSfrag replaements

2ω0

2ω0−2ω0

0
0

a0

2

a0

2

a0

2

a0

4

a0

4

ω

ω
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an
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Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (16) � ðàçëîæåíèå â ðÿä(14), âòîðîå � â ðÿä (13). Êîíñòàíòó a0/2 ìîæ�íî ðàññìàòðèâàòü êàê ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáà�íèå íóëåâîé ÷àñòîòû, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (16) �ýòî åñòü ïðåäñòàâëåíèå êîëåáàíèÿ f(t) â âèäåñóììû äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îäèíà�êîâîé àìïëèòóäû a0/2 ñ ÷àñòîòàìè ω1 = 0 è

ω2 = 2ω0 (âî âòîðîì ñëó÷àå ñ ÷àñòîòàìè 2ω0è −2ω0). Ñïåêòð ïðîöåññà f(t) ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 10à (ðàçëîæåíèå â ðÿä (13)) è íà ðèñ. 10á(ðàçëîæåíèå â ðÿä (14)).Çàäà÷à 3. �àññìîòðèì àìïëèòóäíî-ìîäóëèðî�âàííîå êîëåáàíèå

f(t) = a(t) cosω0t, ãäå a(t) = a0(1 +m cosΩt). (17)Êîíñòàíòà m < 1 íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè. Ìû èìååì
f(t) = a0(1 +m cosΩt) cosω0t =

= a0 cosω0t+
ma0
2

cos(ω0 +Ω)t+
ma0
2

cos(ω0 − Ω)t. (18)Èòàê, àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå ñ çàêîíîì ìîäóëÿöèè (17) ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òð¼õ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (òð¼õ ãàðìîíèê):
f0(t) = a0 cosω0t, f1(t) =

ma0
2

cos(ω0 +Ω)t, f2(t) =
ma0
2

cos(ω0 − Ω)tñ ÷àñòîòàìè ñîîòâåòñòâåííî ω0, ω0 +Ω, ω0 − Ω è àìïëèòóäàìè a0, ma0

2 , ma0

2 .Êîëåáàíèå f0(t) íàçûâàåòñÿ íåñóùèì êîëåáàíèåì, à f1(t) è f2(t) � áîêîâû�ìè ãàðìîíèêàìè. Óñëîâèå êâàçèãàðìîíè÷íîñòè êîëåáàíèÿ f(t): Ω ≪ ω0. Â14

ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ f1(t) è f2(t) êàê êîëåáà�íèÿ ÷àñòîòû ω0, íà÷àëüíàÿ �àçà êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ϕ1(t) = +Ωt è
ϕ2(t) = −Ωt. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà âåêòîðíîé äèàãðàììå, ãäå íåñóùåå êîëå�áàíèå èçîáðàæàåòñÿ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì S0, êîëåáàíèÿ f1(t), f2(t) èçîá�ðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðàìè S1 è S2, êîòîðûå âðàùàþòñÿ (ïðîòèâ èïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω (ñ ïåðèîäîì T = 2π/Ω).Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè âåêòîðíîãî ñëîæåíèÿ íåñó�ùåãî êîëåáàíèÿ ñ áîêîâûìè ãàðìîíèêàìè.PSfrag replaements

S0S0S0S0
S1

S1
S1

S1

S2S2S2
S2

t = 0 t = T

8
t = T

4
t = T

2

à) á) â) ã)
�èñ. 11Â ïðîöåññå êîëåáàíèé îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì íàïðàâëåíèå ñóììàðíîãî âåê�òîðà S = S0 + S1 + S2, èçìåíÿåòñÿ ëèøü åãî äëèíà (îò ìàêñèìàëüíîãî çíà�÷åíèÿ a0(1 + m) äî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ a0(1 − m)), ÷òî ñîîòâåòñòâóåòàìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè.Çàäà÷à 4. �àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð �àçîâîé ìîäóëÿöèè (êîëåáàíèå, ìî�äóëèðîâàííîå ïî �àçå):

f(t) = a0 cos(ω0t+ ϕ(t)), ãäå ϕ(t) = m cosΩt. (19)Êîíñòàíòà m � ãëóáèíà ìîäóëÿöèè �àçû � îïðåäåëÿåò äèàïàçîí èçìåíåíèÿíà÷àëüíîé �àçû (îò −m äî +m) èëè (åñëè îáðàòèòüñÿ ê âåêòîðíîé äèàãðàì�ìå) ¾àìïëèòóäó êà÷àíèÿ¿ âåêòîðà S (ðèñ. 8á). Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òðèãîíî�ìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî
cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,çàïèøåì f(t) â âèäå

f(t) = a0
(

cosω0t cosϕ(t)− sinω0t sinϕ(t)
)

.Â îáùåì ñëó÷àå çàêîí ìîäóëÿöèè (19) ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñëîæíîìó ñïåê�òðó (ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé). Ìû ðàññìîò�ðèì ñëó÷àé m ≪ 1 (ìàëàÿ ãëóáèíà ìîäóëÿöèè �àçû), êîãäà ìîæíî èñïîëüçî�âàòü ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ: cosϕ(t) ≈ 1, sinϕ(t) ≈ ϕ(t) (ìû îòáðàñûâàåìâåëè÷èíû ïîðÿäêà m2 è âûøå). Òîãäà

f(t) = a0 cosω0t− a0m sinω0t cosΩt,15



èëè (ò. ê. 2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β)):

f(t) = a0 cosω0t+
ma0
2

cos
(

(ω0 +Ω)t+
π

2

)

+
ma0
2

cos
(

(ω0 − Ω)t+
π

2

)

. (20)Ýòî è åñòü èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå êîëåáàíèÿ f(t) â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷å�ñêèõ êîëåáàíèé.Ñðàâíèì �îðìóëû (18) è (20). Ïåðâàÿ èç íèõ � ðàçëîæåíèå â ñïåêòðêîëåáàíèÿ, ìîäóëèðîâàííîãî ïî àìïëèòóäå, âòîðàÿ � êîëåáàíèÿ, ìîäóëèðî�âàííîãî ïî �àçå. Ýòè êîëåáàíèÿ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ïî �îðìå (ñðàâíèòåîñöèëëîãðàììû íà ðèñ. 6á è 6â), îäíàêî èõ ñïåêòðû âåñüìà ïîõîæè (ðèñ. 12).PSfrag replaements
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ïðàâîé ÷àñòè òðè ñëàãà�åìûõ, òðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿ, èìåþùèõîäèíàêîâûå ÷àñòîòû (ω0, ω0 ± Ω) è àìïëèòóäû(a0 � íåñóùèå êîëåáàíèÿ, ma0/2 � áîêîâûå ãàð�ìîíèêè). �àçëè÷èå âûãëÿäèò íåáîëüøèì: áîêîâûåãàðìîíèêè îòëè÷àþòñÿ �àçîâûì ñäâèãîì π

2 . Îäíà�êî ýòî ðàçëè÷èå ïðèâîäèò ê êàðäèíàëüíîìó îòëè�÷èþ â �îðìå (â îñöèëëîãðàììå f(t)) ðåçóëüòèðó�þùåãî ñèãíàëà. Âåêòîðíûå äèàãðàììû íà ðèñ. 13ïîÿñíÿþò ýòîò ðåçóëüòàò: ïîâîðîò âåêòîðîâ S1 è

S2 îòíîñèòåëüíî âåêòîðà S0 íà π
2 (ðèñ. 13à, ñð. ñðèñ. 11à) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìå�íè (ðèñ. 13á, â, ã) ñóììàðíûé âåêòîð (èçîáðàæ¼í ïóíêòèðîì) èçìåíÿåò óãîëíàêëîíà, íå èçìåíÿÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà m2) ñâîåé äëèíû,÷òî è ñîîòâåòñòâóåò �àçîâîé ìîäóëÿöèè. Ýòîò ïðèìåð ïîä÷¼ðêèâàåò, êàêóþîãðîìíóþ ðîëü èãðàþò �àçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ñëîæåíèè êîëåáàíèé.PSfrag replaements

à) á) â) ã)
t = 0 t = T

8 t = T
4 t = T

2�èñ. 13Èòàê, èçìåíèâ �àçó íåñóùåãî êîëåáàíèÿ (èëè áîêîâûõ ãàðìîíèê) íà π
2 ,ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü êîëåáàíèå, ìîäóëèðîâàííîå ïî �àçå, â àìïëèòóäíî�ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå. Ýòî èçâåñòíûé â ðàäèîòåõíèêå ¾ïðè¼ì ñ èçìåíå�íèåì �àçû íåñóùåé¿.×èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ¾ïðè¼ì áåç íåñóùåé¿:÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå f(t), åñëè ¾óáðàòü¿ ïåðâîåñëàãàåìîå � íåñóùåå êîëåáàíèå a0 cosω0t?16

4.3. Ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà�àññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêèé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ îáùåãî âèäà
f(t) = f(t+T ), ãäå T � ïåðèîä ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f(t) ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ êðàòíûìè ÷àñòîòàìè
ωn = nω0, ãäå T = 2π/ω0:

f(t) =
∑

n

cne
inω0t. (21)Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t �óíêöèÿ (21) ïîâòîðÿåò ñâî¼ çíà÷åíèå ÷åðåçâðåìÿ T , ïîñêîëüêó

einω0(t+T ) = einω0teinω0T = ei2πneinω0t = einω0t.Ñïåêòð {cn} ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåí�ñòâà (21) íà e−imω0t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t çà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó (îò −T
2äî +T

2 ). Ïîëó÷èì
T/2∫

−T/2

f(t)e−imω0t dt =
∑

n

cn

T/2∫

−T/2

ei(n−m)ω0t dt.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà åñòü

T/2∫

−T/2

ei(n−m)ω0t dt =

{

0 ïðè n 6= m,
T ïðè n = m.(Èíòåãðàë îò �óíêöèé cos(n − m)ω0t è sin(n − m)ω0t çà âðåìÿ T , ðàâíîåöåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ êîëåáàíèÿ ýòèõ �óíêöèé, ðàâåí 0 ïðè n 6= m.) Ñëå�äîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

cm =
1

T

T/2∫

−T/2

f(t)e−imω0t dt. (22)Ôîðìóëà (22) äà¼ò ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïåðèî�äè÷åñêîé �óíêöèè â ðÿä Ôóðüå.Çàäà÷à 5. Íàéòè ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìîóãîëüíûõèìïóëüñîâ äëèòåëüíîñòè τ ñ ïåðèîäîì ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ T > τ (ðèñ. 14).Èñïîëüçóÿ (22), íàõîäèì 17



PSfrag replaements

t

1 f(t)

τ T�èñ. 14 cn =
1

T

τ/2∫

−τ/2

1 · e−inω0t dt(íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ T/2 6 t 6 T/2 �óíêöèÿ f(t) îòëè÷íà îò íóëÿè ðàâíà åäèíèöå ëèøü â îáëàñòè |t| < τ/2). Äàëåå

cn =
1

T

τ/2∫

−τ/2

e−inω0t

−inω0
d(−inω0t) =

1

T

1

−inω0
e−inω0t

∣

∣

∣

∣

τ/2

−τ/2

=

= 2
τ

2T

[

einω0τ/2 − e−inω0τ/2

2inω0τ/2

]

.Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

cn =
τ

T

(

sinnω0τ/2

nω0τ/2

)

. (23)PSfrag replaements

ω

cn

0 ω0 2ω0

C(ω)

2∆ω�èñ. 15Ñïåêòð {cn} ïîêàçàí íà ðèñ. 15. Ïóíêòèðíîé êðèâîé èçîáðàæåíà �óíêöèÿ
C(ω) =

τ

T

(

sinωτ/2

ωτ/2

)

.Î÷åâèäíî, ïðè ω = nω0 ýòà �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå cn: cn =
= C(nω0). Ïîëóøèðèíà ∆ω ãëàâíîãî ìàêñèìóìà ýòîé �óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèåì sinωτ/2 = 0:

∆ω · τ
2
= π èëè ∆ω · τ = 2π.18

�èñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà 3ω0 = ∆ω, T = 3τ . Êàê âèäíî èçðèñóíêà, ñïåêòðàëüíûå ãàðìîíèêè, èìåþùèå çàìåòíóþ àìïëèòóäó, ñîñðåäî�òî÷åíû â èíòåðâàëå ÷àñòîò |ω| . ∆ω = 2π/τ .4.4. Ñïåêòð íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà�àññìîòðèì çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ â ñïåêòð ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà f(t).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âè�äå (13) ëèáî (14), ò. å. â âèäå ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ äèñêðåòíûìíàáîðîì ÷àñòîò ωn. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèì íåïðåðûâíûé íàáîð ãàðìî�íèê, íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòû êîòîðûõíåïðåðûâíî çàïîëíÿþò íåêîòîðûé (áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íûé) èíòåðâàë ÷à�ñòîò. Òî åñòü íåîáõîäèìî èìåòü íå òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè ω1, ω2, . . .,
ωn, íî òàêæå è âñå ÷àñòîòû â ïðîìåæóòêå ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì ðÿä (13)çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå:

f(t) =
1

2π

∞∫

−∞

C(ω)eiωt dω. (24)Ìíîæèòåëü C(ω) = a(ω)eiϕ(ω) ïîêàçûâàåò, ñ êàêèì âåñîì (ò. å. ñ êàêîé àìïëè�òóäîé a(ω) è ñ êàêîé íà÷àëüíîé �àçîé ϕ(ω)) íåîáõîäèìî ñêëàäûâàòü ãàðìîíè�÷åñêèå êîëåáàíèÿ ðàçíûõ ÷àñòîò, ÷òîáû ïðè ñóììèðîâàíèè (èíòåãðèðîâàíèè)îáðàçîâàòü çàäàííûé ñèãíàë f(t). Ôóíêöèÿ C(ω) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì (èëèïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå) ñèãíàëà f(t).Êàê íàéòè ñïåêòð, åñëè ñèãíàë f(t) èçâåñòåí? Ïðèâåä¼ì �îðìóëó, âûâîäêîòîðîé äàí â ï. 8.3:
C(ω) =

∞∫

−∞

f(t)e−iωt dt. (25)Ñîîòíîøåíèå (25) ìàòåìàòèêè íàçûâàþò ïðÿìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, à�îðìóëó (24) � îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ñâÿçü (24) ìåæäó �óíê�öèÿìè f(t) è C(ω) ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f(t) ↔ C(ω).Êàê ÿñíî èç (25), ñïåêòð äåéñòâèòåëüíîé �óíêöèè (f(t) ≡ f∗(t)) îáëà�äàåò îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé: C(ω) = C∗(−ω) è, ñëåäîâàòåëüíî, |C(ω)| =
= |C(−ω)| (∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Ìàòåìàòèêè íàçûâàþò ýòîñâîéñòâî ýðìèòîâîñòüþ.Çàäà÷à 6. �àçëîæåíèå â ñïåêòð ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòè τ(ðèñ. 16à). Èñïîëüçóÿ (25), ïîëó÷àåì

C(ω) =

τ/2∫

−τ/2

e−iωt dt =
1

−iω

τ/2∫

−τ/2

e−iωt d(−iωt) = τ
sinωτ/2

ωτ/2
.19



PSfrag replaements

f(t)

t
τ

1 C(ω)

ω

2∆ω

2π
τ−2π

τ�èñ. 16Ôóíêöèÿ C(ω) ïîêàçàíà íà ðèñ. 16á.Ïîëåçíî ñðàâíèòü ñïåêòð îòäåëüíîãî èìïóëüñà ñî ñïåêòðîì ïåðèîäè÷å�ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâûõ èìïóëüñîâ (ðèñ. 15): ñïåêòð èìïóëüñà

C(ω) (ñ ìíîæèòåëåì 1/T ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾îãèáàþùóþ¿ ÷àñòîêîëà ñïåê�òðàëüíûõ êîìïîíåíò cn ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Âìå�ñòî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà {cn} ïîëó÷àåì íåïðåðûâíûé ñïåêòð C(ω).Ìîäóëü �óíêöèè C(ω) îïðåäåëÿåò àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéðàçíûõ ÷àñòîò, ñóììà êîòîðûõ îáðàçóåò èìïóëüñ f(t). Êàê âèäíî èç ãðà�èêà,îñíîâíîé âêëàä äàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòû êîòîðûõ çàïîëíÿ�þò èíòåðâàë |∆ω| < 2π
τ . Ýòî � ïîëóøèðèíà ãëàâíîãî ìàêñèìóìà �óíêöèè

sinωτ/2
ωτ/2 . Äèàïàçîí ÷àñòîò ∆ω ìîæíî íàçâàòü øèðèíîé ñïåêòðà C(ω).Ìû ïîëó÷èëè çàìå÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîéäëèòåëüíîñòü ñèãíàëà ñ øèðèíîé åãî ñïåêòðà:

τ ·∆ω ≈ 2π. (26)Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð. Îíî îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåä�ëèâûì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà f(t). ×åì áîëüøåäëèòåëüíîñòü ñèãíàëà (ëèáî áîëüøå èíòåðâàë âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãîïðîèñõîäèò åãî çàìåòíîå èçìåíåíèå), òåì �óæå ñïåêòð ñèãíàëà ∆ω, è, íàîáî�ðîò, ÷åì êîðî÷å ñèãíàë (èëè áûñòðåå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñèãíàëà), òåìøèðå åãî ñïåêòð, ò. å. òðåáóåòñÿ áîëåå øèðîêèé èíòåðâàë ÷àñòîò ãàðìîíè÷å�ñêèõ êîëåáàíèé, îáðàçóþùèõ â ñóììå äàííûé ñèãíàë. Â ýòîì ñîñòîèò ñìûñëçàìå÷àòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (26), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì íåîïðå�äåë¼ííîñòåé.Çàäà÷à 7. Ñïåêòð �óíêöèè f0(t) åñòü C0(ω): f0(t) ↔ C0(ω). Íàéòè ñïåêòð
Z(ω) êîìïëåêñíîé �óíêöèè z(t) = f0(t)e

iω0t.Ñîãëàñíî (25) çàïèøåì

Z(ω) =

∞∫

−∞

f0(t)e
iω0t · e−iωt dt =

∞∫

−∞

f0(t)e
−i(ω−ω0)t dt = C0(ω − ω0). (27)20

PSfrag replaements

ωω

C0(ω) Z(ω)00

2Ω2Ω

ω0

−Ω Ω

à) á)
�èñ. 17ò. å. ñïåêòð ïåðåíîñèòñÿ ïî îñè ÷àñòîò íà âåëè÷èíó ω0 (ðèñ. 17).Èç �îðìóëû (27) ÿñíî, ÷òî åñëè ñïåêòð �óíêöèè f0(t) ëîêàëèçîâàí â îá�ëàñòè ÷àñòîò |ω| 6 Ω (ðèñ. 17à), òî ñïåêòð êîìïëåêñíîé �óíêöèè z(t) íåñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò (ðèñ. 17á) Z(ω) ≡ 0 ïðè ω < 0, åñëè ω0 > Ω.Çàäà÷à 8. Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðîì ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ

f(t) = a(t) cos[ω0t+ ϕ(t)]è ñïåêòðîì êîìïëåêñíîé �óíêöèè
z(t) = a(t)ei[ω0t+ϕ(t)] = f0(t)e

iω0t, f(t) = Re z(t),ãäå f0(t) = a(t)eiϕ(t) � êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ âñþ èí�îðìàöèþî ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ çàêîíàõ ìîäóëÿöèè τ > 2π/ω0. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñïåêòð

C0(ω) �óíêöèè f0(t) îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü â îáëàñòè ÷àñòîò |ω| 6 Ω ≃ 2π/τ ,ïðè÷¼ì ω0 > Ω.Îòìåòèì, ÷òî ñàìè �óíêöèè f(t) è z(t), ñîãëàñíî �îðìóëå Ýéëåðà, ñâÿçà�íû î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì:
f(t) = Re z(t) = 1

2
[z(t) + z∗(t)].Ïîñêîëüêó Z(ω) ≡ 0 ïðè ω < 0, òî z(t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z(t) =
1

2π

∞∫

−∞

Z(ω)eiωt dω =
1

2π

∞∫

0

Z(ω)eiωt dω.Òîãäà äëÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè z∗(t) èìååì

z∗(t) =
1

2π

∞∫

0

Z∗(ω)e−iωt dω =
1

2π

0∫

−∞

Z∗(−ω)eiωt dω,21



îòêóäà ÿñíî, ÷òî �óíêöèÿ z∗(t) èìååò ñïåêòð Z∗(−ω), îòëè÷íûé îò íóëÿ ëèøüâ îáëàñòè ÷àñòîò ω < 0. Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõðàâåíñòâ, íàõîäèì

2f(t) =
1

2π

∞∫

−∞

[Z(ω) + Z∗(−ω)]eiωt dω.PSfrag replaements

−ω0 ω0

1
2Z

∗(−ω) 1
2Z(ω)

ω

C(ω)

0�èñ. 18
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð C(ω) ìîäóëèðîâàí�íîãî êîëåáàíèÿ f(t) èìååò âèä

C(ω) =
1

2
Z(ω) +

1

2
Z∗(−ω),ò. å. ðàâåí ñóììå äâóõ íåïåðåêðûâàþùèõñÿñïåêòðîâ (ðèñ. 18).Ñîîòâåòñòâåííî

Z(ω) =

{

2C(ω) ïðè ω > 0,
0 ïðè ω < 0.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ â ñïåêòððåàëüíîãî ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ

f(t) = a(t) cos[ω0t+ ϕ(t)],íàéäÿ ñïåêòð êîìïëåêñíîé �óíêöèè

z(t) = a(t)ei[ω0t+ϕ(t)],êîòîðûé íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò, åñëè ðå÷ü èä¼ò î ìåäëåííî ìåíÿ�þùèõñÿ âî âðåìåíè çàêîíàõ ìîäóëÿöèè a(t) è ϕ(t). Òîãäà ñïåêòð C(ω) ðåàëü�íîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/2) ñîñïåêòðîì êîìïëåêñíîãî ñèãíàëà z(t) ïðè ω > 0. Ñïåêòð æå C(ω) ïðè ω < 0 âñèëó ñâîéñòâà ýðìèòîâîñòè �óðüå-îáðàçà äåéñòâèòåëüíîé �óíêöèè íàõîäèòñÿñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà C(−ω) = C∗(ω).Çàäà÷à 9. Ñïåêòð �óíêöèè f0(t) åñòü C0(ω): f0(t) ↔ C0(ω). Íàéòè ñïåêòð�óíêöèè f(t) = f0(t− τ).Èìååì

C(ω) =

∞∫

−∞

f0(t− τ)e−iωt dt.Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ t′ = t− τ (dt = dt′) ïîëó÷àåì
C(ω) =

∞∫

−∞

f0(t
′)e−iω(t′+τ) dt′.22

Ìíîæèòåëü e−iωτ (íå çàâèñÿùèé îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t′) âûíîñèòñÿèç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà:

C(ω) = e−iωτ

∞∫

−∞

f0(t
′)e−iωt′ dt′ = C0(ω) · e−iωτ , (28)èëè ñèìâîëè÷åñêè f0(t − τ) ↔ C0(ω)e

−iωτ , ò.å. ñìåùåíèå ñèãíàëà âî âðåìåíèíà τ (çàïàçäûâàíèå) ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ åãî ñïåêòðà íà e−iωτ (òåîðåìàñìåùåíèÿ).PSfrag replaements

ωω

C0(ω) C(ω)

−ω0 ω0�èñ. 19PSfrag replaements
tt

f0(t) f(t)

− τ
2− τ

2
τ
2

τ
2

à) á)
�èñ. 20Çàäà÷à 10. Ïóñòü f0(t) ↔ C0(ω). Íàéòè ñïåêòð C(ω) �óíêöèè f(t) =

= f0(t) cosω0t.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà, çàïèøåì

f(t) =
1

2
f0(t)e

iω0t +
1

2
f0(t)e

−iω0t.Ñîãëàñíî ðåøåíèþ çàäà÷è 7, èìååì

C(ω) =
1

2
C0(ω − ω0) +

1

2
C0(ω + ω0), (29)ò. å. ñïåêòð C0(ω) (óìíîæåííûé íà 1/2) ïåðåíîñèòñÿ ïî îñè ÷àñòîò âëåâî èâïðàâî íà íåñóùóþ ÷àñòîòó ω0 (ðèñ. 19). Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü f0(t) � ïðÿìî�óãîëüíûé èìïóëüñ äëèòåëüíîñòè τ (ðèñ. 20à):

f0(t) = Pτ (t) =

{

1 ïðè |t| 6 τ/2,

0 ïðè |t| > τ/2.23



Òîãäà f(t) = f0(t) cosω0t � îáðûâîê êîñèíóñîèäû (öóã) äëèòåëüíîñòè τ(ðèñ. 20á). Ñîãëàñíî (29), ïîëó÷àåì

C(ω) =
τ

2

[

sin(ω − ω0)τ/2

(ω − ω0)τ/2

]

+
τ

2

[

sin(ω + ω0)τ/2

(ω + ω0)τ/2

]

,ãäå C0(ω) = τ
[

sinωτ/2
ωτ/2

] � ñïåêòð èìïóëüñà f0(t) (ñì. çàäà÷ó 6).Ñïåêòðû C0(ω) è C(ω) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 21.PSfrag replaements

τ

τ/2

ωω

C0(ω) C(ω)

−ω0 ω0

à) á)
�èñ. 21Çàäà÷à 11. Íàéòè ñïåêòð C(ω) ñèãíàëà f(t), ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêèìïîâòîðåíèåì ñèãíàëà f0(t) ↔ C0(ω):

f(t) =
N−1
∑

n=0

f0(t− nT ) (ïðè êîíå÷íîì N).

PSfrag replaements θ

θ

θ

θ

R

Nθ
S 1�èñ. 22

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñìåùåíèÿ (28), ïîëó÷àåì
C(ω) = C0(ω)

N−1
∑

n=0

e−inωT .Âûðàæåíèå

S =

N−1
∑

n=0

e−inθ (θ = ωT )ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñóììó êîëåáàíèé,�àçû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðî�ãðåññèþ. Íà âåêòîðíîé äèàãðàììå êàæäûé ïîñëå�äóþùèé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû ïîâ¼ðíóò íà óãîë θ ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäû�äóùåìó. Ïîëó÷àåì ÷àñòü ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, ðàäèóñ
R êîòîðîé ðàâåí (ðèñ. 22)

R =
1

2 sin θ
2

.24

PSfrag replaements

ω

|S(ω)|

2∆ω

0−3ω0 −2ω0 −ω0 ω0 2ω0 3ω0�èñ. 23PSfrag replaements
ω

C(ω)

C0(ω)

2∆Ω

0 ω0 2ω0 3ω0 4ω0�èñ. 24Ñóììàðíûé âåêòîð èìååò äëèíó
|S| = 2R sin

2π −Nθ

2
=

sin Nθ
2

sin θ
2

.Óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà ϕ = (N − 1) θ2 . Ïîëó÷àåì

N−1
∑

n=0

einωT =
sin NωT

2

sin ωT
2

ei
N−1

2
ωT .Îêîí÷àòåëüíî èìååì

C(ω) = C0(ω)
sin NωT

2

sin ωT
2

ei
N−1

2
ωT .Ïîëó÷àåì íàáîð óçêèõ (ïðè N ≫ 1) ñïåêòðàëüíûõ ìàêñèìóìîâ âûñîòîé,ðàâíîé N (ò. ê. sin NωT

2

sin ωT

2

= N íà ÷àñòîòàõ ωn = nω0, êðàòíûõ ω0 = 2π
T ),25



ñ ïîëóøèðèíîé ∆ω = 2π
NT , êîòîðóþ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ sin NωT

2 = 0(ðèñ. 23). Ìàêñèìóìû ïðîìîäóëèðîâàíû ¾îãèáàþùåé¿ � �óíêöèåé C0(ω),ñïåêòðàëüíàÿ øèðèíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ ñèãíàëà f0(t):

∆ω ≃ 2π
τ . Ôóíêöèÿ C(ω) èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 24 (�óíêöèÿ C0(ω)èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì).Ïðè N → ∞ âûñîòà ñïåêòðàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî�ñòè, à èõ øèðèíà ∆ω � ê íóëþ: ìû ïîëó÷àåì ¾÷àñòîêîë¿ δ-�óíêöèé.5. Ëèíåéíàÿ �èëüòðàöèÿ (ñïåêòðàëüíûé ìåòîä)Åù¼ ðàç îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîé �èëüòðàöèè (ñïåê�òðàëüíûé ìåòîä).1. Ïåðâûé øàã � ïðåäñòàâëåíèå âõîäíîãî ñèãíàëà �èëüòðà â âèäå ñóïåðïîçè�öèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé: ëèáî â âèäå ðÿäà Ôóðüå (13), ëèáî èíòåãðàëàÔóðüå (24). Ñïåêòð C(ω) âõîäíîãî ñèãíàëà f(t) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîò�íîøåíèé (22) èëè (25).Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, íàïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè f(t),íàõîäèì íàáîð êîý��èöèåíòîâ cn ðÿäà Ôóðüå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (22).2. Âòîðîé øàã � íàõîæäåíèå ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè �èëüòðà H(ω), ò. å.îòêëèêà �èëüòðà íà ãàðìîíè÷åñêîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå åäèíè÷íîé àìïëè�òóäû:

eiωt → L → H(ω)eiωt.3. Ñóììèðóÿ îòêëèêè íà êàæäîå ãàðìîíè÷åñêîå ñëàãàåìîå âõîäíîãî ñèãíàëà
cne

iωnt

cne
iωnt → L → cnH(ωn)e

iωnt,íàõîäèì ðåçóëüòèðóþùèé âûõîäíîé ñèãíàë �èëüòðà g(t) (îòêëèê íà çàäàííîåâõîäíîå âîçäåéñòâèå f(t)):

g(t) =
∑

n

cnH(ωn)e
iωnt. (30)Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà:

f(t) =
1

2π

∞∫

−∞

C(ω)eiωt dω,îòêëèê íà êàæäîå ãàðìîíè÷åñêîå ñëàãàåìîå âõîäíîãî ñèãíàëà 1
2πC(ωn)e

iωnt dωåñòü

1

2π
C(ωn)e

iωnt dω → L → 1

2π
C(ωn)H(ωn)e

iωnt dω.26

Ñóììèðóÿ îòêëèêè, ïîëó÷àåì

g(t) =
1

2π

∫
C(ω)H(ω)eiωt dω. (31)Âûõîäíîé ñèãíàë �èëüòðà g(t) (êàê è ëþáîé ñèãíàë) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáîâ âèäå ðÿäà Ôóðüå:

g(t) =
∑

bne
iωnt, (32)ëèáî â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå:

g(t) =
1

2π

∫
B(ω)eiωt dω. (33)Èç ñðàâíåíèÿ (30) è (32), (31) è (33) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð âûõîäíîãî ñèãíàëà(íàáîð êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ bn â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà) ëèáî�óíêöèÿ B(ω) (â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà�âåíñòâ

bn = cnH(ωn), B(ω) = C(ω) ·H(ω), (34)êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîé�èëüòðàöèè.Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâà (34) ïîäñêàçûâàþò ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñåëåêöèè,êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ïðè¼ìå ðàäèîñèãíàëîâ. Ïóñòü íà âõîä êîëåáàòåëüíîãîêîíòóðà ïðè¼ìíèêà ïîñòóïàþò ñèãíàëû äâóõ ðàäèîñòàíöèé, âåäóùèõ ïåðåäà�÷è íà íåñóùèõ ÷àñòîòàõ ω0 è ω1. Ýòî � ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ

fs(t) = a(t) cos(ω0t+ ϕ1(t))è
fn(t) = a(t) cos(ω1t+ ϕ2(t)).Èõ ñïåêòðû Cs(ω) è Cn(ω). Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ïîëåçíûé ñèãíàë fs(t) èîòñåÿòü ïîìåõè (ñèãíàë fn(t)).Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå êîíòóðà, âûòå�êàþò èç ñîîòíîøåíèé (34). Âî-ïåðâûõ, êîíòóð íåîáõîäèìî íàñòðîèòü íà íåñó�ùóþ ÷àñòîòó ñèãíàëà fs(t), ò. å. ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà êîíòóðà ωð äîëæíàñîâïàäàòü ñ ω0: ωð ≃ ω0. Ïðè ýòîì äîáðîòíîñòü êîíòóðà Q äîëæíà áûòü äî�ñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû â ïðåäåëû ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà ∆ω = ω0

Qíå ïîïàëè ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû ïîìåõ ω1, |ω1−ω0| > ∆ωê. Ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, ÷òîáû ïîëåçíûé ñèãíàë áûë ïðèíÿò áåç èñêàæåíèé, íåîáõîäèìî, ÷òîáûïîëîñà ÷àñòîò ïîëåçíîãî ñèãíàëà∆Ω, îïðåäåëÿåìàÿ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì τèçìåíåíèÿ �óíêöèé a(t) è ϕ(t), îïèñûâàþùèõ çàêîí ìîäóëÿöèè (∆Ω·τ ≈ 2π �ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé), áûëà ìåíüøå ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ êîíòóðà

∆Ω ≪ ∆ωê. Âñåì ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà,27



èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñ. 25 (ïîêàçàíû ñèãíàëû fs(t) è fn(ω) ñ äèñêðåòíûìèñïåêòðàìè Cs(ω) è Cn(ω)).PSfrag replaements

ω
ω0 ω1

∆ωê

∆Ω

Q

1

H(ω)

Cs(ω)
Cn(ω)

�èñ. 25Ñïåêòð âûõîäíîãî ñèãíàëà íàõîäèì ñ ïîìîùüþ (34):

B(ω) = [Fs(ω) + Fn(ω)] ·H(ω) ≃ Fs(ω) ·H(ωð) ≃ Q · Cs(ω).Ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû íà ÷àñòîòàõ ω ≈ ω1 îêàçûâàþòñÿ ïîäàâëåííûìè,ïîñêîëüêó B(ω) = Cn(ω) · H(ω) ≃ 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûðàæåíèÿ äëÿ ÷à�ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ðåçîíàíñíîãî êîíòóðà (ñì. çàäà÷ó 1) ñëåäóåò (ïðè

Q ≫ 1): H(ω) ≈ 1 ïðè ω ≪ ωð, H(ω) ≈ Q ïðè ω ≈ ωð = ω0 è H(ω) ≈ (ωê/ω)2ïðè ω ≫ ωð. Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå

Cs(ω)H(ω) ≃ Cs(ω)Q,à âòîðîå

Cn(ω)H(ω) ≃ Cn(ω)
(ω0

ω

)2ïðè ω ≫ ω0 ïðåíåáðåæèìî ìàëî.6. Äè��åðåíöèðóþùèå è èíòåãðèðóþùèå öåïî÷êè1. �àññìîòðèì RC-öåïî÷êó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 1á. Å¼ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòå�ðèñòèêà (ñì. çàäà÷ó 1, ñ. 6)

H(ω) =
iωRC

1 + iωRCïðè ωRC ≪ 1 (ò. å. ïðè ω ≪ 1
RC ) åñòü H(ω) ≈ iωRC. Òîãäà âûõîäíîé ñèãíàë(íàïðÿæåíèå íà ñîïðîòèâëåíèè)

g(t) =

∫
H(ω)C(ω)eiωt dω ≈ RC

∫
(iω)C(ω)eiωt dω.28

Âõîäíîé ñèãíàë

f(t) =

∫
C(ω)eiωt dωè

df

dt
=

∫
iωC(ω)eiωt dω.Òàêèì îáðàçîì, èìååì äè��åðåíöèðóþùóþ öåïî÷êó:

g(t) ≈ RC
df

dt

ïðè ω ≪ 1

RC
.2. Äëÿ RC-öåïî÷êè íà ðèñ. 1à (âûõîäíîé ñèãíàë g(t) � íàïðÿæåíèå íà êîí�äåíñàòîðå) èìååì (ñì. ñ. 6)

H(ω) =
1

1 + iωRC
,è ïðè ωRC ≫ 1 (ω ≫ 1

RC ) ïîëó÷àåì H(ω) ≈ 1
iωRC . Âûõîäíîé ñèãíàë

g(t) ≈ 1

RC

∫
1

iω
C(ω)eiωt dω.Âõîäíîé ñèãíàë

f(t) =

∫
C(ω)eiωt dω,ïîýòîìó

t∫

0

f(t′) dt′ =

∫
C(ω)





t∫

0

eiωt′ dt′



 dω =

∫
1

iω
C(ω)eiωt dω.Òàêèì îáðàçîì, èìååì èíòåãðèðóþùóþ öåïî÷êó:

g(t) ≈ 1

RC

t∫

0

f(t′) dt′ ïðè ω ≫ 1

RC(ïîëàãàåì f(0) = 0).7. Äåìîäóëÿöèÿ è êâàäðàòè÷íîå äåòåêòèðîâàíèåÏîñëå òîãî êàê ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî �èëüòðà îñóùåñòâëåíà çàäà÷à ñå�ëåêöèè � âûäåëåíèå èç ìíîæåñòâà ñèãíàëîâ èíòåðåñóþùåãî íàñ ïîëåçíîãîñèãíàëà f(t) = a(t) cos
(

ω0t+ϕ(t)
) (ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ), íåîáõîäèìî29



ðåøèòü ïðîáëåìó äåìîäóëÿöèè � ïðåîáðàçîâàíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîãî êîëåáà�òåëüíîãî ïðîöåññà f(t) (ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîãî çàïîëíÿþòèíòåðâàë ÷àñòîò ω0 − ∆Ω < ω < ω0 + ∆Ω â îêðåñòíîñòè íåñóùåé ÷àñòîòû

ω0) � â íèçêî÷àñòîòíûå ¾çâóêîâûå¿ êîëåáàíèÿ a(t) è ϕ(t), ñîäåðæàùèå íåïî�ñðåäñòâåííî ïåðåäàâàåìóþ èí�îðìàöèþ (ðå÷ü, ìóçûêà, òåëåâèçèîííîå èçîá�ðàæåíèå è ò. ï.). Òàêóþ òðàíñ�îðìàöèþ ÷àñòîò íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü ñïîìîùüþ ëèíåéíîãî �èëüòðà. Ìû ðàññìîòðèì ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòè�ðîâàíèÿ. Èäåàëüíûé êâàäðàòè÷íûé äåòåêòîð èìååò âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòå�ðèñòèêó i = const · V 2. Äåìîäóëÿòîð äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ òàêæå èíåð�öèîííîå óñòðîéñòâî, ðåàãèðóþùåå íà íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, èç êîòîðûõñîñòîÿò çàêîíû ìîäóëÿöèè a(t) è ϕ(t), íî íå óñïåâàþùåå ñëåäèòü çà êîëåáà�íèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè ñ ÷àñòîòàìè ïîðÿäêà ω0.PSfrag replaements

f(t)
D

C Ò�èñ. 26 Ïóñòü �óíêöèÿ a(t), îïèñûâàþùàÿ çàêîí àì�ïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè, ñîäåðæèò íèçêî÷àñòîòíûåêîëåáàíèÿ

a(t) =
∑

cne
inΩt.Òîãäà ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå

f(t) = a(t) cosω0tñîäåðæèò ÷àñòîòû ω0 ± nΩ:

f(t) =
∑

cne
i(ω0+nΩ)t,à òîê äåòåêòîðà (ïðîïîðöèîíàëüíûé f2(t)) åñòü

i(t) =
∑

cne
i(ω0+nΩ)t ·

∑

cmei(ω0+mΩ)t.Îí ñîäåðæèò êîìáèíàöèîííûå ÷àñòîòû âèäà (ω0 +nΩ)± (ω0 +mΩ), êîòîðûåðàñïàäàþòñÿ íà âûñîêèå ÷àñòîòû 2ω0+(n+m)Ω è íèçêèå ÷àñòîòû (n−m)Ω,çà êîòîðûìè òîëüêî è ìîæåò ñëåäèòü ðåãèñòðèðóþùèé ïðèáîð (òåëå�îí).Íà ðèñ. 23 òåëå�îí øóíòèðóåòñÿ ¼ìêîñòüþ, ïðîïóñêàþùåé âûñîêî÷àñòîòíóþ÷àñòü òîêà.Ìû íå áóäåì äàëåå èíòåðåñîâàòüñÿ êîíêðåòíûì óñòðîéñòâîì äåìîäóëÿòî�ðà � êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèãíàë íà âûõîäå äå�òåêòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò âõîäíîãî ñèãíàëà, óñðåäí¼ííûé çà íåêî�òîðîå âðåìÿ ∆t, îïðåäåëÿåìîå èíåðöèîííîñòüþ ðåãèñòðèðóþùåãî óñòðîéñòâà
f(t) → D → g(t) = f2(t) =

1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

f2(t) dt. (35)30

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âðåìÿ óñðåäíåíèÿ ∆t óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
2π

ω0
≪ ∆t ≪ τ, (36)ãäå τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ �óíêöèé a(t) è ϕ(t), îïèñûâàþùèõçàêîí ìîäóëÿöèè ñèãíàëà f(t).�àññìîòðèì ïðèìåðû.Çàäà÷à 12. Íà âõîä êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà ïîäàíî àìïëèòóäíî-ìîäóëè�ðîâàííîå êîëåáàíèå f(t) = a(t) cosω0t. Íàéòè ñèãíàë íà âûõîäå äåòåêòîðà.

g(t) =
1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

a2(t′) cos2 ω0t
′ dt′.Ïîñêîëüêó ∆t ≪ τ (τ � âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî �óíêöèÿ a(t) ìîæåò çà�ìåòíî èçìåíèòüñÿ), òî íà èíòåðâàëå óñðåäíåíèÿ ∆t �óíêöèþ a2(t′) ìîæíîñ÷èòàòü êîíñòàíòîé, ðàâíîé çíà÷åíèþ a2(t) â ñåðåäèíå èíòåðâàëà óñðåäíå�íèÿ: a2(t′) ≈ a2(t) ïðè t− ∆t

2 < t′ < t+ ∆t
2 . Òîãäà ïîëó÷àåì

g(t) ≃ a2(t) · 1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

cos2 ω0t
′ dt′ =

= a2(t)
1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

1

2
(1 + cos 2ω0t

′) dt′ =

=
1

2
a2(t) +

1

2
a2(t)

1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

cos 2ω0t
′ dt′.Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì, åñëè èíòåð�âàë óñðåäíåíèÿ ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïåðèîäîâ çíàêîïåðåìåííîé �óíêöèè

cos 2ω0t
′ (ò. å. ïðè ∆t ≫ π

ω0

). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

g(t) ≃ 1

2
a2(t), (37)ò. å. ñèãíàë íà âûõîäå äåòåêòîðà ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ î çàêîíå àìïëèòóä�íîé ìîäóëÿöèè âõîäíîãî ñèãíàëà. 31



PSfrag replaements

t

f(t) g(t)à) á) 0�èñ. 27Íà ðèñ. 27á èçîáðàæåíî êîëåáàíèå g(t) íà âûõîäå êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòî�ðà ïðè a(t) = a0(1 +m cosΩt).Ïóñòü íà âõîä êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà ïîñòóïàåò �àçîâî-ìîäóëèðîâàí�íîå êîëåáàíèå

f(t) = a0 cos(ω0t+ ϕ(t)).Ñèãíàë íà âûõîäå äåòåêòîðà

g(t) =
1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

a20 cos
2(ω0t

′ + ϕ(t′)) dt′.Ïîñêîëüêó íà èíòåðâàëå óñðåäíåíèÿ �óíêöèÿ ϕ(t′), îïèñûâàþùàÿ çàêîí�àçîâîé ìîäóëÿöèè, îñòà¼òñÿ êîíñòàíòîé (ðàâíîé çíà÷åíèþ ϕ(t) â ñåðåäèíåèíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ ϕ(t′) ≈ ϕ(t) ≈ ϕ0), òî ïîëó÷àåì

g(t) ≃ 1

2
a20 = const,ò. å. çàêîí �àçîâîé ìîäóëÿöèè îêàçûâàåòñÿ óòåðÿííûì ïðè êâàäðàòè÷íîìäåòåêòèðîâàíèè.�åøèòü ïðîáëåìó ìîæíî, èñêàçèâ îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì àìïëèòóäíî��àçîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ñïåêòðå �àçîâî-ìîäóëèðîâàííîãî êîëåáàíèÿ (ïðåâðà�òèâ òàêèì îáðàçîì êîëåáàíèå, ìîäóëèðîâàííîå ïî �àçå â àìïëèòóäíî-ìîäó�ëèðîâàííîå êîëåáàíèå), ïîñëå ÷åãî èñêàæ¼ííûé òàêèì îáðàçîì ñèãíàë ìîæíîïîäàòü íà âõîä êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà.Âåðí¼ìñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà ê ìîäóëèðîâàííîìó êîëåáàíèþ ñ çàêîíîì�àçîâîé ìîäóëÿöèè ϕ(t) = m cosΩt (ïðè m ≪ 1). �àçëîæåíèå â ñïåêòð ýòîãîêîëåáàíèÿ èìååò âèä (�îðìóëà (20))

f(t) = a0 cosω0t+
ma0
2

cos
(

(ω0 +Ω)t+
π

2

)

+
ma0
2

cos
(

(ω0 − Ω)t+
π

2

)

.Çàäà÷à 13. �àññìîòðèì ïðè¼ì áåç íåñóùåé. Ïîñëå óñòðàíåíèÿ íåñóùåãî êî�ëåáàíèÿ a0 cosω0t ïîëó÷àåì ñèãíàë
f̃(t) =

ma0
2

cos
(

(ω0 +Ω)t+
π

2

)

+
ma0
2

cos
(

(ω0 − Ω)t+
π

2

)

=

= ma0 cosΩt sinω0t.32

Íà âûõîäå êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà èìååì
g(t) =

1

∆t

t+∆t

2∫

t−∆t

2

f̃2(t′) dt′ ≃ m2a20
2

cos2 Ωt,çàêîí �àçîâîé ìîäóëÿöèè (ïðàâäà â èñêàæ¼ííîì âèäå) âûÿâëåí: èçìåíåíèåâûõîäíîãî ñèãíàëà äåòåêòîðà ïðîèñõîäèò ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé:
g(t) =

m2a20
4

(1 + cos 2Ωt). (38)Çàäà÷à 14. Ïðè¼ì ñ èçìåíåíèåì �àçû íåñóùåé. Ïîñëå èçìåíåíèÿ �àçûíåñóùåãî êîëåáàíèÿ íà π
2 :
a0 cosω0t → a0 cos

(

ω0t+
π

2

)

,èìååì
f̃(t) = a0 cos

(

ω0t+
π

2

)

+

+
ma0
2

cos
(

(ω0 +Ω)t+
π

2

)

+
ma0
2

cos
(

(ω0 − Ω)t+
π

2

)

.Òåïåðü �àçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âñåìè ãàðìîíèêàìè îêàçàëèñü òàêèìèæå, êàê è â àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîì êîëåáàíèè (17). Äåéñòâèòåëüíî, ïî�ñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
f̃(t) = −a0(1 +m cosΩt) sinω0t.Ìû ïðåîáðàçîâàëè êîëåáàíèå, ìîäóëèðîâàííîå ïî �àçå (ñ çàêîíîì �àçîâîéìîäóëÿöèè ϕ(t) = m cosΩt) â àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîå êîëåáàíèå f̃(t) ñçàêîíîì ìîäóëÿöèè

a(t) = a0(1 +m cosΩt).Íà âûõîäå êâàäðàòè÷íîãî äåòåêòîðà, ñîãëàñíî (37), ïîëó÷àåì

g(t) ≃ 1

2
a2(t) =

1

2
a20(1 +m cosΩt)2 ≃ 1

2
a20 + a20m cosΩt, (39)ò. å. ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèãíàëà íà âûõîäå äåòåêòîðà âîñïðîèçâîäèòáåç èñêàæåíèÿ çàêîí �àçîâîé ìîäóëÿöèè èñõîäíîãî ñèãíàëà f(t).8. Äîïîëíåíèå8.1. Ïðåäñòàâëåíèå î δ-�óíêöèè

δ-�óíêöèÿ � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ ðåàëüíîãî î÷åíü ¾ñèëüíî�ãî¿ è êîðîòêîãî èìïóëüñà. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ äëèòåëüíî�ñòè τ è âûñîòîé 1/τ , òàê ÷òî ¾ïëîùàäü¿ èìïóëüñà τ · 1/τ ðàâíÿåòñÿ 1. Áóäåì33



ïîñòåïåííî óìåíüøàòü äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà τ , óâåëè÷èâàÿ åãî ¾âûñîòó¿òàê, ÷òî ïëîùàäü îñòà¼òñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíîé 1 (ðèñ. 28).PSfrag replaements

t t t t

Pτ (t) Pτ (t) Pτ (t) Pτ (t)

1/τ
1/τ

1/τ

τ τ τ τ�èñ. 28PSfrag replaements θm

θ
n

Sm

Sn

�èñ. 29
Â ïðåäåëå ïðè τ → 0 ïîëó÷àåì èäåàëèçèðîâàí�íûé ñèãíàë, íàçûâàåìûé δ-èìïóëüñîì: �óíêöèÿ δ(t)ðàâíà íóëþ âñþäó, êðîìå ìîìåíòà âðåìåíè t = 0, ãäåýòà �óíêöèÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ýòîì

+∞∫

−∞

δ(t) dt = 1.

δ(t) = lim
τ→0

Pτ (t),ãäå Pτ (t) îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ

Pτ (t) =

{

1
τ ïðè |t| 6 τ

2 ,
0 ïðè |t| > τ

2 .

(40)Ìîæíî ïîëó÷èòü δ-�óíêöèþ è â äðóãîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, íàïðèìåð:
δ(t) = lim

a→∞

sin at

πt
.Èìååò ìåñòî âàæíàÿ �îðìóëà:

δ(t) =
1

2π

∞∫

−∞

eiωt dω, (41)ò. å. δ-�óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèéâñåâîçìîæíûõ ÷àñòîò, ïðè÷¼ì âñå êîëåáàíèÿ ñóììèðóþòñÿ ñ îäèíàêîâûì ¾âå�ñîì¿.Ïîÿñíèì ñìûñë �îðìóëû (41). �àññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó
∞
∑

n=−∞

1

2π
ein∆ωt ∆ω,34

ïðåäåëîì êîòîðîé (ïðè ∆ω → 0) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë (41). Å¼ ãåîìåòðè÷åñêàÿèíòåðïðåòàöèÿ � ñóììà âåêòîðîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñ. 29: êàæäîå ñëàãàå�ìîå 1
2πe

in∆ωt ∆ω (ïðè �èêñèðîâàííîì t 6= 0) èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì äëèíû
1
2π∆ω ñ óãëîì íàêëîíà θn = n∆ωt. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âåêòîðàìè
∆θ = ∆ωt ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆ω → 0, è ìû ïîëó÷àåì ñïëîøíîé âååðâåêòîðîâ, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî âåêòîðà Sn ñ óãëîì íàêëîíà θn íàéä¼òñÿàíòèêîëëèíåàðíûé âåêòîð Sm ñ óãëîì íàêëîíà θm = θn + π, ïîýòîìó ñóììàâñåõ ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî t 6= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t = 0âñå âåêòîðû ñêëàäûâàþòñÿ êîëëèíåàðíî è èíòåãðàë (41) ðàâåí áåñêîíå÷íî�ñòè. Ìû ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì,

1

2π

∞∫

−∞

eiωt dω =

{

∞ ïðè t = 0,
0 ïðè t 6= 0.Ìíîæèòåëü 1

2π ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâî÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî,
∞∫

−∞

eiωt dω = lim
a→∞

2

(

sinat

t

)

= 2πδ(t),ïîñêîëüêó
∞∫

−∞

sin at

t
dt = π.PSfrag replaements

t′

1
τ

Pτ (t
′ − t)

t

f(t′)

�èñ. 30

�àññìîòðèì èíòåãðàë
∫
f(t′)Pτ (t− t′) dt′,ãäå Pτ (t)� êîðîòêèé èìïóëüñ åäèíè÷íîé ïëîùàäèäëèòåëüíîñòè τ (�îðìóëà (40)); f(t′) � îáû÷íàÿ¾õîðîøàÿ¿ �óíêöèÿ; ïðîèçâåäåíèå f(t′)Pτ (t − t′)îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè τ ìî�ìåíòà âðåìåíè t′ = t. Óìåíüøàÿ äëèòåëüíîñòü èì�ïóëüñà τ , âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû â ýòîé îêðåñòíîñòè �óíêöèÿ f(t′)áûëà êîíñòàíòîé (ðàâíîé çíà÷åíèþ â ìîìåíò âðåìåíè t′ = t) (ðèñ. 30). Òîãäà

∞∫

−∞

f(t′)Pτ (t− t′) dt′ ≃ f(t)

t+ τ

2∫

t− τ

2

Pτ (t− t′) dt′ ≃ f(t).35



Â ïðåäåëå ïðè τ → 0 Pτ (t − t′) → δ(t− t′), à ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî ñòàíî�âèòñÿ òî÷íûì, ìû ïîëó÷àåì

f(t) =

∞∫

−∞

f(t′)δ(t− t′) dt′. (42)Ýòó �îðìóëó ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì δ-�óíêöèè.PSfrag replaements

t

f(t′)δ(t− t′)

f(t)

t′�èñ. 31
Ñîãëàñíî (42), ñèãíàë f(t) ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ ñóïåðïîçèöèåé δ-èìïóëüñîâ, äåéñòâóþ�ùèõ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t′, ïðè�÷¼ì âåñàìè-êîý��èöèåíòàìè â ýòîé ñóïåð�ïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñàìîé �óíêöèèâ ìîìåíòû t′ (ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ

t′ ïðîáåãàåò âåñü èíòåðâàë âðåìåíè, â êîòî�ðîì �óíêöèÿ f(t) îòëè÷íà îò íóëÿ � â îáùåì ñëó÷àå îò −∞ äî +∞. (Âåð�òèêàëüíûå ëèíèè íà ãðà�èêå (ðèñ. 31) èçîáðàæàþò δ-èìïóëüñû (ñ âåñîâûììíîæèòåëåì f(t′)), ñïëîøü çàïîëíÿþùèå îñü âðåìåíè.)8.2. Èìïóëüñíûé îòêëèê ëèíåéíîãî �èëüòðà. Ñâÿçü ìåæäó÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé è èìïóëüñíûì îòêëèêîìËèíåéíûé �èëüòð ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îòêëèêîì h(t) íà δ-èìïóëüñ,êîòîðûé íàçûâàþò èìïóëüñíûì îòêëèêîì:

h(t) = L[δ(t)]. (43)Åñëè íà ëèíåéíûé �èëüòð â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîäåéñòâîâàë âõîäíîé
δ-èìïóëüñ, òî ïðè t > 0 ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé îò âíåøíåãî âîçäåé�ñòâèÿ è â íåé íà÷èíàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïåðåõîäíîé ïðîöåññ (íàïðèìåð,ïðîöåññ ñâîáîäíûõ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé) � ýòî è åñòü èìïóëüñíàÿ ðåàê�öèÿ.PSfrag replaements

tt

h(t)h(t)
τ

τ

δ(t)δ(t) h(t)h(t)

τ = 2L
R

τ = RC00 �èñ. 3236

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé èìïóëüñíîé ðåàêöèè ÿâëÿåòñÿ å¼ äëèòåëüíîñòü,êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé âðåìåíè �èëüòðà. Ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè õà�ðàêòåðèçóåò èíåðöèîííîñòü �èëüòðà, åãî ñïîñîáíîñòü ðåàãèðîâàòü íà áûñò�ðûå èçìåíåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà. Ïðèìåðû � èìïóëüñíûé îòêëèê êîëåáà�òåëüíîãî êîíòóðà è RC-�èëüòðà � ïîêàçàíû íà ðèñ. 32.Ïðåäñòàâëÿÿ δ-èìïóëüñ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (41), èìååì
h(t) = L

[

1

2π

∫
eiωt dω

]

=
1

2π

∫
L
[

eiωt
]

dω(çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè) è äàëåå, ò. ê.
L
[

eiωt
]

= H(ω)eiωt(ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè), òî îêîí÷àòåëüíî
h(t) =

1

2π

∫
H(ω)eiωt dω, (44)ò. å. ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå èìïóëüñ�íîãî îòêëèêà: h(t) ↔ H(ω). Ñëåäîâàòåëüíî, øèðèíà ïîëîñû �èëüòðà ∆ω ñâÿ�çàíà ñ åãî èíåðöèîííîñòüþ τ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåë¼ííîñòåé: ∆ω · τ ≈ 2π.Ïðèìåðû: 1) êîëåáàòåëüíûé êîíòóð

∆ω ≃ δ, τ =
1

δ
; ∆ωτ ≃ 1;2) RC-�èëüòð (ñì. çàäà÷ó 1)

|H(ω)| = 1
√

1 + (ωRC)2
.Ïîëîñà ïðîïóñêàíèÿ (íà óðîâíå 1/√2) ðàâíà ∆ω = 1

RC . Ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè

τ = RC. Âíîâü ïîëó÷àåì ∆ωτ ≃ 1.Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà

∆ωτ ≃ 2π ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.8.3. Ê âûâîäó �îðìóëû ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÔóðüåÄîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (24) íà e−iω′t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî t âïðåäåëàõ îò −∞ äî +∞:

+∞∫

−∞

f(t)e−iω′t dt =
1

2π

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

C(ω)ei(ω−ω′)t dωdt.37



Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó�÷èì

+∞∫

−∞

f(t)e−iω′t dt =
1

2π

+∞∫

−∞

C(ω)





+∞∫

−∞

ei(ω−ω′)t dt



 dω.Èñïîëüçóÿ (41), íàõîäèì

1

2π

+∞∫

−∞

C(ω)





+∞∫

−∞

ei(ω−ω′)t dt



 dω =

+∞∫

−∞

C(ω)δ(ω − ω′) dω = C(ω′).Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ δ-�óíêöèè (42). Ìåíÿÿ äàëååîáîçíà÷åíèå ω′ → ω, ïîëó÷àåì (25):

C(ω) =

+∞∫

−∞

f(t)e−iωt dt.Ôîðìóëà äà¼ò ïðàâèëî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà çàäàííîãî ñèãíàëà f(t) (ìûïîëüçîâàëèñü åþ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 6�11).8.4. Ëèíåéíàÿ �èëüòðàöèÿ. Âðåìåííîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷èëèíåéíîé �èëüòðàöèèÏðåäñòàâèì ñèãíàë f(t), ïîñòóïàþùèé íà âõîä ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî�èëüòðà, ñ ïîìîùüþ (42):

f(t) =

+∞∫

−∞

f(t′)δ(t− t′) dt′.Íàéä¼ì îòêëèê �èëüòðà g(t) = L[f(t)]:

g(t) = L[f(t)] = L





+∞∫

−∞

f(t′)δ(t− t′) dt′



 .Äàëåå, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ëèíåéíûõ îïåðàöèé, ïîëó÷àåì
g(t) =

+∞∫

−∞

f(t′)L [δ(t− t′)] dt′.�åçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ δ-èìïóëüñà δ(t − t′), âîçíèêàþùåãî íà âõîäå ëè�íåéíîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t = t′, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èìïóëüñíóþ38

ðåàêöèþ L[δ(t− t′)] = h(t− t′) (â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè �èëüòðà ñìåùåíèå ìî�ìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ δ-èìïóëüñà ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ñìåùåíèþ âî âðåìå�íè èìïóëüñíîé ðåàêöèè áåç èçìåíåíèÿ å¼ �óíêöèîíàëüíîãî âèäà). Èñïîëüçóÿïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì
g(t) =

+∞∫

−∞

f(t′)h(t− t′) dt′. (45)Èíòåãðàëüíàÿ îïåðàöèÿ (45) íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé �óíêöèé f(t) è h(t). Ñèì�âîëè÷åñêè �îðìóëà (45) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
g(t) = f(t)⊗ h(t). (46)Èòàê, âûõîäíîé ñèãíàë ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî �èëüòðà ÿâëÿåòñÿ ñâ¼ðòêîéâõîäíîãî ñèãíàëà ñ èìïóëüñíûì îòêëèêîì.Âàæíîå (è î÷åâèäíîå) ñâîéñòâî èìïóëüñíîé ðåàêöèè: �óíêöèÿ h(t − t′)ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ ïðè t < t′ � èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ íå ìîæåò âîçíèê�íóòü ïðåæäå, ÷åì ïîäåéñòâîâàë (â ìîìåíò t′) âõîäíîé δ-èìïóëüñ.ßñíî èç (45), ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò ëèøü îòçíà÷åíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà â ìîìåíòû âðåìåíè t′, ïðåäøåñòâóþùèå t, � âû�õîäíîé ñèãíàë íå ìîæåò âîçíèêíóòü ðàíüøå, ÷åì ïîÿâèëñÿ íà âõîäå �èëüòðàâõîäíîé ñèãíàë (ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â (45) òîæäåñòâåííî ðàâíà íó�ëþ ïðè t < t′). Ýòî ñâîéñòâî âðåìåííûõ �èëüòðîâ íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîìïðè÷èííîñòè.Ôîðìà ñèãíàëà íà âûõîäå �èëüòðà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿìåæäó ïîñòîÿííîé âðåìåíè �èëüòðà τ è õàðàêòåðíûì âðåìåíåì τs, â òå÷åíèåêîòîðîãî âõîäíîé ñèãíàë ïðåòåðïåâàåò çàìåòíûå èçìåíåíèÿ. Åñëè çà èíòåð�âàë âðåìåíè τ , ãäå èìïóëüñíûé îòêëèê çàìåòíî îòëè÷åí îò íóëÿ, âõîäíîéñèãíàë íå óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ: f(t′) ≃ const ïðè |(t − t′)| < τ (ò. å. ïðè

τs ≫ τ), òî ñîãëàñíî (45)
g(t) ≃ f(t)

+∞∫

−∞

h(t− t′) dt′ = K · f(t),ãäå
K =

+∞∫

−∞

h(t− t′) dt′ = const.Â ýòîì ñëó÷àå ñèãíàë íà âûõîäå �èëüòðà ïîâòîðÿåò �îðìó âõîäíîãî ñèãíà�ëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �èëüòð óñðåäíÿåò è ñãëàæèâàåò áûñòðûå èçìåíåíèÿâõîäíîãî ñèãíàëà, ïðîèñõîäÿùèå çà âðåìÿ τs < τ .39



Ñóùåñòâóþò, òàêèì îáðàçîì, äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîé�èëüòðàöèè. Îäèí ïîäõîä íàçûâàþò âðåìåíí�ûì: ñîîòíîøåíèå (45) ñâÿçûâàåòìåæäó ñîáîé �óíêöèè âðåìåíè � âõîäíîé è âûõîäíîé ñèãíàëû f(t) è g(t),ïðè ýòîì ñâîéñòâà �èëüòðà ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ èìïóëüñíûì îòêëèêîì

h(t).Äðóãîé ïîäõîä (ñïåêòðàëüíûé) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

B(ω) = C(ω) ·H(ω),ò. å. äà¼ò ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàìè (ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå) âõîäíîãî C(ω)è âûõîäíîãî B(ω) ñèãíàëîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî �èëüòðàîïèñûâàþòñÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé H(ω), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óðüå-ïðå�îáðàçîâàíèåì èìïóëüñíîãî îòêëèêà.Ìû äîêàçàëè ïîïóòíî âàæíóþ òåîðåìó �óðüå-àíàëèçà: �óðüå-ïðåîáðàçî�âàíèå ñâ¼ðòêè äâóõ �óíêöèé f1(t) è f2(t) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ �óðüå-îáðàçîâ

C1(ω) è C2(ω) ñâîðà÷èâàåìûõ �óíêöèé:

f1(t)⊗ f2(t) ↔ C1(ω) · C2(ω).(Â íàøåì ñëó÷àå f1(t) = f(t) � âõîäíîé ñèãíàë �èëüòðà f2(t) = h(t) � åãî èì�ïóëüñíûé îòêëèê, C1(ω) è C2(ω) = H(ω) ñîîòâåòñòâåííî èõ ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå.)8.5. Òåîðåìà ÊîòåëüíèêîâàÄëÿ öåëåé îáðàáîòêè èí�îðìàöèè ÷àñòî íåîáõîäèìî çàäàâàòü ñèãíàë f(t)íàáîðîì âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé f(tn), âçÿòûõ â äèñêðåòíîé ñîâîêóïíîñòè ìî�ìåíòîâ âðåìåíè tn. ßñíî, ÷òî åñëè âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ âçÿòû äîñòàòî÷íîáëèçêî äðóã ê äðóãó, òî ñèãíàë äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïóò¼ì èí�òåðïîëèðîâàíèÿ ïî ýòèì çíà÷åíèÿì. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïðåäåë¼ííîãîêëàññà ñèãíàëîâ âîçìîæíî òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà ïî åãî âûáîðî÷�íûì çíà÷åíèÿì (ò. å. íàáîð âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé â äèñêðåòíûå ìîìåíòûâðåìåíè tn îïðåäåëÿåò àáñîëþòíî òî÷íî çíà÷åíèÿ ñèãíàëà â ëþáîé ïðîìå�æóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè). Ýòî � êëàññ ñèãíàëîâ ñ �èíèòíûì ñïåêòðîì.Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ñèãíàë f(t), ñïåêòð êîòîðîãî C(ω) îòëè÷åí îò íó�ëÿ ëèøü â èíòåðâàëå ÷àñòîò |ω| 6 Ω (ñèãíàë ñ �èíèòíûì ñïåêòðîì), ò. å.
C(ω) ≡ 0 ïðè |ω| > Ω (Ω = ωmax � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðå C(ω)).PSfrag replaements

ωω

C(ω)
C̃(ω)

−ω0 ω0 2ω0

P (ω)
ω0

2Ω

00 �èñ. 3340

Îáðàçóåì âñïîìîãàòåëüíûé ñèãíàë f̃(t), ñïåêòð êîòîðîãî C̃(ω) ÿâëÿåòñÿïåðèîäè÷åñêèì ïîâòîðåíèåì C(ω) (ðèñ. 33) ñ ïåðèîäîì ω0:
C̃(ω) =

∞
∑

n=−∞

C(ω − nω0), (47)ïðè÷¼ì ω0 > 2Ω, ò. å. îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â ñóììå (47) íå ïåðåêðûâàþòñÿ(ðèñ. 33).Î÷åâèäíî, ÷òî ñïåêòð C(ω) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç C̃(ω) óìíîæåíèåìïîñëåäíåãî íà åäèíè÷íî-íóëåâóþ �óíêöèþ:
P (ω) =

{

1 ïðè |ω| 6 ω0/2,
0 ïðè |ω| > ω0/2(�óíêöèÿ P (ω) � ïðÿìîóãîëüíèê øèðèíû ω0, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå ïóíê�òèðîì):

C(ω) = P (ω) · C̃(ω). (48)Ïóñòü íà âõîä ëèíåéíîãî �èëüòðà ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé H(ω) = P (ω)ïîñòóïàåò ñèãíàë f̃(t), ñïåêòð êîòîðîãî C̃(ω). Ôèëüòð ñ òàêîé õàðàêòåðèñòè�êîé ïðîïóñêàåò áåç èñêàæåíèÿ ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè |ω| 6 ω0/2 è îáðåçàåòâñå ãàðìîíèêè âõîäíîãî ñèãíàëà ïðè |ω| > ω0/2. Íà âûõîäå �èëüòðà ìû ïî�ëó÷àåì ñîãëàñíî (48) ñèãíàë f(t) ñî ñïåêòðîì C(ω).Ôóíêöèþ C̃(ω), êàê è ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ (å¼ ïåðèîä ðàâåí

ω0), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå (21):

C̃(ω) =
∞
∑

n=−∞

cne
in 2π

ω0
ω, (49)ãäå êîý��èöèåíòû cn íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ (22):

cn =
1

ω0

ω0

2∫

−
ω0

2

C̃(ω)e−in 2π

ω0
ω dω =

1

ω0

Ω∫

−Ω

C(ω)e−in 2π

ω0
ω dω (50)(íà èíòåðâàëå [−ω0

2 , ω0

2 ] �óíêöèÿ C̃(ω) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü ïðè |ω| < Ωè ñîâïàäàåò íà ýòîì èíòåðâàëå ñ C(ω)). Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ�îðìóëîé (24), äàþùåé ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(t) â èíòåãðàë Ôóðüå, ïîëó÷à�åì
cn =

2π

ω0
f

(

n
2π

ω0

)41



è, ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ cn â (49), èìååì

C̃(ω) =
2π

ω0

∞
∑

n=−∞

f

(

n
2π

ω0

)

· ein
2π

ω0
ω, (51)ò. å. êîý��èöèåíòû ðÿäà Ôóðüå (49) îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè �óíêöèè f(t)â îòñ÷¼òíûõ òî÷êàõ tn = 2π

ω0
n. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (51) äëÿ C̃(ω), íàõîäèì èç(48):

C(ω) =
2π

ω0
P (ω) ·

∞
∑

n=−∞

f

(

n
2π

ω0

)

e
in 2π

ω0
ω
. (52)Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà C(ω) èñïîëüçóåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîá�ñòâåííî ñèãíàëà f(t) (�îðìóëà (24)):

f(t) =
1

2π

∫ [
2π

ω0
P (ω)

∞
∑

n=−∞

f

(

n
2π

ω0

)

ein
2π

ω0
ω

]

e−iωt dω,èëè

f(t) =
1

ω0

∞
∑

n=−∞

f

(

n
2π

ω0

) ∫
P (ω)ein

2π

ω0
ωe−iωt dω.Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∫

−∞

P (ω)e
−iω(t−n 2π

ω0
)
dω =

ω0

2∫

−
ω0

2

e
−iω(t−n 2π

ω0
)
dω = 2

sin ω0

2 (t− n 2π
ω0

)

t− n 2π
ω0(ñì. çàäà÷ó 6 íà ñ. 19).Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì �îðìóëó, âûðàæàþùóþ ñîäåðæàíèå òåîðåìû Êî�òåëüíèêîâà:

f(t) =
∞
∑

n=−∞

f

(

n
2π

ω0

)

sin ω0

2 (t− n 2π
ω0

)
ω0

2 (t− n 2π
ω0

)
. (53)Èç èçëîæåííîãî ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ ïðîèçâîë â âûáîðå èíòåðâàëà ìåæäóîòñ÷¼òíûìè òî÷êàìè � ëèøü áû îí áûë íå áîëüøå âåëè÷èíû π

Ω ; ( 2πω0
6 π

Ωïîñêîëüêó ω0 > 2Ω). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îòäåëüíûå ñëàãàåìûå â ïåðèîäè÷å�ñêîì ïîâòîðåíèè ñïåêòðà C(ω) áóäóò ¾íàëàãàòüñÿ¿ äðóã íà äðóãà, è ñèãíàë íàâûõîäå �èëüòðà ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé P (ω) îêàæåòñÿ èñêàæ¼ííûì:�èëüòð ¾ïðîïóñòèò¿ íå òîëüêî ãàðìîíèêè, ñîäåðæàùèåñÿ â ñïåêòðå C(ω), íîè ÷àñòè÷íî ãàðìîíèêè ñìåù¼ííûõ ñëàãàåìûõ C(ω ± nω0) (ðèñ. 33).Ôóíêöèè

αn(t) =
sin ω0

2 (t− n 2π
ω0

)
ω0

2 (t− n 2π
ω0

)42

PSfrag replaements

t

f(t)

0 tm�èñ. 34íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè îòñ÷¼òîâ. Îíè îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: âìîìåíò âðåìåíè tm = m 2π
ω0

â ñóììå (53) îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ òîëü�êî îäíî ñëàãàåìîå ñ n = m, ò. å. ¾âêëþ÷àåòñÿ¿ îäíà èç �óíêöèé îòñ÷¼òîâ,âñå ïðî÷èå ñëàãàåìûå (ñ n 6= m) îáðàùàþòñÿ â ýòîò ìîìåíò â íóëü. Äåéñòâè�òåëüíî, ïðè t = tm = m 2π
ω0

�óíêöèÿ αm(t) = 1, ïðè ýòîì âñå αn(tm) = 0 ïðè

n 6= m. Èëëþñòðàöèåé ýòîãî ñâîéñòâà �óíêöèé îòñ÷¼òîâ ÿâëÿåòñÿ ðèñ. 34, ãäåïóíêòèðîì ïîêàçàíà �óíêöèÿ αm(t) (óìíîæåííàÿ íà çíà÷åíèå ñèãíàëà f(t)â ìîìåíò âðåìåíè tm). Â ëþáîé ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè t 6= n 2π
ω0âêëàä â ñèãíàë f(t) äàþò âñå ñëàãàåìûå â ñóììå (53).ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Ñèâóõèí Ä.Â. Îáùèé êóðñ �èçèêè. Ýëåêòðè÷åñòâî. Ò. 3. � Ì: Íàóêà, 1983.2. Ôåéíìàí �., Ëåéòîí �., Ñýíäñ Ì. Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî �èçèêå. Ò. 2.� 5. � Ì: Ìèð. 1966.
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