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1. Òåïëîâîå ðàñøèðåíèå

Âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ òâ¼ðäîãî òåëà ñêëàäûâàåòñÿ èç ñèë ïðèòÿæå�

íèÿ è ñèë îòòàëêèâàíèÿ. Ñèëû ýòè ïî-ðàçíîìó çàâèñÿò îò ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè (ðèñ. 1à).
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�èñ. 1. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ: U
îò

�

ýíåðãèÿ îòòàëêèâàíèÿ, U
ïð

� ýíåðãèÿ ïðèòÿæåíèÿ (à); ïîòåíöèàëü�

íàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ïóíê�

òèðíàÿ ëèíèÿ) è ñ ó÷¼òîì àíãàðìîíè÷íîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) (á);

r0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè T = 0 Ê

Ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàíèé àòîìîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè, à

òàêæå òåïëî¼ìêîñòè òâ¼ðäûõ òåë, ñâÿçàííîé ñ ýòèìè êîëåáàíèÿìè, ïðåä�

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó àòîìàìè, óïðóãèå è àòîìû

ñîâåðøàþò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè îêîëî èõ

ñðåäíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü âåñü ñïåêòð

êîëåáàíèé íà íåçàâèñèìûå ìîäû, ðàññ÷èòàòü â ýòîì ïðèáëèæåíèè òåïëî�

âóþ ýíåðãèþ êðèñòàëëà è ïîëó÷èòü �îðìóëó äëÿ òåïëî¼ìêîñòè, õîðîøî

îïèñûâàþùóþ å¼ ïîâåäåíèå ïðè íèçêèõ è âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ.

Îäíàêî ïðåäñòàâëåíèå î ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ñâÿçàííûõ ìåæ�

äó ñîáîé ÷àñòèö, èñïîëüçóåìîå ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå òåïëî¼ìêîñòè

òâ¼ðäûõ òåë, îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ îáúÿñíåíèÿ òåïëîâîãî ðàñ�

øèðåíèÿ, ïîñêîëüêó â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òâ¼ðäîå òåëî âîîá�

ùå íå îáëàäàåò òåïëîâûì ðàñøèðåíèåì. Òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ è �îðìû òåëà ïîä äåéñòâèåì

îäíîé ëèøü òåìïåðàòóðû (òåïëîâàÿ äå�îðìàöèÿ). Àíàëèç ïîêàçûâàåò,
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÷òî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâó�

þùèõ ÷àñòèö, õàðàêòåðèçóåìîé àñèììåòðè÷íîé êðèâîé ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñòåïåíü èçìåíåíèÿ îáú¼ìà îò òåìïåðàòóðû õàðàêòåðèçóåòñÿ îáú¼ì�

íûì êîý��èöèåíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ β∗
. Ïî îïðåäåëåíèþ êîý��

�èöèåíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå

îáú¼ìà ïðè íàãðåâàíèè òåëà íà 1 Ê è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

β∗ =
1

V

(

∂V

∂T

)

P

,

ãäå V � îáú¼ì òâ¼ðäîãî òåëà.

Â ñëó÷àå òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ îãðàíè÷èì íàø àíàëèç ïðîñòîé ìî�

äåëüþ äâóõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïî ñîñåäñòâó.

1.1. �àðìîíè÷åñêèå è àíãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå äâóõ îòäåëüíî âçÿòûõ àòîìîâ, íàõîäÿ�

ùèõñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ: ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ðàâíà ñèëå îòòàëêè�

âàíèÿ. Åñëè âûâåñòè àòîìû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî îíè íà÷íóò

êîëåáàòüñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïðè àíàëèçå êîëåáàíèé ðåø¼òêè â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïî�

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ â êðèñòàëëå ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé ñìåùåíèÿ àòîìîâ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

(ðèñ. 1á, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïóñòü x � ñìåùåíèå àòîìà èç ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, a � êîý��èöèåíò êâàçèóïðóãîé ñèëû. Òîãäà õàðàêòåðíîé

îñîáåííîñòüþ êîëåáàíèÿ àòîìîâ â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

U(x) =
ax2

2
(1.1)

ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû êîëåáàíèé (ò.å. ïðè ïåðåõîäå

îñöèëëÿòîðà íà áîëåå âûñîêèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè). Ïîýòîìó âîç�

áóæäåíèå îñöèëëÿòîðà â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íå ïðèâîäèò ê

èçìåíåíèþ ñðåäíåãî ïî âðåìåíè ïîëîæåíèÿ àòîìà îòíîñèòåëüíî òî÷êè

ðàâíîâåñèÿ r = r0.
Ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè ñìåùåíèè àòîìà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,

èìåþò îäíó è òó æå âåëè÷èíó íåçàâèñèìî îò òîãî, ñìåùàåòñÿ ëè àòîì ê

áëèæàéøåìó ñîñåäó (ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè óìåíüøàåòñÿ) èëè

óäàëÿåòñÿ îò íåãî:

f(x) = −
∂U(x)

∂x
= −ax. (1.2)
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PSfrag replaements

x

U

U0

x0
0

A1

A2

A3

T1

T2

T3

x1

x2

x3

B1

B2

B3

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò

ñìåùåíèÿ ñ ó÷¼òîì òîëüêî ãàðìîíè÷åñêîãî ÷ëåíà:

T1 < T2 < T3

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ïîëîæåíèå àòîìîâ íå áóäåò çàâèñåòü îò àìïëè�

òóäû åãî êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå. Åñëè êîëåáàíèÿ àòîìîâ âîçíèêàþò â

ðåçóëüòàòå íàãðåâàíèÿ, òî ñðåäíèå ðàçìåðû òàêîé äâóõàòîìíîé ìîäåëè

òåëà îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñÿò.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñèëû, óäåðæèâàþùèå àòîìû â ñîñòîÿíèè ðàâíî�

âåñèÿ, çàâèñÿò îò åãî ñìåùåíèÿ ëèíåéíî, òî òåïëîâîå ðàñøèðåíèå îòñóò�

ñòâóåò âîâñå, ò.å. ðàçìåðû òâ¼ðäîãî òåëà íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.

Äîïóñòèì, ÷òî ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî ñîñåä�

ñòâó, èìååò ìåñòî óïðóãàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàê áûëî âûøå ïîêà�

çàíî, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñèëû îò ñìåùåíèÿ x àòîìà èç ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ïðè x = x0 ñîîòâåòñòâóåò ïàðàáîëè÷åñêèé âèä ïîòåíöèàëü�

íîé ýíåðãèè (ðèñ. 2).

Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå T1 àòîìû êîëåáëþòñÿ è ìåæ�

àòîìíîå ðàññòîÿíèå èçìåíÿåòñÿ îò A1 äî B1 ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì x1 =
= x0, ïðè T2 ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå ìåíÿåòñÿ îò A2 äî B2 ñî ñðåäíèì

çíà÷åíèåì x2 = x0 è ò.ä. Òàê êàê êðèâàÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèììåò�

ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = x0, òî ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå

x íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé àòîìîâ è îñòà¼òñÿ ðàâíûì x0 ïðè
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ëþáîé òåìïåðàòóðå.

Ýòîò êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ýëåìåíòàðíî ìîæíî ïîëó÷èòü è ìàòå�

ìàòè÷åñêè. Ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà âåðîÿòíîñòü îòêëîíå�

íèÿ àòîìà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà ðàññòîÿíèå x ñîñòàâëÿåò

P (x) = A exp

(

−
U(x)

kT

)

. (1.3)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåå ñìåùåíèå ðàâíî

x =

∞∫
−∞

xP (x) dx

∞∫
−∞

P (x) dx

=

∞∫
−∞

x exp
(

−ax2

kT

)

dx

∞∫
−∞

exp
(

−ax2

kT

)

dx

= 0, (1.4)

ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì n

∞∫

−∞

xn exp

(

−
ax2

kT

)

dx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè, ñîâåðøàþùèìè ãàðìîíè�

÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ïðè íàãðåâàíèè íå èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê èõ ñðåäíåå

ñìåùåíèå x = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, è òåïëîâîå ðàñøèðåíèå äîëæíî îòñóò�
ñòâîâàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Âñå òâ¼ðäûå òåëà ïðè

íàãðåâàíèè ðàñøèðÿþòñÿ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè êîëåáàíèÿ ðåø¼òêè íå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè�

ìè. Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà àíãàðìîíèçìà çàêëþ÷àåòñÿ â àñèììåòðèè ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà àòîì ïðè åãî ñìåùåíèè. �àññìîòðèì êàêîé-ëèáî àòîì â

îäíîìåðíîé öåïî÷êå. Ñìåñòèì àòîì èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ñîñåäó

ñëåâà. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó âûáðàííûì àòîìîì è ñîñåäîì ñëåâà

óìåíüøèòñÿ, à ðàññòîÿíèå äî ñîñåäà ñïðàâà óâåëè÷èòñÿ. Â ðåçóëüòàòå

íåëèíåéíîñòè ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñìåù¼ííûé àòîì ñî ñòîðîíû ëåâî�

ãî ñîñåäà äåéñòâóåò áîëüøàÿ ñèëà, ÷åì ñî ñòîðîíû ñîñåäà ñïðàâà, õîòÿ

îáå ñèëû ñòðåìÿòñÿ âåðíóòü àòîì â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ àñèì�

ìåòðè÷íîé êðèâîé (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ, ðèñ. 1á), ïðåäñòàâëÿþùåé ñî�

áîé ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ ðàçíûõ êðèâûõ � êðèâîé, ñîîòâåòñòâó�

þùåé ïðèòÿæåíèþ, è êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé îòòàëêèâàíèþ àòîìîâ

(ðèñ. 1à). ×àùå âñåãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ�

äó àòîìàìè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà�Äæîíñà:

U = −
A

rm
+

B

rn
. (1.5)
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PSfrag replaements

r

W

r0

W1

W3

W5

U

�èñ. 3. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äâóõ àòîìîâ: U =
= f(r) � êðèâàÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëè�

æåíèå), òî÷êè � ñìåùåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ ïðè èçìåíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè

Çäåñü A è B � êîíñòàíòû, r � ðàññòîÿíèå ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùè�

ìè àòîìàìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ n > m, è ÷åì áîëüøå êðèâàÿ ýíåðãèÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ îòêëîíÿåòñÿ îò ïàðàáîëû, òåì ñèëüíåå ýòî íåðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëåâîé ÷àñòè êðèâîé, èçîáðàæàþùåé ïîòåíöèàëü�

íóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ, îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ñèëû

îòòàëêèâàíèÿ, äëÿ ïðàâîé � ñèëû ïðèòÿæåíèÿ; r0 � ðàâíîâåñíîå ðàññòî�

ÿíèå ìåæäó àòîìàìè, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåð�

ãèè. Ïîêà àìïëèòóäà êîëåáàíèé àòîìîâ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ìàëà, äåéñòâóþùàÿ íà íèõ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ F = −ax
(ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå). Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñèëà îò�

òàëêèâàíèÿ ìåæäó àòîìàìè ïðè èõ ñáëèæåíèè âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì

ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ïðè óäàëåíèè îäíîãî àòîìà îò äðóãîãî. Ñëåäîâàòåëü�

íî, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà àòîì, â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

�óíêöèåé ñìåùåíèÿ.

Òî æå ïðîèñõîäèò è ïðè òåïëîâûõ êîëåáàíèÿõ àòîìîâ, ïðè êîòîðûõ

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè â ðåø¼òêå èçìåíÿþòñÿ íåðåãóëÿðíûì îáðà�

çîì: â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè êàæäûé àòîì îêàçûâàåòñÿ áëèæå ê êà�

êîìó-ëèáî îäíîìó èç ñâîèõ ñîñåäåé, ÷åì ê äðóãèì, è âîçíèêàþùèå ñèëû
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PSfrag replaements

r

W

A3

A5

A1
T1

T3

T5

r1

r3

r5

B1

B3

B5

r0

U0

0

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåð�

ãèè îò ñìåùåíèÿ ñ ó÷¼òîì àíãàðìîíè÷åñêî�

ãî ÷ëåíà: T1 < T2 < T3 < T4 < T5

îòòàëêèâàíèÿ âñåãäà ïðåâûøàþò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ. Òàêàÿ àñèììåòðèÿ

ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ U ñîäåðæèò ÷ëåíû ñ

x â ñòåïåíè áîëåå âûñîêîé, ÷åì âòîðàÿ.

�àññìîòðèì êîëåáàíèÿ îäíîãî àòîìà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ïðè çà�

äàííîé ïîëíîé ýíåðãèè â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè èçîáðàæåíû ãîðèçîíòàëüíûìè ëèíèÿìè W1,

W2, W3 . . . (ðèñ. 3).

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ r = r0 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà ðàâíà
íóëþ, à êèíåòè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíà. Óäàëÿÿñü îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�

ñèÿ, àòîì ïðèîáðåòàåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷è�

íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðè íàèáîëüøåì ñìåùåíèè àòîìà èç ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé W . Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè àòî�

ìà W1, W2, W3 . . . ðàñò¼ò àìïëèòóäà åãî êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì ñìåùåíèå

àòîìà âïðàâî áîëüøå, ÷åì ñìåùåíèå âëåâî.

Ïðè T1 àòîìû êîëåáëþòñÿ òàê, ÷òî ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå èçìåíÿ�

åòñÿ îò A1 äî B1 ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì r1 (ðèñ. 4). Ïðè áîëåå âûñîêîé

òåìïåðàòóðå T2 ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå ìåíÿåòñÿ îò A2 äî B2 ñî ñðåäíèì

çíà÷åíèåì r2 > r1 è ò.ä. Òàê êàê r1 < r2 < r3 . . ., òî òâ¼ðäîå òåëî ñ ïî�
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû ðàñøèðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ñðåäíåå ïîëîæåíèå

ìåæäó àòîìàìè îòêëîíÿåòñÿ îò r0 âïðàâî è òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ïîë�
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íàÿ ýíåðãèÿ êîëåáëþùåãîñÿ àòîìà. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàíèå ïîëíîé

ýíåðãèè (èëè òåìïåðàòóðû) àòîìà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñðåäíåå ðàññòî�

ÿíèå ìåæäó àòîìàìè óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê êðèñòàëëó ýòî

îçíà÷àëî áû, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû) îí íåïðåìåííî

áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ.

1.2. Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

Íà îñíîâàíèè äàííîé ïðîñòîé äâóõàòîìíîé ìîäåëè òâ¼ðäîãî òåëà

Ý. Ôåðìè è ß.È. Ôðåíêåëåì áûëà âûâåäåíà ýëåìåíòàðíàÿ �îðìóëà äëÿ

êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé àòîìîâ êðèñòàëëà âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíî�

âåñèÿ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ àòîìà U(r) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî

ñòåïåíÿì ñìåùåíèÿ àòîìîâ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Àíãàð�

ìîíèçì â ýòîé äâóõàòîìíîé ìîäåëè áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ÷ëåíîì òðåòüåãî

ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

U(r) = U(r0)+

(

dU

dr

)

r0

(r−r0)+
1

2

(

d2U

dr2

)

r0

(r−r0)
2+

1

6

(

d3U

dr3

)

r0

(r−r0)
3+. . .

(1.6)

Ïîëîæèì

U(r0) = U0;

(

d2U

dr2

)

r0

= a; −
1

2

(

d3U

dr3

)

r0

= b; r − r0 = x.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ

(

dU
dr

)

r0
= 0, ïîëó÷èì

U(r) ≈ U0 +
1

2
ax2 −

1

3
bx3. (1.7)

Â �îðìóëå (1.7) a� êîý��èöèåíò êâàçèóïðóãîé ñèëû, b� êîý��èöèåíò

àíãàðìîíè÷íîñòè.

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êîëåáëþùèéñÿ àòîì ñî ñòîðîíû äðóãîãî àòî�

ìà, ðàâíà

f = −
dU

dx
= −ax+ bx2. (1.8)

Çäåñü ê ÷ëåíó, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ñìåùåíèþ, äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí, ó÷è�

òûâàþùèé àñèììåòðèþ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè. Äîáàâî÷�

íûé ÷ëåí â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëåí êîý��èöèåíòó àíãàð�

ìîíè÷íîñòè b. Äîáàâî÷íàÿ ñèëà èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è êîý��èöèåíò
àíãàðìîíè÷íîñòè b. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïîïðàâêè òåì áîëüøå, ÷åì

áîëüøå ñìåùåíèå x. Îòêëîíåíèå îò çàêîíà óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî�
äåðæèòñÿ âî âòîðîì ÷ëåíå, îáû÷íî çíà÷èòåëüíî ìåíüøåì, ê êîòîðîìó
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ëèøü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íóæíî äîáàâëÿòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

Òàê êàê ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî êà÷åñòâåííî, òî îãðàíè÷èìñÿ

îáû÷íûì ðàññìîòðåíèåì.

Ñâÿæåì êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ β â èçâåñò�

íîé �îðìóëå l = l0(1 + βT ), ãäå l è l0 � ëèíåéíûå ðàçìåðû òåëà ïðè

òåìïåðàòóðå T è T → 0 Ê ñîîòâåòñòâåííî ñ êîý��èöèåíòîì àíãàðìî�

íè÷íîñòè b.
Äëÿ ðàñ÷¼òà x ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíòó â �îðìóëå (1.3), èñïîëüçóÿ

âûðàæåíèå (1.7), â âèäå

exp

(

−
U

kT

)

= exp

(

−
U0

kT

)

exp

(

−
ax2

2kT

)[

1 +
bx3

3kT

]

. (1.9)

Â �îðìóëå (1.9) ýêñïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíãàðìîíè÷åñêîìó ÷ëåíó,

ðàçëîæåíà â ðÿä

exp

(

bx3

3kT

)

≈
(

1 +
bx3

3kT

)

.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (1.4) è (1.9), íàéä¼ì x:

x =

∞∫
−∞

x exp
(

− ax2

2kT

)

dx+ b
3kT

∞∫
−∞

x4 exp
(

− ax2

2kT

)

dx

∞∫
−∞

exp
(

− ax2

2kT

)

dx+ b
3kT

∞∫
−∞

x3 exp
(

− ax2

2kT

)

dx

. (1.10)

Â âûðàæåíèè (1.10)

∞∫

−∞

x exp

(

−
ax2

2kT

)

dx = 0 è

∞∫

−∞

x3 exp

(

−
ax2

2kT

)

dx = 0

ââèäó íå÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè, à

∞∫

−∞

exp

(

−
ax2

2kT

)

dx =

√

2πkT

a

è

∞∫

−∞

x4 exp

(

−
ax2

2kT

)

dx =
3
√
π

4
(

a
2kT

)5/2
.

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè ïîëó÷èì âûðà�

æåíèå

x =
b

a2
kT. (1.11)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ó÷¼òå àíãàðìîíè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â �îðìóëå äëÿ ïîòåí�

öèàëüíîé ýíåðãèè ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû óâåëè÷èâàåòñÿ íå òîëü�

êî àìïëèòóäà êîëåáàíèé àòîìîâ, íî òàêæå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ñðåä�

íèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè, ÷òî âåä¼ò ê ðàñøèðåíèþ òâ¼ðäîãî òåëà.

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü ïóò¼ì ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ðàñ�

ñóæäåíèé. Ïîñêîëüêó êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå, êîòîðîå íàøè äâà àòîìà

ñîâåðøàþò ïîä âëèÿíèåì òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, äîëæíî âñ¼ âðåìÿ èìåòü

íàïðàâëåíèÿ ñîåäèíÿþùåé èõ ëèíèè, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà

ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïðè òåìïåðàòóðå T ñîãëàñíî ïðèíöèïó ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýòî äâèæåíèå ïðèõîäèòñÿ ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð�

ãèÿ

1
2kT . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî óïðóãîé ÷àñòüþ

ñèëû, ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ò.å.

1

2
kT =

1

2
ax2,

èëè

x2 =
kT

a
, (1.12)

ãäå x2
� ñðåäíåå çíà÷åíèå x2

.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå f ñèëû f äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ (óñëîâèå ðàâ�

íîâåñèÿ). Ïîýòîìó èç (1.8) íàõîäèì

−ax+ bx2 = 0,

x =
b

a
x2. (1.13)

Çàìåíèì â �îðìóëå (1.13) x2
ïðèáëèæ¼ííûì ñîîòíîøåíèåì (1.12). Â ðå�

çóëüòàòå ïîëó÷èì ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà b2 âûðàæåíèå:

x =
bk

a2
T, (1.14)

ñîâïàäàþùåå ñ (1.11). Èç ýòîãî âûðàæåíèå ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿ�

íèå x äâóõ àòîìîâ äðóã îò äðóãà ïðè íàãðåâàíèè ïðîïîðöèîíàëüíî òåì�

ïåðàòóðå, êîý��èöèåíòó àíãàðìîíè÷íîñòè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî

êâàäðàòó êâàçèóïðóãîé ñèëû.

Êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ β, ò.å. óäëèíåíèå, îòíåñ¼ííîå ê
åäèíèöå äëèíû è òåìïåðàòóðû, ñîãëàñíî (1.14) ðàâåí

β =
1

r0

dx

dT
=

x

r0T
=

bk

r0a2
. (1.15)

Èòàê, êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí êîí�

ñòàíòå àíãàðìîíè÷íîñòè, ïðè÷¼ì çíàê ýòîãî êîý��èöèåíòà ñîâïàäàåò ñî
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çíàêîì b. Â ñâîþ î÷åðåäü çíàê b îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì àñèììåòðèè

U(r) âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè àñèììåòðèÿ ìèíèìóìà òàêîâà,
÷òî âåòâü ïðè r < r0 ìåíÿåòñÿ êðó÷å, ÷åì ïðè r > r0, òî ïðè íàãðåâàíèè
òåëî ðàñøèðÿåòñÿ; åñëè êðóòèçíà ýòèõ âåòâåé ïðîòèâîïîëîæíà, òî ïðî�

èñõîäèò ñæàòèå ðåø¼òêè ïðè íàãðåâàíèè, åñëè ìèíèìóì ñèììåòðè÷åí,

òåëî íå ðàñøèðÿåòñÿ.

Ïîñêîëüêó kT ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå åñòü ñðåäíÿÿ ýíåð�

ãèÿ E îñöèëëÿòîðà â ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì êîëåáàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü

ãàðìîíè÷åñêèìè, òî �îðìóëó (1.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x =
Eb

a2
. (1.16)

Àíàëèç (1.16) íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ñðåäíþþ ýíåðãèþ E â (1.16) ìîæ�

íî çàìåíèòü âûðàæåíèåì äëÿ ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â

êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

E =
~ω

exp
(

~ω
kT

)

− 1
. (1.17)

Òàêèì îáðàçîì,

x

r0
=

2b

a2r0

kT

2
=

2b

a2r0
E =

2b

a2r0

~ω

exp
(

~ω
kT

)

− 1
. (1.18)

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ kT > ~ω E = kT , è âûðàæåíèå (1.18) ïåðå�

õîäèò â (1.13). Ëèíåéíûé çàêîí èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ òåë ïðè íàãðåâàíèè

èìååò ìåñòî òîëüêî â íåêîòîðîé îáëàñòè ñðåäíèõ òåìïåðàòóð.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ ~ω
k

E ∼= ~ω exp

(

−
~ω

kT

)

.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøè�

ðåíèÿ äîëæåí ðåçêî óìåíüøàòüñÿ, êàê òîëüêî òåìïåðàòóðà îïóñòèòñÿ íè�

æå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ äàííîãî îñöèëëÿòîðà, à çàòåì ïðè T → 0 Ê
êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê íóëþ. Òàêîé

õàðàêòåð èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ äåéñòâèòåëü�

íî íàáëþäàåòñÿ íà îïûòå (òàáëèöà 1). Ýòè âûâîäû íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåò�

ñòâèè ñ òðåòüèì íà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîý��è�

öèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ äîëæåí îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè T → 0 Ê.
Ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê T

ïë

, â çàâèñèìîñòè U îò x ñòàíîâÿòñÿ

ñóùåñòâåííûìè âûñøèå àíãàðìîíè÷åñêèå ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå x5
,

x7
è ò.ä. Ó÷¼ò ýòèõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ β è îòêëîíåíèþ îò ëè�

íåéíîãî ïî òåìïåðàòóðå çàêîíà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
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PSfrag replaements

T

l

0 T1 T2

l0
l =

l0[1
+ α(T

− T1)]

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ðàçìåðîâ òåëà îò

òåìïåðàòóðû

ëèíåéíûé çàêîí èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ òåëà ïðè íàãðåâàíèè èìååò ìåñòî

òîëüêî â íåêîòîðîé îáëàñòè ñðåäíèõ òåìïåðàòóð (ðèñ. 5).

Ò à á ë è ö à 1

Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ

ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

îò òåìïåðàòóðû (10

−6
Ê

−1)

Òåìïåðàòóðà, Ê

Âåùåñòâî

KCl KBr KI

0 0 0 0

20 0,74 2,23 4,5

65 17,5 22,5 26,0

283 36,9 38,5 40,9

1.3. Ïðèìåð ðàñ÷¼òà êîý��èöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà àòîìû ïðîòèâîïîëîæ�

íî çàðÿæåíû îäíîêðàòíûìè èîíàìè. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñêëà�

äûâàåòñÿ èç êóëîíîâñêîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ − e2

r2 è ñèëû îòòàëêèâàíèÿ,

îïèñûâàåìîé ïîòåíöèàëîì, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðèáëèçèòåëü�

íî äåâÿòîé ñòåïåíè ðàññòîÿíèÿ óäàëåíèÿ, òàê ÷òî ñèëà îòòàëêèâàíèÿ

ïðîïîðöèîíàëüíà

γ
r10 .
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Âåëè÷èíà êîý��èöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè γ îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ, ÷òî ïðè ðàâíîâåñíîì ðàññòîÿíèè r0 îáå ñèëû ðàâíû è ïðîòèâî�

ïîëîæíû:

e2

r20
=

γ

r100
,

γ = e2r80 .

Ïîýòîìó ñèëà f ðàâíà

f = −
e2

r2
+

e2r80
r10

.

Ïîäñòàâèâ r = r0 + x, ðàçëîæèì f ïî ñòåïåíÿì x:

f = −
8e2

r30
x+

52e2

r40
x2 + . . .

Ïîñòîÿííûå a è b èìåþò, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ

a =
8e2

r0
, b =

52e2

r40
.

Ïîäñòàâëÿÿ a è b â (1.15), ïîëó÷àåì

α =
52

64

kr0
e2

.

Ñ ó÷¼òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k = 1,4·10−16
ýðã/K è e =

= 4,8·10−10
Ñ�Ñ è r0 = 3·10−8

ñì, ïîëó÷èì β = 1,4·10−5
. Ýòî çíà÷åíèå

ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäàåìûìè äëÿ èîííûõ ðåø¼òîê

êîý��èöèåíòàìè ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ.

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû êîý��èöèåíòû ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøè�

ðåíèÿ.

Ò à á ë è ö à 2

Òåìïåðàòóðíûå êîý��èöèåíòû ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ β
ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå (10−6

Ê

−1
)

Âåùåñòâî Li B Cu Gs Ge Fe Co Ag Cd Au

β 56 2 16,6 18 5,8 12 12 19 32,5 14

1.4. Êðàòêèé îáçîð ìîäåëåé ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ

òâ¼ðäûõ òåë

Âûøå áûë ðàññìîòðåí âûâîä �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ â ñëó÷àå äâóõàòîìíîé ìîäåëè òâ¼ðäîãî òåëà. Íåñìîòðÿ íà
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ýëåìåíòàðíîñòü ìîäåëè è ðÿä äîïóùåíèé, ñäåëàííûõ ïðè âûâîäå �îðìó�

ëû (1.15), îíà äà¼ò ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû êîý��èöèåíòà òåï�

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Äàëüíåéøèì øàãîì â ðàçâèòèè òåîðèè òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïîñëó�

æèë ïåðåõîä îò äâóõàòîìíîé ìîäåëè òâ¼ðäîãî òåëà ê ðàññìîòðåíèþ òåï�

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ öåïî÷êè àòîìîâ. Ïåðâûé ðàñ÷¼ò òàêîãî ðÿäà áûë ïðî�

äåëàí Ñîìà è Îæè

1

, êîòîðûå âíà÷àëå ðàññìîòðåëè îáû÷íóþ äâóõàòîì�

íóþ ìîäåëü, ïðèíÿâ äëÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ íåïàðàáîëè÷åñêóþ

�óíêöèþ, è âûâåëè �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

â âèäå

α =
1

r0

k

4A2D
ε, (1.19)

ãäå r0 � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå; A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ

îò �îðìû êðèâîé, õàðàêòåðèçóþùåé ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âáëèçè

òî÷êè ðàâíîâåñèÿ; D � ýíåðãèÿ äèññîöèàöèè; ε � âåëè÷èíà, ñâÿçàííàÿ

ñ òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ T
ïë

(ε2 = 4A2D
kT

ïë

).
Äàëåå àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî îáîáùåíèå âûáðàííîãî èìè ïîòåíöèàëà

íà ñëó÷àé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè ñ 3N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðèâîäèò

ê òàêîìó æå âûðàæåíèþ äëÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, ÷òî

è â ñëó÷àå âûøåèçëîæåííîé ìîäåëè.

�àñ÷¼ò êîý��èöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, âûïîëíåííûé ïî �îð�

ìóëå (1.19), äà¼ò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ

êîý��èöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìåòàëëîâ ñ ãðàíåöåíòðèðîâàííû�

ìè ðåø¼òêàìè è íåñêîëüêî õóäøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí�

íûìè äëÿ ìåòàëëîâ ñ îáú¼ìíîöåíòðèðîâàííûìè ðåø¼òêàìè.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòà Ìàêäîíàëüäà è �îÿ

2

. Àâòî�

ðû ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè ðàññìîòðåëè òåïëîâîå ðàñ�

øèðåíèå ëèíåéíîé öåïî÷êè àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ òîëüêî ñ áëè�

æàéøèìè ñîñåäÿìè. Ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö îíè îïèñûâàëè ñ

ïîìîùüþ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà�Äæîíñà (1.5). Àâòîðû ïîëó÷èëè äëÿ êî�

ý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ëèíåéíîé öåïî÷êè âûðàæåíèå

α =
k

2

(

m+ n+ 3

mnD

)

, (1.20)

ãäåD � ýíåðãèÿ äèññîöèàöèè. Ïóò¼ì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ýòà �îðìóëà èäåíòè÷íà ïîëó÷åííîìó íàìè ðàíåå âûðàæå�

íèþ äëÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ â ñëó÷àå äâóõàòîìíîé

ìîäåëè (�îðìóëà 1.14). Ýòî ñîâïàäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûé

1

Soma J., Ogi M. // J. Phys. So. Japan. 1953. V. 8. P. 6.

2

MDonald D.K.C., Roy S.K. // Phys. Rev. 1955. V. 97. P. 673.
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ðàñ÷¼ò, ïðîâåä¼ííûé äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè òâ¼ðäîãî òåëà, äà¼ò ñòîëü

æå ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû, ÷òî è ðàñ÷¼ò, òðåáóþùèé ãðîìîçäêèõ âû�

÷èñëåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåä¼í òàêæå ïîäðîáíûé àíàëèç ýêñïå�

ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ

ñ îáú¼ìíî- è ãðàíåöåíòðèðîâàííîé ðåø¼òêàìè. Àâòîðû ïîëó÷èëè õîðî�

øåå ñîãëàñèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî êîý��èöèåíòàì òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ äëÿ ýòèõ ðåø¼òîê ñ ðàñ÷¼òíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷åííûìè

ïî �îðìóëå (1.20). Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà

k
2

(

m+n+3
mn

)

îñòà¼òñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé, ò.å. êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðå�

íèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ýíåðãèè äèññîöèàöèè. Ýòîò �àêò õîðîøî

èçâåñòåí è îïðàâäûâàåòñÿ íà îïûòå; äåéñòâèòåëüíî, ÷åì áîëüøå ýíåðãèÿ

äèññîöèàöèè (÷åì âûøå òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ), òåì ìåíüøå êîý��è�

öèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Â ðàáîòàõ P.P.M. Meinke (Canad. J. Phys. 1962. V. 40. N 2. P. 283) è

E. Bauer, Ta-You Wu (Phys. Rev. 1956. V. 104. N 4. P. 914) áûëà ïîëó÷åíà

òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ êîý��èöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

íà îñíîâå äâóõàòîìíîé ìîäåëè è ìîäåëè ëèíåéíîé öåïî÷êè â êâàíòîâî�

ìåõàíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî êîý��èöèåíò

òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ èçìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé, êàê òåïëî¼ìêîñòü,

ò.å. α(T ) ∼ C
V

(T ). Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ëèíåéíîé öåïî÷êè áû�
ëî âûâåäåíî â ðàáîòå K.N. Pathak, B. Deo (Phys. Status Solidi. 1966. V. 17.

N 1. P. 77) ìåòîäîì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ �óíêöèé �ðèíà. Ýòîò ðåçóëü�

òàò òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ �îðìóëîé, ïîëó÷åííîé â òåðìîäèíàìè÷åñêîé

òåîðèè òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ðàçâèòà òîëüêî

äëÿ î÷åíü ïðîñòûõ ìîäåëåé � äëÿ äâóõàòîìíîé è äëÿ ëèíåéíîé ìîäå�

ëè òâ¼ðäîãî òåëà. Îáîáùåíèå òåîðèè íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé ðåàëüíîãî

êðèñòàëëà ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà áîëüøèå òðóäíîñòè.

Â ðàáîòå P. Lioyd, J.J. O'Dwyer (Austral. J. Phys. 1963. V. 16. N 2.

P. 193) áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèáëèçèòü ìîäåëü ëèíåéíîé öåïî÷�

êè ê ðåàëüíîìó êðèñòàëëó. Äëÿ ýòîãî ñäåëàíî äâà ïðåäïîëîæåíèÿ: 1)

ëèíåéíàÿ öåïî÷êà àòîìîâ èìååò ïëîòíóþ óïàêîâêó, ò.å. òàêàÿ öåïî÷êà

îòâå÷àåò ëèíåéíîìó ðàñïîëîæåíèþ àòîìîâ â òâ¼ðäîì òåëå â íàïðàâëå�

íèè ïëîòíåéøåé óïàêîâêè; 2) öåïî÷êà àòîìîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îäíî�

ìåðíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäûé îòäåëüíûé àòîì èìååò òðè ñòåïåíè

ñâîáîäû. �àñ÷¼ò áûë ïðîâåä¼í íà ïðèìåðå àðãîíà, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòåí

ïîòåíöèàë ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà êîý��

�èöèåíòà ðàñøèðåíèÿ 6,27·10−4
ãðàä

−1
íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì α = (6,0± 0.3)·10−4
ïðè 80 Ê.
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1.5. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

�àññìîòðåòü âîïðîñ î òåïëîâîì ðàñøèðåíèè ìîæíî òàêæå è íà îñ�

íîâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå Ìàêñ�

âåëëà:

(

∂V

∂T

)

P

= −
(

∂S

∂P

)

T

ê ñëåäóþùåìó âèäó:

(

∂V

∂T

)

P

= −
(

∂S

∂V

)

T

(

∂V

∂P

)

T

,

îòêóäà äëÿ êîý��èöèåíòà îáú¼ìíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ β∗
ñëåäóåò

âûðàæåíèå

β∗ = −
1

V

(

∂V

∂T

)

P

= χ

(

∂S

∂V

)

T

, (1.21)

ãäå χ = − 1
V

(

∂V
∂P

)

T
� èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü.

Òàê êàê òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå C
V

= 1
T

(

∂S
∂T

)

V
, òî èç

(1.21) ñëåäóåò

β∗ = −
C
V

χ

T

(

∂T

∂V

)

S

.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

β∗ = −
(

∂ lnT

∂ lnV

)

S

C
V

χ

V
, (1.22)

èëè

β∗ =
γC

V

χ

V
,

ãäå γ = −
(

∂ lnT
∂ lnV

)

S
õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû òåëà ïðè àäèà�

áàòè÷åñêîì èçìåíåíèè îáú¼ìà.

Âïåðâûå äàííûå ñîîòíîøåíèÿ áûëè âûâåäåíû �ðþíàéçåíîì.
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2. Òåðìîäèíàìèêà äå�îðìàöèè òâ¼ðäûõ òåë

2.1. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç

Âïåðâûå òåðìîäèíàìèêà äå�îðìàöèè áûëà ðàññìîòðåíà â 1857 ãîäó

Òîìñîíîì (ëîðäîì Êåëüâèíîì). Îí ïîêàçàë, ÷òî äå�îðìàöèÿ óïðóãèõ

òåë, ïîäîáíî ðàñøèðåíèþ ãàçîâ, ñîïðîâîæäàåòñÿ òåðìè÷åñêèìè ý��åê�

òàìè: íàãðåâàíèåì èëè îõëàæäåíèåì. Òàê, íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà ìå�

òàëëè÷åñêîé ïðîâîëîêè óìåíüøàåòñÿ ïðè å¼ àäèàáàòè÷åñêîì óäëèíåíèè.

Â îòëè÷èå îò ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äå�îðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ

íà îñíîâå àíàëèçà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñà�

íèå îáóñëîâëåíî àíàëèçîì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ (âíóòðåí�

íÿÿ ýíåðãèÿ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è äð.). Ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðå�

íèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (íàïðÿ�

æåíèÿ, äå�îðìàöèÿ) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü îäíîâðåìåííûì èçìåðåíèåì

òåìïåðàòóðíûõ èëè òåïëîâûõ èçìåíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè àäèàáàòè÷å�

ñêîì èëè èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññàõ. Òåïëîâûå ý��åêòû ïðè äå�îðìà�

öèè îáû÷íî ìàëû. Ïîýòîìó èõ èçìåðåíèå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòü òåðìî�

äèíàìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äå�îðìàöèîííûõ ïðîöåññîâ â îòëè÷èå îò ìåõà�

íè÷åñêîãî. Âìåñòå ñ òåì â òåïëîâûõ ý��åêòàõ äå�îðìàöèîííûõ ïðîöåñ�

ñîâ òâ¼ðäûõ òåë çàëîæåíà ñóùåñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ î ìîëåêóëÿðíûõ

èçìåíåíèÿõ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè äå�îðìàöèè. Ïîýòîìó ñ �èçè÷åñêîé òî÷�

êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äå�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ

ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà â

�îðìå ñòåðæíÿ ñ íà÷àëüíîé äëèíîé l ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåãî

óñèëèÿ f . �àáîòà dA, êîòîðóþ ñîâåðøàåò îáðàçåö ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîé

äå�îðìàöèè, ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàáîòû ñèëû f (ñ îáðàòíûì çíàêîì) è

ðàáîòû îáðàçöà ïðîòèâ ñèë àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ P :

dA = −fdl + PdV, (2.1)

ãäå P � âíåøíåå äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå íà ñèñòåìó; dV � èçìåíåíèå

îáú¼ìà; f � ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà; dl � èçìåíåíèå äëèíû ñòåðæíÿ.

Ïðè äå�îðìàöèè ñòåðæåíü ñîâåðøàåò ðàáîòó ïðîòèâ âíåøíåãî äàâëå�

íèÿ PdV . Ïðè ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ óäëèíåíèå îáðàçöà ñîïðîâîæäàåòñÿ
óìåíüøåíèåì åãî ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ. Èç-çà ìàëîñòè èçìåíåíèÿ îáú¼�

ìà ñòåðæíÿ ïðè äå�îðìàöèè âòîðîé ÷ëåí äëÿ àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ

íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå ïåðâîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (2.1), âñëåä�

ñòâèå ÷åãî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïåðâûé çàêîí òåðìîäèíàìèêè çàïèøåòñÿ

â âèäå

dU = TdS + fdl, (2.2)
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ãäå dU � èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè; T � òåìïåðàòóðà; dS � èçìå�

íåíèå ýíòðîïèè.

Ïîäîáíî ñîñòîÿíèþ ãàçà, ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì

äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, â äàííîé çàäà÷å � óäëèíåíè�

åì è òåìïåðàòóðîé. Òîãäà (2.2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü è ïîëó÷èòü

dF = −SdT + fdl, (2.3)

ãäå F = U − TS � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ.

Èç (2.3) ñëåäóåò

S = −
(

∂F

∂T

)

l

(2.4)

è

f =

(

∂F

∂l

)

T

. (2.5)

Òàê êàê ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ � �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, òî

−
(

∂S

∂l

)

T

=

(

∂f

∂T

)

l

. (2.6)

Òåïåðü èçìåíåíèå ýíòðîïèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dS =

(

∂S

∂T

)

l

dT +

(

∂S

∂l

)

T

dl =

(

∂S

∂T

)

l

dT −
(

∂f

∂T

)

l

dl. (2.7)

Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ (2.2) ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (2.6) ïðèâîäèò

ê �îðìóëå

(

∂U

∂l

)

T

= f − T

(

∂f

∂T

)

l

. (2.8)

Ê ýòèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì âûðàæåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñîîòâåò�

ñòâóþùèå òåïëî¼ìêîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðàõ. Ïî îïðåäåëåíèþ

Cx =

(

∂Q

∂T

)

x

= T

(

∂S

∂T

)

x

, (2.9)

ãäå x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî f , ëèáî l.
Ïðèâåä¼ííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó òåï�

ëîâûìè ÿâëåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ âîçíèêíîâåíèåì íàïðÿæåíèé è äå�îð�

ìàöèé â óïðóãèõ òåëàõ.

�àññìîòðèì èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ðàñòÿæåíèè òåïëîèçîëèðî�

âàííîãî ñòåðæíÿ. Åñëè óñèëèå ïðèêëàäûâàåòñÿ áûñòðî, òî ïðè ýòîì ïðî�

èñõîäèò àäèàáàòè÷åñêîå èçìåíåíèå (ïîíèæåíèå) òåìïåðàòóðû, âåëè÷èíà
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êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç íåèçìåííîñòè ýíòðîïèè:

dS =
Cl

T
dT −

(

∂f

∂T

)

l

dl = 0. (2.10)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) ñëåäóåò

dT =
T

Cl

(

∂f

∂T

)

l

dl. (2.11)

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû îáû÷íî î÷åíü íåâåëèêî, è ïîýòîìó â (2.11) ìîæ�

íî çàìåíèòü T íà T0. Òîãäà ïðè áîëüøèõ èçìåíåíèÿõ äëèíû ñòåðæíÿ

ìîæíî T0 âûíåñòè èç-ïîä èíòåãðàëà:

T − T0 =
T0

Cl

l∫

l0

(

∂f

∂T

)

l

dl.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó óäëèíåíèåì îáðàçöà è èçìåíåíèåì

åãî òåìïåðàòóðû.

Â îáû÷íûõ òâ¼ðäûõ òåëàõ óïðóãîñòü ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé è ñâÿ�

çàíà ñ òåì, ÷òî, äå�îðìèðóÿ îáðàçåö, ìû ñîâåðøàåì ðàáîòó ïðîòèâ ñèë

ìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè íàãðåâàíèè îáðàçåö ðàñøèðÿåòñÿ,

ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî ìîëåêóëàìè óâåëè÷èâàþòñÿ, ìåæìîëåêó�

ëÿðíûå ñèëû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèëû óïðóãîñòè â îáðàçöå îñëàáåâàþò.

2.2. Äå�îðìàöèÿ óïðóãèõ ñòåðæíåé

Âûðàæåíèå äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñâèäåòåëüñòâóþò î

òîì, ÷òî ïðèëîæåíèå ñèë ê òâ¼ðäûì òåëàì ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì

êàê âíóòðåííåé ýíåðãèè, òàê è ýíòðîïèè (èëè òåìïåðàòóðû). Îäíàêî,

îñòàâàÿñü â ðàìêàõ �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè, íåëüçÿ ïîëó�

÷èòü îòâåò íà âîïðîñ î ïðèðîäå ýòèõ èçìåíåíèé è èõ ñîîòíîøåíèè. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðàìêàõ �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè íåëü�

çÿ îïðåäåëèòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö òâ¼ðäîãî

òåëà ïðè äå�îðìàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ óñòàíîâèòü, êàê èçìåíÿ�

åòñÿ åãî òåìïåðàòóðà èëè ýíòðîïèÿ. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìîæíî ïîëó�

÷èòü ëèøü íà îñíîâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû ëèáî ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè, ëèáî ýêñïåðè�

ìåíòàëüíûì ïóò¼ì. Ïðè àíàëèçå òåðìîäèíàìèêè äå�îðìàöèè òâ¼ðäûõ

òåë áóäåì èñõîäèòü èç äàííîãî ïîëîæåíèÿ.

Â òåðìîäèíàìèêå ñòåðæíåé óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñîîòíîøåíèå f = f(l, T ). ßâíûé âèä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â îáëàñòè áîëü�
øèõ äå�îðìàöèé è â øèðîêèõ òåìïåðàòóðíûõ èíòåðâàëàõ äîñòàòî÷íî
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ñëîæåí è ìîæåò áûòü íàéäåí òîëüêî ýìïèðè÷åñêè. Îäíàêî â äîâîëü�

íî øèðîêèõ èíòåðâàëàõ òåìïåðàòóð, äàë¼êèõ îò òî÷êè ïëàâëåíèÿ, è â

îáëàñòè íåáîëüøèõ (óïðóãèõ) äå�îðìàöèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

l(T, 0) = l(0, 0)(1 + βT ), f = const = 0, (2.12)

ãäå β � êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ñòåðæíÿ,

çàâèñÿùèé òîëüêî îò ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, è

l(T, f)− l(T, 0)

l(T, 0)
=

1

E

f

Σ
, (2.13)

ãäå E � ìîäóëü Þíãà, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ, è Σ �

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ýòî çàêîí �óêà. Ïðè ýòîì ïðå�

íåáðåãàåòñÿ èçìåíåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Σ.
Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.12) è (2.13), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿ�

íèÿ ¾èäåàëüíîãî¿ ñòåðæíÿ:

f = EΣ

[

l

l0(1 + βT )
− 1

]

, (2.14)

ãäå l0 = l(0, 0).
Òàê êàê äëÿ áîëüøèíñòâà òâ¼ðäûõ òåë êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî ðàñ�

øèðåíèÿ β ∼ 10−5
ãðàä

−1
, òî βÒ ≪ 1 âïëîòü äî òåìïåðàòóð, áëèçêèõ ê

òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ. Âñëåäñòâèå äàííîãî �àêòîðà óðàâíåíèå ñîñòî�

ÿíèÿ (2.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f = EΣ

[

l

l0
(1− βT )− 1

]

. (2.15)

Íà ðèñ. 6 íà ïëîñêîñòè (f, l) ïðåäñòàâëåíû èçîòåðìû ñòåðæíÿ. Ïóíêòèð�

íûå ÷àñòè êðèâûõ � èçîòåðìû âíå îáëàñòè óïðóãèõ äå�îðìàöèé.

Íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (2.15) íàõîäèì

(

∂f

∂T

)

l

= −
βEl

l0
Σ. (2.16)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.16) è

(

∂S
∂T

)

l
= Cl

T , ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå

(2.7) ê âèäó

dS =
CldT

T
+

βEldl

l0
Σ. (2.17)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2.17), íàäî çíàòü çàâèñè�

ìîñòü Cl = C(T, l). Äëÿ èäåàëüíîãî è ðåàëüíîãî ãàçîâ òåïëî¼ìêîñòü C
V

íå çàâèñèò îò V .
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PSfrag replaements

l

f

T1

T2
T3

�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü ñèëû îò äëè�

íû ñòåðæíÿ. T1 < T2 < T3

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñòåðæíÿ � Cl íå çàâèñèò îò l:
(

∂Cl

∂l

)

T

= −T

(

∂2f

∂T 2

)

l

= 0. (2.18)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ

(

∂C
V

∂V

)

T

= T

(

∂2P

∂T 2

)

V

çàìåíîé V → l è P → f . Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà òâ¼ðäûõ

òåë ïðè íå ñëèøêîì íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ Cl ïîñòîÿííà è ñîñòàâëÿåò

∼25 Äæ/(ìîëü·Ê). Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (2.18), íàéä¼ì

S − S∗ = Cl ln
T

T ∗
+

βE(l2 − (l∗)2)

2l0
Σ, (2.19)

ãäå S∗
, T ∗

, l∗ � ïàðàìåòðû íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Íàéä¼ì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ñòåðæíÿ:

dU = TdS+fdl = CldT+

(

βTEΣ
l

l0
+ f

)

dl = CldT+EΣ
l− l0
l0

dl. (2.20)

Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå (2.20), íàéä¼ì

U − U∗ = Cl(T − T ∗) + E

[

(l − l0)
2 − (l∗ − l0)

2
]

2l0
Σ. (2.21)
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Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíåé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé

�óíêöèåé äå�îðìàöèè.

Íàéä¼ì ðàçíîñòü ìåæäó òåïëî¼ìêîñòÿìè ïðè ïîñòîÿííîé íàãðóçêå f
è ïîñòîÿííîé äëèíå l (Cf − Cl) äëÿ ñòåðæíåé. Ïðîâåäÿ çàìåíó V → l è
P → f â �îðìóëå

C
P

− C
V

= −T

(

∂P

∂V

)

T

(

∂V

∂T

)2

P

,

ïîëó÷èì

Cf − Cl = T

(

∂f

∂l

)

T

(

∂l

∂T

)2

f

. (2.22)

Òåïåðü îïðåäåëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â �îðìóëå (2.22):

(

∂f

∂l

)

T

=
EΣ

l0
(1− βT ) ≈

EΣ

l0
, (2.23)

(

∂l

∂T

)

f

= βl0. (2.24)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.23) è (2.24) â ñîîòíîøåíèå (2.22), íàõîäèì

Cf − Cl = β2TEΣl0. (2.25)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî β, òî
ðàçíîñòü Cf − Cl î÷åíü ìàëà è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Cf ≈ Cl.

�àññìîòðèì äðóãîé âûâîä èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðè àäèàáàòè÷å�

ñêîì ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ. Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé

(

∂T

∂P

)

S

=
T

C
P

(

∂V

∂T

)

P

è ïðîâîäÿ çàìåíó V → l è P → f , ïîëó÷èì

(

∂T

∂f

)

S

= −
T

Cf

(

∂l

∂T

)

f

≈ −
βl0T

Cf
. (2.26)

Òàê êàê äëÿ áîëüøèíñòâà òâ¼ðäûõ òåë β > 0, òî (∂T∂f )S < 0, ò.å. ïðè
óâåëè÷åíèè íàãðóçêè òàêèå ñòåðæíè îõëàæäàþòñÿ.

Äëÿ íåêîòîðûõ òåë (ðåçèíà, íåêîòîðûå ïîëèìåðû) ïðè íàãðåâàíèè

ñòåðæåíü ñîêðàùàåòñÿ, ò.å. β < 0, è (∂T∂f )S > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåðæåíü
èç òàêîãî ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè íàãðåâàåòñÿ.
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Îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà äëÿ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðè àäèàáàòè�

÷åñêîì ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ ðàâíà

∆T = −
βET ∗

2Cll0

[

l2 − (l∗)2
]

Σ. (2.27)

Òàêèì îáðàçîì, óïðóãèå òåëà, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó �óêà è ó êî�

òîðûõ β è E íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, ïðè ðàñòÿæåíèè îõëàæäàþòñÿ,

à ïðè ñæàòèè íàãðåâàþòñÿ. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíöèïîì Ëå Øàòåëüå:

ïðè âñÿêîì âîçäåéñòâèè íà òåëî èçìåíåíèÿ, âîçíèêàþùèå â í¼ì, ñòðå�

ìÿòñÿ îñëàáèòü ðåçóëüòàò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ëèòåðàòóðà
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êèíåòèêà. � Ì.: Íàóêà, 1977.

2. Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì ïî îáùåé �èçèêå. Ò. 1. Òåðìîäèíàìèêà è ìî�

ëåêóëÿðíàÿ �èçèêà / ïîä ðåä. À.Ä. �ëàäóíà. � Ì.: ÌÔÒÈ, 2012.

3. Òåðìîäèíàìèêà äå�îðìàöèè ðåçèíû

3.1. Îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû ðåçèíû

Ñòðóêòóðíîé îñíîâîé ïîëèìåðíûõ ìîëåêóë ÿâëÿåòñÿ ãèáêàÿ ëèíåé�

íàÿ öåïü. Èäåàëèçèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíèåì òàêîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåò�

ñÿ öåïü, îáðàçîâàííàÿ èç N (N ≫ 1) çâåíüåâ äëèíîé b, êàæäîå èç êîòî�
ðûõ ñâÿçàíî êîâàëåíòíîé õèìè÷åñêîé ñâÿçüþ ñ ïðåäûäóùèì çâåíîì òàê,

÷òîáû îáåñïå÷èâàëîñü ïîëíîå ñâîáîäíîå âðàùåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò êàæ�

äîìó çâåíó ïðèíèìàòü ëþáîå íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî.

Ìîëåêóëÿðíàÿ öåïü ïðèíèìàåò î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî êîí�èãóðàöèé áëà�

ãîäàðÿ òåïëîâûì êîëåáàíèÿì è áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ñîñòàâëÿþùèõ

å¼ ýëåìåíòîâ. Ïðè ñëó÷àéíîì õèìè÷åñêîì ñîåäèíåíèè, èëè ¾ñøèâàíèè¿,

äðóã ñ äðóãîì áîëüøîãî ÷èñëà öåïíûõ ìîëåêóë îáðàçóåòñÿ òð¼õìåðíàÿ

ïîëèìåðíàÿ ñåòêà. Ïðè ýòîì ÷èñëî ïîïåðå÷íûõ ñâÿçåé îòíîñèòåëüíî

ìàëî è íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàìåòíî ïðåïÿòñòâîâàòü äâèæåíèþ öåïåé

(ðèñ. 7). Òàêèå ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû â îáûäåííîé æèçíè íàçûâàþò

ðåçèíàìè.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîé èëëþñòðàöèè ñâîéñòâà ðåçèíû ñðàâíèì òèïè÷�

íûå êðèâûå çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äå�îðìàöèè äëÿ ñòàëè è ðåçè�

íû (ðèñ. 8).
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PSfrag replaements

∆l/l∆l/l

σ σ

0,01
5

2·109 Ïà 3·107 Ïà

A

B
C

A

B

C

à á

�èñ. 8. Òèïè÷íûå êðèâûå çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äå�îðìàöèè

ñòàëè (à) è ðåçèíû (á)

�èñ. 7. Ïîëèìåðíàÿ ñåòêà

Ñðàâíèâàÿ îáå êðèâûå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

à) âåëè÷èíà ìîäóëÿÞíãà, îïðåäåëÿþùàÿ èç íà÷àëüíîãî íàêëîíà êðèâîé

çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò äå�îðìàöèè, äëÿ ñòàëè (E ∼ 2·1011 Ïà)

ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì äëÿ ðåçèíû (E ∼ 106 Ïà);
á) ïðî÷íîñòü ïðè ðàçðûâå äëÿ ñòàëè (∼109 Ïà) ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì
äëÿ ðåçèíû (∼107 Ïà);
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�èñ. 9. Ìîëåêóëÿðíàÿ êàðòèíà äå�îðìàöèè ðåçèíû

â) âåëè÷èíà êâàçèëèíåéíîãî ó÷àñòêà äå�îðìàöèè ∆l/l äëÿ ðåçèíû (∼5)
íàìíîãî âûøå, ÷åì äëÿ ñòàëè (∼0,01);
ã) äëÿ ñòàëè ëèíåéíîñòü è îáðàòèìîñòü òåðÿþòñÿ ïî÷òè îäíîâðåìåííî, à

äëÿ ðåçèíû ñóùåñòâóåò î÷åíü øèðîêàÿ îáëàñòü íåëèíåéíûõ îáðàòèìûõ

äå�îðìàöèé;

ä) äëÿ ñòàëè ñóùåñòâóåò øèðîêàÿ îáëàñòü ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé

(ìåæäó òî÷êàìè B è C), êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò ó ðåçèíû.
Ìîëåêóëÿðíàÿ êàðòèíà äå�îðìàöèè ðåçèíû ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.

3.2. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç

Òàê æå, êàê è äëÿ óïðóãîãî òâ¼ðäîãî òåëà (ðàçäåë 2.1), ðàññìîòðèì

îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå ðåçèíû â �îðìå ñòåðæíÿ ñ íà÷àëüíîé äëèíîé l
ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ f . Èñïîëüçóåì òåðìîäèíàìè÷å�

ñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 2.1.

Ïðè äå�îðìàöèè ðåçèíîïîäîáíûå ìàòåðèàëû ïðàêòè÷åñêè íåñæè�

ìàåìû, è èçìåíåíèå îáú¼ìà dV î÷åíü ìàëî. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåíå�

áðå÷ü ÷ëåíîì PdV ïî ñðàâíåíèþ ñ fdl â âûðàæåíèè äëÿ ðàáîòû dA =
= fdl − PdV è ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì dA = fdl, òàê æå, êàê è äëÿ

óïðóãîãî òâ¼ðäîãî ñòåðæíÿ.

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ïîëó÷àåì

f =

(

∂F

∂l

)

T

=

(

∂U

∂l

)

T

− T

(

∂S

∂l

)

T

=

(

∂U

∂l

)

T

+

(

∂f

∂T

)

l

. (3.1)

Êîíêðåòíàÿ çàâèñèìîñòü f îò T è, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

U îò ðàñòÿæåíèÿ íàõîäèòñÿ èç îïûòà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ

ðåçèíû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàâèñèìîñòü f îò T ëèíåéíàÿ è ïðÿìàÿ f(T )
ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî,

f = T

(

∂f

∂T

)

l

(3.2)
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è

(

∂U

∂l

)

T

= 0. (3.3)

Èíûìè ñëîâàìè, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ðåçèíû íå çàâèñèò îò äå�îðìàöèè,

ïîäîáíî òîìó êàê âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà íå çàâèñèò îò åãî

îáú¼ìà. Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëó (2.6) â âûðàæåíèå (3.2), ïîëó÷àåì

f = −T

(

∂S

∂l

)

T

. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, óïðóãàÿ ñèëà, âîçíèêàþùàÿ â îáðàçöå ðåçèíû ïðè åãî

äå�îðìàöèè, ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ýíòðîïèè, à íå âíóòðåííåé ýíåðãèè.

Â ýòîì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ìåõàíèçìà äå�îðìàöèè ðåçèíû îò îáû÷�

íîé óïðóãîé äå�îðìàöèè òâ¼ðäûõ òåë, ñîïðîâîæäàþùåéñÿ èçìåíåíèåì

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè àòîìîâ è ìîëåêóë.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ðåçèíû íå çàâèñèò îò

äå�îðìàöèè, îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè ðåçèíû ïðè

äå�îðìàöèè ïî÷òè íå ìåíÿþòñÿ. Èìåííî ïîýòîìó ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçè�

íà ïðàêòè÷åñêè íåñæèìàåìà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü óïðóãîé ñèëû äëÿ

ðåçèíû îò òåìïåðàòóðû ïîêàçûâàåò, ÷òî çà âîññòàíîâëåíèå ïåðâîíà÷àëü�

íîé �îðû îáðàçöà ïîñëå ñíÿòèÿ íàïðÿæåíèÿ îòâåòñòâåííû íå ìåæìîëå�

êóëÿðíûå ñèëû, à òåïëîâîå äâèæåíèå ìîëåêóë.

�àññìîòðèì èäåàëüíûé ãàç. Äëÿ íåãî óñëîâèå ( ∂U∂V )T = 0 òðåáóåò

ëèíåéíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó P è T . Èç âûðàæåíèÿ

P = −
(

∂U

∂V

)

T

+ T

(

∂P

∂T

)

V

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

P = T

(

∂P

∂T

)

V

.

Òàê êàê

(

∂P

∂T

)

V

=

(

∂S

∂V

)

T

,

òî

P = T

(

∂S

∂V

)

T

.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàâëåíèå èäåàëüíîãî ãàçà îáóñëîâëåíî èçìåíåíèåì ýí�

òðîïèè îò îáú¼ìà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà èçìåíåíèå ýíòðîïèè ∆S = k lnW ,

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, W = ( V
V0

)n � âåðîÿòíîñòü, ÷òî n àòîìîâ
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èäåàëüíîãî ãàçà íàõîäÿòñÿ â îáú¼ìå V . Ïåðâîíà÷àëüíûé îáú¼ì ðàâåí

V0. Òîãäà èçìåíåíèå ýíòðîïèè ðàâíî ∆S = kn ln V
V0

è äàâëåíèå P = kTn
V .

Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè ðåçèíà íàãðåâàåòñÿ. Ýòî ìîæåò

áûòü îáúÿñíåíî íà îñíîâå òåõ æå ñîîòíîøåíèé. Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøå�

íèå (2.11) â ïðåäåëàõ îò l0 äî l è ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (2.6), íàõîäèì

èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû:

∆T = −
T

Cl

l∫

l0

(

∂S

∂l

)

T

dl, (3.5)

∆T > 0, òàê êàê ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (3.4)

(

∂S

∂l

)

T

< 0,

ò.å. ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè ýíòðîïèÿ ðåçèíû óìåíüøàåòñÿ.

Â ñîãëàñèè ñ ïðèíöèïîì Ëå Øàòåëüå ðàñòÿíóòàÿ ðåçèíà ïðè íàãðåâà�

íèè, íàïðîòèâ, ñîêðàùàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåçèíû íà�

õîäÿò ñâîåîáðàçíîå âûðàæåíèå â ÿâëåíèè òåðìîóïðóãîé èíâåðñèè. Ïðè

ìàëûõ ðàñòÿæåíèÿõ (ε ∼ 0,1) ïðè íàãðåâàíèè ðåçèíà ðàñøèðÿåòñÿ, êàê

è ëþáîå äðóãîå òåëî. Ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèå â òàêîé ðàñòÿíóòîé

ðåçèíå óáûâàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Ïðè ðàñòÿæåíèè âûøå ∼0,1 êî�
ý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ ðåçèíû îòðèöàòåëåí, ðåçèíà ñîêðàùàåòñÿ è íà�

ïðÿæåíèå â ðàñòÿíóòîì îáðàçöå âîçðàñòàåò ñ òåìïåðàòóðîé. �àñòÿæå�

íèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå çíàêà íàêëîíà êðèâîé (òî÷íåå,

ïðÿìîé) çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèÿ îò òåìïåðàòóðû, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

òåðìîóïðóãîé èíâåðñèè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå (3.1), ïîëèìåðíàÿ öåïü åñòü ñòàòèñòè÷å�

ñêàÿ ñèñòåìà. Ýíòðîïèÿ öåïè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì êîí�èãóðàöèé, êîòî�

ðîå ìîæåò ïðèíèìàòü öåïü â äàííîì, îïðåäåë¼ííîì êàêèì-ëèáî îáðàçîì

ñîñòîÿíèè: S = k lnW . Öåïíûå ìîëåêóëû âñåãäà ñòðåìÿòñÿ íàõîäèòüñÿ

â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå îòâå÷àåò ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè, äî òåõ ïîð, ïîêà

íå íà÷íóò äåéñòâîâàòü âíåøíèå ñèëû. Ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿæåíèÿ íà�

áîð êîí�èãóðàöèé ìåíÿåòñÿ, ÷òî îòâå÷àåò ïåðåõîäó â äå�îðìèðîâàííîå

ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîâåäåíèÿ êàó÷ó�

êîâûõ ñåòîê â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ � äå�îðìèðîâàíèÿ � äîëæíà îñ�

íîâûâàòüñÿ íà ðàñ÷¼òå ýíòðîïèè âñåé ñîâîêóïíîñòè öåïåé êàê �óíêöèè

ñòåïåíè ðàñòÿæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøåíèå ýíòðîïèè êàó÷óêà ïðè

ðàñòÿæåíèè îçíà÷àåò ïåðåõîä èç áîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìåíåå âå�

ðîÿòíîå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýíòðîïèÿ èäåàëüíîãî ãàçà óìåíüøàåòñÿ
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ïðè åãî èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè, â òî âðåìÿ êàê åãî âíóòðåííÿÿ ýíåð�

ãèÿ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Ñìûñë óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ â

ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì èçìåíåíèè ðàñ�

ïîëîæåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìî äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö � ìîëåêóë

èäåàëüíîãî ãàçà. Íàãðåâàíèå ðåçèíû ïðè å¼ àäèàáàòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè

ïîäîáíî íàãðåâàíèþ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè åãî àäèàáàòè÷åñêîì ñæàòèè. È

â òîì è â äðóãîì ñëó÷àÿõ ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîìó îò�

âå÷àåò áîëüøàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, áîëü�

øàÿ ýíòðîïèÿ â ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ è ýíòðîïèåé. Àíà�

ëîãèÿ â ñâîéñòâàõ ðåçèíû è èäåàëüíîãî ãàçà çàñòàâëÿåò ïðåäïîëîæèòü,

÷òî è ðåçèíà ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, èçìå�

íÿþùèõ ñâî¼ îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå ïðè ðàñòÿæåíèè. Ê ýòîìó è

ñâîäèòñÿ �èçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå àíàëîãèè ðåçèíû è èäåàëüíîãî ãàçà.

3.3. Äå�îðìàöèÿ ðåçèíû

ßâíûé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåçèí f = f(l, T ) äîñòàòî÷íî ñëî�

æåí è ìîæåò áûòü íàéäåí òîëüêî ýìïèðè÷åñêè. Â îáëàñòè íåáîëüøèõ

äå�îðìàöèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

l(T, 0) = l(T0, 0) [1 + β(T − T0)] , f = const = 0, (3.6)

ãäå β � êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ñòåðæíÿ,

çàâèñÿùèé òîëüêî îò ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ. Çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæå�

íèåì è äå�îðìàöèåé äëÿ ðåçèí ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé �îðìå:

f =
1

3
E

(

λT −
1

λ2
T

)

Σ, (3.7)

ãäå E � ìîäóëü óïðóãîñòè, çàâèñÿùèé òîëüêî îò ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ,

Σ � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, λT = l(T, f)
l(T, 0) � ñòåïåíü ðàñ�

òÿæåíèÿ.

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.6) è (3.7), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

¾èäåàëüíîãî¿ ñòåðæíÿ:

f =
1

3
E

[

l(T, f)

l0[1 + α(T − T0)]
−

l20 [1 + α(T − T0)]
2

l2(T, f)

]

Σ, (3.8)

ãäå l0 = l(T0, 0).
Â îòëè÷èå îò ìåòàëëîâ äëÿ ðåçèí ìîäóëü óïðóãîñòè ïðîïîðöèîíàëåí

òåìïåðàòóðå E = χT , ãäå êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè χ çàâèñèò

òîëüêî îò ñòðóêòóðû ðåçèíû.
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Òàê êàê äëÿ áîëüøèíñòâà òâ¼ðäûõ òåë êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî ðàñ�

øèðåíèÿ β ∼ 7·10−4
ãðàä

−1
, òî β(T − T0) ≪ 1. Âñëåäñòâèå äàííîãî

�àêòîðà, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (3.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f ∼=
1

3
χT

[

l(T, f)

l0
−

l20
l2(T, f)

[1 + β(T − T0)]
3

]

Σ ≈

≈
1

3
χT

[

λ−
1 + 3β(T − T0)

λ2

]

Σ. (3.9)

Çäåñü λ = l
l0
. Ïðè ýòîì ïðåíåáðåãàåòñÿ èçìåíåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè ïî�

ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ Σ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåðìè÷åñêîãî ý��åêòà ïðè àäèà�
áàòè÷åñêîì ðàñòÿæåíèè ðåçèíîâîãî îáðàçöà ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.9)

â óðàâíåíèå (2.11), ó÷èòûâàÿ (2.6). Èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò

∆T = T − T0 =
El0
6Cl

(λ− 1)

[

λ+ 1−
2

λ
(1 + 3αT0)

]

Σ. (3.10)

Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè λ òåìïåðàòóðà îáðàçöà ñíà÷àëà óìåíüøàåò�

ñÿ, à ïîòîì óâåëè÷èâàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ∆T = 0 ïðè λ
êð1 = 1 è

λ
êð2 = −0,5 +

√

0,25 + 2(1 + αT0).

Âûðàæåíèå λ
êð1 = 1 íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Äëÿ ðåçèíû

β ∼ 7·10−4
ãðàä

−1
, T0 ∼ 300 Ê è λ

êð2 ≈ 1,2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
1 < λ < 1,2 èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ∆T < 0 è ïðè λ > 1,2 � ∆T > 0.

Åñëè λ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, òî ìîæíî ïîëîæèòü λ =
= 1 + (∆l/l0) è êâàäðàòíàÿ ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3.10)

áóäåò ðàâíà 3[(∆l/l0)− 2αT0]. Ïðè ìàëûõ ∆l/l0 â ýòîé ñêîáêå îñíîâíóþ
ðîëü èãðàåò âòîðîé ÷ëåí, òàê ÷òî òåìïåðàòóðà ïðè ðàñòÿæåíèè óìåíü�

øàåòñÿ. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê íåáîëüøîå ðàñòÿæåíèå ðåçèíû õîðî�

øî îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì çàêîíîì �óêà (2.14), êîòîðûé ïðåäñêàçûâà�

åò ïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ðàñòÿæåíèè. Ïðè áîëüøèõ óäëèíåíèÿõ

âòîðîé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì ïåðâûé, è

ðåçèíà äîëæíà íàãðåâàòüñÿ.

Ïðè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà òåðìè÷åñêîãî ý��åê�

òà ïðè ïåðåõîäå îò ¾îáû÷íûõ¿ óïðóãèõ òåë ê ðåçèíàì, îáóñëîâëåíà ñëå�

äóþùèì. Ó ïåðâûõ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè âîçðàñòàåò, à

ó ðåçèí îíà îò ðàñòÿæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò, ïîäîáíî òîìó êàê

âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà çàâèñèò îò åãî òåìïåðàòóðû, íî íå

îò îáú¼ìà.
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