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Ãëàâà 1

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

§ 1.Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà è ïîäïðîñòðàíñòâà

Àêñèîìû è èõ ñëåäñòâèÿ

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå Z � ýòî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå φ : Z × Z → Z, òàêèì îáðàçîì
äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (a, b) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Z îïðåäåëåí ýëåìåíò φ(a, b) ∈ Z �
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè φ ê a è b. Íèæå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ áèíàðíûå îïåðàöèè â çàïèñè,
áîëåå ïðèâû÷íîé äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ñêàæåì, îïåðàöèþ ìîæíî îáîçíà÷èòü ¾+¿ è
òîãäà âìåñòî φ(a, b) ïèñàòü a + b. Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå Z � ýòî ïðîñòî îòáðàæåíèå
Z → Z. Ñêàæåì, óìíîæåíèå íà ÷èñëî 2 ôîðìàëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü òàêèì îòîáðàæåíèåì ψ : F→ F,
÷òî ∀x ∈ F ψ(x) = 2x.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî V � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à F � íåêîòîðîå ïîëå (ñêàæåì, ïîëå R),
ïðè ýòîì íà V îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðóþ íàçûâàåì ñëîæåíèåì è îáîçíà÷àåì ¾+¿,
à òàêæå äëÿ êàæäîãî λ ∈ F íà V îïðåäåëåíà óíàðíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðóþ íàçûâàåì óìíîæåíèåì
íà λ. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óìíîæåíèÿ íà λ ê a ∈ V îáîçíà÷àåì λ · a èëè λa.

Îïðåäåëåíèå. V íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (èëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì)
íàä ïîëåì F), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà V1�V8 (àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà):
V1. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (∀ a,b, c ∈ V );
V2. ∃ 0 ∈ V ∀ a ∈ V : a+ 0 = 0+ a = a;
V3. ∀ a ∈ V ∃ x ∈ V : x+ a = a+ x = 0;
V4. a+ b = b+ a (∀ a,b ∈ V );
V5. λ(a+ b) = λa+ λb (∀ a,b ∈ V , ∀ λ ∈ F );
V6. (λ+ µ)a = λa+ µa (∀ a ∈ V , ∀ λ, µ ∈ F );
V7. 1 · a = a (∀ a ∈ V );
V8. (λµ)a = λ(µa) (∀ a ∈ V , ∀ λ, µ ∈ F ).

Íà ïðîòÿæåíèè ãëàâû V áóäåò îáîçíà÷àòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà V áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè (íåçàâèñèìî îò èõ ïðèðîäû). Ýëåìåíòû ïîëÿ F áóäåì
èíîãäà íàçûâàòü êîíñòàíòàìè èëè ñêàëÿðàìè.

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû V1�V4 ïîâòîðÿþò àêñèîìû àáåëåâîé ãðóïïû. Àêñèîìû V1 è V4 íàçû-
âàþòñÿ àêñèîìàìè àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ. Âåêòîð 0 èç àêñèîìû V2
(íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ñëîæíåíèÿ) íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì. Âåêòîð x èç àê-
ñèîìû V3 íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðîì äëÿ âåêòîðà a è îáîçíà÷àòñÿ −a. Èñïîëüçóÿ
ïðòèâîïîëîæíûé âåêòîð, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ ðàâåíñòâîì a− b := a+ (−b),
â ÷àñòíîñòè, V2 ïðèíèìàåò âèä a− a = 0.

Èç àêñèîì ñëåäóþò ïðèâû÷íûå ïðàâèëà, êîòîðûìè ìû ïîëüçóåìñÿ, ñêàæåì, ïðè ðàáîòå ñ âåê-
òîðàìè â ãåîìåòðèè. Íàïðèìåð, àêñèîìû V1 è V4 îáåñïå÷èâàþò òî, ÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ

ñóììû âåêòîðîâ
k∑

i=1

ai íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Îòìåòèì ñëåäñòâèÿ àêñèîì

V1�V4.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1. 1). Íóëåâîé âåêòîð åäèíñòâåííûé;
2). ∀ a ∈ V ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð åäèíñòâåííûé;
3). (çàêîí ñîêðàùåíèÿ) a+ b = a+ c ⇔ b = c (∀ a,b, c ∈ V ).

B 1). Ïóñòü 0 è 0′ � äâà íóëåâûõ âåêòîðà. Òîãäà 0 = 0+ 0′ = 0′, òî åñòü 0 è 0′ ñîâïàäàþò.
2). Ïóñòü âåêòîðû x è y îáà ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè äëÿ âåêòîðà a. Òîãäà
x = x+ 0 = x+ (a+ y) = (x+ a) + y = 0+ y = y, òî åñòü x è y ñîâïàäàþò.
3). a+ b = a+ c ⇒ −a+ (a+ b) = −a+ (a+ c) ⇒ (−a+ a) + b = (−a+ a) + c ⇒ 0+ b = 0+ c ⇒
b = c. Îáðàòíîå ñëåäñòâèå î÷åâèäíî. �

Àêñèîìû V5 è V6 ìîæíî íàçâàòü ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè, èëè äèñòðèáóòèâíîñòè (ïî âåêòîðàì
è ïî êîíñòàíòàì ñîîòâåòñòâåííî), V7 � ¾óñëîâèå íîðìèðîâêè¿. Çàôèêñèðóåì åùå íåêîòîðûå ñëåä-
ñòâèÿ àêñèîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. 1) 0 · a = λ · 0 = 0 (∀ a ∈ V , ∀ λ ∈ F);
2) −(λa) = (−λ)a = λ(−a) (∀ a ∈ V , ∀ λ ∈ F);
3) λ(a− b) = λa− λb (∀ a,b ∈ V , ∀ λ ∈ F);
4) (λ− µ)a = λa− µa (∀ a ∈ V , ∀ λ, µ ∈ F) .

B 1) 0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a+ 0 · a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 0 · a = 0+ 0 · a. Ïî çàêîíó ñîêðàùåíèÿ
(ñì. ïðåäëîæåíèå 1.1, 3) 0 · a = 0. Àíàëîãè÷íî λ · 0 = λ(0+ 0) = λ · 0+ λ · 0, îòêóäà λ · 0 = 0.
2). (−λ)a+ λa = (−λ+ λ)a = 0 · a = 0, ïîýòîìó (−λ)a ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì äëÿ λa, òî åñòü
ðàâåí −(λa). Àíàëîãè÷íî λ(−a) + λa = λ(−a+ a) = λ · 0 = 0, ïîýòîìó λ(−a) = −(λa).
3). Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) è îïðåäåëåíèÿ âû÷èòàíèÿ âåêòîðîâ:
λ(a− b) = λ(a+ (−b)) = λa+ λ(−b) = λa− λb.
4). Àíàëîãè÷íî 3). �

Ïîäïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè ∀ a,b ∈ U , ∀ λ ∈ F âûïîëíåíî:
Ï1. a+ b ∈ U ;
Ï2. λa ∈ U .

Òîò ôàêò, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , áóäåì îáîçíà÷àòü
U 6 V .

Ñâîéñòâà Ï1 è Ï2 îçíà÷àþò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì, çàìêíóòûì îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, òåì ñàìûì, ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé â îáúåìëþùåì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëþ-
áîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèò òðèâèàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà V è O = {0} (íóëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü U 6 V , òîãäà 0 ∈ U .
B Ïóñòü a ∈ V , òîãäà, ñîãëàñíî Ï2, 0 = 0 · a ∈ V . �

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü U 6 V è a ∈ U òîãäà −a ∈ U .
B Äîñòàòî÷íî â Ï2 ïîäñòàâèòü λ = −1. �

Âèäèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíòâî � ýòî ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû (V,+), çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

B Ïóñòü Ui 6 V äëÿ i ∈ I, ãäå I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ; U =
⋂
i∈I
Ui. Ïðîâåðèì Ï1

äëÿ ìíîæåñòâà U (Ï2 ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ïóñòü a,b ∈ U , òîãäà a,b ∈ Ui (∀ i ∈ I). Òàê êàê Ui � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî a+b ∈ Ui (∀ i ∈ I),

òåì ñàìûì a+ b ∈ U , ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü U1 6 V , U2 6 V . Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå U1 ∪ U2 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ⇔ U1 ⊂ U2 èëè U2 ⊂ U1.
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Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

Ïóñòü a1, a2, . . . , ak ∈ V , λ1, λ2, . . . , λk ∈ F.

Îïðåäåëåíèå. Ñóììà
k∑

i=1

λiai íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ñ

êîýôôèöèåíòàìè λ1, λ2, . . . , λk.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
k∑

i=1

λiai íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè âñå åå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0,

òî åñòü λ1 = . . . = λk = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé.
ßñíî, ÷òî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà 0.

Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ k èíîãäà íàçûâàþò äëèíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ìîæíî ïîçâîëèòü
ñåáå ðàáîòàòü è ñ ïóñòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (k = 0), ïîëàãàÿ åå çíà÷åíèå ðàâíûì 0.

Ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü òàêæå â ñëåäóþùåì êîìïàêòíîì âèäå:

k∑
i=1

λiai = aλ, ãäå a = (a1 a2 . . . ak) � ñòðîêà âåêòîðîâ, à λ =


λ1
λ2
...
λk

 � ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ. Ýòî

ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö (óìíîæàåì ñòðîêó íà ñòîëáåö).
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà b ∈ V ðàâåí íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ãî-

âîðÿò, ÷òî b ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak èëè ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû
a1, a2, . . . , ak.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü U 6 V . Òîãäà ∀ a1, a2, . . . , ak ∈ U è ∀ λ1, λ2, . . . , λk ∈ F:
k∑

i=1

λiai ∈ U .

B Äîñòàòî÷íî ìíîãîêðàòíî ïðèìåíèòü Ï1 è Ï2 �

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýêâèâà-
ëåíòíî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâà (â Ï1 è Ï2 ìû âèäèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé:
a+ b è λa).

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

Âàæíîå ïîíÿòèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè, êîòîðîå îïðåäåëèì íèæå, ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóè-
ðîâàòü ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
âåêòîðîâ, êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a1, . . . , ak.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ a1, . . . , ak îáîçíà÷àåòñÿ 〈a1, . . . , ak〉. Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü îïåäåëå-
íèÿ:

〈a1, . . . , ak〉 :=
{

k∑
i=1

λiai |λ1, λ2, . . . , λk ∈ F
}
.

Íåñëîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå íà ïðîèçâîëüíûå (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íûå) ñèñòåìû
âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñèñòåìû âåêòîðîâ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî âåêòîðîâ èç A.

Îáîçíà÷åíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè: 〈A〉. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ V âûïîëíåíî
A ⊂ 〈A〉. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî 〈∅〉 = O.

Îòìåòèì, ÷òî âåçäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èç êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàå-
ìûõ, õîòÿ äëèíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Ôîðìàëüíî,

〈A〉 =
{

k∑
i=1

λiai | k ∈ Z+, a1, a2, . . . , ak ∈ A, λ1, λ2, . . . , λk ∈ F
}
.
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Ïðåäëîæåíèå 1.7. 〈A〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ A.

B Ïðîâåðèì äëÿ 〈A〉 ñâîéñòâî Ï1 (Ï2 ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü a,b ∈ 〈A〉. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî a =
k∑

i=1

αiai, b =
m∑
j=1

βjbj, ãäå ai,bj ∈ A, αi, βj ∈ F. Òîãäà a + b =
k∑

i=1

αiai +
m∑
j=1

βjbj. Â ïðàâîé

÷àñòè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äëèíû k +m âåêòîðîâ èç A, çíà÷èò a+ b ∈ 〈A〉. �

Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî A ⊂ V è ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V òàêîâû, ÷òî A ⊂ U . Ïðåäëîæåíèå 1.6
ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà è 〈A〉 ⊂ U . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 1.7 ïî ñóòè îçíà÷àåò, ÷òî 〈A〉 �
ýòî ìèíèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå A.

Óïðàæíåíèå. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ V ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ⇔ A = 〈A〉.

Ïðèìåðû

I. Ïóñòü O � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (íà÷àëî îòñ÷åòà). Ìíî-
æåñòâî âñåõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ (ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî) � ïðèìåð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R. Ðàäèóñ-âåêòîð ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òî÷-
êîé ïðîñòðàíñòâà � êîíöîì ýòîãî ðàäèóñ-âåêòîðà. Òîãäà íåòðèâèàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà �
ýòî ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O.
Åñëè âåêòîðû a1, . . . , ak êîëëèíåàðíû è ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé, òî 〈a1, . . . , ak〉
� ýòî ïðÿìàÿ.
Åñëè æå âåêòîðû a1, . . . , ak êîìïëàíàðíû, íî íå êîëëèíåàðíû, òî 〈a1, . . . , ak〉 � ýòî ïëîñêîñòü.

II.1. ÌíîæåñòâîMm×n(F) ìàòðèöm×n (çàïîëíåííûõ êîíñòàíòàìè) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Fn îòîæäåñòâëÿåì ñ ìíîæåñòâîì ñòîëáöîâ Mn×1(F).
Ïóñòü M+

n×n(F) = {A ∈Mn×n |AT = A} � ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö n× n,
M−

n×n(F) = {A ∈Mn×n |AT = −A} � ìíîæåñòâî êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö n× n.
Òîãäà M+

n×n(F) 6 Mn×n(F), M−
n×n(F) 6 Mn×n(F).

II.2. Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mm×n ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ)
AX = O (ãäå X ∈Mn×1 � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ) è ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé U = Sol(AX = O).
Òîãäà U 6 Mn×1.
Åñëè AiX = O, i = 1, 2, . . . , k � íåñêîëüêî îäíîðîäíûõ ÑËÓ îòíîñèòåëüíî X ∈ Mn×1, òî
ÑËÓ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáúåäèíåíèå ýòèõ ñèñòåì, èìååò â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ïåðåñå÷åíèå
k⋂

i=1

Sol(AiX = O).

III.1. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî F(S) âñåõ ôóíêöèé f : S → R � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä R îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà
÷èñëî.
Ïóñòü F+(R) = {f ∈ F(R) | ∀ x ∈ F f(−x) = f(x)} � ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ôóíêöèé,
àíàëîãè÷íî
F−(R) = {f ∈ F(R) | ∀ x ∈ R f(−x) = −f(x)} � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ôóíêöèé.
Òîãäà F+(R) 6 F(R), F−(R) 6 F(R).

III.2. Åñëè S � èíòåðâàë ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èìååòñÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
F(S) > C(S) > C1(S) > . . . > Ck(S) > . . . > C∞(S) > P(S),
ãäåC(S) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé S → R,Ck(S) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ
íåïðåðûâíóþ k-þ ïðîèçâîäíóþ, P(S) � ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé (ìíîãî÷ëåíîâ).
Ìíîæåñòâî (ôîðìàëüíûõ) ìíîãî÷ëåíîâ P ìîæåò áûòü çàäàíî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé:
P = 〈1, x, x2, x3, . . .〉.
P > Pn = 〈1, x, x2, . . . , xn〉, ãäå Pn � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ f ñòåïåíè deg f 6 n.
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III.3. Â ïðîñòðàíñòâå F(N) = {(f1, f2, . . .) | fi ∈ R} âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à â íåì � ïîäïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé.
¾Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé¿ fi+1 = fi+fi−1, i = 2, 3, . . ., çàäàåò ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ôèáîíà÷÷èåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

III.4. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
x(n) + an−1(t)x

(n−1) + . . . + a0(t)x = 0 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x(t) (ãäå ai(t)
� äàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè R → R). Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôóíêöèé R→ R.

IV. Åñëè F � ïîäïîëå íåêîòîðîãî ïîëÿ K, òî îïåðàöèè â K èíäóöèðóþò íà K ñòðóêòóðó
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F.

§ 2.Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ðàçìåðíîñòü è ðàíã. Áàçèñ

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Ïðîäîëæàåì ðàáîòàòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè íåêîòî-
ðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà 0, è ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ïîëàãàþò, ÷òî ïóñòàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà (ôîðìàëüíî ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ
îïðåäåëåíèåì).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ∈ V (k > 2) ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ ñðåäè
âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàéäåòñÿ âåêòîð, êîòîðûé ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå k − 1
âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû.

B ⇒ Ïóñòü λ1a1+λ2a2+. . .+λkak = 0, è íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, ñêàæåì λk 6= 0. Òîãäà

ïîäåëèì ðàâåíñòâî íà −λk è ïåðåíåñåì ak â äðóãóþ ÷àñòü; ïîëó÷èì ak =
k−1∑
i=1

µiai, ãäå µi = −
λi
λk
,

i = 1, 2, . . . , k − 1.

⇐ Ïóñòü, ñêàæåì, âåêòîð ak ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak−1: ak =
k−1∑
i=1

µiai. Òîãäà

µ1a1 + µ2a2 + . . .+ µk−1ak−1 − ak � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ 0. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. 1) Åñëè â êîíå÷íîé ñèñòåìå âåêòîðîâ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ëèíåéíî çàâèñèìàÿ
ïîäñèñòåìà, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

2) Ëþáàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

B 1) Ïóñòü, ñêàæåì, äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak åå ïîäñèñòåìà a1, a2, . . . , am (m 6 k)

ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
m∑
i=1

µiai, ðàâíàÿ 0. Çíà-

÷èò, µ1a1+µ2a2+ . . .+µmam+0 ·am+1+ . . .+0 ·ak � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ
0.

2) Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ 1). �

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ 0, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü âåêòîðû a1, a2, . . . , ak è b òàêîâû, ÷òî b ∈ 〈a1, a2, . . . , ak〉. Òîãäà

êîýôôèöèåíòû λ1, λ2, . . . , λk â ðàçëîæåíèè b =
k∑

i=1

λiai îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ⇔ ñèñòåìà

a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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B ⇒ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðîòèâ, ñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà è ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
k∑

i=1

αiai, ðàâíàÿ 0. Òîãäà ìîæíî ïðèáàâèòü ýòó ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ê èìåþùåéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ðàâíîé b, è ïîëó÷èòü íîâîå ëèíåéíîå âûðàæå-

íèå: b =
k∑

i=1

(λi+αi)ai (îíî äåéñòâèòåëüíî õîòÿ áû â îäíîì êîýôôèöèåíòå îòëè÷àåòñÿ îò ðàçëîæåíèÿ

b =
k∑

i=1

λiai).

⇐ Ïóñòü ñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ ðàçëîæåíè-

åì b =
k∑

i=1

λiai èìååòñÿ ðàçëîæåíèå b =
k∑

i=1

µiai. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì

k∑
i=1

(λi−µi)ai = 0. Òàê êàê a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî

ðàâåíñòâà � òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, îòêóäà λi = µi, i = 1, 2, . . . , k. �

Ïóñòü a = (a1, a2, . . . , ak) � ñòðîêà âåêòîðîâ, ãäå a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.
Òîãäà ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàêîí ñîêðàùåíèÿ: aλ = aµ⇒ λ = µ.
Ýòîò çàêîí âûïîëíåí êàê äëÿ ñòîëáöîâ λ, µ ∈ Mk×1, òàê è äëÿ ìàòðèö λ, µ ∈ Mk×m. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû a1, a2, . . . , ak, òî
ñëåäñòâèå aλ = aµ ⇒ λ = µ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ðàíã è ðàçìåðíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì íåïóñòîé ñèñòåìû (âîç-
ìîæíî, áåñêîíå÷íîé) A âåêòîðîâ èç V åñëè â ñèñòåìå A íàéäåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîä-
ñèñòåìà èç r âåêòîðîâ, à ëþáàÿ ïîäñèñòåìà èç r + 1 âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A èìååò áåñêîíå÷íûé ðàíã, åñëè äëÿ ëþáîãî r ∈ N â A
íàéäåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r âåêòîðîâ.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàíãà: rgA. Â ÷àñòíîñòè, rg(a1, a2, . . . , ak) � ðàíã êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ
a1, a2, . . . , ak.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , áîëåå óïîòðåáèòåëüíîå íàçâàíèå äëÿ
ðàíãà � ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàçìåðíîñòè � dimA. Èòàê, åñëè U 6 V , òî dimU = rgU .
Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k íàçûâàþò k-ìåðíûì. Åñëè dimV <∞, òî ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàþò
êîíå÷íîìåðíûì, èíà÷å � áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà èìååò ðàíã 0, à ðàíã ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû
èç k âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò k.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà ⇔
rg(a1, a2, . . . , ak) = k.

B Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü A1,A2 � äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ èç V , ïðè÷åì rgA1 = r1, rgA2 = r2.
Òîãäà rg(A1

⋃
A2) 6 r1 + r2.

B Ïóñòü ýòî íå òàê, è â îáúåäèíåíèè íàáîðîâA1 èA2 íàøëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà
èç r1 + r2 + 1 âåêòîðîâ. Íî (ïî îïðåäåëåíèþ ðàíãà è ïðåäëîæåíèþ 2.2) ñðåäè ýòèõ âåêòîðîâ íå
áîëåå r1 âåêòîðîâ èç A1 è íå áîëåå r2 âåêòîðîâ èç A2. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü Ai, i = 1, 2, . . . , k � ñèñòåìû âåêòîðîâ èç V , ïðè÷åì rgAi = ri. Òîãäà

rg(A1

⋃
. . .
⋃
Ak) 6

k∑
i=1

ri.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü A,B � äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ èç V , ïðè÷åì A ⊂ B è rgB = r. Òîãäà
rgA 6 r.
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B Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. �

Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî: åñëè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ A äîáàâèòü íåêîòîðûå
âåêòîðû (ðàñøèðèòü A äî ñèñòåìû B), òî ðàíã íå óìåíüøèòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ðàíã íå èçìåíèòñÿ,
åñëè ê A äîáàâëÿòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç A (è íàîáîðîò, ðàíã íå èçìåíèòñÿ, åñëè èç
ñèñòåìû âåêòîðîâ óäàëèòü âåêòîð, êîòîðûé ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îñòàâøèìñÿ âåêòîðàì). Îáîáùå-
íèå ýòîãî ôàêòà ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé îñíîâíîé òåîðåìû î ðàíãàõ. Äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû ïðåäïîøëåì äâå ëåììû (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû).

Ëåììà 1. Ïóñòü A � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , rgA = r <∞ è a1, . . . , ar � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ïîäñèñòåìà âåêòîðîâ èç A. Òîãäà ëþáîé âåêòîð èç A ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî a1, . . . , ar.

B Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç A. Èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà èç r + 1
âåêòîðîâ a, a1, . . . , ar ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà µ, λ1, . . . , λr ∈ R, íå âñå ðàâíûå
íóëþ è òàêèå, ÷òî µa +

r∑
i=1

λiai = 0. Ïðè ýòîì µ 6= 0, èíà÷å ñèñòåìà a1, . . . , ar áûëà áû ëèíåéíî

çàâèñèìîé. Îòñþäà a = −
r∑

i=1

λi
µ
ai. �

Ëåììà 2. Ïóñòü a1, . . . , ak, b � òàêèå âåêòîðû èç V , ÷òî b ∈ 〈a1, . . . , ak〉. Òîãäà rg(a1, . . . , ak) =
= rg(a1, . . . , ak,b).

B Ïîëîæèì r = rg(a1, . . . , ak) (r 6 k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, è â ñèñòå-
ìå a1, . . . , ak,b íàøëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r + 1 âåêòîðîâ. Òîãäà îäèí èç ýòèõ
r + 1 âåêòîðîâ � ýòî b (òàê êàê â ñèñòåìå a1, . . . , ak íåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû èç
r + 1 âåêòîðîâ). Èòàê, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè b, a1, . . . , ar � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Èç
ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà a1, . . . , ar ëèíåéíî íåçàâèñèìà, çíà÷èò, ïî ëåììå 1 êàæäûé
èç âåêòîðîâ a1, . . . , ak ëåæèò â 〈a1, . . . , ar〉. Ïî óñëîâèþ b ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ

a1, . . . , ak: b =
k∑

i=1

λiai. Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî âåêòîðîâ a1, . . . , ak èõ ðàçëîæåíèÿ ïî

âåêòîðàì a1, . . . , ar, ïîëó÷èì, ÷òî b ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1, . . . , ar. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû b, a1, . . . , ar (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1). �

Òåîðåìà 2.1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàíãàõ). Ïóñòü A è B � äâå òàêèå ñèñòåìû âåêòîðîâ èç V ,
÷òî A ⊂ B. Ïóñòü rgA = r <∞. Òîãäà rgB = r ⇔ ëþáîé âåêòîð èç B ïðèíàäëåæèò 〈A〉.

B ⇒ Â ñèñòåìå A çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó a1, . . . , ar èç r
âåêòîðîâ. Òàê êàê a1, . . . , ar ∈ B è rgB = r, òî ïî ëåììå 1 (ïðèìåíåííîé ê ñèñòåìå B) ëþáîé âåêòîð
èç B ëåæèò â 〈a1, . . . , ar〉 è, ñëåäîâàòåëüíî, â 〈A〉.
⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, è â ñèñòåìå B íàøëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ

ïîäñèñòåìà èç r+1 âåêòîðîâ b1,b2, . . . ,br+1. Êàæäûé èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî
(êîíå÷íîå ÷èñëî) âåêòîðîâ èç A, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, . . . , al

èç A, ÷åðåç êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ êàæäûé èç âåêòîðîâ b1,b2, . . . ,br+1. Èìååì rg(a1, a2, . . .
. . . , al,b1,b2, . . . ,br+1) > rg(b1,b2, . . . ,br+1) = r + 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ìíîãîêðàòíî
ëåììó 2, èìååì: rg(a1, a2, . . . , al,b1,b2, . . . ,br+1) = rg(a1, a2, . . . , al,b1,b2, . . . ,br) = rg(a1, a2, . . .
. . . , al,b1,b2, . . . ,br−1) = . . . = rg(a1, a2, . . . , al) 6 rgA = r. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ A èç V âûïîëíåíî rgA = dim〈A〉.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äàíû ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 W 6 V òàêèå, ÷òî dimU = dimW <∞. Òîãäà
U = W .

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñèñòåìó a1, . . . , ak ñèñòåìû âåêòîðîâ A áóäåì íàçûâàòü áàçèñíîé, åñëè
1. a1, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìà,
2. ëþáîé âåêòîð èç A ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå 〈a1, . . . , ak〉.
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü rgA = r <∞. Òîãäà ïîäñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ñèñòåìû A ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé
äëÿ A ⇔ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà è k = r.

B Ñðàçó ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû 2.1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïóñòü rgA = r < ∞. Ïóñòü a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñè-
ñòåìà ñèñòåìû A. Òîãäà ñèñòåìó a1, a2, . . . , ak ìîæíî äîïîëíèòü r − k âåêòîðàìè äî áàçèñíîé
ïîäñèñòåìû.

B Åñëè k < r, òî k = rg(a1, a2, . . . , ak) < rgA, è ïî îñíîâíîé òåîðåìå 2.1 â A íàéäåòñÿ âåê-
òîð ak+1, êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç a1, a2, . . . , ak. Òîãäà rg(a1, a2, . . . , ak+1) > k, ñëå-
äîâàòåëüíî a1, a2, . . . , ak+1 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ
âåêòîðîâ, â êîíöå êîíöîâ ïðèäåì ê áàçèñíîé ïîäñèñòåìå. �

Óïðàæíåíèå.∗ Òåîðèþ ðàíãà è ðàçìåðíîñòè ìîæíî ðàçâèòü, íà÷èíàÿ ñ äðóãîãî (ýêâèâàëåíò-
íîãî) îïðåäåëåíèÿ ðàíãà: ðàíãîì ïîäìíîæåñòâà A ⊂ V ìîæåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíîå r òàêîå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî |B| = r è A ⊂ 〈B〉.

Áàçèñ
Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííûé êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ áàçèñîì
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñëè
B1. e1, e2, . . . , en � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà;
B2. V = 〈e1, e2, . . . , en〉.

Âèäèì, ÷òî îïðåäåëåíèå áàçèñà ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì áàçèñíîé ïîäñèñòåìû.
Áàçèñû ÷àñòî áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé, èìåÿ â âèäó óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

âåêòîðîâ èëè ñòðîêó èç âåêòîðîâ, íàïðèìåð: e = (e1, e2, . . . , en).

Òåîðåìà 2.3 (Îïèñàíèå áàçèñîâ). Ïóñòü dimV = n < ∞. Òîãäà óïîðÿëð÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ
e1, . . . , ek ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V ⇔ ñèñòåìà e1, . . . , ek ëèíåéíî íåçàâèñèìà è k = n.

B Ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2. �

Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñîâ â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò èç ïðåäûäó-
ùåé òåîðåìû. Åñëè dimV = n <∞, òî êàæäûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ñîäåðæèò ðîâíî n âåêòîðîâ.
Åñëè dimV = ∞, òî êîíå÷íîãî áàçèñà â V íå ñóùåñòâóåò (â ýòîì êóðñå ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ
ïîíÿòèåì áåñêîíå÷íîãî áàçèñà).

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ïóñòü dimV = n <∞, è e1, e2, . . . , ek � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåê-
òîðîâ. Òîãäà ýòó ñèñòåìó ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà e1, e2, . . . , ek, ek+1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V .

B Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.7. �

Êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàôèêñèðîâàí áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en).
Êîýôôèöèåíòû x1, x2, . . . , xn â ðàçëîæåíèè a = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen âåêòîðà a ∈ V ïî
ýòîìó áàçèñó íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a â áàçèñå e.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð êîîðäèíàò äàííîãî âåêòîðà a â äàííîì
áàçèñå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð êîîðäèíàò (x1, x2, . . . , xn) óäîáíî çàïèñûâàòü

â âèäå ñòîëáöà: X =


x1
x2
...
xn

. Ýòîò ñòîëáåö íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì âåêòîðà a â áàçè-

ñå e. Äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà êîîðäèíàò èìååòñÿ âåêòîð èç V èìåííî ñ òàêèì íàáîðîì
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êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàôèêñèðîâàí áàçèñ e, òî èìååòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì V è ìíîæåñòâîì Mn×1 (âåêòîðó ñîïîñòàâ-
ëÿòñÿ êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö). Çàïèñü a = eX áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîð a èìååò êîîðäèíàòíûé
ñòîëáåö X â áàçèñå e.

Òàêæå ðàçëîæåíèÿ âèäà
n∑

i=1

xiei ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå òàê íàçûâàåìîãî òåíçîðíîãî ñóììèðîâàíèÿ � ñëå-

äóþùåé äîãîâîðåííîñòè, ïðåäëîæåííîé Ýéíøòåéíîì: íàëè÷èå îäèíàêîâûõ âåðõíåãî è íèæíåãî èíäåêñà îçíà÷àåò

ñóììèðîâàíèÿ ïî ýòîìó èíäåêñó (îò 1 äî n = dimV ). Òàê, åñëè â êîîðäèíàòàõ xi âìåñòî íèæíèõ èíäåêñîâ èñïîëü-

çîâàòü âåðõíèå, òî çàïèñü
n∑

i=1

xiei ìîæíî ñîêðàòèòü äî xiei.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî çàïèñè âèäà a = eX ñîãëàñóþòñÿ ñ äèñòðèáóòèâíî-
ñòüþ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.9 (ëèíåéíîñòü ñîïîñòàâëåíèÿ êîîðäèíàò). Ïóñòü â V çàôèêñèðîâàí áàçèñ
e = (e1, e2, . . . , en). Òîãäà ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ñêëàäûâàþòñÿ,
à ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî λ ∈ R ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû óìíîæàþòñÿ íà λ.

B Ïî óñëîâèþ a = eX =
n∑

i=1

xiei, b = eY =
n∑

i=1

yiei.

Ñëîæèâ ðàâåíñòâà, èìååì a+ b =
n∑

i=1

(xi + yi)ei = e(X + Y ).

Óìíîæèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà λ, èìååì λa =
n∑

i=1

(λxi)ei = e(λX). �

Èòàê, ïðè ôèêñàöèè áàçèñà e ðàâåíñòâî a = eX âîçíèêàåò âàæíîå ëèíåéíîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (íèæå äëÿ òàêèõ ñîîòâåòñòâèé ââîäèòñÿ òåðìèí ¾èçîìîðôèçì¿) ìåæäó
V è Mn×1. Ýòà ¾êîîðäèíàòèçàöèÿ¿ äàåò âîçìîæíîñòü âîïðîñû î ëèíåéíûõ îïåðàöèÿõ â V ïå-
ðåâåñòè íà ìàòðè÷íûé ÿçûê (âìåñòî àáñòðàêòíûõ ýëåìåíòîâ V ìîæíî çàíèìàòüñÿ ñòîëáöàìè).
Â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì òàêîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2.9 (îíî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè
èçîìîðôèçìà � ñì. ãëàâó 2).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü â V çàôèêñèðîâàí áàçèñ e, è â ýòîì áàçèñå âåêòîðû a1, . . . , ak èìåþò êîîð-
äèíàòíûå ñòîëáöû X1, . . . , Xk ñîîòâåòñòâåííî: ai = eXi, i = 1, . . . , k. Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ
a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ ñèñòåìà ñòîëáöîâ X1, . . . , Xk ëèíåéíî çàâèñèìà.

B Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.9,
k∑

i=1

λiai = 0 ⇔
k∑

i=1

λiXi = O. �

Çàìåíà áàçèñà è êîîðäèíàò

Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) è e′ = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n) � äâà áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V

(n = dimV ).

Îïðåäåëåíèå.Ìàòðèöà S ðàçìåðà n×n, j-ûé ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí êîîðäèíàòíîìó ñòîëáöó
âåêòîðà e′j â áàçèñå e (j = 1, 2, . . . , n), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′.

Îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû s•1, . . . , s•n ìàòðèöû ïåðåõîäà îò e ê e′ óäîâëåòâîðÿþò ðà-
âåíñòâàì e′1 = es•1, . . . , e′n = es•n. Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå e′ = eS . Ïî ñóòè ýòî
êîìïàêòíàÿ çàïèñü îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà.

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ e. Ìàòðèöà S ∈ Mn×n ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò e ê íåêîòîðîìó áàçèñó e′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S íåâûðîæäåííàÿ.

B Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðåäëîæåíèÿ 2.9, S ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà ê íåêîòîðîìó áàçèñó
e′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòîëáöû S îáðàçóþò áàçèñ â Mn×1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ e. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e ðàâíà
åäèíè÷íîé ìàòðèöå En.
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B Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà. �
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü dimV = n < ∞ è a ∈ V èìååò â áàçèñàõ e è e′ êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû X
è X ′. Òîãäà

X = SX ′ ,

ãäå S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′.

B Ïî óñëîâèþ a = eX = e′X ′. Òàê êàê e′ = eS, èìååì eX = (eS)X ′ = e(SX ′). Â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö, îíà âåðíà è â ñëó÷àå ¾íåîáû÷íîé¿
ìàòðèöû e, ýëåìåíòû êîòîðîé � âåêòîðû. Äàëåå èç çàêîíà ñîêðàùåíèÿ (çäåñü èñïîëüçóåì, ÷òî e
� ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà) ïîëó÷àåì X = SX ′. �
Ïðåäëîæåíèå 2.12. Ïóñòü e, e′, e′′ � òðè áàçèñà â V . Ïóñòü S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′,
à R � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e′ ê e′′. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′′ ðàâíà SR.

B e′′ = e′R = (eS)R = e(SR). �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′ ðàâíà S, òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò
áàçèñà e′ ê áàçèñó e ðàâíà S−1.

B Ïîëîæèâ â ïðåäëîæåíèè 2.12 e′′ = e, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.11 ïîëó÷èì SR = E. �

Ïðèìåðû

I. Ïîíÿòèå áàçèñà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì èç êóðñà ãåîìåò-
ðèè: áàçèñû íà ïëîñêîñòè � óïîðÿäî÷åííûå ïàðû íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ (ò.å. ïëîñêîñòü
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì); áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå � óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè íåêîì-
ïëàíàðíûõ âåêòîðîâ (ò.å. ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì).

II.1. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Mm×n îáðàçóþò ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ � âñå íóëè, êðîìå
îäíîé åäèíèöû. Òîãäà ÷èñëà, çàïèñàííûå â ÿ÷åéêàõ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈Mm×n, � ýòî
êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè A ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó. Îòñþäà dimMm×n = mn.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå dimM+
n×n(R) è dimM−

n×n(R). Óêàæèòå íåêîòîðûå áàçèñû ýòèõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ.

II.2. Ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ V = Mn×1(F) ìîæíî íàçâàòü ñòàíäàðòíûì n-ìåðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä ïîëåì F (â ñîãëàñèè ñ çàìå÷àíèÿìè î ¾êîîðäèíàòèçàöèè¿).
Áàçèñû â V � âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì GLn(F) íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö: êàæäàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A = (a•1 . . . a•n) îïðåäåëÿåò áàçèñ (a•1, . . . , a•n).
Â ÷àñòíîñòè, âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûìè êîíñòàíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé òðåóãîëüíûé áàçèñ ïðîñòàíñòâà V .
Òà æå ìàòðèöà A ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ê áàçèñó
(a•1, . . . , a•n).

II.3. Ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 Rn = Mn×1(R) ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íåñêîëü-
êèõ ñòîëáöîâ: U = 〈a•1, . . . , a•k〉. Áàçèñ U â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè, âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ (îíè íå èçìåíÿþò èõ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó) äî ñòóïåí÷àòîãî âèäà.
Èìååì dimU = rgA, ãäå A � ìàòðèöà, (a•1 . . . a•k).

II.4. Ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 Rn ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîé îäíî-
ðîäíîé ÑËÓ (ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé) AX = O, ò.å. U = Sol(AX = O). Ïðè ýòîì åñëè
rgA = r, òî dimU = n− r. Îïðåäåëåíèå áàçèñà â U = Sol(AX = O) ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì
ÔÑÐ (ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé) ÑËÓ AX = O.
Â óêàçàííîì âèäå ìîæåò áûòü çàäàíî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 Rn (èìååòñÿ àëãîðèòì
ïîëó÷åíèÿ ÑËÓ, äëÿ êîòîðîé äàííàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ÿâëåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøå-
íèé; ñì. òàêæå ïðåäëîæåíèå 2.10 ãëàâû 5).
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III.1. Íàáîð ñòåïåíåé 1, x, x2, . . . , xn � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn (ôîðìàëüíûõ) ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå n. Òàê, dimPn = n+ 1. (Ïðîñòðàíñòâî P âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ óæå íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì.)
Òàêæå íàáîð ôóíêöèé 1, x, x2, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ

ôóíêöèé R→ R ñòåïåíè íå âûøå n. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
n∑

i=0

λix
i ðàâíà

íóëåâîé ôóíêöèè, òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, èíà÷å ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k áóäåò èìåòü
áîëüøå ÷åì k êîðíåé.

III.2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôèáîíà÷÷èåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
V = {(x1, x2, . . .) |xi+1 = xi + xi−1, i = 2, 3, . . .}. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç V îä-
íîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè x1, x2. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
e1 = (1, 0, 1, 1, 2, . . .) è e2 = (0, 1, 1, 2, 3, . . .). Îíè îáðàçóþò ñòàíäàðòíûé áàçèñ â V : êàæäàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, x2, . . .) ∈ V ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé x1e1+x2e2 (ïîñêîëüêó
ñîâïàäàþò ïåðâûå äâà ÷ëåíà). Â ÷àñòíîñòè, dimV = 2.
Â V ìîæíî îáíàðóæèòü èçâåñòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè.
Äåéñòâèòåëüíî (1, λ, λ2, . . .) ∈ V ⇔ λi+1 = λi + λi−1, i = 2, 3, . . .. Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî
ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíî åäèíñòâåííîìó ðàâåíñòâó λ2 = λ + 1, îòêóäà λ1,2 = 1±

√
5

2
. Íàéäåííûå

ïðîãðåññèè gi = (1, λi, λ
2
i , . . .), i = 1, 2, îáðàçóþò áàçèñ â V .

Ëèíåéíîå âûðàæåíèå (îáû÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è f = (1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .) ÷åðåç
gi ïîçâîëèò íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
Ðàâåíñòâî f = c1g1 + c2g2 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ:
1 = c1 + c2, 1 = c1λ1 + c2λ2. Îòñþäà c1 =

√
5+1
2
√
5

= λ1√
5
, c2 =

√
5−1
2
√
5

= − λ2√
5
. È îêîí÷àòåëüíî, n-å

÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ðàâíî c1λ
n−1
1 + c2λ

n−1
2 =

λn
1−λn

2√
5
.

IV. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, F = Zp äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p),
à V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F, dimV = n.
Ôèêñàöèÿ ëþáîãî áàçèñà îïðåäåëÿåò áèåêöèþ V →Mn×1(F) = Fn, îòêóäà |V | = qn.
Äàëåå, âûáîð (óïîðÿäî÷åííîé) ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû a1, . . . , ak â V ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü, ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ a1 6= 0, a2 /∈ 〈a1〉, a3 /∈ 〈a1, a2〉, è ò.ä. Äëÿ âûáîðà ai+1 èìå-
åòñÿ (qn−qi) âîçìîæíîñòåé (âñå âåêòîðû èç V , èñêëþ÷àÿ ëåæàùèå â i-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

〈a1, . . . , ai〉). Îòñþäà êîëè÷åñòâî òàêèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ðàâíî
k∏

i=1

(qn − qi).

Â ÷àñòíîñòè, êîëè÷åñòâî áàçèñîâ â V (ðàâíîå òàêæå |GLn(F)|) ðàâíî
n∏

i=1

(qn − qi).

Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà a1, . . . , ak îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî 〈a1, . . . , ak〉, è êàæäîå
k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì ñòîëüêèìè ñïîñîáàìè, ñêîëüêî â íåì

áàçèñîâ. Îòñþäà íàõîäèì êîëè÷åñòâî k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â V êàê

k∏
i=1

(qn − qi)

k∏
i=1

(qk − qi)
.

§ 3.Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðÿìàÿ ñóììà

Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A1,A2, . . . ,Ak � ïîäìíîæåñòâà â V . Ñóììîé (ïî Ìèíêîâñêîìó) ïîä-
ìíîæåñòâ A1,A2, . . . ,Ak íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {a1 + a2 + . . .+ ak | ai ∈ Ai}, i = 1, . . . , k.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóììû ïîäìíîæåñòâ: A1 +A2 + . . .+Ak èëè
k∑

i=1

Ai. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî

A1 +A2 = A2 +A1, (A1 +A2) +A3 = A1 + (A2 +A3).
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Äàëåå áóäåì çàíèìàòüñÿ ïî÷òè âñåãäà òîëüêî ñóììàìè ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñâÿçûâàåò ïîíÿòèÿ ñóììû è ëèíåéíîé îáîëî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü Ui = 〈Ai〉, i = 1, 2, . . . , k. Òîãäà

k∑
i=1

Ui = 〈A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak〉.

B Ïî îïðåäåëåíèþ,
k∑

i=1

Ui � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
k∑

i=1

ai, ãäå ai ìîæåò áûòü çíà÷åíèåì

ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç Ai, à çíà÷èò ìíîæåñòâî ñóìì
k∑

i=1

ai ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak. �

Ñëåäñòâèå. Ñóììà íåñêîëüêèõ (êîíå÷íîãî ÷èñëà) ïîäïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Âèäèì, ÷òî ñóììà
k∑

i=1

Ui ïîäïðîñòðàíñòâ U1, . . . , Uk � ýòî ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ U1, . . . , Uk.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü Ui 6 V , i = 1, 2, . . . , k. Òîãäà

dim

(
k∑

i=1

Ui

)
6

k∑
i=1

dimUi.

B Ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ,
k∑

i=1

Ui = 〈U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Uk〉. Íî ïî îñíîâíîé òåîðåìå 2.1 è

ïðåäëîæåíèþ 2.5 èìååì dim〈U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Uk〉 = rg(U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Uk) 6
k∑

i=1

dimUi. �

Äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ïîäìíîæåñòâ âûïîëíåíû äàëåêî íå âñå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäà-
åò îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, âîîáùå ãîâîðÿ íå âûïîëíåí çàêîí ñîêðàùåíèÿ, ñêà-
æåì, äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U + U = U . Òàêæå íå ðàáîòàåò
àíàëîãèÿ ìåæäó ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îáúåäèíåíèåì: ñêàæåì íå
âñåãäà (U1 + U2) ∩ U3 = (U1 ∩ U3) + (U2 ∩ U3) â îòëè÷èå îò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî òîæäåñòâà
(U1 ∪ U2) ∩ U3 = (U1 ∩ U3) ∪ (U2 ∩ U3).

Óïðàæåíåíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäïðîñòðàíñòâ U1, U2, U3 íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà V òàêèõ, ÷òî (U1 + U2) ∩ U3 6= (U1 ∩ U3) + (U2 ∩ U3).

Ïðÿìàÿ ñóììà

Âàæåí ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ Ui 6 V .

Îïðåäåëåíèå. Ñóììà U ïîäïðîñòðàíñòâ U1, U2, . . . , Uk íàçûâàåòñÿ (âíóòðåííåé) ïðÿìîé ñóì-

ìîé, åñëè ∀a ∈ U èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íàáîð ai ∈ Ui (i = 1, 2, . . . , k) òàêîé, ÷òî a =
k∑

i=1

ai.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðÿìîé ñóììû: U1

⊕
U2

⊕
. . .
⊕

Uk èëè
k⊕

i=1

Ui. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî U ðàç-

ëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ U1, U2, . . . , Uk. Ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìóþ ñóììó:
V = 〈e1〉

⊕
〈e2〉

⊕
. . .
⊕
〈en〉, ãäå e1, e2, . . . , en � íåêîòîðûé áàçèñ â V .

Íàðÿäó ñ âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóììîé, êîòîðîé â îñíîâíîì áóäåì çàíèìàòüñÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü âíåøíþþ

ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ U1, U2, . . . , Uk êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå U1 × U2 × . . . × Uk, íà êîòîðîì
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îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó îïðåäåëåíû ¾ïîêîìïîíåíòíî¿. Êîíñòðóêöèè âíóòðåííåé è âíåøíåé

ïðÿìîé ñóììû ïî ñóòè ýêâèâàëåòíû (ñâÿçàíû åñòåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì).

Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ ñóììû U =
k∑

i=1

Ui ÷åðåç Ui îáîçíà÷àåì ñóììó âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ

ïðîñòðàíñòâ, çà èñêëþ÷åíèåì Ui, ò.å. Ui = U1 + . . .+ Ui−1 + Ui+1 + . . .+ Uk.

Òåîðåìà 3.1 (êðèòåðèé-1 ïðÿìîé ñóììû). Ïóñòü Ui 6 V , i = 1, . . . , k. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ
U1, . . . , Uk � ïðÿìàÿ ñóììà ⇔ Ui ∩ Ui = O, i = 1, 2, . . . , k.

B ⇒ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ñêàæåì óñëîâèå Ui ∩ Ui = O íå âûïîëíåíî äëÿ i = 1. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî íàøåëñÿ íåíóëåâîé âåêòîð a1 ∈ U1 ∩ U1. Èìååì a1 = a2 + . . . + ak äëÿ íåêîòîðûõ
ai ∈ Ui, i = 2, . . . , k. Íî òîãäà 0 = 0 + . . . + 0 = a1 + (−a2) + . . . + (−ak) � äâà ðàçëè÷íûõ
ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî âåêòîðà â ñóììó âåêòîðîâ èç Ui âîïðåêè îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé ñóììû.

⇐ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ñóììà U =
k∑

i=1

Ui íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé, òîãäà äëÿ íåêîòî-

ðîãî âåêòîðà a ∈ U íàéäóòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ a =
k∑

i=1

ai =
k∑

i=1

bi, ãäå ai ∈ Ui, bi ∈ Ui,

i = 1, . . . , k. Ðàçëîæåíèÿ ðàçëè÷íû, çíà÷èò õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i èìååì ai 6= bi, ñêàæåì a1 6= b1.

Íî òîãäà a1 − b1 =
k∑

i=2

(bi − ai). Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � íåíóëåâîé âåêòîð èç U1, à â ïðàâîé

÷àñòè � âåêòîð èç U1, ïîýòîìó U1 ∩ U1 6= O. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Óêàçàííûì êðèòåðèåì ÷àñòî óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ â ñëó÷àå äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ýòîò ñëó÷àé
âûäåëèì îòäåëüíûì ñëåäñòâèåì.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü U1 6 V , U2 6 V . Òîãäà U1 + U2 � ïðÿìàÿ ñóììà ⇔ U1 ∩ U2 = O.

Â îòëè÷èå ñëó÷àÿ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé
U1 ∩ U2 = U2 ∩ U3 = U3 ∩ U1 = O íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ
U1 + U2 + U3 áûëà ïðÿìîé ñóììîé. Êîíòðïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü òðè ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâà, ëåæàùèå â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Óïðàæíåíèå. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ U1, . . . , Uk � ïðÿìàÿ ñóììà ⇔ ∀ ai ∈ Ui, ai 6= 0 ñèñòåìà
a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü Ui 6 V òàêîâû, ÷òî U1 ⊕ U2 ⊕ U3 � ïðÿìàÿ ñóììà. Òîãäà U = U2 ⊕ U3 �
ïðÿìàÿ ñóììà è U1 ⊕ U � òàêæå ïðÿìàÿ ñóììà.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü Ui 6 V , i = 1, . . . , k, � ïîäïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:

Uj ∩ (
j−1∑
i=1

Ui) = O äëÿ âñåõ j = 2, 3, . . . , k. Òîãäà
k∑

i=1

Ui � ïðÿìàÿ ñóììà.

Òåîðåìà 3.2 (êðèòåðèé-2 ïðÿìîé ñóììû). Ïóñòü Ui 6 V , dimUi = ni < ∞, e(i) � áàçèñ â Ui,

i = 1, . . . , k; U =
k∑

i=1

Ui. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) U =
k⊕

i=1

Ui;

2) ñèñòåìà èç
k∑

i=1

ni âåêòîðîâ
k⋃

i=1

e(i) � áàçèñ â U ;

3) dimU =
k∑

i=1

ni.

B Èìååì Ui = 〈e(i)〉, òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1, U = 〈e〉, ãäå e =
k⋃

i=1

e(i).

2) ⇔ 3) Ïî ñëåäñòâèþ èç îñíîâíîé òåîðåìû 2.1 èìååì dimU = rg e. Çíà÷èò (ñì. ïðåäëîæåíèå

2.4) dimU =
k∑

i=1

ni ⇔ rg e =
k∑

i=1

ni ⇔ ñèñòåìà e ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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1) ⇒ 2) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ñèñòåìà e ëèíåéíî çàâèñèìà. Çàïèøåì íåòðèâèàëüíóþ

ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ èç e, ðàâíóþ 0:
k∑

i=1

ℓi = 0, ãäå ℓi � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ

èç e(i). Õîòÿ áû îäíà èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ℓi íåòðèâèàëüíàÿ, ïóñòü ýòî ℓ1, òåì ñàìûì ℓ1 6= 0.
Òîãäà ℓ1 = −ℓ2−. . .−ℓk. Çäåñü ℓi ðàâíî íåêîòîðîìó âåêòîðó èç Ui, çíà÷èò ℓ1 ∈ U1∩U1 â ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåîðåìîé 3.1.

2)⇒ 1) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, U íå ÿâëÿåòÿñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ Ui, è ñêàæåì
(ñì. òåîðåìó 3.1) ∃ a 6= 0: a ∈ U1∩U1. Òîãäà a = ℓ1 = ℓ2+ . . .+ℓk, ãäå ℓi ∈ Ui, ò.å. ℓi ðàâíî íåêîòîðîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç e(i). Ïåðåíîñÿ â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ℓ1 − ℓ2 − . . .− ℓk = 0 (â
ëåâîé ÷àñòè íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ïîñêîëüêó óæå ℓ1 � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ), îòêóäà e � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïðÿìîå äîïîëíåíèå. Ïðîåêöèè

Îïðåäåëåíèå. Åñëè U1 6 V è U2 6 V òàêîâû, ÷òî U1

⊕
U2 = V , òî ïîäïðîñòðàíñòâî U2

íàçûâàþò ïðÿìûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà U1 (â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ).

Ïîäïðîñòðàíñòâà U1 è U2 âõîäÿò â îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó: U1 � ïðÿìîå äîïîëíåíèå
äëÿ U2 ⇔ U2 � ïðÿìîå äîïîëíåíèå äëÿ U1. Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå äîïîëíåíèå íè÷åãî îáùåãî íå
èìååò ñ ïîíÿòèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî äîïîëíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü dimV = n < ∞. Òîãäà ñóììà ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâà è
ëþáîãî åãî ïðÿìîãî äîïîëíåíèÿ ðàâíà n.

B Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2. �

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü dimV = n < ∞. Äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V ñóùåñòâóåò
ïðÿìîå äîïîëíåíèå.

B Âûáåðåì â U áàçèñ e1, . . . , ek. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.8, ñèñòåìó e1, . . . , ek ìîæíî äîïîë-
íèòü äî áàçèñà e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà èç òåîðåìû 3.2 âûòåêàåò, ÷òî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî W = 〈ek+1, . . . , en〉 òàêîâî, ÷òî U ⊕W = V . �

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìíîãî ïðÿìûõ äîïîëíåíèé (äîñòà-
òî÷íî ïîñìîòðåòü íà ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèìåð U 6 V , ãäå dimU = 1, dimV = 2).

Åñëè V = U1

⊕
U2, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé ñóììû, ëþáîé âåêòîð a ∈ V îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû a = a1 + a2, ãäå ai ∈ Ui, i = 1, 2. Âåêòîð a1 íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé
âåêòîðà a íà ïîäïðîñòðàíñòâî U1 âäîëü U2 (èëè ïàðàëëåëüíî U2).

Äëÿ U 6 V îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî V/U êàê ôàêòîð-ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè

a ∼ b ⇔ b − a ∈ U ; ýëåìåíòû V/U � ñìåæíûå êëàññû âèäà a + U ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûìè îïåðàöèÿìè

(a+U)+ (b+U) := (a+b)+U , λ(a+U) := λa+U . Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì W → V/U , ãäå W � ïðÿìîå

äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V ; îí çàäàåòñÿ êàê a 7→ a+ U .

Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòåé ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ

Òåîðåìà 3.3 (ôîðìóëà Ãðàññìàíà). Ïóñòü U1 6 V , U2 6 V . Òîãäà

dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2) = dimU1 + dimU2 .

B Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé dimUi < ∞ (èíà÷å â îáåèõ ÷àñòÿõ ôîðìóëû � áåñêîíå÷-
íîñòü).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.4, ìîæåì âûáðàòü W 6 U2 òàê, ÷òî

(U1 ∩ U2)⊕W = U2. (1.1)
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Òîãäà U1 + U2 = U1 + ((U1 ∩ U2) +W ) = (U1 + (U1 ∩ U2)) +W = U1 +W . Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
W 6 U2, èìååì U1 ∩W = U1 ∩U2 ∩W = (U1 ∩U2)∩W = O (èç (1.1) ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 3.1).
Ïîëó÷àåì, ÷òî U1 +W � ïðÿìàÿ ñóììà:

U1 + U2 = U1 ⊕W. (1.2)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2, èç ðàâåíñòâ (1.1) è (1.2) ñëåäóåò, ÷òî
dimW = dimU2 − dim(U1 ∩ U2) = dim(U1 + U2) − dimU1, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà
ðàçìåðíîñòåé. �

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü dimV = 4. Ñóùåñòâóþò ëè ïîäïðîñòðàíñòâà U1 è U2 òàêèå, ÷òî
dimU1 = dimU2 = 3 è dim(U1 ∩ U2) = 1?

Ïðèìåðû

I.1. Ñóììà äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ � ïàðàëëåëîãðàìì. (Çäåñü, êàê îáû÷íî, òî÷êè
îòîæäåñòâëÿåì ñ êîíöàìè ðàäèóñ-âåêòîðîâ.)

I.2. Ïóñòü V � ãåîìåòðè÷åñêîå òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, U1 6 V , dimU1 = 1 (ò.å.
U1 � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O), U2 6 V , dimU2 = 2 (ò.å. U2 � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç O). Åñëè U1 6⊂ U2, òî V = U1 ⊕ U2.
Ïîíÿòíî, êàê ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëîæèòü ðàäèóñ-âåêòîð

−→
OA â ñóììó ïðîåêöèé: ÷åðåç A ïðî-

âåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ U1; ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò U2 â òî÷êå A2. Òîãäà a = a1 + a2, ãäå
a1 =

−−→
A2A, a2 =

−−→
OA2.

II.1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâìåñòíîé ÑËÓ (íàä R) AX = b ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò âèä
Sol(AX = b) = {X0} + Sol(AX = O). Åñëè r = rgA, òî Sol(AX = b) � ýòî (n − r)-ìåðíàÿ
ïëîñêîñòü (èëè (n− r)-ìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå) â ïðîñòðàíñòâå Rn.

II.2. Ïóñòü Mn×n = Mn×n(F), ãäå F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2. Òîãäà
Mn×n = M+

n×n

⊕
M−

n×n.

Äåéñòâèòåëüíî, A =
A+ AT

2
+
A− AT

2
è M+

n×n ∩M−
n×n = O.

II.3. Ïóñòü A ∈ Mn×m(R), A = (a•1 . . . a•m). Ïîëîæèì U = 〈a•1 . . . a•m〉, dimU = rgA = r.
Ïóñòü W = Sol(ATX = O). Òîãäà dimW = n − r. Êðîìå òîãî U ∩ W = O. Äåéñòâèòåëü-

íî (åñòåñòâåííîå îáúÿñíåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå â ?? ãëàâû 5), åñëè Y =


y1
y2
...
yn

 òàêîâ, ÷òî

Y ∈ U ∩W , òî åñòü Y TY = O, îòêóäà
n∑

i=1

y2i = 0, çíà÷èò Y = O.

III.1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F = F+
⊕

F−, ãäå F+, F− � ïîäïðîñòðàíñòâà ÷åòíûõ è íå÷åò-
íûõ ôóíêöèé R→ R.
Çàìåòèì, ÷òî ex = chx + shx, ïðè ýòîì f(x) = chx � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à g(x) = sh x �
íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó f(x) = chx � ýòî ïðîåêöèÿ ôóíêöèè y(x) = ex íà F+ âäîëü F−.

§ 4.Ïîíÿòèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
Èäåÿ êîíñòðóêöèè àáñòðàêòíîãî òî÷å÷íîãî (àôôèííîãî) ïðîñòðàíñòâà � â ñîïîñòàâëåíèè
¾òî÷êà ↔ ðàäèóñ-âåêòîð¿.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì, àññîöèèðîâàííûì ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V , íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî S (ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü {òî÷êàìè}) ñ îòîáðàæåíèåì S×V → S (îòêëàäûâàåíèå
îò òî÷êè âåêòîðà, îáîçíà÷àòü áóäåì ¾+¿), òàêèå ÷òî
A1) p+ (a+ b) = (p+ a) + b (∀p ∈ S, ∀a,b ∈ V );
A2) p+ 0 = p; (∀p ∈ S);
A3) ∀p, q ∈ S ñóùåñòâóåò åäèíñòèâåííûé a ∈ V òàêîé, ÷òî p+ a = q.

Âåêòîð a èç À3) íàçûâàåì âåêòîðîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè p è q, è îáîçíà÷àåì pq.

Âèäèì ¾ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà¿: pq + qr = pr.

V åñòåñòâåííî ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì, àññîöèèðîâàííûì ñ V .

Íàîáîðîò, åñëè â àôèèííîì ïðîñòðàíñòâå çàôèêñèðîâàòü òî÷êó o (¾íà÷àëî îòñ÷åòà¿), òî âîç-
íèêàåò áèåêöèÿ (âåêòîðèçàöèÿ) S → V :

p 7→ op.

(çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà)

(o, e) � àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â S (èëè ðåïåð)
(â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè áûëî: ÄÑÊ)

Êîîðäèíàòû òî÷êè p ∈ S â ÄÑÊ (o, e) �
ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðà op â áàçèñå e.

êîîðäèíàòû òî÷êè p+ a ???

êîîðäèíàòû âåêòîðà pq

Çàìåíà êîîðäèíàò:
X = SX ′ + γ

Ïðèìåðû ïîäìíîæåñòâ, êîíñòðóêöèé

Ïëîñêîñòü, èëè ëèíåéíîå ïîäìíîãîîáðàçèå �

p+ U,

ãäå U 6 V .
Ðàçìåðíîñòü k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü (k = 0 � òî÷êà, k = 1 � ïðÿìàÿ, k = n−1 � ãèïåðïëîñêîñòü).

Ëþáûå k + 1 òî÷åê èç S ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ðàçìåðíîñòè 6 k.
p0 + 〈p0p1, p0p2, . . . , p0pk〉.

Àôôèííàÿ çàâèñèìîñòü, íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû èç k + 1 òî÷åê.
Ñâÿçü ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ âåêòîðîâ.

Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè òî÷åê (÷òîáû áûëà êîððåêòíîñòü, ñóììà êîýôôèöèåíòîâ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1, ïðèìåð
� öåíòð ìàññ.)

ïàðàëåëåëåïèïåä, ñèììëåêñ.

âûïóêëûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V , Ṽ è ò.ä. íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F.
(Ïðè ýòîì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìû ïîçâîëÿåì ñåáå èñ-
ïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå ñèìâîë ¾+¿; òî æå êàñàåòñÿ íóëåâûõ âåêòîðîâ, è ò.ä.)

Â ñèòàóöèÿõ, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêà ïîëÿ F, îãîâàðèâàåì ýòî îòäåëüíî. (Íàïðèìåð, äëÿ
F = C óìíîæåíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîíñòàíòó ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îñîáûì ñïîñîáîì.)

§ 1.Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Èçîìîðôèçì

Îïðåäåëåíèå è åãî ñëåäñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå φ : V → Ṽ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè ∀ a,b ∈ V è ∀ λ ∈ F
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
L1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),
L2. φ(λa) = λφ(a).

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òàêæå íàçûâàþò ãîìîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V → Ṽ îáû÷íî îáîçíà÷àþò Hom(V ; Ṽ ). Ìû ÷àùå áóäåì èñïîëüçîâàòü
÷óòü áîëåå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå L(V, Ṽ ).

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V → V (ò.å. â ÷àñòíîì ñëó÷àå Ṽ = V ) íàçûâàþò òàêæå ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì èëè ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V → F íàçûâàþò òàêæå ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì èëè ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ dim Ṽ = 1, â ýòîì ñëó÷àå Ṽ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîëåì êîí-
ñòàíò F.

Ïðèìåðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå îòîáðàæåíèå 0 : V → Ṽ òàêîå, ÷òî ∀
a ∈ V âûïîëíåíî 0(a) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ). Òîãäà ∀ ai ∈ V è ∀ λi ∈ F âûïîëíåíî

φ

(
k∑

i=1

λiai

)
=

k∑
i=1

λiφ(ai) . (2.1)

B Ñëåäóåò èç ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ L1, L2. �

Îòìåòèì, ÷òî L1 è L2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè ôîìóëû (2.1). Çàôèêñèðóåì íåñëîæ-
íûå, íî âàæíûå ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ è ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ). Òîãäà
1). φ(0) = 0;
2). ∀ a ∈ V âûïîëíåíî φ(−a) = −φ(a).
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B 1). Ñëåäóåò èç L2 äëÿ λ = 0.
2). Ñëåäóåò èç L2 äëÿ λ = −1. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3. 1). Åñëè a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî
φ(a1), φ(a2), . . . , φ(ak) � òîæå ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
2). ∀ A ⊂ V âûïîëíåíî rgφ(A) 6 rgA.

B 1). Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ïóíêòà 1) ïðåäëîæåíèÿ 1.2.
2). Ñëåäóåò èç 1). �

Ïðåäëîæåíèå 1.4 (îáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), U 6 V è U = 〈A〉. Òîãäà
1). φ(U) 6 Ṽ , áîëåå òîãî, φ(U) = 〈φ(A)〉. Â ÷àñòíîñòè, åñëè e1, e2, . . . , en � áàçèñ â V , òî
(íàïîìíèì, ÷òî φ(V ) òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ Imφ)

Imφ = 〈φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)〉 .

2). dimφ(U) 6 dimU .

B 1). Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.
2). Ñëåäóåò èç 1) (è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïóíêòà 2 ïðåäëîæåíèÿ 1.3). �

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè îòìåòèì îòäåëüíî ñâîéñòâà ëèíåéíîãî âëîæåíèÿ (èíúåêòèâíîãî
îòîáðàæåíèÿ).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ) è φ èíúåêòèâíî. Òîãäà
1). Åñëè a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî φ(a1), φ(a2), . . . , φ(ak) �
òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
2). ∀ A ⊂ V âûïîëíåíî rgφ(A) = rgA. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ U 6 V âûïîëíåíî dimφ(U) = dimU .

B 1). Ïóñòü
k∑

i=1

λiφ(ai) = 0, òîãäà φ

(
k∑

i=1

λiai

)
= 0. Íî φ(0) = 0, ïîýòîìó â ñèëó èíúåê-

òèâíîñòè,
k∑

i=1

λiai = 0. Îòñþäà, ïîñêîëüêó a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, èìååì

λ1 = . . . = λk = 0, òî åñòü
k∑

i=1

λiφ(ai) � òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ.

2). Ñëåäóåò èç 1). �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì
îáðàçîì, îáðàçàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) � áàçèñ â V , è c1, c2, . . . , cn � ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû

èç Ṽ . Òîãäà
1). ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : V → Ṽ òàêîå, ÷òî φ(ei) = ci,
i = 1, 2, . . . , n.
2). Ïðè ýòîì φ èíúåêòèâíî ⇔ ñèñòåìà c1, c2, . . . , cn ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

B 1). Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü a ∈ V ðàçëîæåí ïî áàçèñó e: a =
n∑

i=1

xiei. Òîãäà, â ñèëó (2.1),

îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåì

φ(a) =
n∑

i=1

xiφ(ei) =
n∑

i=1

xici. (2.2)

Ñóùåñòâîâàíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà (2.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ φ(ei) = ci, i = 1, 2, . . . , n.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ âåêòîðîâ a,b ∈ V , òàêèõ, ÷òî a =
n∑

i=1

xiei, b =
n∑

i=1

yiei, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ φ (ñ
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ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.9 ãëàâû 1) èìååì: φ(a) =
n∑

i=1

xici, φ(b) =
n∑

i=1

yici, φ(a + b) =
n∑

i=1

(xi + yi)ci,

φ(λa) =
n∑

i=1

(λxi)ci. Òåïåðü ëåãêî âèäåòü, ÷òî L1 è L2 âûïîëíåíû.

2). ⇒ Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5.
⇐ Ïóñòü φ(a) = φ(b) äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ a 6= b, òîãäà φ(a − b) = 0. Ðàçëîæèì íåíóëåâîé

âåêòîð a−b ïî áàçèñó e: a−b =
n∑

i=1

λiei. Òîãäà φ(a−b) =
n∑

i=1

λici = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ c1, c2, . . . , cn ðàâíà 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1 äàåò ïîíèìàíèå, íàñêîëüêî ìû ñâîáîäíû â îïðåäåëåíèè ëèíåíéíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ, îíî áûâàåò ïîëåçíî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ñ çàäàííûìè
ñâîéñòâàìè.

Óïðàæíåíèå. Ìîæåò ëè äëÿ íåêîòîðûõ φ ∈ L(V, V ) è a ∈ V âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî
óñëîâèÿ φ(a) 6= 0, φ(φ(a)) = 0?

Èçîìîðôèçì. Êîìïîçèöèÿ (ïðîèçâåäåíèå). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå φ : V → Ṽ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî ëèíåéíî è
áèåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V è Ṽ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì φ : V → Ṽ .

Òîò ôàêò, ÷òî V è Ṽ èçîìîðôíû, îáîçíà÷àåì V ∼= Ṽ .

Ïðåäëîæåíèå 1.6. 1). Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), ψ ∈ L(Ṽ , V̂ ). Òîãäà ψφ ∈ L(V, V̂ ).
2). Åñëè êðîìå òîãî φ è ψ � èçîìîðôèçìû, òî ψφ � òàêæå èçîìîðôèçì.

B 1). Ïðîâåðèì L1 äëÿ îòîáðàæåíèÿ ψφ. Èç îïðåäåëåíèÿ êîìïîçèöèè è óñëîâèÿ L1 äëÿ îòîá-
ðàæåíèé ψ è φ èìååì: ∀ a,b ∈ V âûïîëíåíî
(ψφ)(a+ b) = ψ(φ(a+ b)) = ψ(φ(a) + φ(b)) = ψ(φ(a)) + ψ(φ(b)) = (ψφ)(a) + (ψφ)(b).
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ L2.
2). Ñëåäóåò èç 1) è òîãî, ÷òî êîìïîçèöèÿ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé áèåêòèâíà. �

Ãîâîðÿò, ÷òî äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ φ, ψ ∈ L(V, V ) ïåðåñòàíîâî÷íûå (èëè êîììóòèðóþò), åñëè
φψ = ψφ. Îòìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîîáùå ãîâîðÿ íå ïîä÷èíÿåòñÿ òîæ-
äåñòâó φψ = ψφ. Íåòðóäíî ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå
ïîñëå òåîðåìû 1.1).

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Åñëè îòîáðàæåíèå φ : V → Ṽ � èçîìîðôèçì, òî φ−1 � òàêæå èçîìîðôèçì.

B Äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ a,b ∈ Ṽ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû âåêòîðû c = φ−1(a) è d = φ−1(b).
Òàê êàê φ(c+d) = φ(c)+φ(d) = a+b, òî c+d = φ−1(a+b), òî åñòü φ−1(a+b) = φ−1(a)+φ−1(b).
Äàëåå, φ(λc) = λφ(c) = λa, îòêóäà φ−1(λa) = λc = λφ−1(a). �

Äëÿ öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k îïðåäåëèì k-óþ ñòåïåíü ïðåîáðàçîâàíèÿ φ : V → V êàê
φk = φφ . . . φ︸ ︷︷ ︸

k áóêâ φ

ïðè k > 0 è êàê òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå IV ïðè k = 0. Ïðè ýòîì ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà φm+k = φmφk è φmk = (φm)k. Åñëè êðîìå òîãî φ � èçîìîðôèçì, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü k-óþ ñòåïåíü è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ k êàê φk = (φ−1)−k. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà φm+k = φmφk è φmk = (φm)k îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ âñåõ m, k ∈ Z.

Î÷åâèäíî V ∼= V (ïðèìåð èçîìîðôèçìà � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå IV : V → V ). Ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.6 è 1.7 ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîøåíèå ¾áûòü èçîìîðôíûìè¿ ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî,
ò.å. V ∼= Ṽ ⇒ Ṽ ∼= V è V ∼= Ṽ , Ṽ ∼= V̂ ⇒ V ∼= V̂ . Òåì ñàìûì, âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
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ìûñëèòü ðàçáèòûìè íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (òàê ÷òî äâà ïðîñòðàíñòâà èç îäíîãî êëàññà ýêâè-
âàëåíòíîñòè èçîìîðôíû, à èç ðàçíûõ � íå èçîìîðôíû). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êëàññèôèêàöèþ
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü dimV <∞, dim Ṽ <∞. Òîãäà

V ∼= Ṽ ⇔ dimV = dim Ṽ .

B ⇒ Åñëè φ : V → Ṽ � èçîìîðôèçì, òî φ èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1.5, èìååì dimV = dim(φ(V )) = dim Ṽ .
⇐ Ïóñòü dimV = dim Ṽ = n. Â ïðåäëîæåíèè 2.9 ãëàâû 1 ìû ôàêòè÷åñêè ñòàëêèâàëèñü ñ

èçîìîðôèçìîì � ñîïîñòàâëåíèåì âåêòîðó åãî êîîðäèíàòíîãî ñòîëáöà (â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå).
Çíà÷èò, ó íàñ åñòü ¾ýòàëîííîå¿ n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Fn = Mn×1, òàê ÷òî V ∼= Mn×1, Ṽ ∼= Mn×1,
è ñëåäîâàòåëüíî, V ∼= Ṽ . �

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñîáåðåì óñëîâèÿ, ýêâèâàëåíòíûå èçîìîðôíîñòè äàííîãî ëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü dimV = dim Ṽ = n <∞, e = (e1, e2, . . . , en) � áàçèñ â V . Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ).
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) φ � èçîìîðôèçì;
2) φ � èíúåêöèÿ;
3) φ � ñþðúåöèÿ;

4) φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en) � áàçèñ â Ṽ .

B 1) ⇒ 2) Î÷åâèäíî.
2)⇒ 3) Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.5, dim(φ(V )) = dimV = n. Çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû

2.1, èìååì φ(V ) = V , òî åñòü φ ñþðúåêòèâíî.
3) ⇒ 4) Êàê ìû çíàåì (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.4), φ(V ) = 〈φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)〉. Èç òî-

ãî, ÷òî dimφ(V ) = n, ñëåäóåò, ÷òî rg(φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)) = n, çíà÷èò, ñèñòåìà âåêòîðîâ
φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en) ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V .

4) ⇒ 1) Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, φ èíúåêòèâíî. À ïîñêîëüêó φ(V ) = 〈φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en)〉, φ
ñþðúåêòèâíî. �

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íà Hom(V ; Ṽ ).

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé îòîáðàæåíèé φ, ψ ∈ L(V, Ṽ ) íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå
η : V → Ṽ , ÷òî ∀a ∈ V âûïîëíåíî
η(a) = φ(a) + ψ(a).

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèÿ φ ∈ L(V, Ṽ ) íà êîíñòàíòó λ ∈ F íàçûâàåòñÿ
òàêîå îòîáðàæåíèå ψ : V → Ṽ , ÷òî ∀a ∈ V âûïîëíåíî
ψ(a) = λφ(a).

Ðåçóëüòàò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî íàçûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ñóììîé è ïðî-
èçâåäåíèåì íà ÷èñëî, è îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: φ+ψ è λφ. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèÿ
îçíà÷àþò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ, êîòîðûå âûãëÿäÿò âïîëíå åñòåñòâåííî:

(φ+ ψ)(a) = φ(a) + ψ(a);

(λφ)(a) = λφ(a).

Ïðè F = C óìíîæåíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîíñòàíòó ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îñîáûì
ñïîñîáîì (è èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Âòîðîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ:

(λφ)(a) = λφ(a).
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Ïðåäëîæåíèå 1.8. Åñëè φ, ψ ∈ L(V, Ṽ ), òî φ+ ψ ∈ L(V, Ṽ ) è λφ ∈ L(V, Ṽ ).

B Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Íàïðèìåð, ïðîâåðèì L2 äëÿ λφ ñî âòîðûì âàðèàíòîì îïðåäå-
ëåíèÿ. Èìååì (λφ)(µa) = λφ(µa) = λµφ(a) = µ(λφ(a)) = µ(λφ)(a)). Òåì ñàìûì, λφ óäîâëåòâîðÿåò
L2. �

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ìíîæåñòâî L(V, Ṽ ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî
ââåäåííûõ âûøå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

B Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �

Ïðè F = C ìíîæåñòâî L(V, Ṽ ) íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà äâóìÿ ñïîñî-
áàìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ äâóìÿ ñïîñîáàìè îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Â ñëó÷àå ðàññìîò-
ðåíèÿ âòîðîãî âàðèàíòà âìåñòî L(V, Ṽ ) ïèøåì L(V, Ṽ ).

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Ïóñòü φ, ψ ∈ L(V, Ṽ ), φ̃, ψ̃ ∈ L(Ṽ , V̂ ). Òîãäà
1. φ̃(φ+ ψ) = φ̃φ+ φ̃ψ;

2. (φ̃+ ψ̃)φ = φ̃φ+ ψ̃φ;
3. λ(φ̃φ) = (λφ̃)φ = φ̃(λφ).

B Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �

Ôóíêöèè îò îïåðàòîðîâ.

Íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(V, V ) îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà êîí-
ñòàíòû è óìíîæåíèÿ. Ïðåäëîæåíèÿ 1.9 è 1.10 âìåòñòå ñ óñëîâèåì àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ
(êîòîðàÿ âûïîëíåíà äëÿ êîìïîçèöèè ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé) îçíà÷àþò, ÷òî L(V, V ) èìååò
ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé àëãåáðû. Ïîýòîìó L(V, V ) ìîæåì íàçûâàòü àëãåáðîé ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ íà ïðîñòðàíñòâå V .

Åñëè φ ∈ L(V, V ), à f ∈ F[X] � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, òàê ÷òî f(x) =
m∑
i=0

aix
i, òî ïîëîæèì

f(φ) =
m∑
i=0

aiφ
i (íàïîìíèì, ÷òî φ0 = IV � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå). Ïðåîáðàçîâàíèå f(φ)

ïåðåñòàíîâî÷íî ñ φ. Áîëåå îáùî, åñëè f è g � äâà ìíîãî÷ëåíà, òî f(φ) è g(φ) � ïåðåñòàíîâî÷íûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ôîðìàëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì φ ∈ L(V, V ) ïîäñòàíîâêà f 7→ f(φ) çàäàåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð F[X]→ L(V, V ).

Îáðàç � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò φ � ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðîé â L(V, V ). Íèæå ìû ãîâîðèì î ÿäðå

ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ∈ F[X] ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì äëÿ îïåðàòîðà φ ∈ L(V, V ) (èëè
f àííóëèðóåò φ), åñëè f(φ) = 0 (íóëåâîé îïåðàòîð). Ïðè dimV < n äëÿ äàííîãî φ ∈ L(V, V )
èìåþòñÿ íåíóëåâûå àííóëèðóþùèå ìíîãî÷ëåíû. Îòëîæèâ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, óñòàíîâèì
ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, àííóëèðóþùèõ φ.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí µ ∈ F[X] íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì îïå-
ðàòîðà φ ∈ L(V, V ), åñëè µ àííóëèðóåò φ è èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ àííóëè-
ðóþùèõ φ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïóñòü µ ∈ F[X] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ ∈ L(V, V ) è

f ∈ F[X]. Òîãäà f àííóëèðóåò φ ⇔ f
...µ (äåëèòñÿ â êîëüöå F[X]).

B Ðàçäåëèì f íà µ ñ îñòàòêîì: f = qµ+ r, ãäå q, r ∈ F[X], deg r < deg µ. Òîãäà ðàâåíñòâî îñòà-
åòñÿ âåðíûì ïîñëå ïîäñòàíîâêè φ: f(φ) = q(φ)µ(φ)+r(φ). Ïîñêîëüêó µ(φ) = 0, èìååì f(φ) = r(φ).
Çíà÷èò, f(φ) = 0⇔ r(φ) = 0. Óñëîâèå r(φ) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî r àííóëèðóåò φ è åãî ñòåïåíü ìåíüøå
ñòåïåíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, ò.å. r = 0 (íóëåâîé ìíîãî÷ëåí). Òàêèì îáðàçîì, f(φ) = 0 ⇔
r = 0 ⇔ f

...µ. �
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ îïåðàòîðà φ ∈ L(V, V ) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèå íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó

B Åñëè µ è µ′ � îáà ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ φ, òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.11, µ′ ...µ è

µ
...µ′. �

Ìíîãî÷ëåí ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñòåïåííîãî ðÿäà, èëè áîëåå îáùî, ðÿäà Ëîðàíà. Ìîæíî
îïðåäåëÿòü ôóíêöèè îò îïåðàòîðà φ ÷åðåç çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðíîãî ðÿäà

∑
aiφ

i,
ïðàâäà âî ìíîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè òàêîãî ðÿäà òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ íà φ (êðîìå òîãî, ñõîäèìîñòü ìîæíî ïîíèìàòü â ðàçíûõ ñìûñëàõ). Òàê, äëÿ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ φ : V → V , ãäå V � ïðîñòðàíñòâî íàä R èëè C, ìîæíî ãîâîðèòü îá exp(φ) è ò.ä.

Ïðèìåðû

Ïóñòü V = U1

⊕
U2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå a = a1 + a2,

ãäå a1 � ïðîåêöèÿ a íà U1 âäîëü U2, a2 � ïðîåêöèÿ a íà U2 âäîëü U1.

Îòîáðàæåíèå φ : V → V òàêîå, ÷òî φ(a) = a1, íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì íà U1 âäîëü (èëè
ïàðàëëåëüíî) U2.

Îòîáðàæåíèå ψ : V → V òàêîå, ÷òî φ(a) = a1−a2, íàçûâàåòñÿ îòðàæåíèåì (èëè ñèììåòðèåé)
îòíîñèòåëüíî U1 âäîëü (èëè ïàðàëëåëüíî) U2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòðàæåíèå è ïðîåêòèðîâàíèå � ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì îòðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

I. Ïóñòü φ : R3 → R3 � äâèæåíèå, äëÿ êîòîðîãî íà÷àëî êîîðäèíàò O � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
(îòîæäåñòâëÿåì òî÷êè ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè), íàïðèìåð, φ � ïîâîðîò âîêðóã îñè (ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O).
Ëèíåéíûå áèåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè φ : R2 → R2 � àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíè,
äëÿ êîòîðûõ O � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (ñì. íèæå ïàðàãðàô § 4.).

II.1. Ïóñòü A ∈Mm×n � ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Îïðåäåëèì φ ∈ L(Mn×p,Mm×p) ïðàâèëîì
φ(X) = AX. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî φ ëèíåéíî (íèæå óâèäèì, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ê
ýòîìó ïðèìåðó ìîæíî ñâåñòè ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå äîìíîæåíèå ñïðàâà íà ôèêñèðîâàííóþ ìàòðèöó.

II.2. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö m× n � ïðèìåð èçîìîðôèçìà Mm×n →Mn×m.

III.1. Ïóñòü C[a, b] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå
[a, b]. Äëÿ ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ [a, b] ïðîñòðàíñòâà C[a, b] èçîìîðôíû. Íàïðèìåð, èçîìîðôèçì
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè C[−2, 0], C[0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì φ(f(x)) = f(2x− 2).

III.2. Ïóñòü V = C1(R). Äèôôåðåíöèðîâàíèå d : V → V çàäàåòñÿ ïðàâèëîì (d(f))(x) = f ′(x).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî d � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíûé äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð � ìíîãî÷ëåí îò d.
Â ñëó÷àå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (äëÿ V = C1(Rn)) ìîæíî ðàññìîòðåòü ëèíåéíûå îïå-

ðàòîðû âçÿòèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂

∂xi
(ýòè îïåðàòîðû � íå ïåðåñòàíîâî÷íûå, íî ñòàíîâÿòñÿ

òàêîâûìè ïðè îãàíè÷åíèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî C2(Rn)).
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå C(R) → C(R) èíòåãðèðîâàíèå ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì çà-

äàåòñÿ ïðàâèëîì φ(f(x)) =
x∫
0

f(t) dt.
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III.3. Ïóñòü V = F(N) = {(a1, a2, . . .) | ai ∈ F} � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îïåðàòîð ñäâèãà φ : V → V îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì φ(a1, a2, . . .) = (a2, a3, . . .). Îïðåäåëèì
îïåðàòîð ïåðâîé ðàçíîñòè ∆ = φ− IV , òàê ÷òî ∆(a1, a2, . . .) = (a2 − a1, a3 − a2, . . .).
Äëÿ k ∈ N ñòåïåíü ∆k íàçûâàþò îïåðàòîðîì k-îé ðàçíîñòè.

IV. Ïóñòü F � ïîäïîëå íåêîòîðîãî ïîëÿ K, à φ : K → K � èçîìîðôèçì ïîëÿ K íà ñåáÿ
(àâòîìîðôèçì), ïðè êîòîðîì âñå ýëåìåíòû ïîëÿ F íåïîäâèæíû. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì K→ K, ãäå K ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F.

§ 2.Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå çàíèìàåìñÿ òîëüêî êîíå÷íîìåðíûìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ïîëàãàåì
dimV = n, dim Ṽ = m, dim V̂ = p.

Îïðåäåëåíèå. Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâàõ V è Ṽ çàôèêñèðîâàíû áàçèñû e = (e1, e2, . . . , en)

è f = (f1, f2, . . . , fm) ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ ∈ L(V, Ṽ ) â ïàðå
áàçèñîâ e è f íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A ∈Mm×n, ñòîëáöû a•1, a•2, . . . , a•n êîòîðîé � êîîðäèíàòíûå
ñòîëáöû ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðîâ φ(e1), φ(e2), . . . , φ(en) â áàçèñå f.

Ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ∈ L(V, V ) â ïàðå ñîâïàäàþùèõ áàçèñîâ e è e áóäåì òàêæå
íàçûâàòü êîðî÷å: ìàòðèöà φ â áàçèñå e.

Êîìïàêòíî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê (φ(e1)φ(e2) . . . φ(en)) = fA. Òîò ôàêò, ÷òî A �
ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ â ïàðå áàçèñîâ e è f, áóäåì îáîçíà÷àòü φ −→

e,f A.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâàõ V è Ṽ çàôèêñèðîâàíû áàçèñû e è f ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà îòîáðàæåíèå φ −→

e,f A � áèåêöèÿ ìåæäó L(V, Ṽ ) è Mm×n.

B Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà A íåñåò â ñåáå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá îáðàçàõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.1. �

Âûâåäåì ôîðìóëó êîîðäèíàòíîé çàïèñè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü φ −→
e,f A. Åñëè a = eX, φ(a) = fY , òî

Y = AX .

B Òàê êàê a =
n∑

i=1

xiei, òî φ(a) =
n∑

i=1

xiφ(ei). Çàìåíèì â ýòîì ðàâåíñòâå âåêòîðû íà èõ êîîð-

äèíàòíûå ñòîëáöû â áàçèñå f, ïîëó÷èì: Y =
n∑

i=1

xia•i, ãäå, êàê îáû÷íî, a•i îáîçíà÷àåò i-é ñòîëáåö

ìàòðèöû A. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâíà AX, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòâíîâèòü. �

Ôîðìóëà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Áîëåå, òî÷íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå φ : V → Ṽ (àïðèîðè íå èçâåñòíî, ÷òî îíî ëèíåéíîå) è
ìàòðèöà A ∈Mm×n. Ïóñòü ∀ a ∈ V êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû X è Y âåêòîðîâ a = eX è φ(a) = fY

ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì Y = AX. Òîãäà φ ∈ L(V, Ṽ ), ïðè÷åì φ −→
e,f A.

B Âîçüìåì ψ ∈ L(V, Ṽ ) òàêîå, ÷òî ψ −→
e,f A (òàêîå ψ ñóùåñòâóåò, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1).

Òîãäà φ è ψ èìåþò îäíó è òó æå êîîðäèíàòíóþ çàïèñü Y = AX, ò.å. φ = ψ. �
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà è ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïåðåõîä îò áàçèñà e = (e1, . . . , en) ê e′ = (e′1, . . . , e
′
n) ôîðìàëüíî íå ñâÿçàí ñ ëèíåéíûìè ïðåîáðà-

çîâàíèÿìè. Îäíàêî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, ïî ïàðå áàçèñîâ e è e′ ìîæíî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : V → V òàêîå, ÷òî φ(ei) = e′i äëÿ i = 1, . . . , n (ïðè ýòîì φ ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì � ñì. òåîðåìó 1.3). Îòìåòèì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ è ìàòðèöåé ïåðåõîäà.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü dimV = n < ∞, e è e′ � áàçèñû â V . Ïóñòü èçîìîðôèçì φ : V → V
òàêîâ, ÷òî φ(ei) = e′i äëÿ i = 1, . . . , n; φ −→

e,e A. Òîãäà A � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′.

B Äîñòàòî÷íî ñîïîñòàâèòü îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû ïåðåõîäà.
�

Ñâÿçü ìåæäó îïåðàöèÿìè íàä îòîáðàæåíèÿìè è ìàòðèöàìè

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ìîæåò áûòü óñèëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü e è f � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è Ṽ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îòîáðàæåíèå
φ −→

e,f A ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ L(V, Ṽ ) è Mm×n.

B Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà. �

Ñëåäñòâèå. dimL(V, Ṽ ) = mn.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä C ïðîñòðàíñòâî L(V, Ṽ ) (ñî âòîðûì ñïîñîáîì
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ íà êîíñòàíòó) èçîìîðôíî Mm×n(C); èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ êàê
φ 7→ A.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), φ̃ ∈ L(Ṽ , V̂ ), e, f, g � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V , Ṽ , V̂

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü φ −→
e,f A, φ̃

−→
f,g Ã. Òîãäà φ̃φ

−→
e,g ÃA.

B Ïóñòü a ∈ V � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, a = eX, φ(a) = fY , φ̃(φ(a)) = gZ. Òîãäà äâàæäû
ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.1, èìååì Y = AX, Z = ÃY , îòêóäà Z = Ã(AX) = (ÃA)X. Îòñþäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.1). �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü φ −→
e,f A. Òîãäà φ � èçîìîðôèçì ⇔ A îáðàòèìà. Åñëè φ � èçîìîðôèçì, òî

φ−1 −→
f,e A−1.

B Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî IV
−→
e,e E. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ) è φ −→
e,e A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p èìååì p(φ) −→

e,e p(A).

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü e � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà îòîáðàæåíèå φ −→
e,e A ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì àëãåáð L(V, V ) è Mn×n(F).
Â ÷àñòíîñòè ãðóïïà (ïî óìíîæåíèþ) èçîìîðôèçìîâ V → V èçîìîðôíà GLn(F) (ãðóïïå íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö).

Óñòàíîâëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàöèÿìè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíÿìè è îïåðàöèÿìè
íàä ìàòðèöàìè ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî â îáå ñòîðîíû: íåêîòîðûå çàäà÷è îá îòîáðàæåíèÿõ ìîãóò
áûòü ñâåäåíû ê âîïðîñàì î ìàòðèöàõ, è íàîáîðîò (ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèÿ â êîíöå ñëåäóþùåãî
ïàðàãðàôà).

Ìíîãèå ïîíÿòèå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû îäíîâðåìåííî äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è äëÿ ìàò-
ðèö. Íàïðìåð: ãîâîðÿò î ðàíãå îòîáðàæåíèÿ, èìåÿ â âèäó ðàíã ìàòðèöû ýòîãî îòîáðàæåíèÿ (íèæå
ìû óâèäèì, ÷òî ýòîò ðàíã íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ); íåâûðîæäåííûì íàçûâàþò îïåðàòîð
φ ∈ L(V, V ), ìàòðèöà êîòîðîãî íåâûðîæäåííàÿ (ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî φ � èçî-
ìîðôèçì); c äðóãîé ñòîðîíû, ìîæåì ãîâîðèòü îá àííóëèðóþùèõ è ìèíìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíàõ äëÿ
ìàòðèö èç Mn×n(F).

26



Èçìåíåíèå ìàòðèöû ïðè çàìåíå áàçèñà

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü â V âûáðàíû áàçèñû e è e′, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ïåðåõîäà S: e′ = eS; â Ṽ
âûáðàíû áàçèñû f è f ′, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ïåðåõîäà R: f ′ = fR. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ) òàêîâî, ÷òî
φ −→

e,f A è φ
−→
e′,f′A

′. Òîãäà

A′ = R−1AS .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè V = Ṽ , e = f è e′ = f ′, òî

A′ = S−1AS .

B Ïóñòü a ∈ V � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïóñòü a = eX = e′X ′, φ(a) = fY = f ′Y ′. Òîãäà ïî
òåîðåìå 2.1 èìååì Y = AX, Y ′ = A′X ′ è (ïî òåîðåìå 2.4, ãëàâà 1) X = SX ′, Y = RY ′. Îòñþäà
RY ′ = ASX ′ ⇒ Y ′ = R−1ASX ′ èëè Y ′ = (R−1AS)X ′. Ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: R−1AS = A′ (ñì.
ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.1). �

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ ∈ L(V, Ṽ ) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ V è Ṽ .

B Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî A′ ïîëó÷àåòñÿ èç A äîìíîæåíèåì ñëåâà è ñïðàâà íà íåâûðîæäåííûå
ìàòðèöû. �

Èíâàðèàíòíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàíãà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ äàåòñÿ íèæå â ñëåä-
ñòâèè èç òåîðåìû 3.1.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöó S−1AS èíîãäà íàçûâàþò ïîäîáíîé èëè ñîïðÿæåííîé ìàòðèöå
A. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå ïîäîáèÿ � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
Mn×n(F). Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïîäîáíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå
îïåðàòîðó, â ðàçíûõ áàçèñàõ.

Ïðèìåðû

Ïóñòü V = U1

⊕
U2. Ââåäåì áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en) â V , ñîãëàñîâàííûé U1

⊕
U2, òàê, ÷òî e1, . . . , ek

� áàçèñ â U1, à ek+1, . . . , en � áàçèñ â U2.
Ïóñòü φ : V → V � ïðîåêòèðîâàíèå íà U1 âäîëü U2. Òîãäà (ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ): φ −→
e,e

(
Ek O
O O

)
.

Ïóñòü ψ : V → V � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî U1 âäîëü U2. Òîãäà ψ
−→
e,e

(
Ek O
O −En−k

)
.

III.1. Ïóñòü V = Pn = 〈1, x, x2, . . . , xn〉 è e = (1, x, x2, . . . , xn) � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â V .

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d : V → V èìååò â áàçèñå e ìàòðèöó


0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0

. . .
0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0


(ïîñêîëüêó (xk+1)′ = (k + 1)xk, èìååì d(ei+1) = (i+ 1)ei).

§ 3.Îáðàç è ÿäðî

Îáðàç

Â ïðåäëîæåíèè 1.4 ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè φ ∈ L(V, Ṽ ) îáðàç φ(U) ïîäïðî-
ñòðàíñòâà U 6 V ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Ṽ . Äëÿ îáðàçà îòîáðàæåíèÿ φ íàðÿäó ñ îáîçíà-
÷åíèåì φ(V ) èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå Imφ. Î÷åâèäíî, φ ∈ L(V, Ṽ ) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ⇔
Ṽ = Imφ.
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Òåîðåìà 3.1 (êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå îáðàçà). Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), e, f � áàçèñû â V è Ṽ . Ïóñòü

φ −→
e,f A. Äëÿ âåêòîðà b ∈ Ṽ , b = fY âûïîëíåíî: b ∈ Imφ ⇔ Y ∈ 〈a•1, a•2, . . . , a•n〉.

B Ñëåäóåò èç ñîïîñòàâëåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ 1.4.
�

Èíà÷å ãîâîðÿ, òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â òåðìèíàõ êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ Imφ çàäàåòñÿ êàê
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äàåò åùå îäíî
îáúÿñíåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî rgA íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ V è Ṽ .

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû dim Imφ = rgA .

ßäðî

Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ïîëíûé ïðîîáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ) è Ũ 6 Ṽ . Òîãäà {a ∈ V |φ(a) ∈ Ũ} 6 V .

B Ïîëîæèì U = {a ∈ V |φ(a) ∈ Ũ} è ïðîâåðèì äëÿ U ñâîéñòâà Ï1 è Ï2.
Ïóñòü a,b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç U . Òîãäà φ(a) ∈ Ũ , φ(b) ∈ Ũ . Èç ñâîéñòâà Ï1 äëÿ Ũ

ïîëó÷àåì, ÷òî φ(a) + φ(b) ∈ Ũ , òî åñòü φ(a + b) ∈ Ũ . Íî ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî
a+ b ∈ U .
Ï2 ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Îïðåäåëåíèå. ßäðîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ ∈ L(V, Ṽ ) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
{a ∈ V |φ(a) = 0}.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ÿäðà � Kerφ. Îïåðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: Kerφ � ýòî
ïîëíûé ïðîîáðàç íóëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Åñëè φ ∈ L(V, Ṽ ), òî Kerφ 6 V .

Äëÿ âûÿñíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè φ èíúåêòèâíûì, ïîëåçåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. φ ∈ L(V, Ṽ ) èíúåêòèâíî ⇔ Kerφ = O.

B Ñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2 òåîðåìû 1.1.
⇒ Ïóñòü a ∈ Kerφ, òî åñòü φ(a) = 0. Íî òàêæå φ(0) = 0, è ïîñêîëüêó φ èíúåêòèâíî, èìååì
a = 0.
⇒ Ïóñòü φ(a) = φ(b). Òîãäà φ(a− b) = 0. Ñ ó÷åòîì Kerφ = O èìååì a− b = 0, òî åñòü a = b.
Òåì ñàìûì, φ(a) = φ(b) ⇒ a = b, è èíúåêòèâíîñòü äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.2 (êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ÿäðà). Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), e, f � áàçèñû â V è Ṽ . Ïóñòü

φ −→
e,f A. Äëÿ âåêòîðà a ∈ Ṽ , a = fX âûïîëíåíî: a ∈ Kerφ ⇔ AX = O.

B Äîñòàòî÷íî ñîïîñòàâèòü îïðåäåëåíèå ÿäðà ñ ôîðìóëîé Y = AX (ñì. òåîðåìó 2.1). �

Èíà÷å ãîâîðÿ, òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â òåðìèíàõ êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ Kerφ çàäàåòñÿ êàê
îáùåå ðåøåíèå Sol(AX = O) îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ
A.

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû dimKerφ = n− rgA .
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Ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíîñòÿìè ÿäðà è îáðàçà

Óñòàíîâèì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ ðàçìåðíîñòè ÿäðà è îáðàçà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ) è dimV = n <∞. Òîãäà

dimKerφ+ dim Imφ = n . (2.3)

B Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dim Ṽ < ∞ (èíà÷å çàìåíèì Ṽ íà ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå Imφ, çàìåíà íå âëèÿåò íà Im è Ker). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A îòîáðàæåíèÿ φ
â íåêîòîðûõ áàçèñàõ. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 3.1 èìååì dim Imφ = rgA, à ïî ñëåäñòâèþ èç
òåîðåìû 3.2 èìååì dimKerφ = n− rgA. Îòñþäà âûòåêåò íóæíàÿ ôîðìóëà ðàçìåðíîñòåé. �
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), dimV <∞ è U 6 V . Òîãäà

dimU 6 dimφ(U) + dimKerφ, (2.4)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ⇔ U > Kerφ.

B Îãðàíè÷åíèå φ íà U (ò.å. φ|U ∈ L(U, Ṽ )), îáîçíà÷èì ψ. Ïðèìåíèâ (2.3) ê ψ, èìååì
dimφ(U) + dimKerψ = dimU , ïðè ýòîì Kerψ = (Kerφ) ∩ U 6 Kerφ, îòêóäà ñëåäóþò íóæíûå
óòâåðæäåíèÿ. �

Îòìåòèì, ÷òî (2.3) íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ óñëîâèé 1), 2), 3) â òåîðåìå 1.3.

Ìû äîêàçàëè òåîðåìó 3.3, ïåðåéäÿ c ¾ÿçûêà îòîáðàæåíèé¿ íà ¾ìàòðè÷íûé ÿçûê¿. Áîëåå ¾êîíöåïòóàëüíî¿

� ïîëó÷èòü ôîðìóëó ðàçìåðíîñòåé (2.3) êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå V/Kerφ ∼= Imφ (ýòî ñòàí-

äàðòíàÿ òåîðåìà êóðñà àëãåáðû äëÿ ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì), êîòîðàÿ âûòåêàåò èç åñòåñòâåííîé áèåêöèè

a+Kerφ 7→ φ(a). Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå ìîæíî ïîëó÷èòü áèåêöèþ ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè â

V , ñîäåðæàøèìè Kerφ, è ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Imφ (÷òî ñîîòâåòñâóåò ñëó÷àþ ðàâåíñòâà â (2.4)).

Â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè íàìå÷åí åùå îäèí ïóòü äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû èç òåîðåìû 3.3 áåç
ïðèâëå÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ) è dimV = n < ∞. Ïóñòü er+1, . . . , en � áàçèñ â Kerφ. Äî-
ïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V . Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà Imφ = 〈φ(e1), . . . , φ(er)〉,
ïðè÷åì φ(e1), . . . , φ(er) � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.

Ïðåäëàãàåì åùå îäíî óïðàæíåíèå î ïðîñòåéøåì âèäå ìàòðèöû ëèíåíéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ). Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ V è Ṽ ìîæíî âûáðàòü
áàçèñû e è f òàê, ÷òî

φ −→
e,f

(
Er O
O O

)
.

(Óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ íå ñëåäóåò ïóòàòü ñî ñëó÷àåì âûáîðà îäíîãî è òîãî æå
áàçèñà e = f äëÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê îáû÷íî áóäåò ïðîèñõîäèòü â ãëàâå 3.)

Ïðèìåðû

Ïóñòü V = U1

⊕
U2. Ïóñòü φ : V → V � ïðîåêòèðîâàíèå íà U1 âäîëü U2. Òîãäà Imφ = U1,

Kerφ = U2.

III.1. Ïóñòü V = C∞(R). Îáùåå ðåøåíèå U ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
x(n) + an−1(t)x

(n−1) + . . . + a1(t)x
′ + a0(t)x = 0 (ãäå ai(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè R → R)

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà dn + an−1d
n−1 + . . .+ a1d+ a0d

0.
Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óñòàíàâ-

ëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ðåøåíèåì x ∈ U è ñòîëáöîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé


x(t0)
x′(t0)
. . .

x(n−1)(t0)

,
òåì ñàìûì, dimU = n.
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III.2. Ïóñòü V = F(N) = {(a1, a2, . . .) | ai ∈ F} � ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ôèáîíà÷÷èåâû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü çàäàíû êàê ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
φ2 − φ− φ0, ãäå φ : V → V � îïåðàòîð ñäâèãà.

ßäðî è îáðàç ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé

Íà÷íåì ñ äâóõ ïî÷òè î÷åâèäíûõ ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), ψ ∈ L(Ṽ , V̂ ). Òîãäà

Im(ψφ) 6 Imψ.

B Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé âêëþ÷åíèÿ ψ(U) 6 ψ(V ) äëÿ U = φ(V ). �

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), ψ ∈ L(Ṽ , V̂ ). Òîãäà

Ker(ψφ) > Kerφ.

B Åñëè a ∈ Kerφ, òî φ(a) = 0 ⇔ (ψφ)(a) = ψ(φ(a)) = 0 ⇔ a ∈ Ker(ψφ). �

Óïðàæíåíèå. Ïåðåôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû îá îöåíêå ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
rg(AB) 6 rgA, rg(AB) 6 rgB â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Çàôèêñèðóåì åùå íåñêîëüêî ôàêòîâ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü φ ∈ L(V, Ṽ ), ψ ∈ L(Ṽ , V̂ ), dimV <∞. Òîãäà

dimKer(ψφ) 6 dimKerφ+ dimKerψ. (2.5)

B Ïóñòü U = Ker(ψφ). Òîãäà φ(U) 6 Kerψ. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 3.3, èìååì
dimU = dimφ(U) + dimKerφ 6 dimKerψ + dimKerφ, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî â (2.5) äîñòèãàåòñÿ⇔ φ(U) = Kerψ, èëè, ïîñêîëüêó U ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ïðîîáðàçîì Kerψ îòíîñèòåëüíî φ, ýêâèâàëåíòíî, Kerψ 6 Imφ.

Óïðàæíåíèå. à) Äëÿ ìàòðèö A ∈Mm×n, B ∈Mn×k äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà

rg(AB) > rgA+ rgB − n.

á) Êàêîâ ìàêñèìàëüíûé ðàíã ìàòðèöû A ∈Mn×n, åñëè A2 = O?
â)∗ Äëÿ ìàòðèö A ∈Mm×n, B ∈Mn×k, C ∈Mk×l äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà (îáîáùà-

þùåå íåðàâåíñòâî Ñèëüâåñòðà)

rg(ABC) + rgB > rg(AB) + rg(BC).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.4 èìååì

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ), ψ ∈ L(V, V ), ïðè÷åì φψ = ψφ. Òîãäà

Ker(ψφ) > Kerφ+Kerψ. (2.6)

B Òàê êàê Ker(ψφ) > Kerφ è Ker(ψφ) = Ker(φψ) > Kerψ, òî
Ker(ψφ) > 〈Kerφ,Kerψ〉 = Kerφ+Kerψ. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ), ψ ∈ L(V, V ), dimV < ∞, ïðè÷åì φψ = ψφ. Åñëè
Kerφ ∩Kerψ = O, òî Ker(ψφ) = Kerφ⊕Kerψ.

B Èç (2.6), ïðè óñëîâèè Kerφ ∩ Kerψ = O, ñëåäóåò, ÷òî Ker(ψφ) > Kerφ ⊕ Kerψ è
dimKer(ψφ) > dimKerφ+ dimKerψ. Òîãäà èç (2.5) âûòåêåò òðåáóåìîå. �
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Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ), à f1, . . . , fk ∈ F[X] � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî-

÷ëåíû. Òîãäà
k∑

i=1

Ker(fi(φ)) � ïðÿìàÿ ñóììà.

Åñëè, êðîìå òîãî, dimV <∞, òî Ker(f1(φ))⊕ . . .⊕Ker(fk(φ)) = Ker(f1(φ) . . . fk(φ)).

B Äîêàæåì â ñëó÷àå k = 2. Ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî, òàê êàê ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k ìîæíî
ðàçîáðàòü, ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå äëÿ k = 2 ê ìíîãî÷ëåíàì f1 è f2 . . . fk, äàëåå ê f2 è f3 . . . fk è
ò.ä.
Òàê êàê f1 è f2 âçàèìíî ïðîñòû, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû g1, g2 ∈ F[X] òàêèå, ÷òî g1f1 + g2f2 = 1.
Òîãäà èç ýòîãî ðàâåíñâà ìíîãî÷ëåíîâ èìååì g1(φ)f1(φ) + g2(φ)f2(φ) = IV .
Ïðèìåíÿÿ ýòî îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî äëÿ a ∈ Ker(f1(φ)) ∩ Ker(f2(φ)), ïîëó÷àåì 0 = a, çíà÷èò
Ker(f1(φ)) ∩Ker(f2(φ)) = O, òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå ïðî ïðÿìóþ ñóììó äîêàçàíî.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ïîëó÷àåì â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6. �

§ 4.Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (íà ïëîñêîñòè).

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

S � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.
äàëåå ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíûé ñëó÷àé: S = P (ïëîñêîñòü)
V � äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ðàäèóñ-âåêòîðû íà ïëîñêîñòè).

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè f : P → P íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (ëèíåéíî-
àôôèííûì) ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè
∃ φ ∈ L(V, V ) òàêîå, ÷òî ∀ M,N ∈ P âûïîëíåíî

−−−−−−−→
f(M)f(N) = φ(

−−→
MN).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ ∈ L(V, V ) îáîçíà÷èì f̃ ; èíîãäà f̃ íàçûâàþò äèôôå-
ðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f .

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f : P → P íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îíî áèåê-
òèâíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. .
Ïóñòü f : P → P � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà
f àôôèííî ⇔ f̃ áèåêòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. .
Åñëè f : P → P � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî f−1 òàêæå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì

f̃−1 = f̃−1.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. .
1) Åñëè f : P → P è g : P → P � ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî gf òàêæå ëèíåéíîå, ïðè÷åì

g̃f = g̃f̃ .
2) Åñëè f : P → P è g : P → P � àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî gf òàêæå àôôèííîå.

Êàê âèäèì, àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.
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Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàôèêñèðóåì ÄÑÊ (O, e).
Ïóñòü â îïðåäåëåíèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : P → P äèôôåðåíöèàë f̃ : V → V èìååò

ìàòðèöó A, a f(O) èìååò êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö C.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü X è Y � êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû òî÷êè M åå îáðàçà f(M). Òîãäà

Y = AX + C . (2.7)

Âèäèì, ÷òî C � ýòî êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö äëÿ f(O). Êîîðäèíàòíûå çàïèñè äëÿ f (Y = AX+C)
è f̃ (Y = AX) îòëè÷àþòñÿ ¾ñäâèãîì íà C¿. Èíà÷å, f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O è ñäâèãà (ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà).

Ïðåäëîæåíèå 4.5. (êðèòåðèé àôôèííîñòè) Ïóñòü äèôôåðåíöèàë f̃ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
f : P → P èìååò â áàçèñå e ìàòðèöó A. Òîãäà
f àôôèííî (òî åñòü áèåêòèâíî) ⇔ |A| 6= 0.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü äàíû òî÷êè A,B,C,K,L,M ∈ P, ïðè÷åì òî÷êè A, B è C íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f : P → P òàêîå, ÷òî f(A) = K,
f(B) = L, f(C) =M ; ïðè ýòîì f àôôèííî ⇔ K, L, M íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 4.2 (ñâÿçü àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ çàìåíîé êîîðäèíàò). Ïóñòü f : P → P �
àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà åñëè M èìååò êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö X â ÄÑÊ (O, e1, e2), òî

f(M) èìååò òîò æå êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö X â ÄÑÊ (f(O), f̃(e1), f̃(e2)).

Ïðèìåðû

Ïóñòü l � ïðÿìàÿ. Âûáåðåì ÏÄÑÊ (O, e1, e2) òàê, ÷òî O ∈ l, e1 ‖ l.{
y1 = x1

y2 = λx2.

� ïðè λ = 0 (îðòîãîíàëüíûì) ïðîåêòèðîâàíèåì íà ïðÿìóþ l;
� ïðè λ = 1 � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå;
� ïðè λ = −1 � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ (èëè îòðàæåíèå) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l;
� ïðè λ > 0 � ñæàòèå ê ïðÿìîé l ñ êîýôôèöèåíòîì λ (ñëîâî "ñæàòèå"óïîòðåáëÿåòñÿ è â
ñëó÷àå λ > 1, à èíîãäà îíî çàìåíÿåòñÿ íà ñëîâî "ðàñòÿæåíèå");
� ïðè λ < 0 � êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî l è ñæàòèÿ ê l.

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Âûáåðåì ÄÑÊ (O, e1, e2) òàê, ÷òî O =M .{
y1 = λx1

y2 = λx2.

� ïðè λ 6= 0 � ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì λ.

Ïóñòü c � íåêîòîðûé âåêòîð, èìåþùèé êîîðäèíàòû

(
c1
c2

)
. â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(O, e1, e2). {
y1 = x1 + c1

y2 = x2 + c2

� ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

32



Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå f : P → P ïîâîðîòà íà óãîë φ (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã
òî÷êè M). Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (O, e1, e2) òàê, ÷òî O =M .{

y1 = cosφx1 − sinφx2

y2 = sinφx1 + cosφx2.

Èç óêàçàííûõ ïðèìåðîâ êîìïîçèöèåé ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå (íà ñàìîì äåëå âñå) àôôèííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå àôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâèæåíèÿ (=êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà èëè îòðàæåíèÿ è ñäâèãà) è ñæàòèé ê ïåðïåíäè-
êóëÿðíûì îñÿì.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ïðåäëîæåíèå 4.6. Ïóñòü f : P → P � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà
1) îáðàç ïðÿìîé � ïðÿìàÿ, îáðàç îòðåçêà � îòðåçîê;
2) ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå;
3) îòíîøåíèå äëèí ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ;
4) îáðàç öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ôèãóðû � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ ôèãóðà.

Òåîðåìà 4.3. (èçìåíåíèå ïëîùàäåé) Ïóñòü äèôôåðåíöèàë f̃ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f : P → P
èìååò â áàçèñå e ìàòðèöó A. Òîãäà

S(f(Π)) = | detA| · S(Π) .

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü detA îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå ïëîùàäåé, à çíàê detA� çà ñîõðàíåíèå èëè
èçìåíåíèå îðèåíòàöèè. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäëîæåíèåì î êðèòåðèè àôôèííîñòè (ñëó÷àé detA = 0
ñîîòâåòñâóåò âûðîæäåíèþ îáðàçà ïàðëåëëîãðàììà).

Òåîðåìà 4.4. Îáðàçîì àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ïîðÿäêà n ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ïîðÿäêà n.
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Ãëàâà 3

Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â ýòîé ãëàâå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, à φ � ôèêñèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå V → V .

§ 1.Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè φ ∈ L(V, V ) ìîæíî óçíàòü, èçó÷àÿ èíâàðè-
àíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (òî åñòü èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî φ ïîäìíîæåñòâà V , ÿâëÿþùèåñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâàìè). Íàïîìíèì, ÷òî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî φ, åñëè
φ(U) ⊂ U , ò.å. åñëè ∀ a ∈ U âûïîëíåíî φ(a) ∈ U . Âñÿêèé ðàç, êîãäà èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî φ ∈ L(V, V ) ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V , ìîæåì ãîâîðèòü îá îãðàíè÷åíèè (èëè ñóæåíèè)
φ|U ∈ L(U,U). Êðîìå òîãî, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè U îòíîñèòåëüíî φ äàåò âîçìîæíîñòü êîððåêòíî îïðåäåëèòü

ôàêòîð-îïåðàòîð φ̆ ∈ L(V/U, V/U) ïî åñòåñòâåííîìó ïðàâèëó φ̆(a+ U) = φ(a) + U .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü U 6 V , U = 〈a1, . . . , ak〉. Òîãäà U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
φ ∈ L(V, V ) ⇔ φ(a1), . . . , φ(ak) ∈ U .

B Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ãëàâû 2. �
Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Ui 6 V , i = 1, . . . , k, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

φ ∈ L(V, V ). Òîãäà
k∑

i=1

Ui è
k⋂

i=1

Ui òîæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî φ.

B �

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ
U1, U2, . . . , Uk ⊂ V .

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ), ψ ∈ L(V, V ) òàêîâû, ÷òî φψ = ψφ. Òîãäà Kerψ, Imψ
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî φ.

B 1). Ïóñòü a ∈ Kerψ, òàê ÷òî ψ(a) = 0. Òîãäà ψ(φ(a)) = φ(ψ(a)) = φ(0) = 0, îòêóäà
φ(a) ∈ Kerψ.
2). Ïóñòü b ∈ Imψ, òàê ÷òî b = ψ(a) äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà a. Òîãäà φ(b) = φ(ψ(a)) = ψ(φ(a)),
îòêóäà φ(b) ∈ Imψ. �
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ) è f ∈ F[X]. Òîãäà Ker f(φ), Im f(φ) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-
íî φ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ) è λ0 ∈ F. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V òàêîâî, ÷òî
U > Im(φ− λ0). Òîãäà U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ.

B Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a âûïîëíåíî (φ − λ0)(a) ∈ Im(φ − λ0) 6 U . Òîãäà åñëè a ∈ U , òî
φ(a) = (φ− λ0)(a) + λ0a ∈ U (îáà ñëàãàåìûõ ïðèíàäëåæàò â U). �

Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ (ñì. ãëàâó 6).
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Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ) � èçîìîðôèçì. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî φ ∈ L(V, V ) è dimU <∞. Òîãäà U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ−1.

B Ñóæåíèå φ|U : U → U ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, ïîýòîìó (ñì. òåîðåìó 1.3 ãëàâû 2) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Çíà÷èò (φ|U)−1 : U → U � ñóæåíèå φ−1 íà U . �

Èíîãäà âèä ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîâîðèò î íàëè÷èè íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü dimV = n <∞ è φ ∈ L(V, V ) èìååò â áàçèñå e = (e1, e2, . . . , en) ìàò-
ðèöó A = (aij). Ïîäïðîñòðàíñòâî Uk = 〈e1, e2, . . . , ek〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ ⇔ aij = 0
äëÿ âñåõ i = k + 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . , k (òî åñòü ìàòðèöà A èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä(
B C
O D

)
, ãäå O ∈M(n−k)×k � íóëåâàÿ ìàòðèöà).

Êðîìå òîãî, â òàêîì ñëó÷àå B � ìàòðèöà ñóæåíèÿ φ|Uk
â áàçèñå e1, e2, . . . , ek ïðîñòðàíñòâà Uk.

B Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, aij = 0 äëÿ âñåõ i = k + 1, . . . , n ⇔
φ(ej) ∈ 〈e1, e2, . . . , ek〉. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 1.1. �

Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.6 ìàòðèöà D ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå ôàêòîð-îïåðàòîðà (â áàçèñå ei + U ,

i = k + 1, . . . , n).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ), φ −→
e,e A. Òîãäà A âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ⇔ âñå ïîäïðîñòðàíñòâà

〈e1, . . . , ek〉, k = 1, . . . , n, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî φ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 1.6, ìàòðèöà A (ãäå φ −→
e,e A) èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä

(
B O
C D

)
,

ãäå O ∈ Mk×(n−k) ⇔ 〈ek+1, ek+2, . . . , en〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ. Ñîîòâåòñòâåííî, áëî÷íî-
äèàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà A (ñ êâàäðàòíûìè áëîêàìè ïî äèàãîíàëè) îçíà÷àåò ðàçëîæåíèå V â ïðÿ-
ìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íåñêîëüêèõ
ïîäðÿä èäóùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, A äèàãîíàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà 〈ei〉, i = 1, . . . , n, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî φ.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà îïåðàòîðà φ âïîëíå ïîíÿòíà: ðàññìàòðèâàåìûé áàçèñ òàêîâ, ÷òî
íà êàæäîì èç íèõ φ äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü dimV = n < ∞, φ ∈ L(V, V ) è f ∈ F[X] � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k
òàêîé, ÷òî îïåðàòîð f(φ) âûðîæäåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ïîäïðîñòàíñòâî ðàçìåðíîñòè
íå áîëüøå k, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî φ.

B Ïóñòü a � íåíóëåâîé âåêòîð èç Ker f(φ). Ïîêàæåì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî
U = 〈a, φ(a), φ2(a), . . . , φk−1(a)〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ. Óñëîâèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1,
î÷åâèäíî âûïîëíåíû äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ U âåêòîðîâ, êðîìå âîçìîæíî, φk−1(a). Èòàê, íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî φk(a) ∈ U .
Ïóñòü f(x) = αkx

k + αk−1x
k−1 + . . .+ α1x+ α0, αk 6= 0. Òîãäà

(f(φ))(a) = αkφ
k(a) + αk−1φ

k−1(a) + . . . + α1φ(a) + α0a = 0, îòêóäà âèäèì, ÷òî φk(a) ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a, φ(a), φ2(a), . . . , φk−1(a), ò.å. φk(a) ∈ U . �

Íèæå êàê ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 1.7 ìû óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àÿõ F = C (dim = 1) è F = R (dim 6 2).

§ 2.Ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü.
Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëàãàåì, ÷òî ïîëå F � ëèáî R, ëèáî C. Õîòÿ òåîðèþ íåñëîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F, èñïîëüçóÿ íàðÿäó ñ F àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå � ðàñøèðåíèå K ïîëÿ F, äëÿ êîòîðîãî

êàæäûé ìíîãî÷ëåí èç K[X] èìååò êîðåíü.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Êîíñòàíòà λ0 ∈ F íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ φ,
åñëè ∃ a ∈ V òàêîé, ÷òî a 6= 0 è

φ(a) = λ0a. (3.1)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ a 6= 0 âûïîëíåíî (3.1), òî âåêòîð a íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ φ, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Íåíóëåâîé âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ⇔
îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 〈a〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ.

B Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè 〈a〉 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ (3.1) äëÿ
íåêîòîðîãî λ0 ∈ F. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Íåíóëåâîé âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ φ,
îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 ⇔ a ∈ Ker(φ− λ0).

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî (3.1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (φ− λ0)(a) = 0. �

Îòìåòèì, ÷òî ïàðà ïðåäëîæåíèé âûøå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäëîæåíèåì 1.7: íàëè÷èå îäíîìåðíûõ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ φ ñâÿçàíî ñ âûðîæäåííîñòüþ îïåðàòîðà φ−λ0 (ìíîãî÷ëåíà îò
φ ïåðâîé ñòåïåíè).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ∈ L(V, V ). Ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Ker(φ−λ0) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ φ (îòâå÷à-
þùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0).

Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü Vλ0 . Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ
Vλ0 = Ker(φ − λ0) � ñîäåðæèò âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ0, è 0.

Èíîãäà, â äðóãèõ êóðñàõ è êíèãàõ, ñîáñòâåííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè íàçûâàþò òàêæå è ïîäïðîñòðàíñòâà

Ker(φ− λ0). Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ôîðìàëüíî íîâûå ïîíÿòèÿ, òàêèå êàê ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïî ñóòè

ëèøü íîâàÿ òåðìèíîëîãèÿ äëÿ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îïðåäåëåííûõ ðàíåå ïîíÿòèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü λ1, λ2, . . . , λk � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ φ ∈ L(V, V ).

Òîãäà
k∑

i=1

Vλi
� ïðÿìàÿ ñóììà.

B Ýòî ïðåäëîæåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7 ãëàâû 2 � äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëè-
íåéíûå ìíîãî÷ëåíû fi(x) = x− λi.

Ïðèâåäåì åùå îäíî, íåçàâèñèìîå, äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ïðîòèâíîå, è ïóñòü, ñêàæåì,

a1 ∈ Vλ1 ∩
k∑

i=2

Vλi
, a1 6= 0 (ñì. òåîðåìó 3.1, ãëàâà 1). Òîãäà a1 =

k∑
i=2

ai äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ Vλi
.

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðàâåíñòâó ïðåîáðàçîâàíèå ψ =
k∏

i=2

(φ−λi). Òàê êàê (φ−λi)(ai) = 0 è â ïðîèçâå-

äåíèè
k∏

i=2

(φ−λi) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû, òî ψ(ai) = 0 äëÿ i = 2, . . . , k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ψ(a1) =
k∏

i=2

(λ1 − λi)a1 6= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. �
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ïîëàãàåì dimV = n <∞.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü φ èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó A. Ôóíêöèÿ |A−λE| ïåðåìåííîé
λ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà φ.

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðèìåì îáîçíà÷åíèå χφ(λ).

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå χφ(λ) = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, à åãî
(êîìïëåêñíûå) êîðíè � õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ φ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàåò óñëîâèå âûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà φ−λ; ýòî âàæíîå ñîîá-
ðàæåíèå åùå áóäåò çàôèêñèðîâàíî íèæå (ñì. òåîðåìó 2.1). À ñïåðâà ñäåëàåì íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ
ïðî χφ(λ).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. χφ(λ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n:

χφ(λ) = (−1)nλn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . .+ an−1λ+ an, (3.2)

ãäå ai ∈ F. Ïðè ýòîì
a1 = (−1)n−1 trA, an = |A|.

B Ôîðìóëó âèäà (3.2) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëüçóÿñü ÿâíûì ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ |A−λE|.
Îòñþäà ñðàçó ìîæíî ïîëó÷èòü an = χφ(0) = |A|.
Äàëåå, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû |A−λE| � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò λ (ðàâíûå aii−λ), à âíå-
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû � êîíñòàíòû, ïîýòîìó â ÿâíîì ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ âñå ñëàãàåìûå,
êðîìå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ áóäóò ñîäåðæàòü λ â ñòåïåíè íå ïðåâûøàþùåé n−2:

χφ(λ) =
n∏

i=1

(aii − λ) + g(λ),

ãäå deg g 6 n−2. Îòñþäà â χφ(λ) êîýôôèöèåíò ïðè λn ðàâåí (−1)n, à êîýôôèöèåíò ïðè λn−1 ðàâåí

a1 = (−1)n−1
n∑

i=1

aii = (−1)n−1 trA. �

Òåïåðü ðàçëîæèì (íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) ìíîãî÷ëåí χφ(λ) íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

χφ(λ) = (−1)n
n∏

i=1

(λ− µi), (3.3)

ãäå µi ∈ C � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà.
Ñðåäè µi ìîãóò áûòü ðàâíûå ÷èñëà. Ãðóïïèðóÿ ðàâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà, ïðèìåì

äàëåå òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü λ1, λ2, . . . , λk � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà,

à s1, s2, . . . , sk � èõ (àëãåáðàè÷åñêèå) êðàòíîñòè, òàê ÷òî
k∑

i=1

si = n. Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (3.3)

ïðèíèìàåò âèä

χφ(λ) = (−1)n
k∏

i=1

(λ− λi)si . (3.4)

Ïðåäëîæåíèå 2.5. 1). Ñóììà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ðàâíà trA.
2). Ïðîèçâåäåíèå (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ðàâíà |A|.

B Äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû â (3.2) è (3.3) (èëè æå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåîðåìîé Âèåòà). �

Îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü ìàòðèöà A îïåðàòîðà φ (â íåêîòîðîì áàçèñå) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ.
Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà äèàãîíàëè ìàòðè-
öû A.

B Ýòî ÿñíî, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû A−λE ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü â ñëó÷àå F = R îïåðàòîð φ â íåêîòîðîì áàçèñå èìååò âåðõíåòðåóãîëüíóþ
ìàòðèöó. Òîãäà âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà φ âåùåñòâåííûå.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îáîñíîâûâàåò êîððåêòíîñòü îáîçíà÷åíèÿ χφ(λ).

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðåîáðàçîâàíèÿ φ íå çàâèñèò îò âûáîðà
áàçèñà â V .

B Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè φ −→
e,e A è φ

−→
e′,e′A

′, òî |A − λE| = |A′ − λE|. Ïî òåîðåìå 2.3
A′ = S−1AS, ïîýòîìó
|A′ − λE| = |S−1AS − λE| = |S−1AS − λS−1ES| = |S−1(A− λE)S| = |S−1| · |A− λE| · |S| =
= |S−1| · |S| · |A− λE| = |S−1S| · |A− λE| = |E| · |A− λE| = |A− λE|. �

Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü, ñëåä, íàáîð õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ìàò-
ðèöû îïåðàòîðà φ íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êîíñòàíòû λ0 ∈ F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: λ0 � ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå äëÿ φ ⇔ λ0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (ò.å. êîðåíü χφ).

B λ0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ⇔ Ker(φ − λ0) 6= O ⇔ (ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì) ÑËÓ
(A − λ0E)X = O èìååì íåíóëåâîå ðåøåíèå ⇔ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (A − λ0E) âûðîæäåííàÿ ⇔
|A− λ0E| = 0. �

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå F = C ¾ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå¿ è ¾õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî¿ � ýòî
îäíî è òî æå. Â ñëó÷àå F = R ðàçíèöà òîëüêî â òîì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ìîæåò íå
ïðèíàäëåæàòü R; â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ýòî â òî÷íîñòè âåùåñòåííûå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ÷èñëà.

Òåïåðü ìû ãîòîâû çàôèêñèðîâàòü ðåçóëüòàò îá èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ìàëîé ðàçìåð-
íîñòè.

Òåîðåìà 2.2. 1). Ïóñòü F = C. Òîãäà äëÿ φ ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî (èëè ýêâèâàëåíòíî, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð).
2). Ïóñòü F = R è n íå÷åòíî. Òîãäà äëÿ φ ñóùåñòâóåò îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî.
3). Ïóñòü F = R. Òîãäà äëÿ φ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè íå âûøå 2.

B 1) Ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1, ïîñêîëüêó χφ èìååò (êîìïëåêñíûé) êîðåíü.
2) Ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1, ïîñêîëüêó ïðè íå÷åòíîì n ìíîãî÷ëåí χφ ∈ R[X] èìååò âåùåñòâåííûé
êîðåíü.
3) Åñëè χφ ∈ R[X] èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü, íàéäåì, êàê è â ïóíêòå 2), îäíîìåðíîå èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Èíà÷å, ïóñòü λ0 ∈ C \R � êîðåíü χφ. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 − (λ0 + λ0)x+ λ0λ0 ïðèíàäëåæèò R[X]
(îòìåòèì, ÷òî λ0 � òîæå êîðåíü χφ). Ïðè ýòîì îïåðàòîð f(φ) âûðîæäåí, òàê êàê åãî ìàòðèöà
f(A) = (A− λ0E)(A− λ0E) âûðîæäåíà (çäåñü, êàê îáû÷íî, A � ìàòðèöà îïåðàòîðà φ). Äåéñòâè-
òåëüíî, det f(A) = |A− λ0E| · |A− λ0E| = 0. Òåïåðü íóæíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ
1.7. �
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü λi ∈ F. ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè si õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
χφ(λ) ïðåîáðàçîâàíèÿ φ. Òîãäà

1 6 dimVλi
6 si.

B Ïóñòü dimVλi
= s. Âûáåðåì â dimVλi

áàçèñ (e1, . . . , es) è äîïîëíèì åãî äî áàçèñà

e = (e1, . . . , en) â ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà φ −→
e,e A, ãäå A èìååò áëî÷íûé âèä

(
λiEs C
O D

)
. Ïîëü-

çóÿñü ôîðìóëîé îïðåäåðèòåëÿ ñ óãëîì íóëåé, èìååì
χφ(λ) = |A− λE| = |λiEs − λEs| · |D − λEn−s| = (λi − λ)sp(λ), ãäå p � ìíîãî÷ëåí.
Òåì ñàìûì, si > s. �

Âåëè÷èíó dimVλi
èíîãäà íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi.

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìå 2.3 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîðíÿ íå ïðåâûøàåò
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè.

Äèàãîíàëèçèðóåìîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå φ íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì, åñëè â V ñóùåñòâóåò áà-
çèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà φ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ðàíåå ìû âèäåëè (ñì. ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6), ÷òî â ñëó÷àå íàëè÷èå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë, ëåæàùèõ âíå ïîëÿ F, ïðåïÿòñòâóåò íå òîëüêî äèàãîíàëèçèðóåìîñòè, íî äàæå òðåóãîëüíîìó
âèäó ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó â êðèòåðèè íèæå ïîëàãàåì, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷èñëà îïåðàòîðà φ ïðèíàäëåæàò F (â ñëó÷àå F = C ýòî óñëîâèå íå íåñåò â ñåáå íèêàêèõ îãðàíè÷å-
íèé, ò.å. âûïîëíåíî âñåãäà).

Òåîðåìà 2.4 (êðèòåðèé-1 äèàãîíàëèçèðóåìîñòè). Ïóñòü îïåðàòîð φ èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk ∈ F êðàòíîñòåé s1, s2, . . . , sk ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) φ äèàãîíàëèçèðóåì;
2) Â V ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ;
3) dimVλi

= si äëÿ i = 1, 2, . . . , k;

4) V =
k⊕

i=1

Vλi
.

B 1) ⇔ 2). Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
2) ⇒ 3). Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ ïóñòü ti âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþò λi (i = 1, . . . , k), òàê ÷òî
t1 + . . . + tk = n. Òîãäà â Vλi

ñîäåðæèòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó èç ti âåêòîðîâ, îòêóäà
dimVλi

> ti. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2.3, èìååì

ti 6 dimVλi
6 si, i = 1, . . . , k.

Ñóììèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó s1 + . . . + sk = t1 + . . . + tk = n, âñå íåðàâåíñòâà äîëæíû
îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà, ò.å. dimVλi

= si äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k.
3) ⇒ 4). Ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3 ñ ó÷åòîì s1 + . . .+ sk = n.
4) ⇒ 2). Â êàæäîì Vλi

âûáåðåì áàçèñ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ áàçèñîâ áóäåò íóæíûì áàçèñîì â V (ñì.
êðèòåðèé-2 ïðÿìîé ñóììû � òåîðåìà 3.2 ãëàâû 1), è ýòîò áàçèñ ñîñòàâëåí èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
�

Ñëåäñòâèå. Åñëè χφ(λ) èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ F, òî φ
äèàãîíàëèçèðóåìî.

Ýòî ñëåäñòâèå î÷åð÷èâàåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé êëàññ äèàãîíàëèçèðóåìûõ îïåðàòîðîâ.

Âîîáùå, îïðåäåëÿòü äèàãîíàëèçèðóåì îïåðàòîð èëè íåò, ÷àñòî áûâàåò óäîáíî, èñïîëüçóÿ óñëî-
âèå 3) èç òåîðåìû 2.4.
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Ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò óñëîâèå äèàãîíàëèçèðóåìîñòè â ïåðåâîäå ¾íà ìàòðè÷íûé ÿçûê¿. Â
ñèëó ôîðìóëû èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ïðè çàìåíå áàçèñà (ñì. òåîðåìó 2.3 ãëàâû 2), äëÿ äèàãîíà-
ëèçèðóåìîñòè ìàòðèöû A (ìàòðèöû îïåðàòîðà φ â íåêîòîðîì áàçèñå) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû S, ÷òî ìàòðèöà S−1AS (ïîäîáíàÿ ìàòðèöå A) äèà-
ãîíàëüíà.

Ïðèìåðû

I. Ïðåîáðàçîâàíèå R2 → R2 ïîâîðîòà íà óãîë, íå êðàòíûé π, íå äèàãîíàëèçèðåìî (íåò ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, èëè ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà íå âåùåñòâåííû).
Ñæàòèå ê ïðÿìîé (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O), ïðîåêòèðîâàíèå íà ïðÿìóþ, îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé, íàïðîòèâ, äèàãîíàëèçèðóåìûå.

II. Ìàòðèöà

(
λ0 1
0 λ0

)
íå äèàãîíàëèçèðóåìà (êàê äëÿ F = R, òàê è äëÿ F = C), òàê êàê λ0 �

êîðåíü êðàòíîñòè 2, íî dimVλ0 = 1.
(Îáúÿñíåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 2.4 òàêîå: åñëè áû ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî äèàãî-
íàëèçèðóåìûì, òî äèàãîíàëüíûé âèä áûë áû íóëåâîé ìàòðèöåé, è çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå
áûëî áû íóëåâûì, ÷òî íåâåðíî.) Ýòîò ïðèìåð � ÷àñòíûé ñëó÷àé æîðäàíîâîé êëåòêè, îáùàÿ
òåîðèÿ íà ýòîò ñ÷åò � â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

III. Ïóñòü V = Pn = 〈1, x, x2, . . . , xn〉 è Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d : V → V èìååò åäèí-
ñòâåííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî 0 êðàòíîñòè n + 1 (ñì. ìàòðèöó d â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
� ïðèìåð â êîíöå ïàðàãðàôà § 2. ). Ïðè n > 1 ïðåîáðàçîâàíèå d íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðó-
åìûì, êàê è ëþáîé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà d− λIV .

§ 3.Ñòðóêòóðà íåäèàãîíàëèçèðóåìûõ îïåðàòîðîâ.
Â ýòîì ïàðàãðàôå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, dimV = n <∞, à φ � ôèêñèðîâàííîå
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå V → V . Ïðåäïîëàãàåòñÿ (åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå), ÷òî âñå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà φ ïðèíàäëåæàò F (äëÿ F = C ýòî âûïîëíåíî âñåãäà).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îáîçíà÷àåì λ1, λ2, . . . , λk, à s1, s2, . . . , sk � èõ êðàòíîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Òðåóãîëüíûé âèä

Ëåììà 3.1. Ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà φ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ñ çàäàííûì ïîðÿäêîì
ðàññòàíîâêè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ïî äèàãîíàëè.

B ÑÕÅÌÀ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôëàã èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 〈e1, . . . , ek〉, k = 1, . . . , n.
Èíäóêöèÿ. Íàéäåì (n− 1)-ìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U > Im(φ− λi) (ñì. ïðåäëî-

æåíèå 1.4). Âîçüìåì ëþáîé en /∈ U . Òîãäà φ(en) = λien + b, ãäå b ∈ U . Òîãäà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ

φ|U : U → U õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí
χφ(λ)

λi − λ
. Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê

U , íàõîäèì â U íóæíûå áàçèñíûå âåêòîðû e1, . . . , en−1. �

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü f ∈ F[X]. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (è èõ êðàòíîñòè) îïåðàòîðà
f(φ) (çíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (è èõ êðàòíîñòè) îïåðàòîðà φ.

Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè.

Îïðåäåëÿåìûå íèæå êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî ìûñëèòü êàê îáîáùåíèå ñîáñòâåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ Vλi

= Ker(φ− λi).
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Äëÿ êàæäîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà λi ðàññìîòðèì ñèñòåìó âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

O 6 Ker(φ− λi) 6 Ker(φ− λi)2 6 Ker(φ− λi)3 6 . . . (3.5)

Òàê êàê dimV <∞, â ýòîé öåïî÷êå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà íàñòóïèò ñòàáèëèçàöèÿ. Îáîçíà÷èì
mi íîìåð ýòîãî øàãà, òàê ÷òî Ker(φ− λi)mi−1 6= Ker(φ− λi)mi = Ker(φ− λi)mi+1 = . . ..

Ïîäïðîñòðàíñòâî Ker(φ − λi)
mi íàçîâåì êîðíåâûì, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi.

Îáîçíà÷àåì ýòî êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V λi . Ðàâåñòâî V λi = Ker(φ− λi)m áóäåò âåðíî äëÿ âñåõ
m > mi, è íàîáîðîò, mi � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå m, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ýòî ðàâåíñòâî.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î Ker(φ− λi)ti (â ÷àñòíîñòè î V λi) ìîæíî ñðàâíèòü ñ òåîðåìàìè 2.3,
2.3 è 2.4 î Vλi

.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáûõ ti ∈ Z+ ñóììà
k∑

i=1

Ker(φ− λi)ti � ïðÿìàÿ ñóììà.

Â ÷àñòíîñòè,
k∑

i=1

V λi � ïðÿìàÿ ñóììà.

B Ýòî ïðåäëîæåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7 ãëàâû 2 � äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìíî-
ãî÷ëåíû fi(x) = (x− λi)ti . �

Ëåììà 3.3. dimKer(φ− λi)si > si.

B ÑÕÅÌÀ. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, ñóùåñòâóåò áàçèñ e = (e1, . . . , en), â êîòîðîì ìàòðèöà îïå-
ðàòîðà φ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ïðè÷åì êîíñòàíòíû, ðàâíûå λi, ðàñïîëîæåíû â ïåðâûõ si äèàãî-

íàëüíûõ êëåòêàõ. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü ÷òî äëÿ j = 1, . . . , si âûïîëíåíî φ(ej) = λiej +
j−1∑
x=1

cxex,

èëè (φ − λi)(ej) ∈ 〈e1, . . . , ej−1〉; îòcþäà (φ − λi)
j(ej) = 0, â ÷àñòíîñòè, ej ∈ Ker(φ − λi)

si äëÿ
j = 1, . . . , si. Òðåáóåìîå äîêàçàíî, ïîñêîëüêó â Ker(φ−λi)si íàøëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
èç si âåêòîðîâ. �

Ñëåäñòâèå. dimV λi > si.

Òåîðåìà 3.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1). V =
k⊕

i=1

dimV λi ; (3.6)

2). dimV λi = si ;

3) mi 6 si (ò.å. ñòàáèëèçàöèÿ â (3.5) íàñòóïàåò íà si-ì øàãå èëè ðàíåå), i = 1, . . . , k

B 1), 2). Èç ëåììû 3.2, ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ dimV λi > si, ðàçìåðíîñòü ïðÿìîé

ñóììû
k⊕

i=1

dimV λi íå ìåíüøå
k∑

i=1

si = n = dimV , çíà÷èò ýòà ñóììà îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ V , à âî âñå

íåðàâåíñòâà îáÿçàíû îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî.
3). Ñëåäóåò èç 2) ñ ó÷åòîì ëåììû 3.3. �

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ îïåðàòîðà φ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

µ(λ) =
k∏

i=1

(λ− λi)mi .

B Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7 ãëàâû 2 ñëåäóåò, ÷òî

Ker(
k∏

i=1

(φ− λi)ti) =
k⊕

i=1

Ker(φ− λi)ti . (3.7)
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Åñëè ti = mi, i = 1, . . . , k, òî â ïðàâîé ÷àñòè (3.7) ïðÿìàÿ ñóììà êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò.å. V ,

çíà÷èò
k∏

i=1

(φ− λi)mi � íóëåâîé îïåðàòîð, ò.å. µ(λ) äåéñòâèòåëüíî àííóëèðóåò φ.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.11 ãëàâû 2, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ φ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì µ, à
çíà÷èò èìååò âèä

∏k
i=1(λ− λi)ti , ãäå ti 6 mi, i = 1, . . . , k.

Ïóñòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñòðîãîå, íàïðèìåð, t1 < m1. Òîãäà dimKer(φ−λi)t1 < s1
è dimKer(φ − λi)

ti 6 si, i = 2, . . . , k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðÿìîé ñóììû â ïðàâîé

÷àñòè (3.7) ñòðîãî ìåíüøå
k∑

i=1

si = n, à çíà÷èò Ker(
k∏

i=1

(φ − λi)ti) 6= V . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t1 < m1

ìíîãî÷ëåí
∏k

i=1(λ− λi)ti íå àííóëèðóåò φ. �
Ïðåäëîæåíèå 3.2 (êðèòåðèé-2 äèàãîíàëèçèðóåìîñòè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà φ ýêâèâàëåíòíû:
1) φ äèàãîíàëèçèðóåì;
2) Vλi

= V λi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k;
3) µφ ðàñêëàäûâàåòñÿ (â F[X]) íà ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

B 1) ⇔ 2). Äîñòàòî÷íî ñîñòàâèòü óñëîâèå 4) â êðèòåðèè-1 äèàãîíàëèçèðóåìîñòè (òåîðåìà 2.4),
(3.6) è î÷åâèäíûå âêëþ÷åíèÿ Vλi

6 V λi .
2) ⇔ 3). Óñëîâèå 2) îçíà÷àåò, ÷òî mi = 1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäû-
äóùèì ïðåäëîæåíèåì 3.1. �

Óïðàæíåíèå. Îïåðàòîð φ ∈ L(Rn,Rn) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó φ3 = φ. Äîêàæèòå, ÷òî φ
äèàãîíàëèçèðóåì.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü φ äèàãîíàëèçèðóåì, à U 6 V � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äîêà-
æèòå, ÷òî îïåðàòîð φ|U îãðàíè÷åíèÿ íà U òîæå äèàãîíàëèçèðóåì, êàê è ôàêòîð-îïåðàòîð.

Òåîðåìà 3.2 (Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè). Äëÿ âñÿêîãî φ ∈ L(V, V ) âûïîëíåíî

χφ(φ) = 0.

B Èç îïèñàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà µφ (ïðåäëîæåíèå 3.1) ñëåäóåò, ÷òî χφ äåëèòñÿ íà µφ,
è çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí χφ àííóëèðóåò φ. �

Èòàê, â ñëó÷àå F = C òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè äîêàçàíà äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ, à â ñëó÷àå F = R
� âåðíà òàêæå äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ, íî äîêàçàíà äëÿ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ,
ñôîðìóëèðîâííîìó â íà÷àëå ïàðàãðàôà: âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îïåðàòîðà φ ïðèíàäëåæàò
R. Óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî, ïîñìîòðåâ íà òåîðåìó Ãàìèëüòîíà-Êýëè êàê ôîðìàëüíîå íà
òîæäåñòâî äëÿ ìàòðèö A ∈Mn×n(F). Òàê êàê ýòî òîæäåñòâî âåðíî äëÿ âñåõ ìàòðèö èç Mn×n(C),
òî îíî âåðíî è äëÿ âñåõ ìàòðèö èç Mn×n(R) ⊂Mn×n(C).

Óïðàæíåíèå. Ìàòðèöà A ∈Mn×n òàêîâû, ÷òî Ak = O ïðè íåêîòîðîì k ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî
An = O.

Óïðàæíåíèå.∗ Ïóñòü µ ∈ R[X] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ∈Mn×n(R). Äîêàæèòå,
÷òî µ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ A, ïðè ðàññìîòðåíèè A êàê A ∈ Mn×n(C) (è
ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíûé ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ íàä C).
Ïîïðîáóéòå îáîáùèòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ è åãî ðàñøèðåíèÿ F ⊂ K.

ÆÍÔ: îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè.

Æîðäàíîâîé êëåòêîé, îòâå÷àþùåé êîíñòàíòå λ0, íàçûâàþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âèäà
λ0 1 0 0 . . . 0
0 λ0 1 0 . . . 0
0 0 λ0 1 . . . 0

. . .

. . .
0 0 . . . 0 0 λ0

 .
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Áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé êàæäûé äèàãîíàëüíûé áëîê ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé
êëåòêîé, íàçûâàåòñÿæîðäàíîâîé ìàòðèöåé, èëè ìàòðèöåé, èìåþùåéæîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîð-
ìó (æíô). Î÷åâèäíî, æîðäàíîâû ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíûìè.

Áàçèñ, â êîòîðîì φ èìååò æíô, íàçûâàþò æîðäàíîâ áàçèñ.
¾Ïðî÷èòàåì¿ æíô (ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) è ïîéìåì, ÷òî çíà-

÷èò æîðäàíîâ áàçèñ. Êàæäàÿ æîðäàíîâà êëåòêà t × t ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé æîðäàíîâîé
öåïî÷êå äëèíû t:

0← e1 ← e2 ← . . .← et.

Çäåñü ñòðåëî÷êîé îáîçíà÷åíî ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà φ−λi. Êàæäàÿ æîðäàíîâà öåïî÷êà íà÷èíàåòñÿ
ñ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñëåäóþùèå âåêòîðû íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè (ei+1 � ïðèñîåäèíåííûé
äëÿ ei).

Îñíîâíûìè óòâåðæäåíèÿìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

Òåîðåìà 3.3 (ñóùåñòâîâàíèå ÆÍÔ). Â V ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà φ � æîðäà-
íîâà.

Òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóùåñòâóåò áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ îáú-
åäèíåíèåì æîðäàíîâûõ öåïî÷åê.

Òåîðåìà 3.4 (åäèíñòâåííîñòü ÆÍÔ). Äëÿ äàííîãî φ åäèíñòâåííà ÆÍÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè æîðäàíîâûõ êëåòîê ïî äèàãîíàëè).

Òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ êàæäîãî λi êîëè÷åñòâî æîðäàíî-
âûõ öåïî÷åê äàííîé äëèíû äëÿ æîðäàíîâà áàçèñà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Åäèíñòâåííîñòü æíô âûïîëíåíà íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî, êàê óâèäèì â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñâòâî-
âàíèÿ, ïðè êîíñòðóèðîâàíèè æîðäàíîâà áàçèñà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÆÍÔ

Äîñòàòî÷íî â êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå V λi ïîñòðîèòü áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíè-
åì æîðäàíîâûõ öåïî÷åê. Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåì íèëüïîòåíòíûé
îïåðàòîð ψ : V λi → V λi , ÿâëÿþùèéñÿ îãðàíè÷åíèåì îïåðàòîðà φ− λi íà V λi .

ÑÕÅÌÀ: ïîñòðîåíèå æîðäàíîâûõ öåïî÷êåê ¾ñâåðõó âíèç¿ â êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå,
èñõîäÿ èç ¾áàøíè¿ 3.5, êîòîðóþ îáîçíà÷èì èñïîëüçóÿ ψ:

O 6 Kerψ 6 Kerψ2 6 Kerψ3 6 . . . 6 Kerψmi = V λi . (3.8)

Èíäóêòèâíî âûáåðåì ïîäïðîñòðàíñòâà Wmi+1 = O, äàëåå Wmi
, Wmi−1 è ò.ä. òàêèå, ÷òî

Wt+1 ⊕Kerψt = Kerψt+1. (3.9)

Ïî Wt+1 îïðåäåëèì Wt (t > 1) òàê.
Åñëè äëÿ Wt+1 âåðíî (3.9), òî äëÿ ψ(Wt+1) âûïîëíåíî:
i) ψ(Wt+1) 6 Kerψt;

(ýòî ñëåäóåò òîëüêî èç òîãî, ÷òî Wt+1 6 Kerψt+1.)
ii) dim(ψ(Wt+1)) = dimWt+1;

(ýòî âåðíî, òàê êàê Wt+1 ∩Kerψ = O.)
iii) ψ(Wt+1) ∩Kerψt−1 = O. (proof)
Èç iii) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü Wt > ψ(Wt+1) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (3.9), ò.å.

Wt ⊕Kerψt−1 = Kerψt.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Wt, íåñëîæíî ïîñòðîèòü æîðäàíîâû öåïî÷êè
¾ñâåðõó âíèç¿. Íà t-ì ¾ñëîå¿, èìåÿ áàçèñ â ψ(Wt+1), äîïîëíèì åãî äî áàçèñà â Wt, ïðèìåíÿÿ ψ,
¾ñïóñêàåì¿ íà ýòàæ íèæå, ïîëó÷àÿ áàçèñ â ψ(Wt).

Óïðàæíåíèå. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòðîãî t âûïîëíåíî Ker(φ−λi)t = Ker(φ−λi)t+1,
òî Ker(φ− λi)t = V λi .

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü dim(Kerφt)−dim(Kerφt−1), t = 1, 2, . . ., íåâîçðàñòàþùàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè æíô

Ïóñòü äàí æîðäàíîâ áàçèñ B. Ñïåðâà ïîéìåì, ÷òî ìíîæåñòâî Bλi
âåêòîðîâ èç B, ïðèíàäëåæàùèõ

öåïî÷êàì, îòâå÷àþùèì äàííîìó λi, èìååò ìîùíîñòü si. (Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóììà äëèí æîðäàíîâûõ
öåïî÷åê, îòâå÷àþùèõ λi, ðàâíà si.)

Ïóñòü |Bλi
| = s′i. Òàê êàê Bλi

⊂ V λi , òî s′i 6 dimV λi = si. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåãî âåêòîðîâ

â æîðäàíîâîì áàçèñå n, ò.å.
k∑

i=1

s′i = n =
k∑

i=1

si. Çíà÷èò, êàæäîå íåðâàåíñòâî s′i 6 si îáðàùàåòñÿ â

ðàâåíñòâî.
Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî 〈Bλi

〉 = V λi .

Äàëåå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåì ψ : V λi → V λi , ÿâëÿþùèéñÿ îãðà-
íè÷åíèåì îïåðàòîðà φ − λi íà V λi . ψ äåéñòâóåò íà æîðäàíîâûõ öåïî÷êàõ êàê ¾ñïóñê íà îäèí
ýòàæ¿.

Ïîýòîìó ψ(V λi) ðàâíî ëèíåéíîé îáîëî÷êå âñåõ âåêòîðîâ èç Bλi
, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîñëåäíèìè

âåêòîðàìè ñâîèõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê. Àíàëîãè÷íî, ψ2(V λi) ðàâíî ëèíåéíîé îáîëî÷êå âñåõ âåêòî-
ðîâ èç Bλi

, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîñëåäíèìè è ïðåäïîñëåäíèìè âåêòîðàìè ñâîèõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê,
è ò.ä.

Îáîçíà÷èì cd êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ öåïî÷åê äëèíû d, îòâå÷àþùèõ λi. Èõ íàáëþäåíèé âûøå
èìååì ðàâåíñòâà:

dimV λi − dim(Imψ) = c1 + c2 + c3 . . .+ cmi
,

dim(Imψ)− dim(Imψ2) = c2 + c3 . . .+ cmi
,

dim(Imψ2)− dim(Imψ3) = c3 . . .+ cmi
,

è ò.ä. Îòñþäà ìîæíî âûðàçèòü ci ÷åðåç (èíâàðèàíòíûå) õàðàêåòðèñòèêè φ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû mi (øàã, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ ÿäåð â (3.5)) òåïåðü
åñòü åùå äâà ýêâèâàëåòíûõ îïèñàíèÿ: ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà æîðäàíîâîé öåïî÷êè, îòâå÷àþùåé λi,
â æîðäàíîâîì áàçèñå, èëè ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé êëåòêè, îòâå÷àþùåé λi, â æíô. Â
ýòèõ òåðìèíàõ ìîæíî òåïåðü ôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, îïèñàíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà (ñì.
ïðåäëîæåíèå 3.2).

Î ñâÿçè ñ òåîðèåé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü V0 = C∞ è d : V0 → V0 � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Ìíîæåñòâî V 6 V0 ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äèôô.óð.

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0

� ýòî V = Ker p(d), ãäå p(x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0.

V èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî d, ïîýòîìó ðàññìîòðèì d êàê ñóæåíèå d : V → V .
Òîãäà p � àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ d.

Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ λi (êðàòíîñòè si) ìíîãî÷ëåíà p ïîïðîáóåì íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð f
îïåðàòîðà d:
d(f) = λif � îòâåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè): f(x) = eλix.

ßñíî, ÷òî f ∈ V , è òàê êàê Ker(d− λi)si 6 Ker p(d) = V ,
äëÿ êîðíÿ λi âñÿ æîðäàíîâà öåïî÷êà äëèíû si ëåæèò â V :

eλix ← (1 + x)eλix ← (1 + x+
x2

2
)eλix ← (1 + x+

x2

2
+
x3

3!
)eλix ← . . ..

Èç òåîðèè ÄÓ èçâåñòíî, ÷òî dimV = n, ïîýòîìó íàéäåííûé íàìè æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ îïåðà-
òîðà d �ýòî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé V .
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Ñâÿçü ñ òåîðèåé ëèíåéíûõ ðåêóððåíò

Ïóñòü V0 � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë f = (f0, f1, f2, . . .)
δ : V0 → V0 � îïåðàòîð ñäâèãà: δ(f) = g òàê ÷òî gi = fi+1.

Ðàññìàòðèâàåì ïîäïðîñòðàíñòâî V 6 V0
ðåøåíèé îäíîðîäíîé ðåêóððåíòû ñòåïåíè n:

fk+n + ak−1fk+n−1 + . . .+ a1fk+1 + a0fk = 0.

dimV = n è ýòî V = Ker p(δ),
ãäå p(x) = xn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0.

V èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî δ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì δ êàê ñóæåíèå δ : V → V .
Òîãäà p � àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ δ.

Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ λi (êðàòíîñòè si) ìíîãî÷ëåíà p ïîïðîáóåì íàéòè ñîáñòâåííûé âåêòîð f
îïåðàòîðà δ:
δ(f) = λif � îòâåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè):
f = (1, λi, λ

2
i , . . .) èëè fk = λki � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

ßñíî, ÷òî f ∈ V , è òàê êàê Ker(δ − λi)si 6 Ker p(δ) = V ,
äëÿ êîðíÿ λi èìååòñÿ îäíà æîðäàíîâà öåïî÷êà è îäíà ¾ñòðîãî ðàñòóùàÿ¿ áàøíÿ
Ker(δ − λi) 6 . . . 6 Ker(δ − λi)si .

Äëÿ ïðåäúÿâëåíèÿ áàçèñà (íà ýòîò ðàç íå áóäåì áðàòü æîðäàíîâ áàçèñ) â êîðíåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî âçÿòü ïî âåêòîðó ¾ñ êàæäîãî ýòàæà¿.

Âîçüìåì g ∈ V0 âèäà gk = qt−1(k)λ
k
i , ãäå qr � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r.

òàêîå g ∈ Ker(δ − λi)t \Ker(δ − λi)t−1.
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Ãëàâà 4

Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ãëàâû V îáîçíà÷àåò äàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C.
Áóäåì îäíîâðåìåííî ðàçâèâàòü òåîðèþ áèëèíåéíûõôîðì â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà íàä R è ïîëóòîðà-
ëèíåéíûõ ôîðì â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà íàä C. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè
è äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû. Çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ïðè ðàáîòå â ïðîñòðàíñòâå íàä R
ìîæíî èãíîðèðîâàòü. Òåðìèíîëîãèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà íàä C ïðèâîäèòñÿ â ñêîáêàõ.

§ 1.Áèëèíåéíûå ôîðìû. Ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå β : V × V → R (β : V × V → C) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíûì
(ïîëóòîðàëèíåéíûì), èëè áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèåé, èëè áèëèíåéíîé
(ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå V , åñëè ∀ a, a1, a2,b,b1,b2 ∈ V è ∀ λ ∈ R (C)
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B1.1. β(a1 + a2,b) = β(a1,b) + β(a2,b),
B1.2. β(λa,b) = λβ(a,b),
B2.1. β(a,b1 + b2) = β(a,b1) + β(a,b2),
B2.2. β(a, λb) = λβ(a,b).

Ìíîæåñòâî âñåõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F îáîçíà÷àþò Hom(V, V ;F).
Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå êîðîòêèì îáîçíà÷åíèåì B(V ) äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áèëèíåéíûõ (ïî-
ëóòîðàëèíåéíûõ) ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå V .

Ìàòðèöà è áèëèíåéíîé ôîðìû. Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü

Åñëè dimV = n < ∞ è â V çàôèêñèðîâàí íåêîòîðûé áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en), òî áèëèíåéíîé
(ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôîðìå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó n× n ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå.Ìàòðèöåé áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôîðìû β ∈ B(V ) â áàçèñå e íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà B = (bij) ∈Mn×n òàêàÿ, ÷òî (bij) = β(ei, ej) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Òîò ôàêò, ÷òî B � ìàòðèöà áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôîðìû β â áàçèñå e áóäåì îáî-
çíà÷àòü β −→

e B. Ïîñìîòðåâ íà îïðåäåëåíèå, ìàòðèöó B ìîæíî íåôîðìàëüíî íàçâàòü òàáëèöåé
áèëèíåéíîãî óìíîæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.1 (êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü). Ïóñòü β ∈ B(V ) è β −→
e B. Ïóñòü a = eX, b = eY . Òîãäà

β(a,b) = XTBY .

47



B Ðàñêðîåì β(a,b) = β(
n∑

i=1

xiei,
n∑

i=j

yjej), ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ïî ïåðâîìó è (ïîëóëèíåéíî-

ñòüþ) ïî âòîðîìó àðãóìåíòàì:

β(a,b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjβ(ei, ej) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xibijyj. Ïîëó÷åííàÿ äâîéíàÿ ñóììà è åñòü åäèíñòâåííûé ýëå-

ìåíò ìàòðèöû XTBY (ýòó ìàòðèöó ðàçìåðà 1 × 1 ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì â
åäèíñòâåííîé åå ÿ÷åéêå). �

Ôîðìóëà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû áèëèíåéíîé
ôîðìû. Áîëåå, òî÷íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå β : V × V → R (β : V × V → C) (àïðèîðè íå
èçâåñòíî, ÷òî áèëèíåéíîå) è ìàòðèöà B ∈ Mn×n. Ïóñòü ∀ a,b ∈ V , èìåþùèõ êîîðäèíàòíûå
ñòîëáöû X è Y â áàçèñå e, âûïîëíåíî β(a,b) = XTBY . Òîãäà β ∈ B(V ), ïðè÷åì β −→

e B.

B Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå β, çàäàííîå êàê β(a,b) = XTBY , óäîâëå-
òâîðÿåò ðàâåíñòâàì B1.1�B2.2 èç îïåðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó β ∈ B(V ).

Êðîìå òîãî, ei = eE•i (ãäå E•i � i-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû, è èç ïðàâèë ïåðåìíîæåíèÿ
ìàòðèö β(ei, ej) = ET

•iBE•j = bij. Ïîýòîìó â ñàìîì äåëå β −→
e B. �

Â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êàê îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîð-
ìû, òàê è êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ XTBY .

Êàê ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå β −→
e B (çàâèñÿùåå îò âûáîðà áàçèñà

e) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó B(V ) è Mn×n.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ââåäåíèÿ íà ìíîæåñòâå B(V ) åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó,

B(V ) ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå β −→
e B ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Èçìåíåíèå ìàòðèöû ïðè çàìåíå áàçèñà

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü â V âûáðàíû áàçèñû e è e′, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ïåðåõîäà S: e′ = eS. Ïóñòü
β ∈ B(V ) òàêîâî, ÷òî β −→

e B è β −→
e′ B

′. Òîãäà

B′ = STBS .

B Ïóñòü a,b ∈ V � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû. Ïóñòü a = eX = e′X ′, b = eY = e′Y ′. Òîãäà ïî
òåîðåìå èìååì β(a,b) = XTBY è β(a,b) = X ′TBY ′ Ïîäñòàâëÿÿ X = SX ′, Y = SY ′ (ñì. òåîðåìó
2.4, ãëàâà 1), èìååì β(a,b) = (SX ′)TBSY ′ = X ′TSTBSY ′ = X ′T (STBS)Y ′. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ
1.1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: B′ = STBS. �

Ñëåäñòâèå 1. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû rgB = rgB′, ò.å. ðàíã ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû íå
çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà

B Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà íåâûðîæäåííàÿ, à óìíîæåíèå íà íåâûðîæäåí-
íóþ ìàòðèöó íå ìåíÿåò ðàíã. �

Ñëåäñòâèå 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû îïðåäåëèòåëè |B| è |B′| îòëè÷àþòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûé
âåùåñòâåííûé ìíîæèòåëü.

B Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëèòåëåé: |B′| = |ST | · |B| · |S| = |S| · |B| · |S| = |z|2 · |B|, ãäå
z = |S|. �

Ñëåäñòâèå 1 ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ââåñòè ðàíã rg β áèëèíåéíîé ôîðìû.
Â ñëó÷àå, åñëè S � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà, ïðåîáðàçîâàíèå B → STBS ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþ-

ùèì äâîéíûì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâíèÿì: âûïîëíåÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê
(åìó ñîîòâåòñòâóåò äîìíîæåíèå ñëåâà íà ìàòðèöó ST ), à çàòåì ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñòîëáöîâ ñòðîê (åìó ñîîòâåòñòâóåò äîìíîæåíèå ñïðàâà íà ìàòðèöó S). Âèäû äâîé-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ïðèáàâèì ê i-é ñòðîêå j-þ, óìíîæåííóþ íà λ, à çàòåì ïðèáà-
âèì ê i-ìó ñòîëáöó j-é, óìíîæåííûé íà λ; ïîìåíÿåì ìåñòàìè i-þ è j-þ ñòðîêè, à çàòåì ïîìåíÿåì
ìåñòàìè i-é è j-é ñòîëáöû; i-þ ñòðîêó óìíîæèì íà λ, à çàòåì i-é ñòîëáåö óìíîæèì íà λ.
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Ñóæåíèå

Åñëè U 6 V è β ∈ B(V ), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóæåíèå β |U×U : U × U → R. Î÷åâèäíî, ñóæåíèå
áèëèíåéíîé ôîðìû íà ïîäïðîñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé íà ïîäïðîñòðàíñòâå U .

Äëÿ ìàòðèöû B îáîçíà÷èì ÷åðåç Bk ëåâóþ âåðõíþþ óãëîâóþ ïîäìàòðèöó k × k, òàê ÷òî
Bk = (bij) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k. Â ÷àñòíîñòè, B1 = (b11), Bn = B.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå V âûáðàí áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç e(k) óïîðÿäî÷åííóþ
ñèñòåìó (e1, . . . , ek) � ýòî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Uk = 〈e1, . . . , ek〉. (Ïðè k = n èìååì Uk = V .)

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü β ∈ B(V ) è β −→
e B. Òîãäà β |U×U

−→
e(k)Bk.

B Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. �

Ïðèìåðû (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íà ôóíêöèÿõ ñ ïëîòíîñòüþ), ïð-âî ìèíêîâñêîãî.

§ 2.Ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôîðìû

Îïðåäåëåíèå. Áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà β íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé (ýðìèòîâîé èëè ýðìèòîâî ñèììåòðè÷íîé), åñëè ∀ a,b ∈ V

β(a,b) = β(b, a).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ (ýðìèòîâûõ) áèëèíåéíûõ (ïîëóòîðàëèíåéíûõ) ôîðì íà ïðî-
ñòðàíñòâå V îáîçíà÷àåì Bsym(V ).

Îòìåòèì, ñðàçó, ÷òî ∀ a ∈ V çíà÷åíèå β(a, a) âåùåñòâåííî (ýòî óòâåðæäåíèå ñîäåðæàòåëüíî
äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü dimV <∞, e � áàçèñ â V . Ïóñòü β ∈ B(V ), β −→
e B. Òîãäà β ∈ Bsym(V ) ⇔

B∗ = B (ãäå, êàê îáû÷íî, B∗ = BT ).

B ⇒ Íàäî äîêàçàòü, ÷òî bji = bij èëè ÷òî β(ej, ei) = β(ei, ej) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð èíäåêñîâ.
Íî ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
⇐ Ïóñòü a,b ∈ V � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, a = eX, b = eY . Òîãäà β(a,b) = XTBY . Òàêæå

β(b, a) = Y TBX èëè (òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó 1 × 1) β(b, a) = X
T
BTY = XTB∗Y = XTBY .

Îòñþäà β(b, a) = β(a,b), ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü β ∈ Bsym(V ). Îòîáðàæåíèå k : V → R (k : V → C), çàäàííîå ïðàâèëîì
k(a) = β(a, a) íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé (ýðìèòîâîé) ôîðìîé èëè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé,
ïîðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé β.

Ìíîæåñòâî âñåõ (ýðìèòîâûõ) êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îáîçíà÷èì K(V ).
Îïðåäåëåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü î (ýðìèòîâî) ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå (ýðìèòîâîé)

êâàäðàòè÷íîé ôîðìå. Êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä k(a) = XTBX èëè

k(a) =
n∑

i=1

n∑
j=1

bijxixj, ãäå X =


x1
x2
...
xn

 � êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà a. Çàìåòèì, ÷òî äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B � ýòî çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ: bii = k(ei).

49



Çàìå÷àíèå. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ïîðîäèòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî áûëî áû è ïðîèç-
âîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîé) áèëèíåéíîé ôîðìîé, îäíàêî ýòî íå èçìåíèëî áû çàïàñ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì: áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé B ïîðîæäàåò òó æå ôîðìó, ÷òî è ñèì-

ìåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé
B +BT

2
.

Òåîðåìà 2.2. Äàííàÿ (ýðìèòîâî) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà k ïîðîæäàåòñÿ ðîâíî îäíîé áèëèíåéíîé
ôîðìîé β ∈ Bsym(V ).

B Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, êàê çíà÷åíèå β(a,b) íà çàäàííûõ âåêòîðàõ a, b îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ïî çíà÷åíèÿì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

1) Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ R. Çàìåòèì, ÷òî
k(a + b) = β(a + b, a + b) = β(a, a) + β(a,b) + β(b, a) + β(b,b) = k(a) + 2β(a,b) + k(b), ïîýòîìó

β(a,b) =
k(a+ b)− k(a)− k(b)

2
.

2) Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ . Èìååì
k(a + b) = β(a + b, a + b) = β(a, a) + β(a,b) + β(b, a) + β(b,b) = k(a) + β(a,b) + β(b, a) + k(b),
îòñþäà

β(a,b) + β(b, a) = k(a+ b)− k(a)− k(b).

Äàëåå
k(a+ib) = β(a+ib, a+ib) = β(a, a)−iβ(a,b)+iβ(b, a)+β(b,b) = k(a)−i(β(a,b)−β(b, a))+k(b),
îòñþäà

β(a,b)− β(b, a) = ik(a+ ib) + ik(a) + ik(b).

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷àåííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå β(a,b) òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèÿ k(a+ b),
k(a+ ib), k(a), k(b). �

Ñëåäñòâèå. Òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ (ýðìèòîâà) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîðîæäàåòñÿ ëèøü òîæ-
äåñòâåííî íóëåâîé (ýðìèòîâî) ñèììåòðè÷íîé ôîðìîé.

Òåîðåìà 2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî â îïðåäåëåíèè ôàêòè÷åñêè óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Bsym(V ) è K(V ). Íèæå îòîæäåñòâëÿåì ýòè ìíîæåñòâà.

§ 3.Äèàãîíàëüíûé è êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî (ýðìèòîâà) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà k èìååò äèàãîíàëüíûé âèä â
áàçèñå e êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñëè ìàòðèöà ôîðìû k â áàçèñå e äèàãîíàëüíà.

Îïðåäåëåíèå. Äèàãîíàëüíûé âèä (ýðìèòîâîé) êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷å-
ñêèì, åñëè êàæäûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû ðàâåí îäíîìó èç ÷èñåë 1, 0,−1.

Äèàãîíàëüíûé âèä ôîðìû k â áàçèñå e îçíà÷àåò, ÷òî k(a) =
n∑

i=1

dixixi èëè k(a) =
n∑

i=1

di|xi|2, ãäå

di ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî îò äèàãîíàëüíîãî âèäà ëåãêî ïåðåéòè ê êàíîíè÷åñêîìó, âûïîëíèâ ïðîñòóþ
çàìåíó êîîðäèíàò: xi = x′i/

√
|di| äëÿ âñåõ i ñ óñëîâèåì di 6= 0.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü dimV = n < ∞, k ∈ K(V ). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì k èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä.

B Äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ âûïîëíÿòü äâîéíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê
ìàòðèöå B′, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíî
b′11 ðàâíû íóëþ. Äàëåå ñ ìàòðèöåé B′ ìîæíî ïðîäîëæèòü àíàëîãè÷íûå äâîéíûå ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå çàòðàãèâàþùèå ïåðâûå ñòðîêó è ñòîëáåö, è ò.ä.

1) Ïóñòü b11 6= 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåäåì äëÿ âñåõ m = 2, 3, . . . , n, äëÿ êîòîðûõ bm1 6= 0,
ñëåäóþùèå äâîéíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâíèÿ: âû÷òåì èç m-é ñòðîêè 1-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ
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íà bm1/b11, à çàòåì âû÷òåì èçm-ãî ñòîëáöà 1-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà b1m/b11 = bm1/b11. Äâîéíîå
ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè: B → CTBC, ãäå
C � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå áàçèñà. Ïîñëå óêàçàííîé ñåðèè äâîéíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âñå ýëåìåíòû ïåðîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì b11
ñòàíóò ðàâíûìè íóëþ.

2) Ïóñòü b11 = 0, íî äëÿ íåêîòîðîãî m âåðíî bm1 6= 0. Òîãäà ñâåäåì ñèòóàöèþ ê ñëó÷àþ 1), ïðåä-
âàðèòåëüíî âûïîëíèâ ñëåäóþùåå äâîéíîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå: ïðèáàâèì ê 1-é ñòðîêå
m-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà bm1, à çàòåì ïðèáàâèì ê 1-ìó ñòîëáöó m-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà
bm1 = b1m. Ïîñëå ýòîãî â ëåâîì âåðõíåì óãëó îêàæåòñÿ ÷èñëî 2|bm1|2 6= 0. �
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n < ∞, k ∈ K(V ). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì k èìååò
êàíîíè÷åñêèé âèä.

Àëãîðèòì, îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2, ïîçâîëÿåò òàêæå âåñòè ¾ïðîòîêîë¿, ò.å. îò-
ñëåæèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà. Êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû èñõîäíîãî áàçèñà îáðàçóþò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó (ýòî èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà). Äàëåå ïðè êàæäîì äâîéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ñ òåêóùåé
ìàòðèöåé ïåðåõîäà S ïðîäåëûâàåì òîëüêî ñòîëáöîâîå ïðåîáðàçîâàíèå.

§ 4.Çíàêîîïðåäåëåííûå ôîðìû. Èíäåêñû èíåðöèè

Îïðåäåëåíèå. (Ýðìèòîâà) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà k íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ∀a ∈ V , a 6= 0, âûïîëíåíî k(a) > 0.

Îïðåäåëåíèå. (Ýðìèòîâà) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà k íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè ∀a ∈ V âûïîëíåíî k(a) > 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå è îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå
ôîðìû. Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, íå ïðèíàäëåæàùèå íè ê îäíîìó èç îïðå-
äåëåííûõ òèïîâ, íàïðèìåð x21 − x22.

Óïðàæíåíèå. Ôîðìà k ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó B.
Ìîæåò ëè äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû B áûòü íåïîëîæèòåëüíûì?

Ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê âûÿñíèòü ïî äèàãîíàëüíîìó âèäó ôîðìû, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, è ò.ä.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü k ∈ K(V ), e � áàçèñ â V è k −→
e diag(d1, d2, . . . , dn). Òîãäà

k ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ⇔ di > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;
k ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà ⇔ di > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;
k îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ⇔ di < 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;
k îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà ⇔ di 6 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

B Äîêàæåì äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ôîðì (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äîêàçàòåëüñòâî àíà-
ëîãè÷íî).
⇒ Èìååì di = k(ei) > 0 (èç îïðäåëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè).

⇐ Ïóñòü âñå di > 0 è a 6= 0 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, X =


x1
x2
...
xn

 � åãî êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö.

Òîãäà k(a) =
n∑

i=1

di|xi|2 > 0, ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà xi íåíóëåâàÿ. �

Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìû ïîëîæèòåëåí.

B Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìû â áàçèñå, ãäå îíà èìååò äèàãî-
íàëüíûé âèä, ïîëîæèòåëåí. À çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû 1.2, îïðåäåëèòåëü ïîëîæèåòåëåí
è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà. �
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Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû k íàçûâàåòñÿ íàè-
áîëüøåå öåëîå ÷èñëî p, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V , dimU = p,
÷òî ñóæåíèå k |U ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìîé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè. Ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé
èíäåêñ ôîðìû k îáîçíà÷àåì p (èëè p(k)) è q (èëè q(k)) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ôîðìà k ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ⇔ p(k) = n (ãäå n = dimV ), ôîðìà k ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà ⇔
q(k) = 0.

Òåîðåìà 4.2 (îá èíäåêñàõ èíåðöèè). Ïóñòü k ∈ K(V ), e � áàçèñ â V è k −→
e diag(d1, d2, . . . , dn).

Òîãäà p(k) ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè d1, d2, . . . , dn, à q(k) � êîëè÷åñòâó îò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè d1, d2, . . . , dn.

B Ïóñòü p′ � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè ÷èñåë d1, . . . , dn. Äîêàæåì, ÷òî p = p′, ãäå
p = p(k). Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà èíåðöèè ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p′ ïåðâûõ di ïîëîæèòåëüíû (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåê-
òîðîâ â áàçèñå e), ò.å. d1 > 0, . . . , dp′ > 0, dp′+1 6 0, . . . , dn 6 0. Ïîëîæèì Up′ = 〈e1, . . . , ep′〉,
Wp′ = 〈ep′+1, . . . , en〉. Çàìåòèì, ÷òî k |Up′

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à k |Wp′
îòðèöàòåëüíî ïîëó-

îïðåäåëåíà. Òàê êàê dimUp′ = p′, èìååì p > p′.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > p′, òîãäà ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 V òàêîå, ÷òî dimU = p è k |U

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Èìååì dimU+dimWp′ = p+(n−p′) > n. Íî dim(U+Wp′) 6 dimV = n,
çíà÷èò ïî òåîðåìå 3.3 ãëàâû 1 ïîëó÷àåì dim(U ∩ Wp′) > 0, òî åñòü íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð
a ∈ U ∩Wp′ . Ïîñêîëüêó a ∈ U , èìååì k(a) > 0, à òàê êàê a ∈ Wp′ , èìååì k(a) 6 0. Ïðîòèâîðå÷èå.
�

Ñëåäñòâèå. Ñóììà èíäåêñîâ èíåðöèè p(k) + q(k) ðàâíà ðàíãó rg k.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, áåç ïðèâåäåíèÿ åå ê
äèàãîíàëüíîìó âèäó, èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 4.3 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Ïóñòü k ∈ K(V ), e � áàçèñ â V è k −→
e B. Òîãäà k ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåíà ⇔ |Bi| > 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

B ⇐ Åñëè k ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî, î÷åâèäíî k |U òîæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V . Ïîñêîëüêó Bi � ìàòðèöà ñóæåíèÿ k íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Ui = 〈e1, . . . , ei〉 (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.2), äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4.1.
⇒ Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è íàéäåì ìèíèìàëüíîå m, äëÿ êîòîðîãî ôîðìà k̃ = k |Um íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (ãäå Um = 〈e1, . . . , em〉). Ïî âûáîðó m ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìà
k |Um−1= k̃ |Um−1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, çíà÷èò p(k̃) > m− 1. Òàê êàê p(k̃) < m (èíà÷å k̃ áûëà
áû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé), èìååì p(k̃) = m−1. Ïóñòü D = diag(d1, . . . , dm) � äèàãîíàëüíûé
âèä (â íåêîòîðîì áàçèñå) ôîðìû k̃. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë d1, . . . , dm ðîâíî m − 1 ïîëîæèòåëüíûõ �
âñå êðîìå îäíîãî, çíà÷èò |D| = d1d2 . . . dm 6 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ |Bm| > 0, ïîñêîëüêó
D è Bm � ìàòðèöû îäíîé è òîé æå ôîðìû k̃ â ðàçíûõ áàçèñàõ (ñì. ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 1.2).
�

×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôîðìà k îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, ìîæíî ïðîâåðèòü
íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôîðìó (−k).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü k ∈ K(V ), e � áàçèñ â V è k −→
e B. Òîãäà k ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà

⇒ |Bi| > 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü k ∈ K(V ), ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ åå

ìàòðèöû áîëüøå 0.
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè ôîðìû k íå ðàâåí 0. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì â ìàòðèöå ôîðìû k âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíûå (à
âíåäèàãîíàëüíûå � êàêèå óãîäíî).
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§ 5.Êîñîñèììåòðè÷íûå ôîðìû
Â ýòîì ïàðàãðàôå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.

Îïðåäåëåíèå. Áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà β íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ
êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè ∀ a,b ∈ V

β(a,b) = −β(b, a).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ (ýðìèòîâûõ) áèëèíåéíûõ (ïîëóòîðàëèíåéíûõ) ôîðì íà ïðî-
ñòðàíñòâå V îáîçíà÷àåì BAlt(V ).

Äëÿ β ∈ BAlt(V ), î÷åâèäíî, β(a, a) = 0.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü dimV < ∞, e � áàçèñ â V . Ïóñòü β ∈ B(V ), β −→
e B. Òîãäà β ∈ BAlt(V ) ⇔

BT = −B.

B Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. �

Òåîðåìà 5.2 (êàíîíè÷åñêèé âèä). Ïóñòü dimV = n <∞, β ∈ BAlt(V ). Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ,
â êîòîðîì β èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, â êîòîðîì ïî äèàãîíàëè âñòðå÷àþòñÿ áëîêè âèäà

(0) èëè

(
0 −1
1 0

)
.

B CÕÅÌÀ: ÄÂÎÉÍÛÌÈ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÌÈ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÌÈ. �
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Ãëàâà 5

Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà

§ 1.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ìàòðèöà Ãðàìà

Îïðåäåëåíèÿ

Áèëèíåéíóþ (ýðìèòîâî) ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò òàêæå
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, â
êîòîðîì çàôèêñèðîâàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C, â
êîòîðîì çàôèêñèðîâàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Áóäåì ðàçâèâàòü òåîðèþ åâêëèäîâûõ è óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïàðàëëåëüíî (âñå ñëó÷àè, êîãäà
èìåþòñÿ îòëè÷èÿ, áóäåì îòìå÷àòü). Â ýòîé ãëàâå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìû ðàáîòàåì â åâêëèäîâû (óíèòàðíûå) ïðîñòðàíñòâå E .

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ a è b áóäåì èñïîëüçîâàòü (a,b) (îïóñêàÿ
β â çàïèñè β(a,b)).

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé, èëè íîðìîé âåêòîðà a íàçûâàþò âåëè÷èíó
√

(a, a).

Äëèíó îáîçíà÷àþò |a| èëè ||a||. Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âûòåêàåò, ÷òî ∀ a ∈ E âûïîëíåíî |a| > 0, ïðè÷åì |a| = 0 ⇔ a = 0.

Îïåðàöèþ äåëåíèÿ âåêòîðà íà åãî äëèíó (ò.å. ïåðåõîäó ê åäèíè÷íîìó âåêòîðó òîãî æå íàïðàâ-
ëåíèÿ) èíîãäà íàçûâàþò íîðìèðîâàíèåì (¾îòíîðìèðóåì âåêòîð¿).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû a è b îðòîãîíàëüíû, åñëè (a,b) = 0.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ: a ⊥ b. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ëþáîìó âåêòîðó � ýòî 0.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî U åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà òàêæå åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ åâêëèäîâûì (óíèòàðíûì) (â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà U âû-
ñòóïàåò ñóæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå).

Ìàòðèöà Ãðàìà

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
(γij) ∈Mk×k òàêàÿ, ÷òî γij = (ai, aj).
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Ãðàìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾òàáëèöó óìíîæåíèÿ¿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû Ãðàìà: Γ(a1, a2, . . . , ak).

Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ìàòðèöû Ãðàìà íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîâûì. Ñêàæåì, åñëè
e = (e1, e2, . . . , en) � áàçèñ, òî ìàòðèöà Γ(e1, e2, . . . , en) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé áèëèíåéíîé ôîð-
ìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â áàçèñå e (ñì. îïðåäåëåíèå èç § ?? ãëàâû 4). Áîëåå îáùî, åñëè
a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî Γ(a1, a2, . . . , ak) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå U = 〈a1, a2, . . . , ak〉 (â áàçèñå a1, a2, . . . , ak).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî çíàÿ ìàòðèöó Ãðàìà, ìîæíî âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, à çíà÷èò, äëèíû è (êàê óâèäèì äàëåå) äðóãèå ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Òåîðåìà 1.1 (Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) � áàçèñ â E, è
Γ = Γ(e1, e2, . . . , en) � ìàòðèöà Ãðàìà. Åñëè âåêòîðû a,b ∈ E òàêîâû, ÷òî a = eX è b = eY , òî

(a,b) = XTΓY .

B Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû èç ãëàâû 4. �

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî
|Γ(a1, a2, . . . , ak)| > 0; èíà÷å |Γ(a1, a2, . . . , ak)| = 0.

B 1) Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,
Γ(a1, a2, . . . , ak) � ýòî ìàòðèöà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå U = 〈a1, a2, . . . , ak〉
(â áàçèñå a1, a2, . . . , ak). Òî åñòü Γ(a1, a2, . . . , ak) � ýòî ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé áèëè-
íåéíîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìû, çíà÷èò, |Γ(a1, a2, . . . , ak)| > 0 ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 4.1 ãëàâû
4.

2) Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà, ò.å.
n∑

i=1

λiai = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

íåíóëåâîãî ñòîëáöà λ =

λ1...
λn

. Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà êàæäûé èç âåêòîðîâ aj,

j = 1, . . . , k, è âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíîñòüþ, ïîëó÷èì
n∑

i=1

λi(ai, aj) = 0. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñòîëáåö

λ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ (êâàäðàòíîé) ìàòðèöåé êî-
ýôôèöèåíòîâ Γ(a1, a2, . . . , ak)

T . Çíà÷èò, ýòà ìàòðèöà âûðîæäåííàÿ, îòêóäà |Γ(a1, a2, . . . , ak)| = 0.
�

Íà ñàìîì äåëå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (äëÿ ñëó÷àÿ R) îïðåäåëèòåëÿ |Γ(a1, a2, . . . , ak)| � ýòî
êâàäðàò îáúåìà k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a1, a2, . . . , ak).

Ñëåäñòâèå 1 (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà (ÊÁØ)). ∀ a,b ∈ E âûïîëíåíî

|a| · |b| > |(a,b)|.

B Íåðàâåíñòâî |Γ(a,b)| > 0 èìååò âèä (a, a)(b,b) − (a,b)(b, a) > 0 ⇔
(a, a)(b,b)− (a,b)(a,b) > 0 ⇔ |a|2 · |b|2 − |(a,b)|2 > 0. �

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ÊÁØ ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè Åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ñëåäñòâèå 2 (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). ∀ a,b ∈ E âûïîëíåíî

|a|+ |b| > |a+ b|.

B Èìååì |a+ b|2 = (a+ b, a+ b) = |a|2 + |b|2 + (a,b) + (b, a) =
= |a|2 + |b|2 + (a,b) + (a,b) 6 |a|2 + |b|2 + 2|(a,b)|, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó ÊÁØ íå áîëüøå ÷åì
|a|2 + |b|2 + 2|(a| · |b)| = (|a|+ |b|)2. �
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II. Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ âûñîòû n îïðåäåëÿåòñÿ

êàê (a,b) =
n∑

i=1

xiyi = XTY , ãäå a = eX, b = eY .

III. Â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] íåïðåðûâíûõ (êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé, îïåðåäåëåííûõ íà
îòðåçêå [a, b], ìîæíî çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê

(f, g) =
b∫
a

f(x)g(x) dx. âàðèàíòû ñ âåñàìè. ÏÐÈÌÅÐÛ - ê ÁÈËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌ

§ 2.Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ. Îðòîãîíàëüíîå äîïîë-

íåíèå. Îðòîãîíàëèçàöèÿ

Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû âåêòîðîâ. ÎÍÁ

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè ai ⊥ aj äëÿ âñåõ 1 6 i < j 6 k.

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé,
åñëè |ai| = 1 äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ãîâîðèòü îá îðòîãîíàëüíûõ áàçèñàõ è îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ (äàëåå
èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèå ÎÍÁ).

Ïðåäëîæåíèå 2.1 (òåîðåìà Ïèôàãîðà). Ïóñòü a1, . . . , ak � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
Òîãäà |a1 + . . .+ ak|2 = |a1|2 + . . .+ |ak|2.

B |a1 + . . . + ak|2 = (a1 + . . . + ak, a1 + . . . + ak)|. Ðàñêðûâàÿ ïî ëèíåéíîñòè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
(ai, aj) = 0 ïðè i 6= j, ïîëó÷àåì (a1, a1) + . . .+ (ak, ak) = |a1|2 + . . .+ |ak|2. �

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ïî÷òè î÷åâèäíûé êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ãðàìà.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé⇔ Γ(a1, . . . , ak) � äèà-
ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ⇔ Γ(a1, . . . , ak) � åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà.

B Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ãðàìà. �

Ñëåäñòâèå 1. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

B Ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 1.1. �

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà: îðòîãîíàëüíûé áàçèñ � ýòî áàçèñ, â
êîòîðîì ôîðìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, ÎÍÁ � ýòî áàçèñ, â êîòîðîì
ôîðìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.

Ñëåäñòâèå 3. Â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåò ÎÍÁ.

B Ââèäó ñëåäñòâèÿ 2, ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.1 ãëàâû 4. �

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) � ÎÍÁ â E. Åñëè âåêòîðû a,b ∈ E òàêîâû, ÷òî a = eX
è b = eY , òî

(a,b) = XTY .

B Ýòî óòâåðæäåíèå � ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 4.1. �
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Ïåðåõîä îò ÎÍÁ ê ÎÍÁ. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà Q ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè
Q∗Q = E.

Îïðåäåëåíèå. Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà Q ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè
QTQ = E.

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ è óíèòàðíûõ ìàòðèö n×n îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî On è Un.
Ñðàâíèâàÿ îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì On ⊂ Un è áîëåå òîãî, On = Un ∩Mn×n(R) (ò.å. îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû ýòî â òî÷íîé âåùåñòâåííûå óíèòàðíûå ìàòðèöû).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Äëÿ êîìïëåêñíîé ìàòðèöû Q ðàçìåðà n×n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:
1) Q ∈ Un;
2) ∃Q−1 è Q−1 = Q∗;
3) ñòîëáöû ìàòðèöû Q îáðàçóþò ÎÍÁ â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ Cn = Mn×1, íàäå-
ëåííîì ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (X,Y ) = XTY .

B Î÷åâèäíî, 1) ⇔ 2).
Ïóñòü Q1, . . . , Qn � ñòîëáöû ìàòðèöû Q. Ðàâåíîñòâî Q∗Q = E îçíà÷àåò, ÷òî QT

i Qj = δij èëè
QT

i Qj = δij. Çíà÷èò, 1) ⇔ 3). �
Âèäèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáðàùàòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ëåãêî: äîñòàòî÷íî åå òðàíñïîíèðî-

âàòü. Íà ïðàêòèêå ñâîéñòâî 3), âîçìîæíî, íàèáîëåå ïðîñòî äëÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà Q
îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü Q ∈ Un. Òîãäà Q
T ∈ Un, Q ∈ Un, Q

∗ ∈ Un.

B �
Âèäèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñòðîêè îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) ìàòðèöû � òîæå ÎÍÁ â ïðîñòðàí-

ñòâå ñòðîê ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 2.5 (Ãðóïïîâîå ñâîéñòâî). Ïóñòü Q,R ∈ Un. Òîãäà QR ∈ Un, Q
−1 ∈ Un.

B �

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü Q ∈ Un. Òîãäà | detQ| = 1.

B Èìååì det(Q∗Q) = detE = 1. Îòñþäà detQ∗ ·detQ = 1⇔ detQT ·detQ = 1⇔ detQ·detQ = 1
⇔ | detQ|2 = 1. �

Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè (óíèòàðíûìè) ìàòðèöàìè è ïåðåõîäîì îò
ÎÍÁ ê ÎÍÁ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü dim E = n < ∞, e = (e1, . . . , en) � ÎÍÁ â E, e′ = (e′1, . . . , e
′
n) � íåêîòîðûé

áàçèñ â E. Ïóñòü S � ìàòðèöà ïåðåõîäâ îò áàçèñà e ê áàçèñó e′. Òîãäà
Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ⇔ S � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà.

B Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà è óñëîâèÿ 3) â ïðåäëîæåíèè 2.3. �
Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû � â òî÷íîñòè ìàòðèû ïåðåõîäà îò ÎÍÁ

ê ÎÍÁ. Èíîãäà èìåííî â òåîðìèíàõ ìàòðèöû ïåðåõîäà åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü îðòîãîíàëü-
íûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû. Íàïðèìåð, ìîæíî äàòü äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîæåíèÿ 2.5. ÓÏÐ.?
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Îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà U1 è U2 åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòî-
ãîíàëüíûìè, åñëè ∀ a1 ∈ U1 è ∀ a2 ∈ U2 âûïîëíåíî a1 ⊥ a2.

Îðòîãîíàëüíîñòü äâóõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé (âåêòîð ñ÷èòàåì îäíîýëåìåíò-
íûì ïîäìíîæåñòâîì). Îáîçíà÷åíèå äëÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðåæíåå, íàïðèìåð a ⊥ U � çíà÷èò
âåêòîð a îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó èç U . ×àùå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îðòîãîíàëüíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïåðåñåêàþòñÿ òðèâèàëüíî. Áîëåå
îáùèé ôàêò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü U1, . . . , Uk � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà (óíèòàð-
íîãî) ïðîñòðàíñòâà E. Òîãäà ñóììà U1 + . . .+ Uk ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé.

B Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâîíîå, ïóñòü ñêàæåì íàéäåòñÿ íåíóëåâîé a ∈ U1 ∩ (U2 + . . .+ Uk) (ïîëü-
çóåìñÿ êðèòåðèåì èç òåîðåìû ... ãëàâû....). Òîãäà a = a2 + . . . + ak, ãäå ai ∈ Ui. Ïåðåíåñåì âñå
ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è âû÷åðêíåì íóëåâûå âåêòîðû, òîãäà ïîëó÷åì, ÷òî ñóììà íåíóëåâûõ
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíà 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 1 èç ïðåäëîæåíèÿ ??. �

Ïðåäëîæåíèå 2.7 (ïðèçíàê îðòîãîíàëüíîñòè). Ïóñòü U1 = 〈a1, . . . , ak〉, U2 = 〈b1, . . . ,bl〉. Òîãäà
U1 ⊥ U2 ⇔ ai ⊥ bj, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l.

B ⇒ Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ.

⇐ Ïóñòü a ∈ U1, b ∈ U2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàçëîæåíèÿ a =
k∑

i=1

αiai, b =
l∑

j=1

βjbj. Òîãäà èç

ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì (a,b) =
k∑

i=1

l∑
j=1

αiβj(ai,bj) = 0, ò.å. a ⊥ b. �

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà U (â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì)
ïðîñòðàíñòâå E) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ U .

Îáîçíà÷åíèå äëÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ: U⊥. Èòàê, U⊥ = {a | a ⊥ U}. Î÷åâèäíî, U ⊥ U⊥,
çíà÷èò ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, èìååì U

⊕
U⊥. Â ñëó÷àå dimU <∞ ìîæíî óñèëèòü òàê.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü U 6 E, dimU = k <∞. Òîãäà

U
⊕

U⊥ = E .

B Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ E â âèäå ñóììû a1 + a2, ãäå a1 ∈ U , a1 ⊥ U .
Âîçüìåì â U îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . ,bk è ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ V â

âèäå a = α1b1 + . . . + αkbk + c. Äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû α1, . . . , αk òàê, ÷òîáû
c = a − α1b1 − . . . − αkbk áûë îðòîãîíàëåí U . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.1)
òîìó, ÷òî (c,bi) = 0, i = 1, . . . , k. Ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè bi ⊥ bj, i 6= j, èìååì (c,bi) = 0 ⇔

(a,bi)− αi(bi,bi) = 0 ⇔ αi =
(a,bi)

(bi,bi)
. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè dim E = n <∞, U 6 E è dimU = k, òî dimU⊥ = n− k.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè dim E = n <∞ è U 6 E, òî (U⊥)⊥ = U .

B Òàê êàê U ⊥ U⊥, òî U ⊂ (U⊥)⊥. Íî ïî ñëåäñòâèþ 1, dimU = dim(U⊥)⊥ = n−dimU⊥. Çíà÷èò
(ñì....), (U⊥)⊥ = U . �

Óïðàæíåíèå. Äëÿ Ui 6 E , dimUi <∞, i = 1, 2 äîêàæèòå, ÷òî (U1 + U2)
⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 .

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü dim E = n <∞. Òîãäà äàííóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íåíóëåâûõ âåêòîðîâ
ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà.
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B Ïóñòü b1, . . . ,bk � äàííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, ïîëîæèì U = 〈b1, . . . ,bk〉. Â ñèëó 2.2,
b1, . . . ,bk � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â U . Ïóñòü bk+1, . . . ,bn � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â U⊥. Òîãäà
b1, . . . ,bk,bk+1, . . . ,bn � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â E . �

Ôîðìóëà U
⊕

U⊥ = E îïðàâäûâàåò òåðìèí ¾îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå¿. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé
ïðÿìîãî äîïîëíåíèÿ (ñì. ....). Â òàêîì ñëó÷àå óïðîñòèì òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà a íà ïîäïðîñòðàíñòâî U 6 E íàçûâàåòñÿ
ïðîåêöèÿ a íà U âäîëü U⊥.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè: prU a

Ïðåäëîæåíèå 2.8 (ôîðìóëà ïðîåêöèè). Ïóñòü a ∈ E, U 6 E è b1, . . . ,bk � îðòîãîíàëüíûé
áàçèñ â U . Òîãäà

prU a =
k∑

i=1

(a,bi)

(bi,bi)
bi.

B Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 ìû óæå íàøëè íóæíîå âûðàæåíèå äëÿ prU a (â âèäå

α1b1 + . . .+ αkbk, ãäå αi =
(a,bi)

(bi,bi)
. �

Ïðîåêöèè ìîãóò åñòåñòâåííî âîçíèêàòü â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì:

Ïðåäëîæåíèå 2.9 (ðàññòîÿíèå äî ïîäïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü U 6 E, dimU < ∞. Òîãäà
min
x∈U
|a− x| = | prU⊥ a|.

B Ïðåäñòàâèì a êàê a = a1 + a2, ãäå a1 = prU a, a2 = prU⊥ a. Òîãäà äëÿ x ∈ U èìå-
åì |a − x|2 = |a1 + a2 − x|2 = |(a1 − x) + a2|2. Òàê êàê (a1 − x) ⊥ a2, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
|(a1−x)+a2|2 = |a1−x|2+ |a2|2 > |a2|2. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè x = a1.
�

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàáîòå â ñ êîîðäèíàòàìè â ÎÍÁ î÷åíü ëåãêî
ïîëó÷àòü îïèñàíèå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.10 (Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â êîîðäèíàòàõ). Ïóñòü e � ÎÍÁ â E,
U = 〈a1, . . . , ak〉, ãäå a1, . . . , ak � âåêòîðû c ñ êîîðäèíàòíûìè ñòîëáöàìè X1, . . . , Xk â ÎÍÁ e,
Φ � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè Xi: Φ = (X1 . . . Xk). Òîãäà U

⊥ çàäàåòñÿ (â êîîäèíàòàõ â ÎÍÁ e) êàê
Sol(Φ∗X = O).

B Ñèñòåìà Φ∗X = O ñîñòîèò èç óðàâíåíèé âèäà XT
i X = 0. Ýòè óðàâíåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî

âåêòîð x ñ êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì X îðòîãîíàëåé ai, i = 1, . . . , k. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1, ýòî
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ b ⊥ U . �

Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà äëÿ ÑËÓ). Ïóñòü äàíà ÑËÓ AX = b (ñ ìàòðèöåé êîýôôèöè-
åíòîâ A ðàçìåðà m × n. Òîãäà AX = b ñîâìåñòíà ⇔ ∀Y0 ∈ Sol(A∗Y = O) âûïîëíåíî ¾óñëîâèå
îðòîãîíàëüíîñòè¿: b∗Y = 0.

B Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî E = Mm×1 ñòîëáöîâ âûñîòû m ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì. Ñòîëáöû a•1, . . . , a•n ìàòðèöû A è ñòîëáåö b ëåæàò â E . Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû
AX = b ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî b ∈ U , ãäå U = 〈a•1, . . . , a•n〉. Äàëåå, U⊥ = Sol(A∗Y = O), ïîýòîìó
¾óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè¿ ∀Y0 ∈ Sol(A∗Y = O) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî b ⊥ U⊥. Íî î÷åâèäíî,
b ∈ U ⇔ b ⊥ U⊥. �
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Îðòîãîíàëèçàöèÿ

Ïóñòü èçíà÷àëüíî ïîäïðîñòðàíñòâî çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ: U = 〈a1, . . . , ak〉, à òðåáóåòñÿ íàéòè îðòîãîíàëüíûé (èëè ÎÍÁ) áèçèñ â U (íàïðèìåð,
÷òîáû ïîñëå ýòîãî áûëà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ prU a). Ôàêòè÷åñêè ýòî òà æå
ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ áàçèñà, â êîòîðîì ôîðìà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååò äèàãîíàëüíûé
(êàíîíè÷åñêèé âèä). Íî ââèäó âàæíîñòè ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, äàäèì íåñêîëüêî äðóãîå îïèñà-
íèå ïðöåäóðû (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðàíèÿ). Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëèçàöåé Ãðàìà-
Øìèòäà.

Ïîëîæèì Ui = 〈a1, . . . , ai〉, òàê ÷òî Ui+1 = Ui ∪ {ai+1}. Èäåÿ ñëåäóþùàÿ: áóäåò ïî î÷åðåäè
¾ïîïðàâëÿòü¿ âåêòîðû ai, çàìåíÿÿ íà bi = prU⊥

i−1
ai òàê, ÷òî bi ⊥ Ui−1 è Ui = 〈b1, . . . ,bi〉.

Ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû. Ïåðâûé íåíóëåâîé âåêòîð at èç ñïèñêà a1, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñîì â Ut. Ïóñòü íà íåêîòîðîì øàãå ìû óæå èìååì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . ,bℓ â
Um. Çàìåíÿåì am+1 íà âåêòîð am+1 − prUm

am+1, ò.å. íà

am+1 −
ℓ∑

i=1

(am+1,bi)

(bi,bi)
bi. Åñëè ïîñëåäíèé âåêòîð íóëåâîé (ýòî ñîîòâåòñâóåò ñëó÷àþ am+1 ∈ Um), òî

ïðîïóñòèì åãî, åñëè îí íåíóëåâîé, òî îáúÿâèì bℓ+1 = am+1−
ℓ∑

i=1

(am+1,bi)

(bi,bi)
bi, òåì ñàìûì äîñòðàèâàÿ

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â Um+1.

§ 3.Ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñàìîñîïðÿæåííûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ.

Ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâíèå φ : E → E .

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ψ : E → E íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ïðåîáðàçîâà-
íèþ φ, åñëè ∀ a,b ∈ E âûïîëíåíî

(φ(a),b) = (a, ψ(b)) .

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: φ∗. Èç îïðåäåëåíèÿ íåÿñíî, ñóùåñòâóåò ëè φ∗ è
åäèíñòâåííî ëè îíî. Ýòîò íåäîñòàòîê îïðåäåëåíèÿ áóäåò óñòðàíåí ïîñëå ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü dim E <∞, e � ÎÍÁ â E. Ïóñòü φ, ψ ∈ L(E , E), φ −→
e,e A, ψ

−→
e,e B. Òîãäà

ψ = φ∗ ⇔ B = A∗ .

B Ïóñòü a = eX, b = eY . Èìååì: (φ(a),b) = (AX)TY = XTATY = β1(a,b), ãäå β1 � áèëèíåé-
íàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ ìàòðèöåé AT .
(a, ψ(b)) = XTBY = XTBY = β2(a,b), ãäå β2 � áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ ìàòðè-
öåé B.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîñòâî ôîðì β1 = β2 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó èõ
ìàòðèö (â îäíîì áàçèñå). �

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîã ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå ñ
ìàòðèöåé Ãðàìà Γ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dim E <∞. Äëÿ äàííîãî φ ∈ L(E , E) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå φ∗.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü dim E <∞, φ, ψ ∈ L(E , E). Òîãäà
1) (φ∗)∗ = φ;
2) (φψ)∗ = ψ∗φ∗; 3) rg(φ) = rg(φ∗); 4) χφ(λ) = χφ∗(λ).
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B Ââåäåì ÎÍÁ e è ïåðåéäåì ê ìàòðèöàì ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýòîì ÎÍÁ. Ñâîéñòâà 1) � 3) ñðàçó
ñëåäóþò èç ñîîòâåòñâóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ ìàòðèö.
4) χφ(λ) = |A− λE| χφ∗(λ) = |A∗ − λE| = |AT − λE| = |(A− λE)T | = |A− λE|. �

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü U 6 E, dim E <∞, φ ∈ L(E , E). Òîãäà
U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ ⇔ U⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ∗.

B ⇒ Ïóñòü b ∈ U⊥. Òðåáóåòñÿ ïîíÿòü, ÷òî φ∗(b) ∈ U⊥, òî åñòü ÷òî ∀ a ∈ U âûïîëíåíî
(a, φ∗(b)) = 0. Íî (a, φ∗(b)) = (φ(a),b) = 0, òàê êàê φ(a) ∈ U ââèäó èíâàðèàíòíîñòè U îòíîñè-
òåëüíî φ.
⇐ Àíàëîãè÷íî ââèäó (φ∗)∗ = φ è (U⊥)⊥ = U . �

Òåîðåìà 3.2 (Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü dim E = n <∞, φ ∈ L(E , E). Òîãäà

Kerφ∗ = (Imφ)⊥ .

B Âî-ïåðâûõ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà Kerφ∗ è (Imφ)⊥ èìåþò ðàâíûå ðàç-
ìåðíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîð..... dimKerφ∗ = n − rgφ∗ = n − rgφ, à ïî ....
dim(Imφ)⊥ = n− dim(Imφ) = n− rgφ.

Çíà÷èò, ñîãëàñíî ....., äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå Kerφ∗ ∈ (Imφ)⊥. Ïóñòü b ∈ Kerφ∗.
Ïîêàæåì, ÷òî b ∈ (Imφ)⊥, ò.å. ∀ c ∈ Imφ âûïîëíåíî c ⊥ b. Ïîñêîëüêó c ∈ Imφ, íàéäåì a ∈ E
òàêîé, ÷òî c = φ(a). Òîãäà (c,b) = (φ(a),b) = (a, φ∗(b)) = (a,0) = 0, îòêóäà c ⊥ b, ÷òî è
òðåáîâàëîñü. �

Ñàìîñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå φ : E → E íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè
φ∗ = φ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, φ ∈ L(E , E) ñàìîñîïðÿæåííîå ⇔ ∀ a,b ∈ E âûïîëíåíî (φ(a),b) = (a, φ(b)).
Òîãäà íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè U � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî φ,
òî ñóæåíèå φ |U : U → U òîæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü φ ∈ L(E , E), e � ÎÍÁ, φ −→
e,e A. Òîãäà φ � ñàìîñîïðÿæåííîå ⇔ A∗ = A.

B Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäëîæåíèÿ 3.1. �

Òåîðåìà 3.4. Åñëè φ ∈ L(E , E) � ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî âñå åãî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ÷èñëà âåùåñòâåííûå.

B 1) Äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå äëÿ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà (íàä C). Ïóñòü λ0 � õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, à a � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0.
Çàïèøåì ðàâåíñòâî (φ(a), a) = (a, φ(a)) (îíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ). Òàê êàê φ(a) = λ0a, òî (λ0a, a) = (a, λ0a), îòêóäà λ0(a, a) = λ0(a, a)⇒ λ0 = λ0 ⇒ λ0 ∈ R.
2) Ïîêàæåì, êàê ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (íàä R) ñâåñòè ê ðàçîáðàííîìó. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû
3.3 ïîëó÷àåì, ÷òî â ï.1) äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ýðìèòîâî-ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A óðàâíåíèå
|A− λE| = 0 èìååò ëèøü âåùåñòâåííûå êîðíè. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, òàê êàê φ â ëþáîì ÎÍÁ èìååò
ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó. (÷àñòíûé ñëó÷àé ýðìèòîâî-ñèììåòðè÷íîé). �

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü φ ∈ L(E , E) � ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, λi 6= λj � åãî ðàç-
ëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà Vλi

⊥ Vλj

B Ïóñòü ai ∈ Vλi
è aj ∈ Vλj

. Òîãäà (φ(ai), aj) = (ai, φ(aj)) ⇒ (λiai, aj) = (ai, λjaj) ⇒
λi(ai, aj) = λj(ai, aj). Îòñþäà ñ ó÷åòîì λi 6= λj ïîëó÷àåì (ai, aj) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Òåîðåìà 3.5 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ). Ïóñòü dim E < ∞. Äëÿ
ñàìîñïîðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ∈ L(E , E) ñóùåñòâóåò ÎÍÁ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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B Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî dim E . Áàçà dim E = 1 î÷åâèäíà.
Ïóñòü dim E = n è ïðåäïîëîæèì, äëÿ ðàçìåðíîñòè n − 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî. Ðàñ-

ñìîòðèì ñîáñòâåííûé âåêòîð è íîðìèðóåì åãî, ïîëó÷èì en òàêîé, ÷òî |en| = 1 è φ(en) = λnen.
Ïîäïðîñòðàíñòâî 〈en〉 ðàçìåðíîñòè 1 èíâàðèàíòíî, çíà÷èò U = 〈en〉⊥ � (n − 1)-ìåðíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Êàê ìû çàìå÷àëè, ñóæåíèå φ íà U � ñàìîñîïðÿæåííîå, è ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè â U ñóùåñòâóåò ÎÍÁ e1, . . . , en−1 èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Íî en ⊥ ei äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , n− 1, ïîýòîìó e1, . . . , en−1, en � èñêîìûé ÎÍÁ â E . �

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ôàêòè÷åñêè óñèëèâàåò ïðåäëîæåíèå 3.2: ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ E = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλk

, ãäå Vλi
, i = 1, . . . , k, � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû: ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå � êîìïî-

çèöèÿ ¾îáîáùåííûõ ðàñòÿæåíèé¿ (ò.å. ñ ëþáûì âåùåñòâåííûì êîýôôèöèåíòîì) âäîëü îðòîãîíàëü-
íûõ îñåé. Â ÷àñòíîñòè, îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòèðîâàíèÿ è îòðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

§ 4.Èçîìåòðèè. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èçîìåòðèÿ (èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ)

Ïóñòü äàíû äâà åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâà E1 è E2.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå φ : E1 → E2 íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, èëè èçîìîðôèçìîì åâêëè-
äîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ, åñëè φ � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèåì: ∀ a,b ∈ E1 âûïîëíåíî (φ(a), φ(b)) = (a,b).

Èòàê, èçîìîðôèçì åêâëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî îáû÷íûé èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, êîòîðûé âäîáàâîê ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Äâà åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâà E1 è E2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ : E1 → E2.

Îáîçíà÷åíèå ∼= (êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîãî èçîìîðôèçìà). Êàê è äëÿ îáû÷íîãî èçîìîðôèçìà
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ∼= � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü dim E1 = dim E2 = n < ∞ è φ ∈ L(E1 → E2), e = (e1, . . . , en) � ÎÍÁ â
E1. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ ⇔ (φ(e1), . . . , φ(en))
� ÎÍÁ â E2.

B ⇒ Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ:
φ(ei), φ(ej)) = (ei, ej)) = δij.
⇐ Òàê êàê φ ïåðåâîäèò áàçèñ â áàçèñ, òî φ � (îáû÷íûé) èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

(ñì.....). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû a è b èç V è ðàçëîæèì èõ ïî áàçèñó e: a =
n∑

i=1

xiei,

b =
n∑

i=1

yiei. Òîãäà φ(a) =
n∑

i=1

xiφ(ei), φ(b) =
n∑

i=1

yiφ(ei). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 4 èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2:

(a,b) =
n∑

i=1

xiyi = (φ(a), φ(b)). �

Òåîðåìà 4.1. Äâà êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâà E1 è E2 èçîìîðôíû ⇔
dim E1 = dim E2.

B ⇒ Åñëè dim E1 6= dim E2, òî E1 è E2 íå èçîìîðôíû äàæå êàê îáû÷íûå âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà. ⇐ Åñëè dim E1 = dim E2, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü ÎÍÁ â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ è âçÿòü
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : E1 → E2, ïåðåâîäÿùåå ÎÍÁ â ÎÍÁ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.1, φ áóäåò
èçîìîðôèçìîì. �
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Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå φ : E → E íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàð-
íûì), åñëè ∀ a,b ∈ V âûïîëíåíî

(φ(a), φ(b)) = (a,b).

Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà-
÷àåò ñîõðàíåíèå äëèí è (â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà) óãëîâ, ò.å. åñëè ìûñëèòü ñåáå âåêòîðû
êàê ðàäèóñ-âåêòîðû ñ íà÷àëîì â O, òî ïðîèñõîäèò ¾äâèæåíèå¿ ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O. Äëÿ êî-
íå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ïðåîáðàçîâàíèå
� ýòî â òî÷íîñòè èçîìîðôèçìû íà ñåáÿ:

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü dim E = n <∞, φ ∈ L(E → E). Òîãäà φ � îðòîãîíàëüíîå (óíèòàðíîå)
⇔ φ � èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ.

B ⇒ Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü áèåêòèâíîñòü φ. Íî èç îïðåäåëåëíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî φ ïåðåâîäèò ÎÍÁ â íåêîòîðóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó èç n âåêòîðîâ, ò.å.
â ÎÍÁ.
⇐ Î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ èçîìîðôèçìà. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dim E = n < ∞, φ ∈ L(E → E), (e1, . . . , en) � ÎÍÁ â E. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ⇔ (φ(e1), . . . , φ(en)) � ÎÍÁ â E.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü dim E = n <∞, e = (e1, . . . , en) � ÎÍÁ â E. Ïóñòü φ ∈ L(E → E) òàê, ÷òî
φ −→

e,e A. Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ⇔ A � îðòîãîíàëüíàÿ
(óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü dim E = n <∞, φ ∈ L(E → E). Òîãäà φ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàð-
íûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ⇔ φ îáðàòèìî, ïðè÷åì φ∗ = φ−1.

B Äîêàæåì â òåðìèíàõ ìàòðèö (õîòÿ ìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ). Ïóñòü
e � ÎÍÁ â E òàê, ÷òî φ −→

e,e A. Òîãäà φ∗ −→
e,e A∗, φ−1 −→

e,e A−1. Ïîñêîëüêó A∗ = A−1, ïîëó÷àåì φ∗ = φ−1.
�

Ïðåäëîæåíèå 4.3 (Ãðóïïîâûå ñâîéñòâà). Ïóñòü dim E = n < ∞, φ, ψ ∈ L(E , E) � îðòîãî-
íàëüíûå (óíèòàðíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ φψ è φ−1 � òàêæå îðòîãîíàëüíûå
(óíèòàðíûå).

B Ìîæíî âûâåñòè èç îïðåäåëåíèÿ èëè èç ïðåäëîæåíèÿ... (îðòîã. ìàòðèöû). �

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü φ ∈ L(E , E) � îðòîãîíàëüíîå (óíèòàðíîå) è λ0 � åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ÷èñëî. Òîãäà |λ0| = 1.

B 1) Äîêàæåì âíà÷àëå óòâåðæäåíèå äëÿ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà (íàä C). Ïóñòü a� ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0. Ðàâåíñòâî (φ(a), φ(a) = (a, a) ïðèíèìàåò
âèä (λ0a, λ0a) = (a, a), îòêóäà λ0λ0(a, a) = (a, a) ⇒ λ0λ0 = 1 ⇒ |λ0| = 1.
2) Ïîêàæåì, êàê ñëó÷àé åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (íàä R) ñâåñòè ê ðàçîáðàííîìó. Â ï.1) äîêàçàíî,
÷òî äëÿ êàæäîé óíèòàðíîé ìàòðèöû A óðàâíåíèå |A− λE| = 0 èìååò ëèøü êîðíè ïî ìîäóëþ ðàâ-
íûå 1. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, òàê êàê φ â ëþáîì ÎÍÁ èìååò îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó (÷àñòíûé ñëó÷àé
óíèòàðíîé ìàòðèöû). �

Â óíèòàðíîì (íàä C) ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ðåçóëüòàò, à àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 3.5.

Òåîðåìà 4.2 (êàíîíè÷åñêèé âèä óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâíèÿ). Ïóñòü E � óíèòàðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, dim E <∞. Äëÿ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ ∈ L(E , E) ñóùåñòâóåò ÎÍÁ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.
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B Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5 ñ ñëåäóþùèì íåáîëüøèì îòëè÷èåì
â îáîñíîâàíèè èíâàðèàíòíîñòè U = 〈en〉⊥ îòíîñèòåëüíî φ: ïî òåîðåìå 3.1 U èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî φ∗ = φ−1; íî òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ .... ãëàâû ... , U èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî φ.
�

Àíàëîãîì ïîñëåäíåé òåîðåìû äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (íàä R) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î êàíîíè-
÷åñêîì âèäå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü φ ∈ L(E , E) � îðòîãîíàëüíîå. Òîãäà E � ïðÿìàÿ ñóììà ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè 1 èëè 2.

Äîêàçàòü ýòî ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìó 3.5 èñïîëüçóÿ, ÷òî ó ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íàéäåòñÿ îäíîìåðíîå ëèáî äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü dim E = n <∞, φ,∈ L(E , E). Òîãäà ñóùåñòâóþò ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ψ è îðòîãîíàëüíîå (óíèòàðíîå) ïðåîáðàçîâàíèå θ òàêèå, ÷òî

φ = ψθ.

B �
Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ î ãåîìåòðèè ïðîèçâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà: ýòî êîìïîçèöèÿ íåêîòîðîãî ¾äâèæåíèÿ¿ è ¾îáîùåííûõ ðàñòÿæåíèé¿ ê îðòîãîíàëü-
íûì îñÿì.

Óïðàæíåíèå. Âûâåäèòå èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ φ = θ1ψ1, ãäå ψ1 � ñàìîñî-
ïðÿæåííîå, θ1 � îðòîãîíàëüíîå.

§ 5.Áèëèíåéíûå ôîðìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ñâÿçü ìåæäó áèëèíåéíûìè ôîðìàìè è ïðåîáðàçîâàíèÿìè

Ïóñòü E � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî. Êàæäîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó φ ∈ L(E , E) ñî-
ïîñòàâèì îòîáðàæåíèå βφ : E × E → R ïî ôîðìóëå

βφ(a,b) = (a, φ(b)) . (∗)

Ïðåäëîæåíèå 5.1. βφ, îïðåäåëåííîå (∗) � áèëèíåéíàÿ (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ) ôîðìà.

B �

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü dim E <∞, φ ∈ L(E , E), e � íåêîòîðûé ÎÍÁ è φ −→
e,e A. Òîãäà φβ

−→
e A.

B Çàïèøåì â êîîðäèíàòàõ (êàê îáû÷íî, ïîëàãàÿ a = eX, b = eY ):
β(a,b) = (a, φ(b)) = XTAY = XTAY . Ìû âèäèì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü áèëèíåéíîé ôîðìû ñ
ìàòðèöåé B = A. Ñîãëààñíî ïðåäëîæåíèþ..., âñå äîêàçàíî. �

Ìû âèäèì, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå φ→ βφ ñîãëàñóåòñÿ ìàòðèöàìè â ÎÍÁ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òàêæå
è òåì, ÷òî çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò ÎÍÁ ê ÎÍÁ (ñ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé (óíè-
òàðíîé) ìàòðèöåé ïåðåõîäà S) äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà A è (êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé) ìàòðèöû
áèëèíåéíîé ôîðìû B âûãëÿäÿò îäèíàêîâî: A→ S−1AS, B → STBS.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dim E <∞. Ñîïîñòàâëåíèå φ→ βφ çàäàåò áèåêöèþ L(E , E)→ B(E).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü dim E < ∞. Ñîïîñòàâëåíèå φ → βφ çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì
ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ è Bsym(E) (èëè K(E)).

Òàêèì îáðàçîì, ñîïîñòàâëåíèå φ → βφ äàåò âîçìîæíîæíîñòü ñâîäèòü èçó÷åíèå áèëèíåéíûõ
ôîðì ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðîâ è íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå êâàäðàòè÷íûõ (ýðìèòðîâûõ)
ôîðì ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Èíîãäà òåðìèíû ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü èëè ïîëîæèòåëüíîñòü ìû áóäåò ïðèìåíÿòü
è ê ñàìîñîïðÿæåííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì (èìåÿ â âèäó óêàçàííóþ áèåêöèþ).
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Ïðèâåäåíèå ê ãëàâíûì îñÿì

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü k � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ÎÍÁ, â êîòîðîì k èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

B ÑÕÅÌÀ: ññûëàåìñÿ íà ñîîòâåòñâóþùóþ òåîðåìó î ñ/ñ îïåðàòîðàõ. �

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà k íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V (áåç
åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû). Ïóñòü k â íåêîòîðîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó B. Òîãäà k ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà ⇔ âñå êîðíè óðàâíåíèÿ |B − λE| = 0 ïîëîæèòåëüíû.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèå óêàçàííîãî äèàãîíàëüíîãî âèäà è ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎÍÁ èíîãäà íàçûâàþò
ïðèâåäåíèåì ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì.

Ïðèëîæåíèå ê êëàññèôèêàöèè êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü ℓ � êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÏÄÊÑ
Oxy, â êîòîðîì ℓ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax2 +By2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0.

B �

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü ℓ � ïîâåðõíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ÏÄÊÑ Oxyz, â êîòîðîì ℓ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dx+ 2Ey + 2Fz +G = 0.

B �

Ïàðà ôîðì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V (áåç åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû)

Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà î ïàðå ôîðì). Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V (áåç åâêëèäîâîé èëè
óíèòàðíîé ñòðóêòóðû) çàäàíû äâå ôîðìû β ∈ Bsym è g ∈ Bsym, ïðè÷åì g ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì g èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, à β èìååò äèàãîíàëüíûé
âèä (â ÷àñòíîñòè, îáå ôîðìû β è g èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä).

B Çàôèêñèðóåì áèëèíåéíóþ (ïîëóòîðàëèíåéíóþ) ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
g, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè ýòîì V ïðåâðàòèëîñü â åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî.
Òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5.1, ïîñêîëüêó ÎÍÁ � ýòî áàçèñ, â êîòîðîì g èìååò
êàíîíè÷åñêèé âèä (ñì. ñëåäñòâèå 2 ïðåäëîæåíèÿ 2.2). �

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ïàðû ôîðì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
Ïóñòü β −→

e B è g −→
e G. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ñ÷èòàåì V åâêëèäîâûì, ãäå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ êàê (a,b) = g(a,b); G � ìàòðèöà Ãðàìà äàííîãî áàçèñà e. Íàì òðåáóåòñÿ
íàéòè áàçèñ e′, äëÿ êîòîðîãî β −→

e′ diag è g
−→
e′ E.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà (ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ
Ðàâåíñòâî (∗) ðàñïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ â áàçèñå e êàê XTBY = XTG(AY ), ãäå φ −→

e,e A.
Îòñþäà (â ñèëó...) B = GA è A = G−1B. Äàëåå ïðîäåëûâàþòñÿ øàãè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ÎÍÁ,
â êîòîðîì ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

I. (c.ç. äëÿ φ).
|G−1B − λE| = 0, èëè ýêâèâàëåíòíûé âèä (äîìíîæèâ íà |G| è èñïîëüçóÿ, ÷òî λ ∈ R),
|B − λG| = 0.
Ïîñëå íàõîæäåíèé λi (ñ êðàòíîñòÿìè si) óæå èçâåñòåí äèàãîíàëüíûé âèä diag.
II. (c.ïîäïð. äëÿ φ).
ÑËÓ (G−1B − λiE)X = 0 ⇔ (B − λiG)X = 0. Ïîýòîìó:
Vλi

= Sol((B − λiG)X = 0)X = 0).
ÔÑÐ = áàçèñ Vλi

.
III. Âíóòðè êàæäîãî Vλi

îðòîãîíàëèçóåì áàçèñ,
à çàòåì íîðìèðóåì áàçèñ.
(ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû, ïîìíèì, ÷òî (a,b) = XTGY , ò.å. ìàòðèöà Ãðàìà = G).
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Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò áàçèñà, â
êîòîðîì îíè îáå èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä.

Óêàçàíèå. Ìîæíî ïîäîáðàòü ôîðìû, äëÿ êîòîðûõ èíâàðèàíò |F − λG| èìååò íåâåùåñòâåííûé
êîðåíü.
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Ãëàâà 6

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R (èëè C).

§ 1.Ñâÿçü ñ îáùåé òåîðèåé ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî L(V, Ṽ ), ãäå Ṽ = R (èëè C)) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì (èëè
äâîéñòâåííûì) ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà V .

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà L(V, Ṽ ), ãäå
dim Ṽ = 1. Ýëåìåíòû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà � ëèíåéíûå ôóíêöèè (ôóíêöèîíàëû), ïîýòî-
ìó ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî òàêæå íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî äëÿ ïðîñòðàíñòâà V îáîçíà÷àåòñÿ V ∗.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Åñëè dimV = n <∞, òî dimV ∗ = n.

B Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.2 ãëàâû 2. �

Âñÿ òåîðèÿ î ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïåðåíîñèòñÿ íà ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà V ∗. Â
÷àñòíîñòè, åñëè çàôèêñèðîâàòü áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en) â ïðîñòðàíñòâå V òî êàæäàÿ ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ℓ ïîëó÷àåò â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó 1 × n, òî åñòü ñòðîêó (ℓ(e1), ℓ(e2), . . . , ℓ(en)). (Çäåñü
ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Ṽ = R (èëè C)) çàôèêñèðîâàí áàçèñ � ÷èñëî 1.)

Åñëè a ∈ V è ℓ ∈ V ∗, òî íàðÿäó ñ çàïèñüþ ℓ(a) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü 〈a, ℓ〉. Ýòà çàïèñü
óäîáíà, òàê êàê èìååòñÿ ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ò.å. ∀ a, a1, a2 ∈ V ; ∀ ℓ, ℓ1, ℓ2 ∈ V ∗;
∀λ ∈ R(C) âûïîëíåíî:
〈a1 + a2, ℓ〉 = 〈a1, ℓ〉+ 〈a2, ℓ〉, 〈λa, ℓ〉 = λ〈a, ℓ〉;
〈λa, ℓ1 + ℓ2〉 = 〈a, ℓ1〉+ 〈a, ℓ2〉, 〈a, λℓ〉 = λ〈a, ℓ〉.

Èíûìè, ñëîâàìè, ñêîáêà 〈·, ·〉 çàäàåò áèëèíåéíóþ (ïîëóòîðàëèíåéíóþ) ôóíêöèþ V×V ∗ → R(C).

Âçàèìíûé áàçèñ

Âåçäå ïðè ðàáîòå ñ áàçèñàìè è êîîðäèíàòàìè ïîëàãàåì, ÷òî dimV = n <∞. ×òîáû â äàëüíåéøåì
áûëà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííóþ òåíçîðíóþ çàïèñü ñóììèðîâàíèÿ, êîîðäèíàòû âåê-
òîðîâ ïðîñòðàíñòâà V áóäåì íóìåðîâàòü âåðõíèì èíäåêñîì, à äëÿ ïðîñòðàíñòâà V ∗ � íàîáîðîò,
âåêòîðû íóìåðóåì âåðõíèìè èíäåêñàìè, à êîîðäèíàòû � íèæíèìè.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ e∗ = (e1, e2, . . . , en) ïðîñòðàíñòâà V ∗ íàçûâàåòñÿ âçàèìíûì (èëè
áèîðòîãîíàëüíûì, èëè äâîéñòâåííûì) äëÿ áàçèñà e = (e1, e2, . . . , en) ïðîñòðàíñòâà V , åñëè
〈ei, ej〉 = δji (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü dimV = n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî áàçèñà â V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
âçàèìíûé áàçèñ â V ∗.
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B Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî j âåêòîð ej ∈ V ∗ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå V → R(C), êîòîðîìó â áàçèñå e ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà Ej = (0 0 . . . 1 0 . . . 0) (åäèíèöà
íà j-ì ìåñòå). Ñòðîêè E1, . . . , En îáðàçóþò áàçèñ â M1×n, ïîýòîìó e1, e2, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà V ∗. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n è a ∈ V . Åñëè ∀ ℓ ∈ V ∗ âûïîëíåíî 〈a, ℓ〉 = 0, òî a = 0.

B Îò ïðîòèâíîãî, åñëè a 6= 0, òî a ìîæíî âêëþ÷èòü â íåêîòîðûé áàçèñ e, òàê ÷òî a = e1. Òîãäà,
åñëè ℓ = e1, òî óñëîâèå 〈a, ℓ〉 = 0 íàðóøèòñÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü dimV = n < ∞, e∗ � âçàèìíûé áàçèñ äëÿ áàçèñà e. Ïóñòü âåêòîðû
a ∈ V , ℓ ∈ V ∗ ðàçëîæåíû ïî ýòèì áàçèñàì: a = xiei, ℓ = yje

j. Òîãäà 〈a, ℓ〉 = xiyi.

B Äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêó ïî ëèíåéíîñòè è ïîñïîëüçîâàòüñÿ áèîðòîãîíàëüíîñòüþ áàçèñîâ:
〈a, ℓ〉 = 〈xiei, yjej〉 = xiyj〈ei, ej〉 = xiyi. �

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå 〈a, ℓ〉 ðàâíî ñâåðòêå xiyi. Â ÷àñòíîñòè, âèäèì, êàê âåêòîð èç âçàèìíîãî
áàçèñà äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå èç V :

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n < ∞, e∗ � âçàèìíûé áàçèñ äëÿ áàçèñà e è a = xiei. Òîãäà
〈a, ei〉 = xi.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü dimV = n. Ïóñòü e è e′ � áàçèñû â V , à e∗ è e′∗ � èõ âçàèìíûå
áàçèñû â V ∗ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′, à C � ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò e∗ ê e′∗. Òîãäà

C = (S−1)∗.

B Âî âñòðå÷àþùèõñÿ ìàòðèöàõ ïåðåõîäà îáîçíà÷àåì âåðõíèì èíäåêñîì íîìåð ñòðîêè, à íèæ-
íèì � íîìåð ñòîëáöà. Òàê, åñëè S = (ski ) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e = (e1, . . . , en) ê e′ = (e′1, . . . , e

′
n),

òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà, e′i =
n∑

k=1

ski ek, èëè èñïîëüçóÿ òåíçîðíóþ çàïèñü ñóì-

ìèðîâàíèÿ,
e′i = ski ek.

Àíàëîãè÷íî, åñëè C = (cmj ) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e∗ = (e1, . . . , en) ê e′∗ = (e′1, . . . , e′n),

òî e′j =
n∑

m=1

cmj e
m. ×òîáû çäåñü òàêæå èñïîëüçîâàòü òåíçîðíîå ñóììèðîâàíèå, ââåäåì ìàòðèöó

R = CT , òàê ÷òî R = (rjm) è c
m
j = rjm. Òîãäà

e′j = rjme
m

Óñëîâèå áèîðòîãîíàëüíîñòè çàïèøåòñÿ êàê δji = 〈e′i, e′j〉 = 〈ski ek, rjmem〉. Ðàñêðûâàÿ ïî ëèíåéíîñòè
è èñïîëüçóÿ áèîðòîãîíàëüíîñòü e è e∗, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ δji = ski r

j
k, ðàâíîñèëüíûå ìàòðè÷íîìó

ðàâåíñòâó RS = E, îòêóäà R = S
−1

= S−1, îòñþäà C = RT = (S−1)∗. �

Ðàáîòà îäíîâðåìåííî â V è V ∗ èíîãäà äàåò áîëüøå, ÷åì ðàáîòà â îäíîì èç íèõ. Íàïðèìåð, ñëå-
äóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (ïðè n = k ïðèçíàêîì áàçèñà
â V ).

Ïðåäëîæåíèå 1.5. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ e = (e1, e2, . . . , ek) ïðîñòðàíñòâà V è ñèñòåìà
âåêòîðîâ ℓ = (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk) ïðîñòðàíñòâà V ∗ áèîðòîãîíàëüíû, ò.å. òàêîâû, ÷òî 〈ei, ℓj〉 = δji äëÿ
âñåõ i, j ∈ {1, . . . , k}. Òîãäà e è ℓ � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû â V è V ∗ ñîîòâåòñòâåííî.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè dimV = n = k, òî e � áàçèñ â V , à ℓ � âçàèìíûé áàçèñ äëÿ e.

B Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek (ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî).
Ïóñòü λiei = 0. Ïðèìåíèâ ê ýòîìó ðàâåíñòâó ℓj ∈ V ∗, èìååì λj = 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå êîýôôè-
öèåíòû â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äîëæíû áûòü ðàâíû 0. �
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Ïðèìåðû

III.1. (èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë) Ïóñòü V = C[a, b], è f0 ∈ V . Îïðåäåëèì f̃0 ∈ V ∗: ∀ g ∈ V

ïîëîæèì 〈g, f̃0〉 =
b∫
a

g(x)f0(x) dx.

Äðóãîé ïðèìåð: δ-ôóíêöèÿ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ δα ∈ V ∗ òàêàÿ, ÷òî ∀ g ∈ V âûïîëíåíî:
〈g, δα〉 = g(α).

III.2. Ïóñòü V = Pn (ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè6 n); α0, α1, . . . , αn � ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Äëÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ ôóíêíöèé ℓi = δαi

, i = 0, 1, . . . , n, áèîðòîãîíàëüíîé áóäåò ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ

pi(x) =

∏
k ̸=i

(x− αk)∏
k ̸=i

(αi − αk)
,

i = 0, 1, . . . , n. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5 ñëåäóåò, ÷òî (ℓ0, ℓ1, . . . , ℓn) � âçàèìíûé áàçèñ äëÿ áàçèñà
(p0, p1, . . . , pn).
Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f ∈ Pn ïî pi èìååò âèä

n∑
i=0

f(αi) pi.

Ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìûé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîã÷ëåí Ëàãðàíæà, äàþùèé ÿâíóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n, ïðèíèìàþùåãî â çàäàííûõ n+1 òî÷êàõ ïðåäïèñàí-
íûå çíà÷åíèÿ.

§ 2.Åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû
Âî ìíîãèõ ðàññóæäåíèÿõ ó íàñ ïîÿâëÿëèñü èçîìîðôèçìû, êîòîðûå áû èçìåíèëèñü ïðè äðóãîì
âûáîðå áàçèñà (êàê, ñêàæåì, ñîïîñòàâëåíèå âåêòîðó åãî êîîðäèíàòíîãî ñòîëáöà). Â ñèòóàöèÿõ,
êîãäà ýòîãî íå ïðîèñõîäèò, ò.å. åñëè èçîìîðôèçì íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå áàçèñà, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî èçîìîðôèçì åñòåñòâåííûé.

Òåîðåìà 2.1. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó a ∈ V îòîáðàæåíèå ã : V ∗ → R(C) ïî
ïðàâèëó

〈ℓ, ã〉 = 〈a, ℓ〉 (6.1)

(äëÿ ëþáîãî ℓ ∈ V ∗), ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì (âëîæåíèåì) V → V ∗∗.

B Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) ã, çàäàííîå ïðàâèëîì (6.1), ëèíåéíî, ò.å. äåéñòâèòåëüíî ã ∈ V ∗∗.
2) Ñîîòâåòñòâèå a→ ã ëèíåéíî, ò.å. ïðîâåðèòü, ÷òî ã1 + a2 = ã1 + ã2 è λ̃a = λã.
3) Òðèâèàëüíîñòü ÿäðà îòîáðàæåíèÿ a→ ã. Åñëè ã = 0 (òî åñòü äëÿ ëþáîãî ℓ ∈ V ∗ âûïîëíåíî

〈ℓ, ã〉 = 0, òî a = 0. �

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå dimV = n < ∞ óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå a → ã ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
èçîìîðôèçìîì V → V ∗∗.

Ñîîòâåòñòâèå a→ ã ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü äàëåå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñâîèì äâà-
æäû ñîïðÿæåííûì.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü E � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå E → E∗, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå âåêòîðó a ∈ E îòîáðàæåíèå â : V ∗ → R(C) ïî ïðàâèëó

〈x, â〉 = (x, a) (6.2)

(äëÿ ëþáîãî x ∈ E), ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì (âëîæåíèåì) E → E∗.
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B Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) â, çàäàííîå ïðàâèëîì 6.2, ëèíåéíî, ò.å. äåéñòâèòåëüíî â ∈ E∗.
2) Ñîîòâåòñòâèå a→ â ëèíåéíî, ò.å. ïðîâåðèòü, ÷òî â1 + a2 = â1 + â2 è λ̂a = λâ.
3) Òðèâèàëüíîñòü ÿäðà îòîáðàæåíèÿ a→ â. Åñëè â = 0 (òî åñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ V âûïîëíåíî

〈x, â〉 = 0), òî a = 0. �

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå dimV = n < ∞ óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå a → â ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
èçîìîðôèçìîì E → E∗.

Ñîîòâåòñòâèå a→ â ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü äàëåå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì. Â ýòîì ñìûñëå òåîðèþ åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ
ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðèè äâîéñòâåííîñòè.

§ 3.Áèîðòîãîíàëüíîñòü. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè â V è V ∗

Áèîðòîãîíàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà U ⊂ V è W ⊂ V ∗ íàçûâàþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè, åñëè ∀ a ∈ U è
∀ ℓ ∈ W âûïîëíåíî 〈a, ℓ〉 = 0.

Äëÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ è ìíîæåñòâ èç V è V ∗ ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå ⊥.

Ïðåäëîæåíèå 3.1 (ïðèçíàê áèîðòîãîíàëüíîñòè). Ïóñòü U = 〈a1, . . . , ak〉 6 V , W = 〈ℓ1, . . . , ℓl〉
6 V ∗. Òîãäà U ⊥ W ⇔ ai ⊥ ℓj, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , l.

B Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.1. �

Áèîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî W = {ℓ ∈ V ∗ |U ⊥ ℓ} ïðîñòðàíñòâà V ∗ íàçûâàåòñÿ àííóëÿòî-
ðîì, èëè áèîðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà U .

Äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îòîæäåñòâëåíèå (6.2) ïðåâðàùàåò îïðåäåëåíèå àííóëÿòîðà â îïðå-
äåëåíèå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Äëÿ àííóëÿòîðà ïðèìåì îáîçíà÷åíèå U⊥.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äëÿ ëþáîãî U 6 V ïîäìíîæåñòâî U⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíòâîì â V ∗.

B �

Äëÿ ëþáîãî W 6 V ∗ ïîäìíîæåñòâî W⊥ áóäåò ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíòâîì â V ∗∗. Íî â êîíå÷-
íîìåðíîì ñëó÷àå â ñèëó îòîæäåñòâëåíèÿ V ∼= V ∗∗ çàäàííîãî (6.1), ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü W⊥

ñ ïîäïðîñòðàíòâîì â V , êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì ïîäïðîñòðàíñòâà W .
Çàôèêñèðóåì òàêæå îïðåäåëåíèå íóëü-ïðîñòðàíñòâà, íå èñïîëüçóþùåå îòîæäåñòâëåíèå V ∼= V ∗∗.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî U = {a ∈ V | a ⊥ W} ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ íóëü-
ïðîñòðàíñòâîì ïîäïðîñòðàíñòâà W 6 V ∗.

Äëÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèå W⊥.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Äëÿ ëþáîãî W 6 V ∗ ïîäìíîæåñòâî W⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíòâîì â V .

B �

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü dimV = n <∞, U 6 V . Òîãäà
1) (U⊥)⊥ = U ; 2) dimU + dimU⊥ = n.
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B Ïóñòü e1, e2, . . . , ek � áàçèc â U . Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e = (e1, . . . , ek, . . . , en) â V .
Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ U⊥ èìååòñÿ ñëåäóþùåå îïèñàíèå, èç êîòîðîãî âûòåàþò îáà óòâåðæäåíèÿ:
U⊥ = 〈ek+1, ek+2, . . . , en〉, ãäå e1, . . . , en � âçàèìíûé áàçèñ äëÿ áàççèñà e1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V .

. . .�
Óïðàæíåíèå. Ïóñòü dimV <∞. Äëÿ Ui 6 V , i = 1, 2, äîêàæèòå, ÷òî (U1 + U2)

⊥ = U⊥
1 ∩ U⊥

2 è
àíàëîãè÷íî, (U1 ∩ U2)

⊥ = U⊥
1 + U⊥

2 .

§ 4.Ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå ψ : V ∗ → V ∗ íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ïðåîáðàçîâàíèþ
φ ∈ L(V, V ), åñëè ∀ a ∈ V , è ∀ ℓ ∈ V ∗ âûïîëíåíî

〈φ(a), ℓ〉 = 〈a, ψ(ℓ)〉 . (6.3)

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: φ∗. Äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâå, â ñèëó îòîæ-
äåñòâëåíèÿ (6.2), ýòî îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì èç ãëàâû 5. Èç îïðåäåëåíèÿ φ∗ îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî ëèíåéíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü φ ∈ L(V, V ). Òîãäà φ∗ ∈ L(V ∗, V ∗).

B �

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü dimV < ∞, e � áàçèñ â V , è e∗ � åãî âçàèìíûé áàçèñ â V ∗. Ïóñòü
φ ∈ L(V, V ), φ −→

e,e A. φ∗ −→
e∗,e∗A∗. Òîãäà

B Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.1. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü dimV <∞, φ, ψ ∈ L(V, V ). Òîãäà
1) (φ∗)∗ = φ;
2) (φψ)∗ = ψ∗φ∗;
3) rg(φ) = rg(φ∗);
4) χφ(λ) = χφ∗(λ).

B Ââåäåì â V è V ∗ âçàèìíûå áàçèñû è ïåðåéäåì ê ìàòðèöàì â ýòèõ áàçèñàõ. Äàëåå äîêàçûâàåì
òàê æå, êàê ñëåäñòâèå 2 èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ãëàâû 5. �

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü U 6 V , dimV <∞, φ ∈ L(V, V ). Òîãäà
U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ ⇔ U⊥ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî φ∗.

B Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.1 ãëàâû 5. �

Òåîðåìà 4.2 (Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü dimV = n <∞, φ ∈ L(V, V ). Òîãäà

Kerφ∗ = (Imφ)⊥ .

B Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.2 ãëàâû 5. �

Îòìåòèì, ÷òî âñå ñîäåðæàíèå ýòîãî ïàðàãðàôà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
φ ∈ L(V, Ṽ ). Äëÿ φ ∈ L(V, Ṽ ) òàê æå ôîðìóëà (6.3) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñîïðÿæåííîå îòîáðà-

æåíèå φ∗ ∈ L(Ṽ ∗, V ∗), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè âñåõ ïðåäëîæåíèé è òåîðåì èç ýòîãî
ïàðàãðàôà.
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Ãëàâà 7

Òåíçîðû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåì âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F. (ãäå âîçíèêàåò äåëåíèå (ñèì-
ìåòðèçàöèÿ è ïð.) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 0).

§ 1.Ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå è êîîðäèíàíòàÿ çàïèñü

Îòîáðàæåíèå β : V1× V2× . . .× Vk → F ïîëèëèíåéíî, åñëè β(a1, a2, . . . , ak) ëèíåéíî ïî êàæäîìó èç
àðãóìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì Hom(V1, V2, . . . , Vk;F).

Ïðèìåðû. Â ñòàðûõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ V íàä R:
Hom(V, V ;R) = B(V );
Hom(V ;R) = V ∗;
Hom(V ∗;R) = V (ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâëåíèÿ V è V ∗∗).

Ïóñòü dimVt = nt è â êàæäîì Vt çàôèêñèðîâàí áàçèñ: â V1 � áàçèñ e = (e1, . . . , en1), â V2 �
áàçèñ f = (f1, . . . , fn2), è ò.ä.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó β ∈ Hom(V1, V2, . . . , Vk;F) ìàññèâ èç n1 . . . nk êîíñòàíò bi1i2...ik ,
it ∈ {1, . . . , nt} (äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïèøåì bij...):

β −→
e,f,... bij..., (7.1)

ãäå bij... = β(ei, fj, . . .) .
bij... íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïîëèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â áàçèñàõ e, f, . . ..

Òåîðåìà 1.1 (êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü). Ïóñòü β ∈ Hom(V1, V2, . . . , Vk;F) è β −→
e,f,... bij.... Ïóñòü âåêòî-

ðû a ∈ V1, b ∈ V2, . . . , ðàçëîæåíû ïî áàçèñàì: a = xiei, b = yjfj, . . . Òîãäà

β(a,b, . . .) = bij...x
iyj . . . . (7.2)

B Ðàñêðîåì β(a,b, . . .), .... �
(7.1) çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå Hom(V1, V2, . . . , Vk;F)→ Fn1n2...nk

Çàìåíà áàçèñà

Âî âñòðå÷àþùèõñÿ ìàòðèöàõ ïåðåõîäà îáîçíà÷àåì âåðõíèì èíäåêñîì íîìåð ñòðîêè, à íèæíèì �
íîìåð ñòîëáöà, òàê åñëè S = (sij) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, . . .) ê áàçèñó (e′1, . . .), òî çàìåíà
áàçèñà ïðîèñõîäèò ïî ïðàâèëó

e′j = sijei,

à, ñêàæåì, çàìåíà êîîðäèíàò âåêòîðà � ïî ïðàâèëó

xi = sijx
′j.

75



Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü â V1 âûáðàíû áàçèñû e è e′, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ïåðåõîäà sij, â V2 âûáðàíû
áàçèñû f è f ′, ñâÿçàííûå ìàòðèöåé ïåðåõîäà tij, è ò.ä. Ïóñòü β ∈ T (V1, V2, . . . , Vk) òàê, ÷òî

β −→
e,f,... bij...,

β
−→

e′,f′,... b
′
ij...

Òîãäà
b′ij... = bkl...s

k
i t

l
j . . . . (7.3)

(Êîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå òåíçîðà)

Ëèíåéíûå îïåðàöèè

Hom(V1, V2, . . . , Vk;F) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F.

§ 2.Òåíçîðû è îñíîâíûå îïåðàöèè íàä íèìè

Òåíçîð êàê ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîðîì òèïà (p, q) íàä âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V íàçûâàþò ïîëèëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Hom(V ∗, . . . , V ∗︸ ︷︷ ︸

p

, V, . . . , V︸ ︷︷ ︸
q

;F).

Áîëåå çàóìíîå íàçâàíèå òåíçîðà òèïà (p, q): p ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé è q ðàç êîâàðèàíòíûé.
Îáîçíà÷åíèå (ïîìèìî Hom(V ∗, . . . , V ∗︸ ︷︷ ︸

p

, V, . . . , V︸ ︷︷ ︸
q

;F)):

T p
q (V ).

(èëè ïðîñòî T p
q , åñëè ÿñíî, î êàêîì V èäåò ðå÷ü).

Äëÿ τ ∈ T p
q (V ) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå τ(ℓ, . . .︸︷︷︸

p

, a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
q

) íà óïîðÿäî÷åííîì íàáîðå èç p ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëàõ (êîâåêòîðàõ) è q âåêòîðàõ.
T p
q (V ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

×òî òàêîå T 0
0 (V )?

Âûïèñûâàÿ êîìïîíåíòû â áàçèñàõ, óñëîâèìñÿ âî âñåõ q êîïèÿõ V âûáèðàòü îäèí è òîò æå
áàçèñ e = (e1, . . . , en), à âî âñåõ p êîïèÿõ V ∗ âûáèðàòü áàçèñ e∗ = (e1, . . . , en), áèîðòîãîíàëüíûé
áàçèñó e. Êîìïîíåíòû ïèøåì ñ p âåðõíèìè è q íèæíèìè èíäåêñàìè, äëÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü
òåíçîðíîå ñóììèðîâàíèå.

Äëÿ τ ∈ T p
q (V ) ñîîòâåòñòâèå (7.1) ïðèîáðåòàåò âèä:

τ −→
e∗,...,e,e,... t

j1j2...jp
i1i2...iq

, èëè (ñîêðàùàÿ îáîçíà÷åíèÿ)

τ −→
e tj...ik....

Ìàññèâ èç np+q êîíñòàíò tj...ik... = τ(ej, . . .︸ ︷︷ ︸
q

, ei, ek, . . .︸ ︷︷ ︸
p

, ) � êîìïîíåíòû òåíçîðà τ â áàçèñå e.

Òåïåðü ôîðìóëà (7.2) ïðèîáðåòàåò âèä

τ(ℓ, . . .︸︷︷︸
p

, a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
q

) = tj...ik...x
iyk . . . zj . . . ,

ãäå a = xiei, b = ykek, . . . , ℓ = zje
j, . . . � ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ (p + q àðãóìåíòîâ, ê êîòîðûì

ïðèìåíÿåòñÿ τ) ïî áàçèñàì e è e∗
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Ôîðìóëà (7.3) èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò ïðè ïåðåõîäå îò áàçèñà e ê e′ è ñîîòâåòñòâåííî îò áàçèñà
e∗ ê e′∗:

t′
j...
ik... = tj

′...
i′k′... s

i′

i s
k′

k . . . r
j
j′ . . . ,

ãäå (êàê, ñêàæåì, è â äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ãëàâû 6), S = (si
′
i ) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò

e ê e′, à R = (rjj′) = S−1 � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå ïåðåõîäà îò e∗ ê e′∗ (òðàíñïîíèðîâàíèå
ñâÿçàíî ñ íàøåé äîãîâîðåííîñòüþ î âåðõíèõ è íèæíèõ èíäåêñàõ ïðè ðàáîòå â V ∗).

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðà α ∈ T p
q íà òåíçîð β ∈ T

p′

q′ íàçûâàþò òåíçîð

γ ∈ T p+p′

q+q′ òàêîé, ÷òî

γ(ℓ, . . .︸︷︷︸
p

,m, . . .︸ ︷︷ ︸
p′

, a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
q

, c,d, . . .︸ ︷︷ ︸
q′

) = α(ℓ, . . .︸︷︷︸
p

, a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
q

) · β(m, . . .︸ ︷︷ ︸
p′

, c,d, . . .︸ ︷︷ ︸
q′

).

Îáîçíà÷åíèå: α⊗ β.
Àññîöèàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
Íåò êîììóòàòèâíîñòè.
¾îðãàíèçóåì¿ àëãåáðó

∞⊕
q=0

T 0
q

⊕
p,q

T p
q .

Â êîîðäèíàòàõ � ¾íåçàâèñèìîå óìíîæåíèå¿. Ïóñòü

α −→
e a

j1j2...jp
i1i2...iq

,

β −→
e b

j′1j
′
2...j

′
p′

i′1i
′
2...i

′
q′
.

Òîãäà

γ −→
e c

j1j2...jp j′1j
′
2...j

′
p′

i1i2...iq i′1i
′
2...i

′
q′

= a
j1j2...jp
i1i2...iq

· b
j′1j

′
2...j

′
p′

i′1i
′
2...i

′
q′
.

Ðàçëîæèìûé òåíçîð � òåíçîð, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè 1 (âåêòîðîâ è êî-
âåêòîðîâ).

Êàê äåéñòâóåò òåíçîð e3 ⊗ e1 ⊗ e3 ∈ T 0
3 ?

(e3 ⊗ e1 ⊗ e3)(ei, ej, ek) = δ3i δ
1
j δ

3
k.

(e3 ⊗ e1 ⊗ e3)(a,b, c) = x3y1z3, ãäå a = xiei, b = yjej, c = zkek.

Òåíçîðû âèäà ej ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
p

⊗ ei ⊗ ek ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q

� ¾ñòàíäàðòíûé¿ (ò.å. ñîãëàñîâàííûé ñ e) áàçèñ â T p
q , òàê

÷òî
τ = tj...ik... ej ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸

p

⊗ ei ⊗ ek ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q

,

ãäå τ −→
e tj...ik....
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Ñâåðòêà

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ è çàäàäèì ñâåðòêó (ïî ïàðå ïåðâûõ àðãóìåíòîâ) êàê ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

T p
q → T p−1

q−1

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ñâåðòêè âíà÷àëå íà ¾ñòàíäàðòíîì
áàçèñå¿ T p

q (V ), ñâÿçàííûì ñ áàçèñîì e ïðîñòðàíñòâà V (äàëåå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè):

ej ⊗ el ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
p

⊗ ei ⊗ ek ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q

7→ δij el ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
p−1

⊗ ek ⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q−1

. (7.4)

Èç ëèíåéíîñòè ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

a⊗ b⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
p

⊗ ℓ⊗m⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q

7→ 〈a, ℓ〉 b⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
p−1

⊗m⊗ . . .︸ ︷︷ ︸
q−1

.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (7.4) ðàáîòàåò è äëÿ äðóãîãî âûáîðà áàçèñà.
Â êîîðäèíàòàõ ïåðåõîä ê ñâåðòêå âûãëÿäèò ïðîñòî:

tjl...ik... 7→ til...ik....

Ïðèìåðû.

� Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû íà âåêòîðå: a⊗ ℓ � äàëåå ñâåðòêà (â ðåçóëüòàòå lixi).

� Çíà÷åíèå áèëèíåéíîé ôîðìû a⊗ b⊗ β � äàëåå ñâåðòêà (â ðåçóëüòàòå bijxiyj)

�Ìàòðèöà A = (aij) ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ : V → V � òåíçîð èç T 1
1 .

trA = aii � ñâåðòêà.
Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé: aijb

j
k.

� Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå gij � ìåòðè÷åñêèé Òåíçîð (ìàòðèöà Ãðàìà).
Òåíçîðíîå äîìíîæåíèå íà gij ñ ïîñëåäóþùåé ñâåðòêîé ïî îäíîìó èç àðãóìåíòîâ � ¾îïóñêàíèå
èíäåêñà¿.
Íàïðèìåð: bjk = aijgik.
(ñâÿçü ìåæäó îïåðàòîðàìè è áèëèíåéíûìè ôîðìàìè â åêâëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå).

§ 3.Ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðû.

Ïåðåñòàíîâêà àðãóìåíòîâ â ôóíêöèÿõ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Åñëè X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî íà ìíîæåñòâå F îòîáðàæåíèé X ×X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
q

→ Y

åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê Sq = S{1,2,...,q}, òàê ÷òî σ ∈ Sq ïåðåñòàâëÿåò
àðãóìåíòû îòîáðàæåíèÿ f ∈ F :

(σf)(x1, . . . , xq) = f(xσ(1), . . . , xσ(q)).

Î÷åâèäíî, f 7→ σf çàäàåò áèåêöèþ F → F . Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Y � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
(íàä íåêîòîðûì ïîëåì F), òîãäà f 7→ σf çàäàåò èçîìîðôèçì F → F .
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Ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñèììåòðèçàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè ∀ σ ∈ Sq âûïîëíåíî

σf = f.

Ïîäìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ f ∈ F ìîæíî îáîçíà÷èòü F+.
Ìîæíî îïðåäåëÿòü áîëåå îáùåå ïîíÿòèå � ñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ çàäàííîé

ïîäãðóïïû â H 6 Sq, çàìåíÿÿ â îïðåäåëåíèè ñèììåòðè÷íîñòè óñëîâèå ∀ σ ∈ Sq íà ∀ σ ∈ H. Íà-
ïðèìåð, åñëè H = S{1,2,...,p}, ïîëó÷àåì óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ p àðãóìåíòîâ
(è àíàëîãè÷ííî äëÿ H = S{p+1,p+2,...,q} � óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ q − p
àðãóìåíòîâ).

Ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ Sq íà F (â ñëó÷àå ïîëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè) ìîæåì îïðåäåëèòü
óñðåäíåíèå, èëè ñèììåòðèçàöèþ êàê

Sym(f) =
1

q!

∑
σ∈Sq

σf,

èëè áîëåå îáùî, ñèììåòðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ çàäàííîé ïîäãðóïïû â H 6 Sq êàê

SymH(f) =
1

|H|
∑
σ∈H

σf.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî Sym : F → F ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà F+.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. 1) ∀ f ∈ F âûïîëíåíî Sym(f) ∈ F+;
2) åñëè f ∈ F+, òî Sym(f) = f .

Ëåììà. Ïóñòü σ0 ∈ H 6 Sq (H � ïîäãðóïïà â Sq). Òîãäà ∀ f ∈ F âûïîëíåíî

SymH(σ0f) = SymH(f).

Ëåììà. Ïóñòü H 6 G 6 Sq (äâå ïîäãðóïïû Sq, îäíà âëîæåíà â äðóãóþ). Òîãäà ∀ f ∈ F âûïîëíåíî

SymG(SymH(f)) = SymG(f).

Êîñîñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Àëüòåðíèðîâàíèå.

Âñïîìíèì, ÷òî êàæäîé ïåðåñòàíîâêå ïðèïèñàí çíàê ε(σ), ðàâíûé ±1 (â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
σ).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f ∈ F íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè ∀ σ ∈ Sq âûïîëíåíî

σf = ε(σ) · f.

Ïîäìíîæåñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ f ∈ F ìîæíî îáîçíà÷èòü F−.
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî F+ ⊕ F− � ïðÿìàÿ ñóììà. Îäíàêî, ðàâåíñòâî F = F+ ⊕ F−,

âåðíîå â ñëó÷àå ôóíêöèé îò q = 2 ïåðåìåííûõ âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì ïðè q > 2.
Àíàëîãè÷íî ñèììåòðèçàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü ¾óñðåäíåíèå ñî çíàêîì¿, èëè àëüòåðíèðîâàíèå

êàê

Alt(f) =
1

q!

∑
σ∈Sq

ε(σ) · σf.
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Áîëåå îáùî, äëÿ ïîäãðóïïû â H 6 Sq

AltH(f) =
1

|H|
∑
σ∈H

ε(σ) · σf.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè H ñîñòîèò òîëüêî èç ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê, òî AltH(f) = SymH(f).
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàâàåòñÿ, Sym : F → F ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà F−.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. 1) ∀ f ∈ F âûïîëíåíî Alt(f) ∈ F−;
2) åñëè f ∈ F−, òî Alt(f) = f .

Ëåììà. Ïóñòü σ0 ∈ H 6 Sq (H � ïîäãðóïïà â Sq). Òîãäà ∀ f ∈ F âûïîëíåíî

AltH(σ0f) = ε(σ0) · AltH(f).

Ëåììà. Ïóñòü H 6 G 6 Sq (äâå ïîäãðóïïû Sq, îäíà âëîæåíà â äðóãóþ). Òîãäà ∀ f ∈ F âûïîëíåíî

AltG(AltH(f)) = AltG(f).

Ïðèìåíåíèå ê òåíçîðàì.

Òàê êàê òåíçîðû èç ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q

→ F, ñîãëàñíî îáùåé èçëàãàåìîé òåî-

ðèè, íà ïðîñòðàíñòâå T 0
q = T 0

q (V ) îïðåäåëÿåòñÿ èçîìîðôèçì T 0
q → T 0

q ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ
τ 7→ στ . Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðîåêòîðû T 0

q → T 0
q ñèììåòðèçàöèÿ τ 7→ Sym(τ) è àëüòåð-

íèðîâàíèå τ 7→ Alt(τ).
Ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ îáîçíà÷àåì (íàðÿäó c T 0

q (V )+ è
T 0
q (V )−) ÷åðåç S0

q (V ) è Λ0
q(V ) ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî S0

q (V ) è Λ0
q(V ) � ïîäïðîñòðàíñòâà â T 0

q (V ).
Â êîîðäèíòàíàòàõ: ïóñòü τ −→

e tik.... Òîãäà

στ −→
e tσ(i)σ(k)....

(Ïðîñòîé ïðèìåð: òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû: bij 7→ bji.)
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïîñëå ñèììåòðèçàöèè è àëüòåðíèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ

èíîãäà êðóãëûå è êâàäðàòíûå ñêîáêè. Òàê,

Sym(τ) −→
e t(ik...) =

1

q!

∑
σ∈Sq

tσ(i)σ(k)...;

Alt(τ) −→
e t[ik...] =

1

q!

∑
σ∈Sq

ε(σ) · tσ(i)σ(k)....

Ðàññìîòðèì òåíçîðû α ∈ T 0
p è β ∈ T 0

q . Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ,

(α⊗ β)(a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
p

, c,d, . . .︸ ︷︷ ︸
q

) = α(a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
p

) · β(c,d, . . .︸ ︷︷ ︸
q

) = (β ⊗ α)(c,d, . . .︸ ︷︷ ︸
q

, a,b, . . .︸ ︷︷ ︸
p

).

Îòñþäà
β ⊗ α = σq,p(α⊗ β),

ãäå ïåðåñòàíîâêà σq,p çàäàåòñÿ êàê

(
1 2 . . . q q + 1 q + 2 . . . p+ q

p+ 1 p+ 2 . . . p+ q 1 2 . . . p

)
.

Òàê êàê, ε(σq,p) = (−1)pq, ñ ó÷åòîì ëåìì è , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. ∀ α ∈ T 0
p è β ∈ T 0

q âûïîëíåíî

Sym(α⊗ β) = Sym(β ⊗ α).
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Ïðåäëîæåíèå 3.4. ∀ α ∈ T 0
p è β ∈ T 0

q âûïîëíåíî

Alt(α⊗ β) = (−1)pq Alt(β ⊗ α).

Ïðåäëîæåíèå 3.5. ∀ α ∈ T 0
p è β ∈ T 0

q âûïîëíåíî

Sym((Sym(α)⊗ β) = Sym(α⊗ Sym(β)) = Sym(α⊗ β).

B ÑÕÅÌÀ. Çàìåòèì, ÷òî Sym(α)⊗ β = SymH(α⊗ β), ãäå Sp
∼= H 6 Sp+q � ïîäãðóïïà ïåðåñòà-

íîâîê, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíèå q ýëåìåíòîâ íåïîäâèæíû. �
Ïðåäëîæåíèå 3.6. ∀ α ∈ T 0

p è β ∈ T 0
q âûïîëíåíî

Alt((Alt(α)⊗ β) = Alt(α⊗ Alt(β)) = Alt(α⊗ β).

Ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû. Áàçèñ â S0
q .

Îáîçíà÷èì q! Sym(ei1 ⊗ ei2 ⊗ . . .⊗ eiq) êîðîòêî ei1ei2 . . . eiq .

Íàïðèìåð,
e3e1e3 = 2(e3 ⊗ e1 ⊗ e3 + e1 ⊗ e3 ⊗ e3 + e3 ⊗ e3 ⊗ e1).
e3e1e2 = e1 ⊗ e2 ⊗ e3 + e1 ⊗ e3 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ⊗ e3 + e2 ⊗ e3 ⊗ e1 + e3 ⊗ e1 ⊗ e2 + e3 ⊗ e2 ⊗ e1.

Èç-çà êîììóòàòèâíîñòè ei1ei2 . . . eiq ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (e1)k1 . . . (en)kn , ãäå ki � öåëûå íåîòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà q.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. 1) {(e1)k1 . . . (en)kn | ki ∈ Z+,
∑
ki = q} � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå S0

q ;
2) dimS0

q = Cq
n+q−1.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà.

Äëÿ τ ∈ S0
p , τ

′ ∈ S0
q îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîå óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó:

τ ∨ τ ′ = (p+ q)!

p!q!
Sym(τ ⊗ τ ′).

(èíîãäà îïðåäåëÿåòñÿ áåç íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ). Èç ïðåäëîæåíèé 3.3 è 3.5 ñëåäóåò êîì-
ìóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü ñèììåòðè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ.

Èíîãäà çíàê ∨ îïóñêàåòñÿ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèåì ei1ei2 . . . eiq :

ei1 ∨ ei2 ∨ . . . ∨ eiq = ei1ei2 . . . eiq .

S(V ) =
∞⊕
q=0

S0
q .

S(V ) � ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà îòíîñèòåëüíî +,∨. (àññîöèàòèâíàÿ, êîììóòàòèâíàÿ)

Êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû. Áàçèñ â Λ0
q.

Îáîçíà÷èì (âðåìåííî) q! Alt(ei1 ⊗ ei2 ⊗ . . .⊗ eiq) êîðîòêî ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eiq .
Íàïðèìåð,
e3 ◦ e1 ◦ e3 = 0;
e1 ◦ e2 ◦ e3 = e1⊗ e2⊗ e3− e1⊗ e3⊗ e2 + e2⊗ e3⊗ e1− e2⊗ e1⊗ e3 + e3⊗ e1⊗ e2− e3⊗ e2⊗ e1.

Â ÷àñòíîñòè, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (e1 ◦ e2 ◦ e3)(a,b, c) = äåòåðìèíàíò èç êîîðäèíàòíûõ
ñòîëáöîâ âåêòîðîâ a,b, c.

Èç-çà êîñîêîììóòàòèâíîñòè ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eiq ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 0 ëèáî ±ej1 ◦ ej2 ◦ . . . ◦ ejq , ãäå
j1 < j2 < . . . < jq.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. 1) {ej1 ◦ ej2 ◦ . . . ◦ ejq | j1 < j2 < . . . < jq} � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Λ0
q;

2) dimΛ0
q = Cq

n ïðè q 6 n è Λ0
q = O ïðè q > n.
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Âíåøíÿÿ àëãåáðà.

Äëÿ τ ∈ Λ0
p, τ

′ ∈ Λ0
q îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíåå óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó:

τ ∧ τ ′ = (p+ q)!

p!q!
Alt(τ ⊗ τ ′).

(èíîãäà îïðåäåëÿåòñÿ áåç íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ). Èç ïðåäëîæåíèé 3.4 è 3.6 ñëåäóåò êîñî-
êîììóòàòèâíîñòü:

τ ∧ τ ′ = (−1)pqτ ′ ∧ τ

(â ÷àñòíîñòè, ïðè íå÷åòíîì p τ ∧ τ = 0) è àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî óìíîæåíèÿ.

ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eiq = ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eiq .

Λ(V ) =
n⊕

q=0

Λ0
q.

Λ(V ) � âíåøíÿÿ àëãåáðà îòíîñèòåëüíî +,∧. (àññîöèàòèâíàÿ, êîñîêîììóòàòèâíàÿ)
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