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Предисловие

Ни при какой погоде
Я этих книг, конечно, не читал

С.А. Есенин

Автор надеется, что открывший вторую часть пособия изучил (чи-
тал, рассматривал картинки – нужное подчеркнуть) его первую часть.

Содержание пособия полностью соответствует программе кафедры
высшей математики МФТИ за второй семестр. Однако расположение
материала отличается от традиционно принятого в МФТИ, что за-
креплено в названии. В пособии сначала идет материал, относящийся
к одномерному анализу (интеграл Римана и ряды), затем начинается
систематическое изложение многомерного анализа (функции несколь-
ких переменных и отображения, теория их дифференцирования, кри-
волинейные интегралы, мера Жордана). Таким расположением автор
подчеркивает естественное разделение классического математическо-
го анализа на одномерный и многомерный; появление в третьей части
пособия элементов бесконечномерного анализа, надеемся, будет выгля-
деть закономерным. Отметим, что материал изложен таким образом,
что главы, относящиеся к многомерному анализу, могут читаться пер-
выми.

Автор благодарен А.Ю. Петровичу, многочисленные замечания и
советы которого помогли существенно улучшить качество пособия.
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Глава 1

Равномерная
непрерывность функции
на множестве

Это свойство функции быть “одинаково” непрерывной во всех точ-
ках рассматриваемого множества.

1.1. Определение и основные свойства

Напомним, что:
1) непрерывность функции на множестве X ⊂ R означает ее непре-
рывность в каждой точке x ∈ X;
2) непрерывность функции в точке x ∈ X означает равенство:

lim
x̂→x,x̂∈X

f(x̂) = f(x).

Поэтому развернутое определение непрерывности функции на множе-
стве выглядит так:

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ = δ(x, ε) :

∀x̂ ∈ X ∧ ρ(x, x̂) < δ ↪→ |f(x)− f(x̂)| < ε. (1.1)

Определение 1.1.1. Функция f называется равномерно
непрерывной на подмножестве X ⊂ R, если для любого ε > 0
найдется такое δ > 0, что для любых двух точек x, x′ ∈ X таких, что
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ρ(x, x′) < δ, справедлива оценка |f(x)− f(x′)| < ε:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x, x̂ ∈ X ρ(x, x̂) < δ ↪→ |f(x)−f(x̂)| < ε. � (1.2)

Обсуждение 1.1.1. Непрерывность в точке означает, что ма-
лое отклонение аргумента, зависящее от выбранной точки влечет
малое отклонение функции. При равномерной непрерывности откло-
нение функции зависит только от отклонения аргумента, но не от
самого аргумента. Свойство функции быть равномерно непрерывной
является глобальным в отличие от локального свойства непрерывно-
сти в точке. �

Начнем с примеров.

Примеры 1.1.1. Равномерно непрерывны функции:

1) y = x2 на любом конечном промежутке ⟨a, b⟩;

2) y = sinx на всей числовой оси R;

3) y = arctanx на всей числовой оси R (рис. 1.1);

4) y = x+ sinx на всей числовой оси R (рис. 1.2);

5) y = x sin 1
x на всей числовой оси R (рис. 1.3).

2p

2p-
·

·

Рис. 1.1

2p

2p-
· · ··

· ·p

p

·

Рис. 1.2

·

·

1

1 p

·

Рис. 1.3

Примеры 1.1.2. Следующие функции НЕ являются равномерно
непрерывными:

1) y = sign(x) на любом промежутке, содержащем точку x0 = 0
(рис. 1.4);

2) y = 1
x на промежутке (0, b⟩;

3) y = x2 на любом бесконечном промежутке ⟨a,+∞);
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4) y = sin 1
x на промежутке (0, b⟩ (рис. 1.5);

5) y = x sinx на полуоси R+ (рис. 1.6).

Ниже будет дано строгое обоснование всех примеров, но уже сейчас
полезно по графикам “узнавать” равномерную непрерывность, либо на-
ходить объяснение, почему она отсутствует.

Очевидно, что

Лемма 1.1.1. Если функция равномерно непрерывна на неко-
тором множестве X, то она равномерно непрерывна на любом его
подмножестве X̃ ⊂ X.

Задача 1.1.1. Докажите лемму 1.1.1.

Лемма 1.1.2. Из равномерной непрерывности функции на X
следует ее непрерывность на X.

Доказательство. Хотя утверждение очевидно, рассмотрим си-
туацию формально-логически на языке кванторов. Сравнивая опреде-
ления (1.1) и (1.2), мы видим, что в первом определении точка x стоит
перед выбором δ, поэтому δ зависит от x. Во втором определении δ не
зависит от x. Значит, из второго определения следует первое. �

Из леммы 1.1.2 следует, что отсутствие непрерывности является
достаточным условием для отсутствия равномерной непрерывности
(контрпример 1.1.2(1), рис. 1.4). Следует помнить, что из непрерыв-
ности в общем случае равномерная непрерывность не следует (контр-
примеры 1.1.2(2-4)).

Доказательство отсутствия равномерной непрерывности опирается
на отрицание определения (1.2): функция НЕ является равномерно
непрерывной, если

∃ε0 > 0 : ∀δ ↪→ ∃ x, x̂ ∈ X : ρ(x, x̂) < δ ↪→ |f(x)− f(x̂)| ≥ ε0. (1.3)

Покажем, как пользоваться определением (1.3) в контрпримерах 1.1.2.
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В примере 1.1.2.(2) интуитивно понятно, что f(x) = 1/x не является
равномерно непрерывной на (0, 1) из-за того, что при x → +0 функция
f(x) → ∞. Поэтому возьмем

xk =
1

k
, x̂k =

1

2k
, тогда при k → ∞ выполняется:

ρ(xk, x̂k) =
1

2k
→ 0 ∧ |f(xk)− f(x̂k)| = k → ∞.

В примере 1.1.2.(3) функция f(x) = x2 не является равномерно
непрерывной на [0,+∞) из-за того, что при x → +∞ функция f(x) →
→ ∞ “ускоряясь”:

xk = k +
1

k
, x̂k = k, тогда при k → ∞ выполняется:

ρ(xk, x̂k) =
1

k
→ 0 ∧ |f(xk)− f(x̂k)| = 2 +

1

k2
≥ 2.

В примере 1.1.2.(4) функция f(x) = sin 1/x не является равномерно
непрерывной на (0, 1) из-за того, что при x → +0 существуют сколь
угодно близкие точки, в которых функция отличается на константу
(см. рис. 1.5):

xk =
1

2πk − π/2
, x̂k =

1

2πk + π/2
, тогда при k → ∞ выполняется:

ρ(xk, x̂k) =
π

4π2k2 − π2/4
→ 0 ∧ |f(xk)− f(x̂k)| = 2.

Обратим внимание, что во всех контрпримерах подмножество X
некомпактно. Оказывается, верна

Теорема 1.1.1 (Кантора о равномерной непрерывности
на компакте). Если функция f непрерывна на компактном под-
множестве, то она равномерно непрерывна на нем.

Доказательство от противного. Тогда выполняется (1.3). Чтобы
построить последовательность точек, возьмем последовательность чи-
сел δk = 1/k (k = 1, 2 . . .). Возникают две последовательности точек
xk, x̂k ∈ X таких, что ρ(xk, x̂k) < 1/k, но |f(xk) − f(x̂k)| ≥ ε0. В силу
компактности X, из последовательности {xk} выбираем сходящуюся
подпоследовательность: xkm → x0 ∈ X при m → ∞. Поскольку

ρ(x̂km , x0) < ρ(x̂km , xkm)+ρ(xkm , x0) <
1

km
+ρ(xkm , x0) → 0 при m → ∞,
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то получаем вторую сходящуюся к той же точке x0 подпоследователь-
ность x̂km → x0. В силу непрерывности функции в точке x0, получаем

lim
m→∞

f(xkm) = lim
m→∞

f(x̂km) = f(x0).

Поэтому lim
m→∞

|f(xkm
) − f(x̂km

)| = 0. Что противоречит допущению.
�

Следствие 1.1.1. Функция f , непрерывная на отрезке [a, b],
равномерно непрерывна на нем.

Следующая теорема связывает равномерную непрерывность с опе-
рациями в образе.

Теорема 1.1.2. Пусть функции f и g равномерно непрерывны
на множестве X. Тогда:

1) их линейная комбинация αf+βg также равномерно непрерывна
на X;

2) если дополнительно функции ограничены на X, то их произве-
дение fg также равномерно непрерывно на X.

Доказательство п. 2. Пусть для любого x ∈ X верны оценки
|f(x)|, |g(x)| < C = const. По ε > 0 найдется такое δ > 0, что, как
только ρ(x, x̂) < δ, верны оценки |f(x) − f(x̂)|, |g(x) − g(x̂)| < ε/(2C).
Тогда

|f(x)g(x)− f(x̂)g(x̂)| ≤ |f(x)g(x)− f(x)g(x̂)|+ |f(x)g(x̂)− f(x̂)g(x̂)| =

= |f(x)| · |g(x)− g(x̂)|+ |g(x̂)| · |f(x)− f(x̂)| < ε. �

Задача 1.1.2. Докажите п. 1 теоремы 1.1.2.

Замечание 1.1.1. Если в утверждении п. 2 теоремы 1.1.2 отка-
заться от ограниченности хотя бы одного сомножителя, утверждение
теоремы в общем случае перестает быть верным. Замечание подтвер-
ждает контрпример 1.1.2 (5). Функции f(x) = x и g(x) = sinx равно-
мерно непрерывны на R. Однако их произведение f(x)g(x) = x sinx
НЕ является равномерно непрерывной функцией на R+ (рис. 1.6). �

Задача 1.1.3. Докажите, что функция x sinx не является рав-
номерно непрерывной на R+.
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1.2. Равномерная непрерывность
на промежутке

Для функций, определенных на промежутке, получены “тонкие”
результаты о равномерной непрерывности. Докажем некоторые из них.

Теорема 1.2.1 (критерий равномерной непрерывности
на конечном интервале). Функция, непрерывная на конечном ин-
тервале (a, b), равномерно непрерывна на нем только тогда, когда
существуют конечные односторонние пределы f(a+ 0), f(b− 0) ∈ R.

Доказательство. (⇐) Доопределим функцию в концах интерва-
ла:

f(a) := f(a+ 0), f(b) := f(b− 0).

Получили функцию, непрерывную на отрезке. Из теоремы Кантора
следует, что она равномерно непрерывна на [a, b]. В силу леммы 1.1.1,
f равномерно непрерывна на (a, b)

(⇒) Если для функции f выполнено условие равномерной непре-
рывности на всем интервале (a, b), то оно тем более выполнено в правой
полуокрестности точки a:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x, x̂ ∈ (a, a+ δ) ↪→ |f(x)− f(x̂)| < ε.

Но это есть условие из критерия Коши существования конечного пре-
дела: lim

x→a+0
f(x) = f(a+ 0). Аналогично с точкой b. �

Для бесконечного интервала предложены достаточные условия
равномерной непрерывности. Например, такое:

Теорема 1.2.2 (достаточное условие равномерной непре-
рывности на луче). Если функция f непрерывна на луче [a,+∞)
и имеет конечный предел f(+∞) ∈ R, то она равномерно непрерывна
на [a,+∞).

Доказательство. Идея доказательства в том, что значения функ-
ции f(x) попадают в малую окрестность числа f(+∞) для всех “дале-
ких” значений x, а для “близких” значений аргумента работает теорема
Кантора.

Возьмем произвольное ε > 0 и найдем по нему δ > 0, подходящее
под определение (1.2). Во-первых, из критерия Коши существования
конечного предела следует, что

∀ε > 0 ∃∆ > 0 : ∀x, x̂ ≥ ∆ ↪→ |f(x)− f(x̂)| < ε

2
. (1.4)
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Во-вторых, по Кантору, на отрезке [a,∆] функция равномерно непре-
рывна, поэтому

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x, x̂ ∈ [a,∆] ∧ |x− x̂| < δ ↪→ |f(x)−f(x̂)| < ε

2
. (1.5)

Теперь покажем, что число δ искомое, то есть

∀x, x̂ ∈ [a,+∞) ∧ |x− x̂| < δ ↪→ |f(x)− f(x̂)| < ε. (1.6)

Возможны три случая. Если x, x̂ ∈ [a,∆], то (1.6) следует из (1.5).
Если x, x̂ ∈ [∆,+∞], то (1.6) следует из (1.4). Наконец, если x ∈ [a,∆],
x̂ ∈ [∆,+∞], то

|f(x)− f(x̂)| ≤ |f(x)− f(∆)|+ |f(∆)− f(x̂)| < ε

2
+

ε

2
= ε. �

Теорема 1.2.3 (о стыковке области определения). Если
функция f является равномерно непрерывной на промежутках ⟨a, b]
и [b, c⟩, то она равномерно непрерывна на ⟨a, c⟩.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.2.2.

Задача 1.2.1. 1) Докажите теорему 1.2.3.

2) С помощью теорем 1.2.2 и 1.2.3 докажите равномерную непре-
рывность функций из примеров 1.1.1 пунктов 3 и 5.

3) Приведите пример функции, которая равномерно непрерывна на
промежутках [a, b] и (b, c] в отдельности, но не является равно-
мерно непрерывной на их объединении [a, c].

4) Докажите, что непрерывная периодическая функция, определен-
ная на всей числовой оси, является равномерно непрерывной (см.
пример 1.1.1 (2)).

5) Пусть функции

f : ⟨a, b⟩ → ⟨c, d⟩, g : ⟨c, d⟩ → R

равномерно непрерывны на указанных промежутках. Докажите,
что сложная функция g ◦ f равномерно непрерывна на ⟨a, b⟩.

Поскольку в определении равномерной непрерывности присутству-
ют приращения и аргумента, и функции, производная (если она суще-
ствует) является мощным инструментом исследования равномерной
непрерывности.
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Теорема 1.2.4 (достаточное условие равномерной
непрерывности через производную). Если функция f непрерыв-
на на промежутке и имеет ограниченную производную внутри него,
то она равномерно непрерывна на этом промежутке.

Доказательство. Пусть существует такое C > 0, что для любого
x из внутренности промежутка верно неравенство |f ′(x)| < C. Тогда
из теоремы Лагранжа о среднем для любых x, x̂ из промежутка спра-
ведливо

|f(x)− f(x̂)| ≤ C|x− x̂|.

Следовательно, по ε > 0 достаточно взять δ = ε/M , чтобы удовлетво-
рить условию (1.2). �

Задача 1.2.2. Докажите равномерную непрерывность функции
из примера 1.1.1 (4).

Теорема 1.2.5 (достаточное условие отсутствия рав-
номерной непрерывности на луче через производную). Если
функция f дифференцируема на луче [a,+∞) и lim

x→+∞
f ′(x) = +∞,

то f НЕ является равномерно непрерывной на [a,+∞).

Доказательство. Возьмем ε = 1. Берем произвольное (малое)
число δ > 0. Поскольку lim

x→+∞
f ′(x) = +∞, существует такое ∆, что

для всех x ≥ ∆ выполняется f ′(x) > 2/δ. Теперь возьмем два числа:
произвольное число x ≥ ∆ и x̂ = x+δ/2. Для этих значений аргумента
выполняется условие |x− x̂| = δ/2 < δ и справедлива (в силу теоремы
Лагранжа о среднем) оценка снизу для приращения функции:

f(x̂)− f(x) = f ′(ξ)(x̂− x) >
2

δ

δ

2
= 1. �

Задача 1.2.3. Докажите отсутствие равномерной непрерывнос-
ти функции из контрпримера 1.1.2(3).
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Глава 2

Определенный интеграл
Римана

А мы, построив свой квартал,
Волшебный пишем интеграл

Н.А. Заболоцкий

Понятие определенного интеграла является ключевым в математи-
ческом анализе. Оно постоянно применяется в дифференциальной гео-
метрии, теории обыкновенных дифференциальных уравнений, в урав-
нениях математической физики, в функциональном анализе, в теории
вероятностей и математической статистике и других разделах матема-
тики. Понятие восходит к «методу исчерпывания» Евдокса Книдского
(ок. 408 – 355 гг. до н.э.), усовершенствованному Архимедом из Сира-
куз (ок. 287 – 212 гг. до н.э.).

2.1. Интеграл по Дарбу

Нам потребуется новый понятий аппарат.
1) На отрезке [a, b] ⊂ R (a < b) выберем произвольное конечное

упорядоченное множество точек, включая концы:

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.
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Выбранные точки порождают разбиение P = {[xi−1, xi]}ni=1 данного
отрезка на его подотрезки: [a, b] =

∪n
i=1[xi−1, xi]. Длины подотрезков

разбиения обозначим ∆xi = xi − xi−1.
2) Наибольшую из длин отрезков называют мелкостью разбиения

p(P ) := max
i=1,...,n

∆xi.

3) Пусть f : [a, b] → R – ограниченная функция, т. е. |f(x)| ≤ C =
= const. Обозначим

Mi(f) = Mi := sup
[xi−1,xi]

f(x) ≤ C, mi(f) = mi := inf
[xi−1,xi]

f(x) ≥ −C,

vi(f) = vi := Mi −mi ≥ 0, i = 1, . . . , n;

величина vi называется колебанием функции f на отрезке [xi−1, xi].
4) Определим

верхнюю сумму Дарбу S∗P (f) = S∗P :=

n∑
i=1

Mi∆xi ≤ C(b− a),

нижнюю сумму Дарбу S∗P (f) = S∗P :=
n∑

i=1

mi∆xi ≥ −C(b− a),

разность сумм Дарбу

VP := S∗P − S∗P =
n∑

i=1

(Mi −mi)∆xi =
n∑

i=1

vi∆xi ≥ 0.

5) Разбиение P ′ называют измельчением разбиения P , если каж-
дый из отрезков разбиения P ′ содержится в некотором отрезке из раз-
биения P : P ≺ P ′. Иначе говоря, к точкам, которые породили P ,
добавляют новые. Через P1 ⊔ P2 обозначим разбиение, порожденное
объединением точек, которые породили P1 и P2. Очевидно, что P1⊔P2

является измельчением и для P1, и для P2.

Геометрический смысл сумм
Дарбу: если функция f неотри-
цательна и непрерывна, то суммы
Дарбу суть площади вписанной и
описанной ступенчатых фигур (см.
рис. 2.1).

1ix
- ixx¢a b

( )Gr f

1m

1M

Рис. 2.1

Нас интересует, как измельчение влияет на суммы Дарбу.
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Лемма 2.1.1 (о монотонности сумм Дарбу при измель-
чении). При измельчении нижняя сумма Дарбу не уменьшается, а
верхняя не увеличивается:

если P ≺ P ′ ⇒ S∗P ≤ S∗P ′ , S∗P ≥ S∗P ′ .

Доказательство основано на принципе “расширяющихся воз-
можностей”: если [a2, b2] ⊂ [a1, b1], то sup[a2,b2] f(x) ≤ sup[a1,b1] f(x), а
inf [a2,b2] f(x) ≥ inf [a1,b1] f(x). Поскольку при измельчении добавляется
конечное количество новых точек, достаточно рассмотреть случай до-
бавления к P одной точки x′ ∈ (xi−1, xi). В этом случае все слагаемые
нижней суммы S∗P не изменятся, кроме слагаемого с номером i: сла-
гаемое mi(xi−xi−1) заменится на сумму m′′i (xi−x′)+m′i(x

′−xi−1), где
m′i = inf [xi−1,x′] f(x) и m′′i = inf [x′,xi] f(x). Но m′i,m

′′
i ≥ mi поскольку

[xi−1, x
′], [x′, xi] ⊂ [xi−1, xi]. Поэтому (см. рис. 2.1)

m′i(xi−x′)+m′′i (x
′−xi−1) ≥ mi(xi−x′)+mi(x

′−xi−1) = mi(xi−xi−1). �

Следствие 2.1.1. При измельчении разность сумм Дарбу не
увеличивается:

если P ≺ P ′ ⇒ 0 ≤ VP ′ ≤ VP .

Из следствия вытекает, что измельчая разбиение мы не отдаляем
нижнюю и верхнюю суммы Дарбу. Наша цель выяснить, могут ли
суммы различаться сколь угодно мало, т. е. могут ли совпасть верхний
и нижний интегралы Дарбу.

Лемма 2.1.2 (сравнение нижних и верхних сумм Дарбу).
Любая нижняя сумма Дарбу не больше любой верхней суммы Дарбу:

∀P1 ∀P2 ↪→ S∗P1 ≤ S∗P2
.

Доказательство. Возьмем разбиение P = P1 ⊔ P2. Поскольку P
является измельчением и P1, и P2, то, в силу определения сумм Дарбу
и леммы 2.1.1, получаем

S∗P1 ≤ S∗P ≤ S∗P ≤ S∗P2
. �

Определение 2.1.1 (интегралов Дарбу). Нижним инте-
гралом Дарбу называется I∗(f) = I∗ := supP S∗P ≥ −C(b−a), верх-
ним интегралом Дарбу называется I∗(f) = I∗ := infP S∗P < C(b−a).
�
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Теперь нас интересует, как измельчение и мелкость связаны с сум-
мами и интегралами Дарбу.

Лемма 2.1.3 (упорядоченность сумм и интегралов Дар-
бу). Для любых разбиений P1 и P2 справедливы оценки

−∞ < S∗P1 ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ S∗P2
< +∞.

Доказательство сразу следует из леммы 2.1.2 и теоремы о раз-
делении двух множеств. �

Лемма 2.1.4 (о влиянии мелкости на приближение к ин-
тегралам Дарбу). При стремлении мелкости к нулю нижние сум-
мы Дарбу стремятся снизу к нижнему интегралу Дарбу, а верхние
суммы Дарбу стремятся сверху к верхнему интегралу Дарбу. В кван-
торах утверждение имеет вид:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : (∀P : p(P ) < δ) ↪→

0 ≤ I∗ − S∗P < ε ∧ 0 ≤ S∗P − I∗ < ε. (2.1)

Доказательство. Достаточно доказать первую оценку. По опре-
делению точной верхней грани существует разбиение P0, для которого
I∗ − S∗P0 < ε/2. Покажем, что существует такое δ, что для всех раз-
биений P с мелкостью p(P ) < δ справедлива оценка S∗P0 − S∗P ≤ ε/2.
Тогда будет выполнено искомое неравенство

0 ≤ I∗ − S∗P = (I∗ − S∗P0) + (S∗P0 − S∗P ) ≤ ε.

Идея доказательства: отрезки разбиения P , принадлежащие отрезкам
разбиения P0, не уменьшают сумму S∗P по сравнению с суммой S∗P0 ,
а отрезки разбиения P , пересекающие соседние отрезки разбиения P0,
мы выберем столь малой длины, чтобы их вклад несущественно по-
влиял на сумму S∗P .

Пусть n0 – количество отрезков разбиения P0, p0 – мелкость P0, а
M = sup[a,b] |f(x)| < +∞. Возьмем δ = min(p0,

ε
8Mn0

). Пусть p(P ) ≤
≤ δ; p(P ) не больше, чем p0 и p(P ) → 0 при ε → 0. Рассмотрим
разбиение P0 ⊔P . Каждый отрезок [x⊔j−1, x

⊔
j ], порожденный разбиени-

ем P0 ⊔ P , принадлежит целиком какому-то одному отрезку [x0
i−1, x

0
i ],

порожденному P0, и какому-то одному отрезку [xk−1, xk], порожденно-
му P . Сопоставим отрезку [x⊔j−1, x

⊔
j ] те два значения m0

i и mk, которые
порождены указанными отрезками [x0

i−1, x
0
i ] и [xk−1, xk] соответствен-

но. В силу разбиения P0⊔P нижние суммы Дарбу разбиваются каждая
на две суммы:

S∗P0 = Σ′∗P0
+Σ′′∗P0

, S∗P = Σ′∗P +Σ′′∗P ,
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где первая сумма берется по всем отрезкам из P , целиком принад-
лежащим внутренностям отрезков из разбиения P0, а вторая сумма
берется по всем оставшимся отрезкам из P0 ⊔ P ; в сумме S∗P0 слагае-
мые имеют вид m0

i ·∆x⊔j , а в сумме S∗P имеют вид mk ·∆x⊔j (см. рис.
2.2). Поскольку в суммах с одним штрихом [x⊔j−1, x

⊔
j ] = [xk−1, xk] ⊂

⊂ (x0
i−1, x

0
i ), то m0

i ≤ mk; следовательно, Σ′∗P0
− Σ′∗P ≤ 0.

· · · ·o o · · o · · oa b
1i

x
-

o

i
x

o

1 1k j
x x

- -
=

C

k j
x x=

C

0

i k
m m£

Рис. 2.2

Остается оценить модуль разности |Σ′′∗P0
− Σ′′∗P |. Оценивать будем

опираясь на мелкость δ и на то обстоятельство, что количество n0

отрезков разбиения P0 фиксировано. Оставшиеся отрезки обязательно
имеют хотя бы одним концом точку x0

i из разбиения P0 (на рис. 2.2
отмечены дугами). Поэтому их не более, чем 2n0 штук. Каждый такой
отрезок мельче, чем δ. Поэтому

|Σ′′∗P0
− Σ′′∗P | ≤ |Σ′′∗P0

|+ |Σ′′∗P | ≤ 4n0M
ε

8Mn0
=

ε

2

(“грубая” оценка через количество слагаемых). Окончательно получа-
ем:

S∗P0 − S∗P =
(
Σ′∗P0

− Σ′∗P
)
+
(
Σ′′∗P0

− Σ′′∗P
)
≤ 0 +

∣∣Σ′′∗P0
− Σ′′∗P

∣∣ ≤ ε

2
. �

Обсуждение 2.1.1. Утверждение леммы 2.1.4 означает, что,
устремляя мелкость разбиения к нулю, можно добиться стремления
сумм Дарбу к соответствующим интегралам Дарбу. Это утверждение
можно записать так

lim
p(P )→0

S∗P = I∗, lim
p(P )→0

S∗P = I∗, (2.2)

где записанный предел не является ни пределом последовательности,
ни пределом функции. Это новый тип предела, определенный на язы-
ке “ε − δ” и сформулированный специально для интегральных сумм
(см. (2.1)). Такого рода пределы мы будем постоянно применять в тео-
рии интегрирования. Они обладает многими (но не всеми!) свойствами
предела функции, в частности, единственностью. �
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Теперь мы можем дать основное

Определение 2.1.2 (интеграла Римана по Дарбу). Если
I∗(f) = I∗(f), то ограниченная функция f называется интегрируе-
мой по Риману на отрезке [a, b], а общее значение ID(f) = I∗ = I∗
называется интегралом Римана по схеме Дарбу на отрезке [a, b].
�

Геометрический смысл интеграла Римана: если функция f
неотрицательна и непрерывна, то интеграл Римана – это площадь
“криволинейной трапеции”, которая расположена между графиком и
осью Ox.

В общем случае функция f не обязана быть интегрируемой:

Пример 2.1.1. Функция Дирихле D неинтегрируема на любом
отрезке [a, b], т.к. I∗(D) = 0 < 1 · (b − a) = I∗(D). (Почему I∗(D) = 0,
I∗(D) = b− a?)

Теорема 2.1.1 (критерии интегрируемости по схеме
Дарбу). Для ограниченной функции равносильны следующие утвер-
ждения:

1) Функция f имеет интеграл Римана по схеме Дарбу на отрезке
[a, b].

2) Для любого ε > 0 найдется разбиение P отрезка [a, b] такое,
что разность сумм Дарбу VP меньше ε: ∀ε > 0 ∃P : VP < ε.

3) Для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что, как только
мелкость меньше δ, разность сумм Дарбу меньше ε:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : (∀P : p(P ) < δ) ↪→ VP < ε. (2.3)

Доказательство. 1 ⇒ 2. Из определений точных граней и опре-
деления 2.1.2 следует, что существуют разбиения P1, P2, для которых
S∗P1

> ID − ε/2 и S∗P2
< ID − ε/2. Тогда для разбиения P = P1 ⊔ P2

тем более S∗P > ID − ε/2 и S∗P < ID − ε/2 (лемма 2.1.1). Откуда VP =
= S∗P − S∗P < ε.

1 ⇐ 2. Пусть V (P ) = S∗P − S∗P < ε. Тогда из леммы 2.1.3 следует,
что I∗−I∗ < ε. Поскольку ε произвольно, верхний и нижний интегралы
Дарбу равны.

1 ⇔ 3. Из леммы 2.1.4 следует, что всегда существуют конечные
пределы (2.2). Поэтому

I∗ = I∗ ⇔ lim
p(P )→0

S∗P = lim
p(P )→0

S∗P ⇔
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lim
p(P )→0

(S∗P − S∗P ) = 0 ⇔ lim
p(P )→0

VP = 0,

что равносильно условию (2.3). �
Обсуждение 2.1.2. Оба критерия сформулированы в терми-

нах разности VP сумм Дарбу. Из теоремы 2.1.1 следует, что интеграл
Римана (если он существует!) можно получить двумя равносильными
способами. Первый: подбирать специальные разбиения P , при кото-
рых VP → 0. Второй: устремлять мелкость p(P ) → 0, не заботясь о
расположении точек порождающих разбиение. Мы будем пользовать-
ся обоими подходами в зависимости от обстоятельств. �

2.2. Интеграл по Риману
Сейчас мы обсудим другой (исторически более ранний) подход,

предложенный Риманом, приводящий к тому же результату. Пусть на
[a, b] определена (не обязательно ограниченная!) функция f . Пусть P
есть произвольное разбиение отрезка [a, b]. На каждом из отрезков раз-
биения выберем произвольную точку ξi ∈ [xi−1, xi]. Упорядоченный
набор Ξ = {ξ1, . . . , ξn} этих точек назовем выборкой, подчиненной
разбиению P . Интегральной суммой Римана называется

SP,Ξ(f) = SP,Ξ :=

n∑
i=1

f(ξi)∆xi. (2.4)

Геометрический смысл интег-
ральной суммы Римана: если
функция неотрицательна, то ее сум-
ма Римана – площадь ступенчатой
фигуры, изображенной на рис. 2.3.

1ix - ixa b

( )Gr f

· ·

1x ix

1( )f x
·

1ix -

·

Рис. 2.3

Определение 2.2.1. Интегралом Римана по схеме Римана
называется конечный предел

IR(f) = IR := lim
p(P )→0

SP,Ξ ∈ R,

т. е. такое число IR, что

∀ε > 0 ∃δ > 0 : (∀P : p(P ) < δ) ∧ ∀Ξ ↪→ |SP,Ξ − IR| < ε. � (2.5)

21



Замечание 2.2.1. В определении интеграла по схеме Римана
участвует мелкость. Сравните определение (2.5) с критерием (2.3).
�

Лемма 2.2.1 (необходимое условие интегрируемости по
схеме Римана). Если интеграл по схеме Римана (2.5) существует,
то функция f ограничена.

Доказательство от противного. Возьмем произвольную после-
довательность разбиений Pn, мелкость которых pn → 0. На каждом
шаге n найдется отрезок [x′n, x

′′
n], на котором функция неограничена.

Выберем на остальных отрезках числа ξi произвольно. Пусть сумма
Римана на всех отрезках, кроме выделенного, равна ŜPn,Ξn . Возьмем
такое ξn ∈ [x′n, x

′′
n], что

|f(ξn)| >
n+ |ŜPn,Ξn

|
x′′n − x′n

.

Тогда

|SPn,Ξn
| = |f(ξn)(x′′n−x′n)+ŜPn,Ξn

| ≥ |n+ |ŜPn,Ξn
||−|ŜPn,Ξn

| = n → +∞

при n → +∞. �

Теорема 2.2.1. Функция f имеет интеграл по схеме Дарбу
только тогда, когда она имеет интеграл по схеме Римана. Если ин-
тегралы существуют, то они совпадают и имеют единое обозна-
чение: ∫ b

a

f(x)dx = ID = IR.

Замечание 2.2.2. Из определений сумм Дарбу и определения
(2.4) интегральной суммы Римана понятно происхождение обозначе-
ния интеграла. Хотя интегралы по схемам Дарбу и Римана совпада-
ют, удобно пользоваться обоими подходами в зависимости от обстоя-
тельств: для доказательства интегрируемости функции удобнее схема
Дарбу, для доказательства интегральных равенств и неравенств – схе-
ма Римана. �

Доказательство. (⇒) В силу определения, для любого разбиения
P справедлива двусторонняя оценка

S∗P ≤ SP,Ξ ≤ S∗P . (2.6)
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Устремим мелкость к нулю. Из утверждения 3 теоремы-критерия 2.1.1
следует, что пределами сумм Дарбу является интеграл ID. Откуда сле-
дует, что предел суммы Римана также равен ID.

(⇐) Если интеграл IR существует, то (лемма 2.2.1) функция f огра-
ничена. Поэтому для любого разбиения P на каждом отрезке разби-
ения можно выбрать такую точку ξ′i, что f(ξ′i) − mi ≤ ε/(4(b − a)).
Получаем для разности суммы Римана и нижней суммы Дарбу оцен-
ку сверху:

0 ≤
n∑

i=1

f(ξ′i)∆xi−
n∑

i=1

mi∆xi =

n∑
i=1

(f(ξ′i)−mi)∆xi ≤
ε/4

b− a

n∑
i=1

∆xi =
ε

4
.

Но на каждом отрезке разбиения можно выбрать и такую точку ξ′′i ,
что Mi − f(ξ′′i ) ≤ ε/4(b− a). Аналогично рассуждая, получаем оценку
для разности верхней суммы Дарбу и суммы Римана:

0 ≤
n∑

i=1

Mi∆xi −
n∑

i=1

f(ξ′′i )∆xi ≤
ε

4
.

Складывая полученные оценки, получаем, что

0 ≤ S∗P − S∗P = VP ≤ |SP,Ξ′′ − SP,Ξ′ |+ ε

2
,

где Ξ′ = {ξ′1, . . . , ξ′n}, Ξ′′ = {ξ′′1 , . . . , ξ′′n}. В силу существования IR, если
мелкость разбиения выбрана достаточна малой, то для любой выборки
отличие суммы Римана от интеграла не больше ε/4. Поэтому

|SP,Ξ′′ − SP,Ξ′ | ≤ |SP,Ξ′′ − IR|+ |IR − SP,Ξ′ | ≤ ε

4
+

ε

4
=

ε

2
.

Значит, VP ≤ ε для любого разбиения с достаточно малой мелкостью.
Из утверждения 3 теоремы 2.1.1 следует, что существует ID, а из дву-
сторонних оценок (2.6) следует, что ID = IR. �

2.3. Свойства определенного интеграла
Поскольку определенный интеграл определяется отрезком инте-

грирования и подынтегральной функцией, некоторые его свойства
формулируются отдельно для отрезков интегрирования (при неиз-
менной подынтегральной функции), отдельно – для подынтегральных
функций (при неизменном отрезке интегрирования).
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Теорема 2.3.1 (об отрезках интегрирования). Справедли-
вы утверждения:

1) Если функция f интегрируема на [a, c] и на [c, b] (a < c < b), то
она интегрируема на [a, b].

2) Если функция f интегрируема на [a, b], то она интегрируема на
любом подотрезке [c, d] ⊂ [a, b].

3) Пусть c ∈ [a, b]. Тогда имеет место аддитивность интег-
рала по отрезкам интегрирования: функция f интегрируема на
[a, b] только тогда, когда f интегрируема и на [a, c], и на [c, b],
причем ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

4) Если функция f ограничена на [a, b] и для любых a′, b′ ∈ (a, b)
она интегрируема на подотрезке [a′, b′] ⊂ [a, b], то она интегри-
руема на [a, b].

Доказательство п. 1. Во-первых, функция ограничена на [a, c]
и на [c, b], поэтому она ограничена на [a, b]. Применим утверждение
2 теоремы 2.1.1. Из интегрируемости на [a, c] и на [c, b] следует, что
для любого ε > 0 существуют разбиения P1 и P2 отрезков [a, c] и [c, b]
соответственно, для которых VP1 < ε/2 и VP2 < ε/2. Возьмем на [a, b]
разбиение P , порожденное P1 и P2. Тогда S∗P = S∗P1 + S∗P2 , S∗P =
= S∗P1

+ S∗P2
и, следовательно, VP = VP1 + VP2 < ε.

Доказательство п. 2. Так как функция ограничена на [a, b], то она
ограничена на [c, d]. В силу интегрируемости f на [a, b], по любому ε >
> 0 существует δ > 0 такое, что для любого разбиения P отрезка [a, b]
c мелкостью p(P ) < δ разность сумм Дарбу VP < ε. Возьмем любое
разбиение P0 отрезка [c, d], мелкость которого p0 < δ, и продолжим
его до разбиения P всего отрезка [a, b] с сохранением оценки мелкости
p(P ) < δ. Тогда VP0 ≤ VP < ε.

Доказательство п. 3. Равносильность интегрируемости слева и
справа доказана в предыдущих пунктах. Рассмотрим последователь-
ность разбиений Pn отрезка [a, b], которые включают точку c, и для
которых мелкость p(Pn) → 0. Каждое такое разбиение состоит из раз-
биений P ′n, P

′′
n отрезков [a, c] и [c, b] соответственно. Для сумм Римана

получаем
SPn,Ξn = SP ′

n,Ξ
′
n
+ SP ′′

n ,Ξ′′
n
.

Переходя к пределу при p(Pn) → 0, получаем утверждение п. 3.
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Доказательство п. 4. Рассмотрим случай b′ = b. Если f(x) ≡ 0, то
функция интегрируема. Иначе C := sup[a,b] |f(x)| > 0. Воспользуемся
утверждением 2 из теоремы 2.1.1. По данному ε > 0 подберем подходя-
щее разбиение отрезка [a, b]. Выберем a′ = a+ε/(4C) < b. Поскольку f
интегрируема на [a′, b], найдется разбиение P ′ отрезка [a′, b], для кото-
рого разность сумм Дарбу VP ′ < ε/2. Рассмотрим разбиение P отрезка
[a, b], которое состоит из отрезка [a, a′] и всех подотрезков разбиения
P ′. Для него

VP = (M ′ −m′)(a− a′) + VP ′ < 2C
ε

4C
+

ε

2
= ε. �

Мы рассматривали интеграл при условии, что верхний предел вы-
ше нижнего. Удобно снять это ограничение.

Определение 2.3.1. Для произвольной функции f положим∫ a

a

f(x)dx := 0.

Если функция f интегрируема на отрезке [a, b], положим∫ a

b

f(x)dx := −
∫ b

a

f(x)dx. �

Следствие 2.3.1. Если функция f интегрируема на отрезке,
содержащем точки a, b, c, то при любом их расположении справедли-
во равенство ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx. (2.7)

Доказательство. Рассмотрим случай c < a < b. Из теоремы 2.3.1
следует ∫ b

c

f(x)dx =

∫ a

c

f(x)dx+

∫ b

a

f(x)dx ⇔

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

c

f(x)dx−
∫ a

c

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx. �

Теперь обсудим свойства определенного интеграла, связанные с
подынтегральной функцией.
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Теорема 2.3.2 (линейность интеграла). Если функции f
и g интегрируемы на отрезке [a, b], то для любых чисел α, β ∈ R
линейная комбинация функций αf+βg интегрируема на [a, b], причем∫ b

a

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx.

Доказательство. Воспользуемся определением Римана. Заме-
тим, что сумма Римана линейна относительно подынтегральной
функции:

SP,Ξ(αf + βg) = αSP,Ξ(f) + βSP,Ξ(g).

Остается перейти к пределу и воспользоваться линейностью предель-
ного перехода (доказательство которого оставляем в виде упражне-
ния): ∫ b

a

(αf(x) + βg(x))dx = lim
p(P )→0

SP,Ξ(αf + βg) =

= α lim
p(P )→0

SP,Ξ(f) + β lim
p(P )→0

SP,Ξ(g) = α

∫ b

a

f(x)dx+ β

∫ b

a

g(x)dx. �

Замечание 2.3.1. Утверждение теоремы 2.3.2 означает, что
множество R[a, b] всех функций, интегрируемых по Риману на фик-
сированном отрезке [a, b], образует линейное пространство (заметим,
функциональное), а определенный интеграл на нем является линей-
ным функционалом, поскольку действует в R:

l : R[a, b] → R, l(f) :=

∫ b

a

f(x)dx. �

Следствие 2.3.2 (о переопределении подынтегральной
функции). Изменение значений функции в конечном количестве то-
чек не влияет на интегрируемость. Если же функция интегрируема,
то значение интеграла не изменится.

Доказательство. Пусть функция g тождественно равна нулю
всюду на отрезке, кроме конечного количества точек x1, . . . , xk. По-
кажем, что функция g интегрируема и ее интеграл равен нулю. Пусть
M = max{|g(x1)|, . . . , |g(xk)|} (M > 0, иначе g(x) ≡ 0). Для произволь-
ного ε > 0 возьмем любое разбиение P данного отрезка с мелкостью
p < ε/(2kM). Поскольку каждая из точек xi (i = 1, . . . , k) может при-
надлежать не более, чем двум отрезкам разбиения, модуль интеграль-
ной суммы Римана допускает оценку сверху:

|SP,Ξ(f)| < M2k · ε

2kM
= ε.
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Следовательно, интегрируемость функции f +g равносильна интегри-
руемости f , а интеграл суммы равен интегралу от f . �

Теорема 2.3.3 (интегрируемость произведения). Если
функции f и g интегрируемы на [a, b], то их произведение h(x) =
= f(x)g(x) интегрируемо на [a, b].

Доказательство. Воспользуемся утверждением 2 теоремы 2.1.1.
Поскольку сомножители ограничены, то |f(x)| < C, |g(x)| < C. Пусть
P = {[xi−1, xi]} – произвольное разбиение [a, b], ξ, η ∈ [xi−1, xi] – про-
извольные точки. Оценим колебание vi(h) функции h на [xi−1, xi]:

|h(ξ)− h(η)| = |f(ξ)(g(ξ)− g(η)) + g(η)(f(ξ)− f(η))| ≤

≤ C(|g(ξ)− g(η)|+ |f(ξ)− f(η)|) ≤ C(vi(g) + vi(f)).

В полученном неравенстве правая часть вообще не зависит от точек
ξ, η ∈ [xi−1, xi]. Но для произвольных числовых множеств X и Y спра-
ведливо равенство: supX − inf Y = sup(X − Y ) (разность множеств
X − Y := {x− y} по всем x ∈ X, y ∈ Y ; докажите равенство). Поэтому

vi(h) = Mi(h)−mi(h) ≤ C(vi(g)+vi(f)) ⇒ VP (h) ≤ C(VP (g)+VP (f)).

Существует разбиение P1, для которого VP1(f) ≤ ε/(2C), и разбиение
P2, для которого VP2(g) ≤ ε/(2C). Возьмем P = P1 ⊔ P2. В силу след-
ствия 2.1.1, при измельчении разность сумм Дарбу не увеличивается,
поэтому

VP (h) ≤ C(VP (f) + VP (g)) ≤ C(VP1(f) + VP2(g)) ≤ ε. �

Теорема 2.3.4 (об интегрируемости модуля). Если функ-
ция f интегрируема на [a, b], то и функция |f | интегрируема на [a, b].

Доказательство. Для любых точек ξ, η ∈ [xi−1, xi] (обозначения
из доказательства теоремы 2.3.3) справедлива оценка

||f(ξ)| − |f(η)|| ≤ |f(ξ)− f(η)|.

Поэтому vi(|f |) ≤ vi(f) и VP (|f |) ≤ VP (f). Остается сослаться на вто-
рой пункт теоремы 2.1.1. �

Замечание 2.3.2. Из интегрируемости функции |f | не следует
интегрируемость f . Пример: функция f(x) = −1 для рациональных
точек и f(x) = 1 для иррациональных не интегрируема; ее модуль
|f(x)| ≡ 1 интегрируем. �
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2.4. Классы интегрируемых функций
Пока остается открытым вопрос: какие именно функции интегри-

руемы? Здесь мы опишем наиболее важные классы интегрируемых
функций.

Теорема 2.4.1. Непрерывная на отрезке [a, b] функция f
интегрируема.

Доказательство. По теореме Вейерштрасса функция ограничена
на [a, b], поэтому можно применить п. 3 теоремы 2.1.1. В силу теоре-
мы Кантора о равномерной непрерывности, по любому ε > 0 найдется
δ > 0 такое, что при |x′ − x′′| < δ следует |f(x′) − f(x′′)| < ε/(b −
− a). Возьмем мелкость разбиения меньше δ. В силу непрерывности,
на каждом отрезке разбиения функция достигает минимума и макси-
мума. Поэтому для разности сумм Дарбу верна оценка:

VP =

n∑
i=1

(Mi −mi)∆xi =

n∑
i=1

(f(x′i)− f(x′′i ))∆xi <

<
n∑

i=1

ε

b− a
∆xi =

ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε. �

Теорема 2.4.2. Монотонная на отрезке [a, b] функция f ин-
тегрируема.

Доказательство. Пусть, для определенности, функция не убы-
вает. Тогда для любого x ∈ [a, b] верно f(a) ≤ f(x) ≤ f(b). Значит,
функция ограничена. Применим п. 3 теоремы 2.1.1. Если f(a) = f(b),
то функция постоянна и интегрируема. Пусть f(a) < f(b). Возьмем
δ = ε/(f(b)− f(a)). Пусть P – произвольное разбиение мелкости мень-
шей δ. В силу монотонности, колебание на i-м отрезке разбиения равно
vi = f(xi)− f(xi−1). Поэтому

VP =
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))∆xi < δ
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1)) =

=
ε

f(b)− f(a)
(f(b)− f(a)) = ε. �

Замечание 2.4.1. Если функция монотонна на интервале, то
она может не быть интегрируемой на соответствующем отрезке. При-
мер: y = 1/x, дополненная условием y(0) = 0, не интегрируема на [0, 1].
�
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Теорема 2.4.3. Если функция f ограничена на отрезке [a, b] и
имеет на нем конечное количество точек разрыва, то она интегри-
руема на [a, b].

Доказательство. Разобьем отрезок [a, b] на конечное количество
подотрезков, концами которых являются точки разрыва. На каж-
дом таком отрезке [ξj−1, ξj ] функция ограничена и непрерывна внут-
ри отрезка. Следовательно, она интегрируема на любом подотрезке
[ξ′j−1, ξ

′
j ] ⊂ [ξj−1, ξj ], где ξj−1 < ξ′j−1 < ξ′j < ξj . Из п. 4 теоремы 2.3.1

следует, что f интегрируема на [ξj−1, ξj ], а из п. 3 теоремы 2.3.1 – инте-
грируема на объединении всех подотрезков [ξj−1, ξj ], т. е. интегрируема
на [a, b]. �

Примеры 2.4.1. 1) Функция f(x) = sign(x) имеет единственную
точку разрыва первого рода – она интегрируема на любом отрезке;
2) функция f(x) := sin(1/x) при x ̸= 0 и f(0) := 0 ограничена и имеет
единственную точку разрыва второго рода, поэтому она интегрируема
на любом отрезке.

Напомним, что функция f называется кусочно-непрерывной на
[a, b], если она имеет на отрезке не более, чем конечное количество
точек разрыва первого рода. Из теоремы 2.4.3 получаем

Следствие 2.4.1. Кусочно-непрерывные функции интегрируе-
мы на [a, b].

Замечание 2.4.2. Класс кусочно-непрерывных функций шире
класса непрерывных функций. К нему относятся, например, кусочно-
постоянные (ступенчатые) функции, которые мы уже применяли. Этот
класс удобен для конструирования функций с наперед заданными
свойствами. �

Замечание 2.4.3. Критерий интегрируемости функции можно
дать только с помощью «меры Лебега». Говорят, что множество N ⊂ R
имеет лебегову меру ноль, если для любого ε > 0 существует ко-
нечное или счетное множество интервалов, объединение которых, во-
первых, содержит N и, во-вторых, сумма длин всех интервалов меньше
ε (самостоятельно дайте определение суммы длин счетного множества
интервалов).

Теорема 2.4.4 (критерий интегрируемости). Ограничен-
ная функция f интегрируема на [a, b] только в том случае, когда
множество ее точек разрыва имеет лебегову меру ноль.

Доказательство критерия выходит за рамки нашего курса. �
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2.5. Интегральные неравенства

Как правило, точно вычислить интеграл невозможно, поэтому пер-
востепенную роль играют интегральные оценки. Особенно они важны
в теории обыкновенных дифференциальных уравнений и в уравнениях
математической физики.

Теорема 2.5.1 (интегрирование неравенств). Если функ-
ции f и g интегрируемы на [a, b] и g(x) ≤ f(x) на этом отрезке, то∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx.

Доказательство. Для любого разбиения P и любой ей подчи-
ненной выборки Ξ для сумм Римана справедливо SP,Ξ(g) ≤ SP,Ξ(f).
Откуда предельным переходом получаем утверждение теоремы. �

Следствие 2.5.1. Если функция f интегрируема на [a, b], то∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx.

Доказательство. Из теоремы 2.3.4 следует, что интеграл справа
существует. Из двусторонней оценки

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|

и теоремы 2.5.1 следует, что

−
∫ b

a

|f(x)|dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx. �

При дополнительных условиях теорему 2.5.1 можно усилить:

Теорема 2.5.2 (интегрирование неравенств при усло-
вии непрерывности). Если функции f и g интегрируемы на [a, b],
g(x) ≤ f(x) на этом отрезке и g(x0) < f(x0) в некоторой точке x0 ∈
∈ [a, b], в которой обе функции непрерывны, то∫ b

a

g(x)dx <

∫ b

a

f(x)dx.
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Доказательство. Надо доказать, что для неотрицательной ин-
тегрируемой функции φ(x) := f(x) − g(x) ≥ 0, у которой φ(x0) > 0,
причем φ непрерывна в точке x0, справедлива оценка:

∫ b

a
φ(x)dx > 0.

В силу непрерывности в точке x0, существует окрестность Uδ(x0),
в которой φ(x) ≥ φ(x0)/2 > 0. Поэтому∫ b

a

φ(x)dx ≥
∫ x0+δ

x0−δ
φ(x)dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ

φ(x0)

2
dx =

φ(x0)

2
2δ > 0. �

Замечание 2.5.1. Отказаться от условия непрерывности нельзя
– функция φ может иметь “точечный всплеск”, который не повлияет
на интеграл. Придумайте пример такой функции. �

Теорема 2.5.3 (о среднем). Если функции f и g интегрируемы
на [a, b], причем функция g сохраняет знак (т. е. g(x) ≥ 0 или g(x) ≤ 0
на [a, b]), то:

1) существует такое µ ∈ [m,M ], где m := inf [a,b] f(x) ≤
≤ sup[a,b] f(x) =: M , что∫ b

a

f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a

g(x)dx;

2) если функция f непрерывна на [a, b], то существует такое ξ ∈
∈ [a, b], что ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx. (2.8)

Доказательство. Пусть g(x) ≥ 0, тогда

m ≤ f(x) ≤ M ⇒ mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x) ⇒

m

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a

g(x)dx.

Если
∫ b

a
g(x)dx = 0, то

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0 и число µ можно взять лю-

бым. Если же
∫ b

a
g(x)dx > 0, то

m ≤
∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

≤ M ⇔ m ≤ µ :=

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

≤ M.

Если функция f непрерывна, то она принимает все промежуточные
значения на [m,M ], поэтому существует такое ξ ∈ [a, b], что f(ξ) = µ.
�
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Замечание 2.5.2. Теорема 2.5.3 верна для случая b < a. Про-
верьте. �

2.6. Формула Ньютона–Лейбница
Определение интеграла Римана по схеме Дарбу “неконструктивно”.

Схема Римана требует нахождения сложного предела интегральных
сумм. Оба определения не указывают на связи определенного инте-
грала с другими понятиями математического анализа. Эти пробелы
ликвидирует знаменитая формула Ньютона–Лейбница. Чтобы ее по-
лучить, рассмотрим специальную функцию, порожденную определен-
ным интегралом.

Определение 2.6.1. Пусть функция f интегрируема на отрезке
[a, b]; пусть x0 ∈ [a, b] – произвольная фиксированная точка. Функция

F : [a, b] → R, F (x) :=

∫ x

x0

f(t)dt (2.9)

называется функцией верхнего предела интегрирования. �

Теорема 2.6.1. [ о равномерной непрерывности интеграла
по верхнему пределу] Функция верхнего предела равномерно непре-
рывна на [a, b] (следовательно, непрерывна на [a, b]).

Доказательство. Сразу заметим, что мы поменяли обозначения
переменной интегрирования, иначе возникнет путаница.

Из леммы 2.2.1 следует, что функция f ограничена: ∃C > 0 : ∀x ∈
∈ [a, b] ↪→ |f(x)| < C. Поэтому ∀ε > 0 ∀x1, x2 ∈ [a, b] : |x2 − x1| <
< ε/C ↪→

|F (x2)− F (x1)| =
∣∣∣∣∫ x2

x0

f(t)dt−
∫ x1

x0

f(t)dt

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∫ x2

x1

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x2

x1

|f(t)|dt
∣∣∣∣ < C|x2 − x1| < ε.

(Мы учли случай x1 > x2, поэтому сохранили внешний модуль.) �

Теорема 2.6.2 (о производной интеграла по верхнему пре-
делу). Пусть функция f непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда функ-
ция F дифференцируема на [a, b], причем

F ′(x) := f(x). (2.10)
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В концах отрезка производные F ′(a), F ′(b) понимаются как односто-
ронние.

Доказательство. Пусть точка x ∈ [a, b] фиксирована, а прираще-
ние ∆x ̸= 0 такое, что x + ∆x ∈ [a, b]. Воспользуемся аддитивностью
интеграла и равенством (2.8), взяв g(x) ≡ 1:

∆F

∆x
=

F (x+∆x)− F (x))

∆x
=

1

∆x

(∫ x+∆x

x0

f(t)dt−
∫ x

x0

f(t)dt

)
=

=
1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t)dt = f(ξ),

где ξ нестрого между x и x+∆x. В силу непрерывности f в точке x,
получаем

∃F ′(x) = lim
∆x→0

∆F

∆x
= lim

∆x→0
f(ξ) = f(x). �

Следствие 2.6.1 (о первообразной подынтегральной
функции). Пусть функция f непрерывна на [a, b]. Тогда для любой
фиксированной точки x0 ∈ [a, b] функция F (x) =

∫ x

x0
f(t)dt является

первообразной функции f(x) и справедлива формула для неопределен-
ного интеграла: ∫

f(x)dx =

∫ x

x0

f(t)dt+ C. (2.11)

Доказательство вытекает из определений первообразной и
неопределенного интеграла, теоремы о структуре множества всех пер-
вообразных и формулы (2.10). �

Геометрический смысл фор-
мулы (2.10): на рис. 2.4 видно, что
приращение ∆F равно приращению
площади ∆S, которое состоит из
площади прямоугольника f(x) · ∆x
и площади Str(∆x) криволинейного
треугольника, то есть

∆F = ∆S = f(x) ·∆x+ Str(∆x).

a b0x x x x+ D

fD

( )Gr f

( )f x

( )f x x+ D

Рис. 2.4

В силу непрерывности функции f , верно: Str(∆x) ≈ (1/2)∆x · ∆f =
= o(∆x).

Обсуждение 2.6.1. 1) При фиксированном x0 ∈ [a, b] формула
(2.9) определяет линейный оператор

F̂ : R[a, b] → C0[a, b], (F̂ (f))(x) := F (x) =

∫ x

x0

f(t)dt
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(см. замечание 2.3.1). Из теоремы 2.6.2 следует, что сужение этого опе-
ратора на пространство непрерывных функций действует в простран-
ство гладких функций:

F̂
∣∣
C0 : C0[a, b] → C1[a, b].

Можно сказать, что оператор F̂ “улучшает” свойства функций, на ко-
торые действует, в отличие от оператора дифференцирования.

2) Формула (12.1) является ключевой в математическом анализе:
она устанавливает связь между понятиями неопределенного и опреде-
ленного интеграла, следовательно, устанавливает связь между поня-
тиями производная и определенный интегрирал. �

Преформулировкой равенства (12.1) является

Теорема 2.6.3 (формула Ньютона–Лейбница). (Исаак
Ньютон 1642 – 1727) Первая формулировка: пусть Φ(x) – произволь-
ная первообразная непрерывной на [a, b] функции f(x), тогда∫ b

a

f(x)dx = Φ(b)− Φ(a) = Φ(x)
∣∣b
a
. (2.12)

Вторая формулировка: пусть Φ(x) – непрерывно дифференцируемая
на [a, b] функция, тогда

Φ(b)− Φ(a) =

∫ b

a

Φ′(x)dx. (2.13)

Доказательство. Возьмем x0 = a. Из формулы (12.1) следует,
что существует единственная постоянная C, для которой∫ x

a

f(t)dt ≡ Φ(x) + C, x ∈ [a, b].

Чтобы найти C, возьмем x = a. Получим C = −Φ(a). Остается в
тождество подставить x = b. �

Обсуждение 2.6.2. Формула Ньютона–Лейбница:
1) устанавливает связь между понятиями определенного интеграла

и неопределенного (первообразной);
2) выражает глобальное свойство функции f на отрезке через зна-

чения ее первообразной только на концах ;
3) есть мощный инструмент для нахождения и исследования опре-

деленного интеграла;
4) в формулировке (2.13) имеет многочисленные обобщения, кото-

рые будут нами рассмотрены позже. �

34



Замечание 2.6.1. Если функция f кусочно-непрерывна, ее ин-
тегрируют с помощью формулы (2.12) на каждом отрезке, внутри ко-
торого она непрерывна. При этом ее доопределяют каждый раз в кон-
цах отрезков по непрерывности. �

Замечание 2.6.2. Свойства функции f быть интегрируемой (то
есть существование определенного интеграла) и иметь первообразную
(т. е. существование неопределенного интеграла) являются независи-
мыми. Функция может обладать одним из этих свойств, не обладая
другим (приведите примеры). Непрерывность функции f является до-
статочным условием для того, чтобы существовал и определенный ин-
теграл, и неопределенный. Откуда уже вытекает справедливость фор-
мулы Ньютона–Лейбница. Однако требование непрерывности подын-
тегральной функции не является необходимым. �

Имеет место

Теорема 2.6.4. Критерий применимости формулы
Ньютона–Лейбница: формула (2.12) верна только тогда, когда на
отрезке [a, b] функция f и интегрируема, и имеет на нем первообраз-
ную.

Доказательство. Очевидно, если формула (2.12) верна, то f и
интегрируема, и имеет первообразную. Докажем обратное утвержде-
ние: если функция Φ дифференцируема, а ее производная Φ′ интегри-
руема, то формула (2.13) верна. Рассмотрим произвольное разбиение
a = x0 < x1 < . . . < xn = b отрезка [a, b] и воспользуемся формулой
Лагранжа:

Φ(b)−Φ(a) = (Φ(x1)−Φ(a))+ (Φ(x2)−Φ(x1))+ . . .+(Φ(b)−Φ(xn−1) =

= Φ′(ξ1)∆x1 +Φ′(ξ1)∆x1 + . . .+Φ′(ξn)∆xn,

где ξi ∈ (xi−1, xi) (i = 1, . . . , n). Нами получена интегральная сум-
ма Римана для функции Φ′, т. е. Φ(b) − Φ(a) = SP,Ξ(Φ

′), в которой
(в силу интегрируемости функции Φ′) можно перейти к пределу при
стремлении мелкости p(P ) → 0. В результате получаем, что

Φ(b)− Φ(a) = lim
p(P )→0

SP,Ξ(Φ
′) =

∫ b

a

Φ′(x)dx.

Заметим, что все полученные интегральные суммы равны между собой
и совпадают с интегралом. То есть попутно мы показали, что в усло-
виях теоремы при любом разбиении P существует такая подчиненная
выборка Ξ, для которой интегральная сумма Римана совпадает с ин-
тегралом. �
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Задача 2.6.1. Приведите пример разрывной функции, для ко-
торой формула (2.12) верна.

2.7. Замена переменной и интегрирование
по частям

Теорема 2.7.1 (замена переменной в определенном инте-
грале). Пусть функция φ непрерывно дифференцируема на отрезке
[α, β] и на концах принимает значения φ(α) = a, φ(β) = b. Пусть
функция f непрерывна на отрезке φ([α, β]). Тогда∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ b

a

f(x)dx. (2.14)

Доказательство. Поскольку функция f непрерывна на φ([α, β]),
у нее существует первообразная; например, функция F (x) =

∫ x

x0
f(t)dt

верхнего предела интегрирования: F ′(x) = f(x). Применим к f фор-
мулу Ньютона–Лейбница:∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (φ(β))− F (φ(α)).

С другой стороны, по правилу дифференцирования сложной функции

d

dt
F (φ(t)) = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t).

То есть функция F (φ(t)) – первообразная непрерывной функции
f(φ(t))φ′(t). Поэтому по формуле Ньютона–Лейбница∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt = F (φ(t))|βα = F (φ(α))− F (φ(β)). �

Замечание 2.7.1. 1) Не обязательно [a, b] = φ([α, β]); в общем
случае [a, b] ⊂ φ([α, β]) ⊂ Def(f).

2) Формулой (2.14) пользуются в обе стороны в зависимости от
обстоятельств.

3) В отличие от формулы замены переменной в неопределенном
интеграле, в правой части формулы (2.14) не нужно возвращаться к
переменной t, поскольку определенный интеграл – это число (и оно
уже найдено), а неопределенный – функция.
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4) Формулу (2.14) можно записать в терминах дифференциалов,
используя инвариантность первого дифференциала:∫ β

α

f(φ(t)) dφ(t) =

∫ b

a

f(x)dx. �

Теорема 2.7.2 (интегрирование по частям). Если функции
u(x), v(x) непрерывно дифференцируемы на [a, b], то∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x)dx, (2.15)

или в дифференциалах∫ b

a

u(x)dv(x) = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

v(x)du(x).

Доказательство следует из правила дифференцирования произ-
ведения функций и формулы Ньютона–Лейбница:

u(x)v′(x) = (u(x)v(x))′ − u′(x)v(x) ⇒
∫ b

a

u(x)v′(x)dx =

=

∫ b

a

(u(x)v(x))′dx−
∫ b

a

u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

u′(x)v(x)dx. �
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Глава 3

Приложения
определенного интеграла

Мы рассмотрим некоторые геометрические понятия с применением
определенного интеграла. Эти понятия в свое время стимулировали
развитие математического анализа. Наша цель – получить различные
вычислительные формулы площадей, длин и объемов, масс, зарядов
и т. д. (Для конкретных вычислений нужно выбирать ту формулу,
которая лучше остальных подходит в данной ситуации.) Сейчас мы не
даём их строгое обоснование; это будет сделано позже, после изучения
понятия меры.

3.1. Площади плоских фигур

Определение 3.1.1. Пусть
f ∈ C[a, b], f(x) ≥ 0 – непре-
рывная неотрицательная функция.
Криволинейной трапецией на-
зывают часть плоскости, располо-
женную между осью Ox и графиком
функции f (рис. 3.1):

T (f) := {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}.

a b

( )Gr f

( )T f

Рис. 3.1

Аналогично определяется криволинейная трапеция, расположенная
между осью Oy и графиком функции x = g(y), где g(y) ≥ 0. �
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Для произвольного разбиения P отрезка [a, b] рассмотрим две сту-
пенчатые фигуры – внутреннюю и объемлющую:

G∗P (f) =

n∪
i=1

{[xi−1, xi]× [0,mi]}, mi = min
xi−1≤x≤xi

f(x), i = 1, . . . , n;

G∗P (f) =
n∪

i=1

{[xi−1, xi]× [0,Mi]}, Mi = max
xi−1≤x≤xi

f(x), i = 1, . . . , n;

G∗P ⊂ T ⊂ G∗P .

Площади ступенчатых фигур совпадают с нижней и верхней суммами
Дарбу:

Sq(G∗P (f)) =

n∑
i=1

mi·∆xi = S∗P (f), Sq(G∗P (f)) =

n∑
i=1

Mi·∆xi = S∗P (f)

(Sq от англ. square – площадь). При стремлении мелкости разбиения
к нулю суммы Дарбу непрерывной функции f , неограниченно сбли-
жаясь, стремятся к ее интегралу. Поэтому естественно дать следующее

Определение 3.1.2. Площадью криволинейной трапеции,
порожденной графиком непрерывной неотрицательной функции f , на-
зывают неотрицательное число

Sq(T (f)) :=

∫ b

a

f(x)dx. (3.1)

Если криволинейная трапеция образована графиком неотрицательной
функции x = g(y), то ее площадь равна Sq(T (g)) =

∫ d

c
g(y)dy. �

Рассмотрим ограниченные плоские множества Ω; в планиметрии их
традиционно называют «фигурами». Точку фигуры называют внут-
ренней, если она принадлежит фигуре вместе с некоторым открытым
кругом, центром которого является. Примем, пока на веру, что некото-
рым из рассматриваемых ниже фигур (их называют квадрируемы-
ми) можно сопоставить площадь – неотрицательное число, причем
справедливы принципы:

1) аддитивности: пусть Ω = Ω1 ∪Ω2, причем фигуры Ωi (i = 1, 2)
не имеют общих внутренних точек; если из трех названных
фигур две квадрируемы, то и третья квадрируема, и верна фор-
мула: Sq(Ω) = Sq(Ω1) + Sq(Ω2);
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2) корректности: площадь фигуры не зависит от ее конечного
разбиения на квадрируемые фигуры, которые попарно не имеют
общих внутренних точек ;

3) равновеликости: площади
двух равных квадрируемых
фигур равны (две фигуры
равны, если одна из них есть
образ другой при некотором
движении плоскости, рис. 3.2).

Рис. 3.2

Рассмотрим фигуру

T (g, f) := {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ f(x)},

заключенную между двумя графиками (рис. 3.3).

Теорема 3.1.1. Пусть f, g : [a, b] → R – непрерывные функции,
причем g(x) ≤ f(x) на [a, b]. Тогда площадь фигуры T (g, f) равна

Sq(T (g, f)) =

∫ b

a

(f(x)− g(x))dx. (3.2)

Доказательство. Возьмем такое положительное C > 0, чтобы
g(x) + C > 0. Тогда, в силу сформулированных принципов и опреде-
ления 3.1,

Sq(T (g, f)) = Sq(T (g + C, f + C)) = Sq(T (f + C))− Sq(T (g + C)) =

=

∫ b

a

(f(x) + C)dx−
∫ b

a

(g(x) + C)dx =

∫ b

a

(f(x)− g(x))dx. �

Формула (3.2) позволяет, например, найти площадь фигуры Ω,
ограниченной замкнутой кусочно-гладкой кривой γ, которая задана
вектор-функцией

r : [α, β] → R2, r(t) := (x(t), y(t))T , (x(α), y(α)) = (x(β), y(β)),

где функции x(t), y(t) – кусочно-гладкие и x′2(t)+y′2(t) > 0 в каждой
точке гладкости. Пусть, по традиции, кривая ориентирована против
часовой стрелки, т. е. в точке гладкости область Ω остается слева от
касательной прямой l(u) = r(t)+r′(t)u, если смотреть по направлению
вектора r′(t) (рис. 3.3).
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a b

( )Gr f

( )Gr g
A B

C

D

·
·

·
·

· a

b

1t
2t
3t

Рис. 3.3 Рис. 3.4

Теорема 3.1.2. Пусть, описанная выше, фигура Ω представ-
ляет собой конечное объединение фигур, заключенных между двумя
графиками. Тогда ее площадь

Sq(Ω) =

∫ β

α

x(t)y′(t)dt = −
∫ β

α

y(t)x′(t)dt =

=
1

2

(∫ β

α

(x(t)y′(t)− y(t)x′(t))dt

)
. (3.3)

Доказательство. Рассмотрим случай, когда фигура Ω = T (g, f).
Воспользуемся заменой переменных (рис. 3.3):

ÃB : y(t) = g(x(t)), dx = x′(t)dt, t ∈ [α, t1]; B̃C : dx = 0·dt, t ∈ [t1, t2];

C̃D : y(t) = f(x(t)), dx = x′(t)dt, t ∈ [t2, t3]; D̃A : dx = 0·dt, t ∈ [t3, b].

Получаем, учитывая ориентацию кривой:

Sq(Ω) = Sq(T (g, f)) = −
∫ b

a

(g(x)− f(x))dx =

= −
(∫ t1

α

g(x(t))x′(t)dt+

∫ t2

t1

y(t) · 0 dt−

−
∫ t2

t3

f(x(t))x′(t)dt+

∫ β

t3

y(t) · 0 dt

)
=

= −

(∫ t2

α

y(t)x′(t)dt+

∫ β

t2

y(t)x′(t)dt

)
= −

∫ β

α

y(t)x′(t)dt.
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В общем случае фигуру разрезаем на конечное количество фигур
указанного типа и применяем принцип аддитивности. При этом инте-
грирование по внутренним дугам осуществляется дважды с противо-
положными знаками – в результате интегралы по внутренним дугам
исчезают (рис. 3.4). �

Замечание 3.1.1. 1) Последняя формула (3.3) полезна в том
случае, когда фигура обладает симметрией, которая приводит к упро-
щению подынтегрального выражения.

2) Если функция f знакопеременная, интеграл
∫ b

a
f(x)dx в некото-

рых случаях трактуют как ориентированную площадь криволинейной
трапеции. �

Обсудим применение полярной системы координат.

Определение 3.1.3. Пусть в
полярных координатах (ρ, φ) зада-
на непрерывная кривая ρ = ρ(φ),
где ρ(φ) (φ ∈ [α, β]) – непрерывная
неотрицательная функция. (По гео-
метрической традиции функцию ра-
диуса и ее значения обозначают, ра-
ди экономии записи, одной буквой.)
Криволинейным сектором назы-
вают часть плоскости, расположен-
ную между крайними лучами и кри-
вой (рис. 3.5):

Sec := {(ρ, φ) : α ≤ φ ≤ β, 0 ≤ ρ ≤ ρ(φ)}. �

a

b ( )r j

1m 1M

Рис. 3.5

Для произвольного разбиения P отрезка [α, β] рассмотрим два сту-
пенчатых сектора – внутренний и объемлющий:

G∗P =

n∪
i=1

{(ρ, φ) : φi−1 ≤ φ ≤ φi, 0 ≤ ρ ≤ mi},

где mi = min
xi−1≤x≤xi

ρ(φ), i = 1, . . . , n;

G∗P =
n∪

i=1

{(ρ, φ) : φi−1 ≤ φ ≤ φi, 0 ≤ ρ ≤ Mi},

где Mi = max
xi−1≤x≤xi

ρ(φ), i = 1, . . . , n;
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G∗P ⊂ Sec ⊂ G∗P .

Из школьного курса известна площадь сектора. Поэтому мы можем за-
писать площади ступенчатых секторов, которые совпадают с нижней
и верхней суммами Дарбу функции h(φ) = ρ2(φ):

Sq(G∗P ) =
1

2

n∑
i=1

m2
i (φi − φi−1) = S∗P

(
1

2
ρ2(φ)

)
,

Sq(G∗P ) =
1

2

n∑
i=1

M2
i (φi − φi−1) = S∗P

(
1

2
ρ2(φ)

)
.

Естественно дать следующее

Определение 3.1.4. Площадью криволинейного сектора,
порожденного непрерывной кривой ρ = ρ(φ), называют число

Sq(Sec) :=
1

2

∫ β

α

ρ2(φ)dφ. � (3.4)

Формула (3.4) полезна при вычислении площади ограниченной
звездной фигуры: фигуру Ω называют звездной относительно фик-
сированной точки C, если для любой ее точки A ∈ Ω отрезок [CA] ⊂
⊂ Ω. Примеры: 1) выпуклая фигура является звездной относительно
любой своей точки; 2) две пересекающиеся прямые звездны только от-
носительно точки пересечения; 3) круг, проколотый в произвольной
внутренней точке, не является звездным по отношению к любой точке
(докажите). На рис. 3.6 и 3.7 изображены звездные фигуры кардиоида
ρ = 1− cosφ и трехлепестковая роза ρ = sin 3φ.

2-

··

Рис. 3.6

· ·

·

·

1-

Рис. 3.7
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Обсуждение 3.1.1. Позже будет показано, что определе-
ния (3.1) и (3.4) – это частные случаи «жордановой меры» плос-
ких фигур. Но уже сейчас полезно убедиться, что формулы (3.1) и
(3.4) совпадают хотя бы для прямоугольника OACB с вершинами
O(0.0), A(a, 0), C(a, b), B(0, b) (a, b > 0). �

Задача 3.1.1. Рассмотрите прямоугольник OACB как криволи-
нейный сектор Sec, у которого φ ∈ [0, π/2]. Проверьте, что его площадь
Sq(Sec) = ab.

3.2. Длина дуги кривой

Пусть дана гладкая дуга ÃB, заданная вектор-функцией r ∈
∈ C1[a, b] с невырожденной производной |r′(t)| > 0; пусть в коорди-
натах r(t) = (x(t), y(t), z(t))T . Ранее мы дали определение переменной
длины дуги s(t) и доказали теорему о производной длины по парамет-
ру:

s′(t) = |r′(t)| =
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 > 0.

Затем нами была доказана теорема о вычислении длины дуги s(ÃB)

через произвольную первообразную F (t) производной s′(t): s(ÃB) =
F (b) − F (a). Теперь в полученной формуле мы узнаём формулу
Ньютона–Лейбница и сразу получаем

Теорема 3.2.1. Длина гладкой дуги равна

s(ÃB) =

∫ b

a

s′(t)dt =

∫ b

a

|r′(t)|dt =

=

∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt. (3.5)

Поскольку график гладкой функции f есть плоская кривая r(x) =
= (x, f(x))T , то справедливо

Следствие 3.2.1. Длина дуги графика гладкой функции f равна

s(Gr(f)) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Полезно знать формулу длины кривой, заданной в полярной систе-
ме координат (ρ, φ).
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Следствие 3.2.2. Пусть в полярной системе координат глад-
кая кривая задана непрерывно дифференцируемой функцией ρ = ρ(φ),
φ ∈ [α, β]. Тогда ее длина вычисляется формулой

s =

∫ β

α

√
(ρ′(φ))2 + ρ2(φ) dφ.

Доказательство. Параметром кривой является угол φ. По опре-
делению полярной системы

x(φ) = ρ(φ) cosφ ⇒ x′(φ) = ρ′(φ) cosφ− ρ(φ) sinφ;

y(φ) = ρ(φ) sinφ ⇒ x′(φ) = ρ′(φ) sinφ+ ρ(φ) cosφ.

Подставляя в формулу (3.5), получаем ответ. �

Замечание 3.2.1. Если кривая кусочно-гладкая, то находим
длину каждой гладкой дуги и складываем результаты, опираясь на
аддитивность длины. �

3.3. Объем тела вращения

Определение 3.3.1. Пусть
f ∈ C0[a, b], f(x) ≥ 0 – непрерывная
неотрицательная функция. Телом
вращения вокруг оси Ox, порож-
денным графиком Gr(f), называют
подмножество пространства, задан-
ное неравенством (см. рис. 3.8):

R(f) := {(x, y, z) ∈ R3 :√
y2 + z2 ≤ f(x) x ∈ [a, b]}. �

Для произвольного разбиения P
отрезка [a, b] рассмотрим два ци-
линдрических ступенчатых те-
ла – внутреннее и объемлющее:

( )Gr f

im

iM

1ix
- ixa b

Рис. 3.8
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G∗P (f) =
n∪

i=1

{(x, y, z) : xi−1 ≤ x ≤ xi,
√
y2 + z2 < mi},

где mi = min
xi−1≤x≤xi

f(x), i = 1, . . . , n;

G∗P (f) =
n∪

i=1

{(x, y, z) : xi−1 ≤ x ≤ xi,
√
y2 + z2 < Mi},

где Mi = max
xi−1≤x≤xi

f(x), i = 1, . . . , n;

G∗P ⊂ R ⊂ G∗P .

Из школьного курса известен объем цилиндра. Поэтому мы можем за-
писать объемы цилиндрических ступенчатых тел, которые совпадают
с нижней и верхней суммами Дарбу:

Sq(G∗P (f)) = π
n∑

i=1

m2
i (xi − xi−1) = S∗P (πf

2),

Sq(G∗P (f)) = π
n∑

i=1

M2
i (xi − xi−1) = S∗P (πf

2).

Естественно дать следующее

Определение 3.3.2. Объемом тела вращения, порожденного
графиком непрерывной неотрицательной функции f , называют число

V ol(R(f)) = π

∫ b

a

f2(x)dx. �

3.4. Площадь поверхности вращения

Определение 3.4.1. Пусть f ∈ C1[a, b], f(x) ≥ 0 – гладкая неот-
рицательная функция. Поверхностью вращения вокруг оси Ox,
порожденной графиком Gr(f), называют подмножество пространства,
заданное уравнением (рис. 3.9):

SR(f) := {(x, y, z) ∈ R3 :
√
y2 + z2 = f(x), x ∈ [a, b]}. �

46



В отличие от определения площа-
ди плоской фигуры и объема тела
вращения, для определения площа-
ди поверхности вращения применим
определение Римана, а не Дарбу.
Для произвольного разбиения P от-
резка [a, b] построим ломанную, впи-
санную в график Gr(f) (рис. 3.9).
Длина звена ломанной

∆si =
√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2.

При вращении звена ломанной обра-
зуется боковая поверхность усечен-
ного конуса, а вся ломанная порож-
дает коническую ступенчатую
поверхность ConP . Из школьного
курса геометрии известно, что пло-
щадь поверхности усеченного кону-
са равна Sq(Con) = π(R1+R2)s, где

1i
x

- i
xa b

Рис. 3.9

R1, R2 – радиусы оснований, s – длина образующей. Поэтому площадь
конической ступенчатой поверхности ConP равна

Sq(ConP ) = π
n∑

i=1

(f(xi−1) + f(xi))∆si. (3.6)

Определение 3.4.2. Площадью поверхности вращения, по-
рожденной графиком гладкой функции, называют предел

Sq(R(f)) = lim
p(P )→0

Sq(ConP ),

где p(P ) – мелкость разбиения P . �
Теорема 3.4.1. Площадь поверхности вращения, порожденная

графиком гладкой неотрицательной функции f(x) ≥ 0, существует
и равна

Sq(R(f)) = 2π

∫ b

a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2dx. (3.7)

Доказательство. По теореме Лагранжа f(xi) − f(xi−1) =
= f ′(ξi)∆xi, где ξi ∈ (xi−1, xi). Поэтому формула (3.6) имеет вид

Sq(ConP ) = π
n∑

i=1

(f(xi−1) + f(xi))
√

1 + (f ′(ξi))2∆xi.
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Полученное выражение напоминает интегральную сумму для интегра-
ла (3.7). Поэтому запишем эту сумму в виде

Sq(ConP ) = 2π
n∑

i=1

f(ξi)
√
1 + (f ′(ξi))2∆xi+

+π
n∑

i=1

(f(xi−1) + f(xi)− 2f(ξi))
√
1 + (f ′(ξi))2∆xi = Σ′ +Σ′′.

В силу непрерывности производной f ′(x), первая сумма Σ′ имеет пре-
делом интеграл (3.7). Покажем, что вторая сумма Σ′′ стремиться к
нулю, когда мелкость стремиться к нулю. На отрезке [a, b] производ-
ная ограничена: ∃C > 0 : ∀x ∈ [a, b] ↪→ |f ′(x)| < C. Поэтому на
[a, b] верна оценка

√
1 + (f ′(ξi))2 <

√
1 + C2. Для первого сомножите-

ля имеем

|f(xi−1) + f(xi)− 2f(ξi)| ≤ |f(xi−1)− f(ξi)|+ |f(xi)− f(ξi)| ≤

≤ |f ′(θ1)|∆xi + |f ′(θ2)|∆xi ≤ 2 C ∆xi ≤

≤ 2 C p(P ), где θ1 ∈ (xi−1, ξi), θ2 ∈ (ξi, xi).

Получили оценку на вторую сумму∣∣∣Σ′′
∣∣∣ ≤ 2π C

√
1 + C2 (b− a) p(P ) → 0 при p(P ) → 0. �

Замечание 3.4.1. 1) При нахождении объема тела вращения
мы аппроксимировали его цилиндрами, при нахождении поверхности
вращения аппроксимировали его же усеченными конусами. Вторая ап-
проксимация точнее первой. Можно показать, что для нахождения
объемов уточнение ничего, кроме дополнительных вычислительных
сложностей, не дает, а для нахождения площадей аппроксимация ци-
линдрами не пригодна.

2) Если функция f кусочно-гладкая, то находим площадь поверхно-
сти вращения, порожденной каждой из гладких дуг графика, и скла-
дываем результаты, опираясь на аддитивность площади. �
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Глава 4

Несобственный интеграл

Это надо же – какой паршивый интеграл оказался!

А.Н. Стругацкий, Б.Н. Стругацкий.
За миллиард лет до конца света

Определенный интеграл Римана, во-первых, определен на конеч-
ном отрезке, во-вторых, необходимым условием его существования яв-
ляется ограниченность интегрируемой функции (лемма 2.2.1). Несоб-
ственный интеграл (НИ) – это расширение понятия интеграла Римана
и на неограниченный промежуток интегрирования, и на функцию, ко-
торая неограничена в окрестностях конечного количества точек. НИ
возникают в физике при исследовании на бесконечности (например,
удаление тяготеющих масс) или при неограниченном сближении (на-
пример, одноименных зарядов). Также НИ применяются в математи-
ческой статистике (распределение случайной величины).

4.1. Определение несобственного интеграла

Определение 4.1.1. Пусть функция f : [a, b) → R, где b ≤ +∞,
интегрируема на любом подотрезке [a, b′] ⊂ [a, b]. Несобственным
интегралом называют конечный предел∫ →b

a

f(x)dx := lim
b′→b−0

∫ b′

a

f(x)dx ∈ R. � (4.1)
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Обсуждение 4.1.1. 1) Функция F (b′) :=
∫ b′

a
f(x)dx есть функ-

ция предела интегрирования. Она непрерывна в силу теоремы 2.6.1.
Следовательно, существование НИ есть существование конечного од-
ностороннего предела непрерывной функции F . В общей постановке
мы уже обсуждали эту проблему. Сейчас мы сосредоточимся на спе-
цифике именно функции предела интегрирования.

2) Если условие (4.1) выполнено, функцию f называют несоб-
ственно интегрируемой на [a, b). Еще говорят: НИ с особенностью
в точке b. Аналогично определяются несобственные интегралы с осо-
бым левым концом. То есть НИ – это предел определенного интеграла
Римана по верхнему (или нижнему) пределу интегрирования. Стрел-
ку в открытом конце мы будем ставить только в том случае, когда
хотим указать, где у НИ особенность. Если несобственный интеграл
существует, то говорят, что несобственный интеграл сходится, в
противном случае – расходится. Интеграл Римана (в противовес НИ)
иногда называют собственным интегралом.

Примеры 4.1.1. При ε > 0 сходятся НИ:∫ 1

0←

dx

x1−ε = lim
a′→+0

∫ 1

a′

dx

x1−ε =
1

ε
lim

a′→+0
(1− (a′)ε) =

1

ε
, (4.2)

∫ +∞

1

dx

x1+ε
= −1

ε
lim

b′→+∞

(
1

(b′)ε
− 1

)
=

1

ε
. (4.3)

Задача 4.1.1. Докажите расходимость при ε ≤ 0 НИ (4.2), (4.3).

3) Сравним понятие интеграла Римана и несобственного интегра-
ла. При b = +∞ интеграл Римана не определен на [a, b], в то время как
несобственный интеграл может существовать. Если b ∈ R, но функ-
ция f неограничена на [a, b), то интеграл Римана на [a, b] не существует,
в то время как несобственный интеграл может существовать. Если же
функция f ограничена на конечном полуотрезке [a, b) и интегрируема
на любом подотрезке [a, b′], то она интегрируема и на [a, b] (п. 4 теоре-
мы 2.3.1), причем интеграл Римана и несобственный интеграл равны
(это вытекает из теоремы 2.6.1 о непрерывности интеграла по верхнему
пределу). Следовательно, во-первых, понятие несобственного интегра-
ла шире понятия интеграла Римана, во-вторых, “особенность” точки b
проявляется в неограниченности или промежутка интегрирования (т.
е. b = ∞), или функции f в окрестности точки b. Случаи бесконечно-
го и конечного концов интегрирования взаимозаменяемы; в примерах
4.1.1 это продемонстрировано с помощью замены переменной t = 1/x.
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Явное нахождение НИ, приведенное в примерах 4.1.1, является редким
исключением. Основной проблемой теории несобственных интегралов
является проблема сходимости. Если НИ

∫→b

a
f(x)dx и

∫→d

c
g(x)dx

сходятся или расходятся одновременно, мы будем применять запись∫ →b

a

f(x)dx
cx∼
∫ →d

c

g(x)dx. �

Геометрическая интерпретация. Если функция f неотрица-
тельна, НИ – это площадь неограниченной по вертикали или по гори-
зонтали криволинейной трапеции (рис. 4.2, 4.1). Если же функция f
знакопеременная, НИ – это ориентированная площадь неограничен-
ной криволинейной трапеции (рис. 4.3).

Рис. 4.1 Рис. 4.2

-

+

Рис. 4.3

4.2. Основные свойства несобственного
интеграла

В этом пункте подразумевается, что функции f, g : [a, b) → R (где
b ≤ +∞) интегрируемы на любом подотрезке [a, b′] ⊂ [a, b].

Теорема 4.2.1 (линейность несобственного интеграла).

1) Формула∫ →b

a

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫ →b

a

f(x)dx+ β

∫ →b

a

g(x)dx (4.4)

справедлива в предположении, что оба НИ в правой части ра-
венства сходятся.

2) Если один из интегралов в правой части сходится, а другой рас-
ходится, то интеграл в левой части расходится.
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3) Если оба интеграла справа расходятся, то сходимость интег-
рала слева требует дополнительного исследования.

Задача 4.2.1. Докажите теорему 4.2.1, воспользовавшись линей-
ностью собственного интеграла и линейностью предела функции.

Следствие 4.2.1 (принцип отбрасывания слагаемого). Ес-
ли НИ

∫→b

a
g(x)dx сходится, то∫ →b

a

(f(x) + g(x))dx
cx∼
∫ →b

a

f(x)dx,

т. е. при исследовании сходимости НИ можно игнорировать слагае-
мое, дающее заведомо сходящийся НИ.

Задача 4.2.2. Докажите следствие 4.2.1.

Теорема 4.2.2 (аддитивность НИ ). Для любого c ∈ (a, b)
справедлива формула∫ →b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ →b

c

f(x)dx (4.5)

в предположении, что НИ слева или справа сходится. Если же один
из НИ расходится, то и второй расходится, и равенство (4.5) бес-
смысленно.

Задача 4.2.3. Докажите теорему 4.2.2.

Следствие 4.2.2 (принцип локализации). Для любого c ∈
∈ (a, b) справедливо: ∫ →b

a

f(x)dx
cx∼
∫ →b

c

f(x)dx.

Замечание 4.2.1. Смысл принципа локализации в том, что схо-
димость НИ определяется поведением подынтегральной функции в
любой окрестности особой точки, не содержащей других особенностей.
�

Теорема 4.2.3 (формула Ньютона–Лейбница для НИ ).
Если функция f непрерывна на [a, b) и Φ – ее произвольная первооб-
разная на [a, b), то∫ →b

a

f(x)dx = lim
b′→b−0

Φ(b′)− Φ(a)
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и сходимость НИ равносильна существованию конечного предела
lim

b′→b−0
Φ(b′).

Задача 4.2.4. Докажите теорему 4.2.3.

Теорема 4.2.4 (интегрирование по частям). Пусть функ-
ции u и v непрерывно дифференцируемы на [a, b). Тогда∫ →b

a

u(x)v′(x)dx = lim
b′→b−0

(
u(x)v(x)

∣∣∣b′
a

)
−
∫ →b

a

u′(x)v(x)dx,

причем из существования любых двух пределов следует существова-
ние третьего и выполняется равенство.

Задача 4.2.5. Докажите теорему 4.2.4.

Теорема 4.2.5 (замена переменной в НИ ). Пусть функция
f непрерывна на [a, b), пусть функция φ строго монотонна и непре-
рывно дифференцируема на [α, β), причем φ(α) = a, lim

t→β−0
φ(t) = b.

Тогда ∫ →b

a

f(x)dx =

∫ →β

α

f(φ(t))φ′(t)dt. (4.6)

В равенстве (4.6) если один из интегралов сходится, то сходится и
другой, и их значения совпадают (т. е. формулу можно применять
в обе стороны). Может оказаться, что один из двух интегралов в
(4.6) собственный.

Доказательство. Для каждого t ∈ [α, β) справедлива формула
(2.14) замены переменной в определенном интеграле. Поэтому∫ φ(t)

a

f(τ)dτ ≡
∫ t

α

f(φ(τ))φ′(τ)dτ, где t ∈ [α, β). (4.7)

Интеграл слева есть сложная функция t → φ(t) →
∫ φ

a
fdτ . При t →

→ β − 0 выполняется φ(t) → b − 0. Из теоремы о пределе сложной
функции получаем существование предела слева при t → β−0; значит,
существует предел справа и равенство (4.6) справедливо при чтении
слева направо.

Из монотонности функции φ следует существование обратной
функции t = φ−1(x), у которой φ−1(a) = α, а φ−1(x) → β − 0 при
x → b− 0. Поэтому, в силу тождества (4.7), для x ∈ [a, b) справедливо
тождество ∫ x

a

f(τ)dτ ≡
∫ φ−1(x)

α

f(φ(τ))φ′(τ)dτ.
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По теореме о пределе сложной функции получаем справедливость ра-
венства (4.6) при чтении справа налево. �

Будем впредь до конца параграфа обозначать через (b− δ, b) левую
проколотую δ-окрестность точки b, а через [b− δ, b) левую проколотую
δ-окрестность точки b с левым краем (полуинтервал) даже в случае
b = +∞.

Теорема 4.2.6 (критерий Коши сходимости НИ ). НИ∫→b

a
f(x)dx сходится только тогда, когда

∀ε > 0 ↪→ ∃δ > 0 : ∀b′, b′′ ∈ (b− δ, b) ↪→

∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f(x)dx

∣∣∣∣∣< ε.

Доказательство сводится к применению критерия Коши к функ-
ции F (x) =

∫ x

a
f(t)dt.

Задача 4.2.6. Докажите теорему 8.6.

Обычно критерий Коши применяют для доказательства расходи-
мости НИ:

Следствие 4.2.3 (критерий Коши расходимости НИ ).
НИ

∫→b

a
f(x)dx расходится только тогда, когда

∃ε0 > 0 : ∀δ > 0 ↪→ ∃b′, b′′ ∈ (b− δ, b) :

∣∣∣∣∣
∫ b′′

b′
f(x)dx

∣∣∣∣∣≥ ε0.

Если оба конца промежутка интегрирования являются особыми
точками, и внутри промежутка имеется конечное количество особых
точек ci ∈ (a, b) (i = 1, . . . , n− 1), то между точками c0 := a и c1, точ-
ками c1 и c2 и т. д. до точек cn−1 и cn := b выбирают произвольные
точки di ∈ (ci−1, ci) (i = 1, . . . , n) и полагают

Определение 4.2.1.∫ cn

c0

f(x)dx :=

∫ d1

c0←
f(x)dx+

∫ →c1

d1

f(x)dx+ . . .+

∫ →cn

dn

f(x)dx. (4.8)

НИ считается сходящимся, если все НИ в правой части равенства (4.8)
сходящиеся. �

Лемма 4.2.1 (корректность определения 4.2.1). Если в
(4.8) все НИ сходящиеся, то сумма не зависит от выбора точек di.

Доказательство немедленно следует из аддитивности НИ (тео-
рема 4.2.2).

54



4.3. Несобственные интегралы
от знакопостоянных функций

Мы говорим о НИ
∫→b

a
f(x)dx от знакопостоянной функции, если

f(x) ≥ 0 (≤) в некоторой проколотой левой полуокрестности точки b ≤
≤ +∞. Если же функция f не сохраняет знак ни в какой проколотой
левой полуокрестности точки b, то имеем НИ от знакопеременной
функции. Причины сходимости НИ от знакопостоянных функций и
знакопеременных функций разные, поэтому мы отдельно рассмотрим
сходимость НИ в обоих случаях.

Теорема 4.3.1 (критерий сходимости НИ от знакопо-
стоянной функци). Пусть функция f : [a, b) → R, где b ≤ +∞, ин-
тегрируема на любом отрезке [a, b′] ⊂ [a, b). Пусть функция f неот-
рицательна в некоторой левой проколотой полуокрестности точки
b (т. е. ∀x ∈ (b − δ, b) ⊂ [a, b) ↪→ f(x) ≥ 0). Тогда НИ

∫→b

a
f(x)dx

сходится только в том случае, когда функция F (x) =
∫ x

a
f(t)dt огра-

ничена на [a, b).

Доказательство. На интервале (b − δ, b) функция F возрастает
(возможно, нестрого). В силу определения (4.1), сходимость данно-
го НИ равносильна существованию конечного предела неубывающей
функции F . Последнее, в силу теоремы о пределе монотонной функ-
ции, равносильно ограниченности функции F . �

Обсуждение 4.3.1. Сам по себе критерий мало полезен, по-
скольку проверка ограниченности функции F означает прямое исполь-
зование определения (4.1). (Лемма 4.3.1, замечание 4.3.1 и задача 4.3.3,
приведенные в конце пункта, показывают, сколь трудно охарактеризо-
вать сходимость НИ от знакопостоянной функции f в терминах самой
функции f .) Однако теорему 4.3.1 удобно применять при доказатель-
стве признаков и критерия сходимости, основанных на идее сравне-
ния сходимостей. Если ориентироваться на примеры (4.2) и (4.3) и
задачу 4.1.1, то естественно предположить в качестве рабочей гипоте-
зы, что достаточные условия сходимости НИ от знакоположительной
функции f таковы: 1) в конечной особой точке функция f “убегает в
бесконечность не очень быстро”; 2) в бесконечной особой точке функ-
ция f “убывает к нулю достаточно быстро”. (Взятое в кавычки ни в
коем случае не является математическими утверждениями!) �
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Теорема 4.3.2 (признаки сравнения НИ ). Пусть для функ-
ций f и g выполнены условия теоремы 4.3.1. Тогда:

1) Если f(x) = O(g(x)) при x → b−0, то из сходимости
∫→b

a
g(x)dx

следует сходимость
∫→b

a
f(x)dx, а из расходимости

∫→b

a
f(x)dx

следует расходимость
∫→b

a
g(x)dx.

2) Если f(x) = O∗(g(x)) при x → b−0, то
∫→b

a
g(x)dx

cx∼
∫→b

a
f(x)dx.

3) Пусть функция f(x) представима в виде произведения f(x) =
= h(x)g(x), причем существует конечный lim

x→b−0
h(x) = C > 0.

Тогда ∫ →b

a

h(x)g(x)dx
cx∼
∫ →b

a

g(x)dx.

То есть, при исследовании сходимости НИ можно игнориро-
вать знакопостоянный множитель, имеющий в особой точке
конечный ненулевой предел.

Доказательство п. 1. В силу принципа локализации (следствие
4.2.2) достаточно исследовать НИ на промежутке [b−δ, b), где функции
f и g неотрицательны. Из условия следует, что на [b−δ, b) справедлива
оценка 0 ≤ f(x) ≤ C1g(x), где постоянная C1 > 0. Из критерия 4.3.1
следует, что ∀x ∈ [b−δ, b) верно

∫ x

b−δ g(t)dt < C2, где постоянная C2 > 0.
Поэтому

0 ≤ F (x) =

∫ x

b−δ
f(t)dt ≤ C1

∫ x

b−δ
g(t)dt < C1C2.

Опять же в силу критерия 4.3.1, ограниченность функции F влечет
сходимость НИ.

Утверждение п. 2 сразу следуют из симметричности отношения O∗

и п. 1.
Из условия п. 3 следует выполнение условия п. 2 (докажите). Что

доказывает утверждение п. 3. �

Задача 4.3.1. Докажите справедливость п. 2 теоремы 4.3.2 если
f(x) ∼ g(x) при x → b− 0.

Часто функцию сравнения берут из двупараметрического семей-
ства g(x;α, β) = 1/(xα| lnx|β).
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Задача 4.3.2. а) Докажите, что
НИ

∫ +∞
2

dx/(xα(lnx)β) сходится толь-
ко при условиях (см. рис. 4.4):{

α > 1,
β ∈ R

∪ {
α = 1,
β > 1.

o

1

1

a

b

Рис. 4.4

б) Докажите, что НИ∫ 1/2

0← dx/(xα| lnx|β) сходится только
при условиях (см. рис. 4.5){

α < 1,
β ∈ R

∪ {
α = 1,
β > 1.

1

a

b

1
o

Рис. 4.5

В заключение пункта для случая неограниченного промежутка
сформулируем очевидный достаточный признак расходимости НИ:

Лемма 4.3.1. Пусть функция f : [a,+∞) → R интегрируема на
любом отрезке [a, b′]. Если существуют такие числа c ≥ a и C > 0,
что f(x) ≥ C для всех x ≥ c, то НИ

∫ +∞
a

f(x)dx расходится.

Замечание 4.3.1. Предельное условие lim
x→+∞

f(x) = 0 НЕ явля-

ется ни достаточным (см. п. 1 теоремы 4.3.2), ни необходимым усло-
вием сходимости НИ

∫ +∞
a

f(x)dx от знакопостоянной функции! �
Задача 4.3.3. Дайте пример непрерывной неотрицательной

неограниченной на положительной полуоси функции f , для которой
НИ сходится на [a,+∞). Подсказка: возьмите функцию тождествен-
но равную нулю и добавьте изолированные всплески, которые неогра-
ниченно растут, но при этом носитель всплесков стремится к нулю
настолько быстро, что НИ сходится.

4.4. Несобственные интегралы
от знакопеременных функций

Прежде всего заметим, что всякий НИ
∫→b

a
f(x)dx от знакоперемен-

ной функции порождает НИ
∫→b

a
|f(x)|dx от знакопостоянной функ-

ции. Между сходимостями указанных НИ существует такая связь:
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Теорема 4.4.1 (о сходимостях НИ от данной функции и
НИ от модуля этой функции). Пусть функция f интегрируема
на любом отрезке [a, b′], где a < b′ < b. Если НИ

∫→b

a
|f(x)|dx схо-

дится, то НИ
∫→b

a
f(x)dx также сходится. Обратное утверждение

в общем случае несправедливо.

Доказательство. Во-первых, в силу теоремы 2.3.4, на любом от-
резке [a, b′] ⊂ [a, b) существует интеграл

∫ b′

a
|f(x)|dx. Во-вторых, в силу

критерия Коши (теорема 4.2.6), для любого ε > 0 найдется δ > 0 та-
кое, что для любых b′, b′′ ∈ (b − δ, b) выполняется |

∫ b′′

b′
|f(x)|dx| < ε.

Поэтому ∣∣∣∫ b′′

b′
f(x)dx

∣∣∣≤ ∣∣∣∫ b′′

b′
|f(x)|dx

∣∣∣< ε.

Что, опять же в силу критерия Коши, влечет сходимость НИ∫→b

a
f(x)dx.

В качестве доказательства несправедливости обратного утвержде-
ния ниже будет приведен контрпример. �

Запишем логические связи между сходимостями.

1) Собственные интегралы:

существование
∫ b

a

f(x)dx ⇒ существование
∫ b

a

|f(x)|dx.

2) Несобственные интегралы:

сходимость
∫ →b

a

|f(x)|dx ⇒ сходимость
∫ →b

a

f(x)dx.

Заметим, что логика оказалась противоположной.
Утверждение теоремы 4.4.1 мотивирует введение следующих поня-

тий:

Определение 4.4.1 (классификация НИ от знакоперемен-
ных функций).

1) Если НИ
∫→b

a
|f(x)|dx сходится, то НИ

∫→b

a
f(x)dx (который тем

более сходится) называется абсолютно сходящимся.

2) Если НИ
∫→b

a
|f(x)|dx расходится, но НИ

∫→b

a
f(x)dx сходится,

то последний называется условно сходящимся. �
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Итак, для НИ от знакопеременной функции возможны три взаи-
моисключающие ситуации: 1) абсолютная сходимость, 2) условная схо-
димость, 3) расходимость. (Для НИ от знакопостоянной функции воз-
можны две ситуации. Какие?) Докажем полезное утверждение

Лемма 4.4.1 (об абсолютной и условной сходимости НИ,
полученного из суммы двух функций).

1) Если несобственные интегралы
∫→b

a
f(x)dx и

∫→b

a
g(x)dx схо-

дятся абсолютно, то НИ
∫→b

a
(f(x) + g(x))dx тоже сходится

абсолютно.

2) Если НИ
∫→b

a
f(x)dx сходится абсолютно, а НИ

∫→b

a
g(x)dx схо-

дится условно, то НИ
∫→b

a
(f(x) + g(x))dx сходится условно.

3) Если несобственные интегралы
∫→b

a
f(x)dx и

∫→b

a
g(x)dx схо-

дятся условно, то НИ
∫→b

a
(f(x)+g(x))dx сходится. Характер

сходимости (абсолютный или условный) нуждается в дополни-
тельном исследовании.

Доказательство. Первое утверждение следует из неравенства
треугольника |f+g| ≤ |f |+ |g| и признака сравнения НИ от знакоопре-
деленных функций (теорема 4.3.2). Во втором пункте интеграл от сум-
мы сходится (в силу линейности НИ, теорема 4.2.1). Если допустить,
что он сходится абсолютно, то тогда (согласно п. 1) НИ

∫→b

a
g(x)dx =

=
∫→b

a
(f(x)+ g(x))dx−

∫→b

a
f(x)dx тоже сходится абсолютно, что про-

тиворечит условию. Для доказательства п. 3 достаточно привести при-
меры. �

Задача 4.4.1. Приведите примеры условной и абсолютной схо-
димости суммы двух условно сходящихся НИ.

Исследуя абсолютную сходимость НИ, мы имеем дело со знако-
постоянной функцией и применяем признаки сравнения. Для иссле-
дования сходимости от знакопеременной функции нужны более тон-
кие рассуждения. Оказывается, “достаточно быстрое” изменение зна-
ка подынтегральной функции (осцилляция) может компенсировать
рост модуля функции (амплитуда) и обеспечивать сходимость НИ.
Ниже приведены примеры сходящихся и расходящихся НИ, которые
иллюстрируют “непростые взаимоотношения” между амплитудой и ос-
цилляцией функции (доказательства будут даны ниже).
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Примеры 4.4.1. Сходящиеся НИ:

(1.1)

∫ +∞

1

dx

x
√
x
, (1.2)

∫ +∞

1

sinx dx√
x

, (1.3)

∫ +∞

1

sinx dx√
x+ cosx

,

(1.4)

∫ +∞

1

sinx3/2 dx, (1.5)

∫ +∞

1

√
x sinx2 dx.

Расходящиеся НИ:

(2.1)

∫ +∞

1

dx√
x
, (2.2)

∫ +∞

1

sinx dx, (2.3)

∫ +∞

1

| sinx| dx√
x

,

(2.4)

∫ +∞

1

sinx dx√
x− sinx

, (2.5)

∫ +∞

1

√
x sinx3/2 dx.

Основным инструментом доказательство сходимости НИ от знако-
переменной функции является

Теорема 4.4.2 (достаточный признак Дирихле). Пусть
функция f непрерывна на [a, b) (b ≤ +∞), а функция g непрерывно
дифференцируема на [a, b). Пусть

1) первообразная F (x) =
∫ x

a
f(t)dt – ограниченная (постоянной C >

> 0) на [a, b) функция,

2) функция g стремится к нулю нестрого монотонно (для опреде-
ленности, убывая):

g ↓ 0 при x → b− 0 ⇔ g′(x) ≤ 0 на (a, b) ∧ lim
x→b−0

g(x) = 0.

Тогда НИ
∫→b

a
f(x)g(x)dx сходится.

Доказательство. Интегрируя по частям на [a, b′] (a < b′ < b),
получаем

∫ b′

a

f(x)g(x)dx = F (x)g(x)

∣∣∣∣∣
b′

a

−
∫ b′

a

F (x)g′(x)dx. (4.9)

Из условия теоремы следует, что lim
b′→b−0

F (b′)g(b′) = 0. Исследуем аб-

солютную сходимость интеграла в правой части равенства:∫ b′

a

|F (x)g′(x)|dx ≤ C

∫ b′

a

|g′(x)|dx =

60



= −C

∫ b′

a

g′(x)dx = C(g(a)− g(b′)) ≤ Cg(a).

(Мы воспользовались знакопостоянством функции g′(x) ≤ 0 и знако-
постоянством функции g(x) ≥ 0!) Теперь из критерия 4.3.1 следует
сходимость НИ

∫→b

a
|F (x)g′(x)|dx, а из теоремы 4.4.1 абсолютная схо-

димость НИ
∫→b

a
F (x)g′(x)dx. Последняя влечет за собой сходимость

НИ
∫→b

a
F (x)g′(x)dx. По определению, это означает существование ко-

нечного предела

∃ lim
b′→b−0

∫ b′

a

F (x)g′(x)dx =

∫ →b

a

F (x)g′(x)dx ∈ R.

Значит, в равенстве (4.9) в правой части мы получаем конечный предел
при b′ → b− 0. Что доказывает теорему. �

Из признака Дирихле вытекает

Теорема 4.4.3 (признак Абеля). (Нильс Хенрик Абель 1802-
1829.) Пусть на [a, b) (b ≤ +∞) функция f непрерывна, а функция g
непрерывно дифференцируема. Пусть:

1) НИ
∫→b

a
f(x)dx сходится;

2) на (a, b) функция g(x) ограничена и нестрого монотонна (т. е.
ее производная g′(x) не меняет знак).

Тогда НИ
∫→b

a
f(x)g(x)dx сходится.

Доказательство. Функция f имеет на [a, b) первообраз-
ную F (x) =

∫ x

a
f(t)dt. Поскольку существует конечный предел

lim
x→b−0

F (x) =
∫→b

a
f(x)dx ∈ R, функция F на [a, b) ограничена. С дру-

гой стороны, в силу монотонности и ограниченности, функция g имеет
конечный предел lim

x→b−0
g(x) = c ∈ R. Значит, функция g̃(x) := g(x) −

− c непрерывно дифференцируема, монотонна и g̃ → 0 при x → b− 0.
Функции f и g̃ удовлетворяют условиям признака Дирихле. Поэто-
му НИ

∫→b

a
f(x)g̃(x)dx сходится. Следовательно НИ

∫→b

a
f(x)g(x)dx =

=
∫→b

a
f(x)g̃(x)dx+ c

∫→b

a
f(x)dx тоже сходится. �

Замечание 4.4.1. Образно говоря, в признаке Дирихле осцил-
лирующая функция f (типа синус) и стремящаяся к нулю функция
g при перемножении “помогают друг другу”: функция f(x)g(x) и ос-
циллирует, и имеет убывающую амплитуду – этого достаточно, чтобы
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ориентированная площадь неограниченной криволинейной трапеции
имела конечный предел (рис. 4.3). В признаке Абеля НИ от функции
f сходится, а функция-сомножитель g “не мешает” функции f . �

Обоснуем сходимость (расходимость) примеров 4.4.1. Интегралы
(1.1) и (1.2) от знакопостоянных функций сходятся и расходятся (со-
ответственно) в силу задачи 4.3.2.a. Интеграл (1.2) от знакоперемен-
ной функции сходится в силу теоремы Дирихле (f(x) = sinx, g(x) =
= x−1/2). Расходимость интеграла (2.2) очевидна, поскольку первооб-
разная

∫ x

1
sin t dt = cos 1− cosx не имеет предела при x → +∞.

Интеграл (2.3) от знакопостоянной функции расходится в силу
оценки снизу:∫ +∞

1

| sinx| dx√
x

≥
∫ +∞

1

sin2 x dx√
x

=
1

2

(∫ +∞

1

dx√
x
−
∫ +∞

1

cosx dx√
x

)
,

причем первый интеграл в скобках расходится, а второй – сходит-
ся. Следовательно, интеграл (1.2) сходится условно. Значит, нами дан
контрпример к теореме 4.4.1.

В интегралах (1.3) и (1.4) применим разложение по формуле Ма-
клорена по степеням 1/xε с ε > 0. При x → +∞ верно:

1√
x+ cosx

=
1√
x
· 1

1 + cos x√
x

=
1√
x
·
(
1− cosx√

x
+O

(
1

x

))
⇒

+∞∫
1

sinx√
x+ cosx

=

+∞∫
1

sinx dx√
x

−
+∞∫
1

sin 2x dx

2
√
x

+

+∞∫
1

O

(
1

x
√
x

)
dx,

где все три интеграла сходятся (обоснуйте). Аналогичные выкладки
приводят интеграл (1.4) к виду

+∞∫
1

sinx√
x− sinx

=

+∞∫
1

sinx dx√
x

+

+∞∫
1

sin2 x dx√
x

+

+∞∫
1

O

(
1

x
√
x

)
dx,

где первый и третий интегралы сходятся, а второй – расходится.
Замена t := x3/2 позволяет доказать сходимость интеграла (1.4) и

расходимость интеграла (2.5). Поскольку∫ +∞

1

sinx3/2dx =
2

3

∫ +∞

1

sin t dt

t1/3
,
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интеграл (1.4) сходится в силу теоремы Дирихле. Самостоятельно
обоснуйте расходимость интеграла (2.5) и сходимость интеграла (1.5).
Обратите внимание, что в интегралах (1.5) и (2.5) подынтегральные
функции на бесконечности неограниченные, однако характер сходимо-
сти различный (чтобы понять причину, сравните расстояния между
соседними нулями данных функций).

В некоторых случаях осуществить замену переменной интегриро-
вания сложно. Проще функцию h, “претендующую” на роль функции f
в теореме Дирихле, умножить и разделить на ее производную h′ (есте-
ственно, если она не обращается в ноль); затем взять f(x) := h(x)h′(x),
первообразная которой находится без труда.

Пример 4.4.1. Интеграл∫ +∞

1

sin(x3/2 + x)dx =

∫ +∞

1

sin(x3/2 + x) · ( 32x
1/2 + 1)

3
2x

1/2 + 1
dx

сходится в силу теоремы Дирихле: f(x) = sin(x3/2 + x) · ( 32x
1/2 + 1),

g(x) = ( 32x
1/2 + 1)−1 (завершите обоснование).

Если подынтегральная функция зависит от параметра α и требу-
ется исследовать сходимость НИ в зависимости от этого параметра,
полное исследование сходимости состоит из четырех этапов:

1) Игнорируя осциллирующий сомножитель, отгадывают такой
промежуток I1, что при α ∈ I1 НИ сходится абсолютно (обос-
нование методом сравнения).

2) Выделяя осциллирующий сомножитель и монотонно убывающий
сомножитель, отгадывают такой промежуток I2, что при α ∈
∈ I2 НИ сходится (обоснование с помощью теоремы Дирихле или
теоремы Абеля). Обязательно I1 ⊂ I2.

3) Доказывают, что при α ∈ I2 \ I1 отсутствует абсолютная сходи-
мость (методом сравнения снизу).

4) Доказывают, что при α ∈ R \ I2 отсутствует сходимость (с помо-
щью отрицания критерия Коши).

Ответ записывают так: при α ∈ I1 – абсолютная сходимость, при α ∈
∈ I2 \ I1 – условная сходимость, при α ∈ R \ I2 – НИ расходится.
Сложность полного исследования прежде всего в том, что ответ от-
гадывается. А уже потом доказывается верность гипотезы.
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Пример 4.4.2. Исследовать при всех значениях параметра α ∈ R
интеграл I(α) =

∫ +∞
1

(ln(x+ 1)− lnx)−α sinx dx.
Поскольку при x → +∞ справедливо

(ln(x+ 1)− lnx)−α = ln−α
(
1 +

1

x

)
= xα ·

(
1 +O

(
1

x2

))−α
,

то мы утверждаем, что при фиксированном α < −1 интеграл сходится
абсолютно. В самом деле, если A > 0 достаточно велико, то при x > A
верно (ln(x+ 1)− lnx)−α < xα2−α, поэтому∫ +∞

A

(ln(x+ 1)− lnx)−α| sinx| dx ≤ 2−α
∫ +∞

A

xαdx < +∞.

Остается сослаться на принцип локализации. Заметим, что мы пока
не утверждаем, что при других значениях параметра интеграл НЕ
сходится абсолютно.

Вторая гипотеза: при α < 0 интеграл сходится. Достаточно при-
менить теорему Дирихле, взяв f(x) = sinx и g(x) = ln−α (1 + 1/x)
(проверьте, что условия теоремы выполнены).

Теперь мы покажем, что при α ∈ [−1, 0) интеграл абсолютно не
сходится. При тех же предположениях относительно постоянной A >
> 0 получаем:∫ +∞

A

(ln(x+ 1)− lnx)−α| sinx| dx ≥ 1

2

∫ +∞

A

sin2 x

x
dx =

=
1

4

(∫ +∞

A

dx

x
−
∫ +∞

A

cos 2x dx

x

)
,

где первый интеграл в скобках расходится, а второй сходится.
Последняя гипотеза: при α ≥ 0 интеграл расходиться. Чтобы вос-

пользоваться критерием Коши расходимости НИ, для произвольного
n ∈ N рассмотрим интеграл

2πn+π/2∫
2πn+π/4

(ln(x+ 1)− lnx)−α sinx dx ≥ 1√
2

2πn+π/2∫
2πn+π/4

dx =
π

4
√
2
.

Только теперь мы можем утверждать, что при α < −1 интеграл
сходится абсолютно, при α ∈ [−1, 0) интеграл сходится условно, при
α ≥ 0 интеграл расходится.
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Глава 5

Числовые ряды

Несносно видеть пред собою
Одних обедов длинный ряд

А.С. Пушкин. Евгений Онегин. Гл. VIII

Формально теория числовых рядов – часть теории числовых по-
следовательностей. Однако представление последовательности в виде
суммы оказалось столь плодотворным, что получило распространение
на многомерный и бесконечномерный случаи. Функциональные ряды
(Тейлора, Фурье и др.) – это далекие обобщения числовых рядов. Воз-
можно, причина в том, что ряды удобно применять в методе последо-
вательных приближений.

5.1. Сходимость числового ряда

Определение 5.1.1. Пусть задана числовая последовательность
{ak}∞k=1. Тогда:

1) Символ
∑∞

k=1 ak называется числовым рядом или просто ря-
дом. Слагаемое ak называют членом или общим членом этого
ряда.

2) Число Sn = a1 + . . .+ an =
∑n

k=1 ak называется n-й частичной
суммой ряда.
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3) Суммой ряда называется предел частичных сумм:

lim
n→∞

Sn =

∞∑
k=1

ak,

который обозначают тем же символом, что и ряд.

4) Ряд называют сходящимся, если сумма ряда (т. е. предел!) су-
ществует и конечна. В противном случае ряд называют расхо-
дящимся. �

Обсуждение 5.1.1. Частичные суммы Sn образуют новую чис-
ловую последовательность, порожденную данной. Обратно, если дана
последовательность {bn}∞n=1, то ее всегда (и не единственным спосо-
бом!) можно представить в виде частичных сумм. Например, так:

bn = b1 + (b2 − b1) + (b3 − b2) + . . .+ (bn − bn−1),

т. е. a1 = b1, ak = bk+1 − bk при k ≥ 2.

Основной задачей теории рядов является задача сходимости ря-
да. Найти значение суммы ряда (если он сходится) удается только в
исключительных случаях. Обращаем внимание, что теория числовых
рядов аналогична теории несобственных интегралов с особенностью в
точке +∞. Дело в том, что ряд можно представить как несобственный
интеграл от ступенчатой функции. �

Задача 5.1.1. Представьте ряд как несобственный интеграл, то
есть определите функцию f так, чтобы для произвольного номера n
выполнялось равенство Sn =

∑n
k=1 ak =

∫ n

0
f(x)dx.

Примеры 5.1.1. 1) Пусть a2k−1 = k−1, a2k = −k−1 (k ∈ N). Ряд
1− 1 + 1

2 − 1
2 + 1

3 − 1
3 + . . . сходится.

2) Пусть ak = (−1)k+1 (k ∈ N). Ряд 1− 1 + 1− 1 + . . . расходится.
3) Пусть ak = qk−1 (k ∈ N). Ряд 1+ q+ q2 + q3 + . . . (сумма геомет-

рической прогрессии) сходится только в том случае, когда |q| < 1.

Задача 5.1.2. Пользуясь определением ряда, обоснуйте сходи-
мость рядов в предыдущих примерах. Найдите суммы рядов 1 и 3.

Теорема 5.1.1 (необходимое условие сходимости ряда).
Если ряд сходится, то его общий член стремится к нулю:

∃ lim
n→∞

Sn ∈ R ⇒ lim
k→∞

ak = 0.
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Доказательство. Из условия

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn−1 = S ∈ R ⇒

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0. �

Задача 5.1.3. Попробуйте сформулировать аналог теоремы 5.1.1
для несобственных интегралов и докажите его.

Замечание 5.1.1. Сформулированное условие не является до-
статочным, что подтверждает контрпример: гармонический ряд
1 + 1/2 + 1/3 + . . . расходится. Допустим противное, тогда частичные
суммы Sn и S2n имели бы один и тот же конечный предел, а их раз-
ность стремилась бы к нулю. Но

S2n − Sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
> n · 1

2n
=

1

2
̸→ 0. �

Теорема 5.1.2 (критерий Коши сходимости ряда). Ряд
сходится только тогда, когда выполняется условие Коши:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N ∀p ∈ N ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Доказательство. Записан критерий сходимости Коши для после-
довательности Sn. �

Задача 5.1.4. 1) Убедитесь, что в теореме 5.1.2 записан критерий
Коши для последовательности Sn. 2) Докажите необходимое условие
сходимости (теорема 5.1.1) с помощью критерия Коши. 3) Докажите
расходимость гармонического ряда с помощью критерия Коши.

Исследуя сходимость числовых рядов, используют следующие
свойства.

Лемма 5.1.1 (принцип локализации). Для любого натураль-
ного m ряды

∑∞
k=1 ak и

∑∞
k=m ak сходятся или расходятся одновре-

менно (аналогично несобственным интегралам мы пишем
∑∞

k=1 ak
cx∼∑∞

k=m ak).

Доказательство. Для любого натурального n > m справедливо
n∑

k=1

ak =

m−1∑
k=1

ak +

n∑
k=m

ak = const+

n∑
k=m

ak.

Переходя к пределу при n → +∞, получим утверждение леммы. �

67



Лемма 5.1.2 (линейность). Если ряды
∑∞

k=1 ak и
∑∞

k=1 bk схо-
дятся, то ряд

∑∞
k=1(αak+βbk), составленный из линейных комбина-

ций общих членов, тоже сходится.

Доказательство. Речь идет о сходимости частичных сумм

n∑
k=1

(αak + βbk) = α

n∑
k=1

ak + β

n∑
k=1

bk.

Суммы в правой части равенства сходятся по условию. Следовательно,
сходится и сумма в левой части. �

Полезное

Следствие 5.1.1. Если ряд
∑∞

k=1 ak сходится, а ряд
∑∞

k=1 bk
расходится, то ряд

∑∞
k=1(ak + bk) расходится.

Задача 5.1.5. Докажите следствие.

5.2. Знакопостоянные ряды
Ряд, все члены которого, начиная с некоторого номера, не меняют

знак, называется знакопостоянным. Опираясь на принцип локали-
зации, мы считаем, что все члены ряда неотрицательные.

Теорема 5.2.1 (критерий сходимости ряда с неотрица-
тельными членами). Сходимость ряда с неотрицательными чле-
нами равносильна ограниченности его частичных сумм, т. е. суще-
ствует такое C > 0, что Sn =

∑n
k=1 ak ≤ C < +∞.

Доказательство. Сходимость ряда означает существование ко-
нечного предела lim

n→∞
Sn неубывающей (обоснуйте!) последователь-

ности частичных сумм. Неубывание гарантирует существование пре-
дела, а ограниченность частичных сумм равносильна конечности пре-
дела: lim

n→∞
Sn = supn Sn ≤ C < +∞. �

Теорема 5.2.2 (признаки сравнения). Пусть последователь-
ности ak и bk неотрицательны. Тогда:

1) если an = O(bn) при n → ∞, то из сходимости ряда
∑∞

k=1 bk сле-
дует сходимость ряда

∑∞
k=1 ak, а из расходимости ряда

∑∞
k=1 ak

следует расходимость ряда
∑∞

k=1 bk (в частности, утвержде-
ние справедливо, если an = o(bn));
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2) если an = O∗(bn) при n → ∞, то
∑∞

k=1 ak
cx∼
∑∞

k=1 bk, т. е. ряды
сходятся или расходятся одновременно (в частности, утвер-
ждение справедливо, если an ∼ bn при n → ∞).

Доказательство п. 1. В силу критерия сходимости неотрицатель-
ных рядов (теорема 5.2.1), частичные суммы

∑n
k=1 bk ограничены свер-

ху по всем n. Из определения отношения O следует, что существует
такая неотрицательная постоянная C, что 0 ≤ an ≤ Cbn. Следова-
тельно, частичные суммы

∑n
k=1 ak также ограничены сверху. Отку-

да, опять же в силу теоремы 5.2.1, следует искомая сходимость ряда∑∞
k=1 ak.
Доказательство п. 2 вытекает из симметричности отношения O∗.

�
Из п. 2 вытекает

Следствие 5.2.1. Пусть последовательности ak и bk положи-
тельны, и пусть существует конечный lim

k→∞
(ak/bk) = C > 0. Тогда∑∞

k=1 ak
cx∼
∑∞

k=1 bk.

Задача 5.2.1. Докажите следствие 5.2.1.

Теорема 5.2.3 (интегральный признак сходимости ря-
да). Пусть функция f нестрого убывает к нулю на промежутке
[1,+∞). Тогда сходимость ряда

∑∞
k=1 f(k) равносильна сходимости

несобственного интеграла
∫ +∞
1

f(x)dx.

Доказательство. В силу моно-
тонности, имеют место двусторон-
ние оценки: (рис. 5.1)

0 ≤ f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).
k 1k +

( )f k

( 1)f k +

· ·

·

··

·

( )Gr f

1 n

Рис. 5.1

Поэтому, а также в силу неотрицательности функции f , получаем, что∫ n

2

f(x)dx ≤
n−1∑
k=2

f(k) ≤
n∑

k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

f(k). (5.1)

Из равносильностей
∑∞

k=1 f(k)
cx∼
∑∞

k=2 f(k) и
∫∞
2

f(x)dx
cx∼
∫∞
1

f(x)dx
и двусторонних оценок (5.1) следует утверждение теоремы. �
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Задача 5.2.2. Применяя интегральный признак, докажите, что

ряд
∞∑
k=2

1

kα(ln k)β
сходится ⇔

{
α > 1,
β ∈ R

∪ {
α = 1,
β > 1.

Рассмотрим геометрическую прогрессию bk = qk с положительным
показателем q. Мы знаем, что ряд

∑∞
k=1 q

k сходится только при q < 1.
Заметим, что знаменатель прогрессии можно выразить через члены
прогрессии двумя способами: q = bk+1/bk = k

√
bk. Эти наблюдения

лежат в основе сравнительных признаков Даламбера и Коши.

Теорема 5.2.4 (признак сходимости Даламбера). (Жан
Лерон Д’Аламбер, 1717–1783.) Пусть ak > 0. Тогда:

1) если ak+1/ak ≤ q < 1 при k ≥ k0 ∈ N, то ряд
∑∞

k=1 ak сходится;

2) если ak+1/ak ≥ 1 при k ≥ k0 ∈ N, то ряд
∑∞

k=1 ak расходится.

Доказательство п. 1. В силу принципа локализации (лемма
5.1.1), можно считать, что k0 = 1. Из условия индукцией получаем:

a2 ≤ qa1, a3 ≤ qa2 ≤ q2a1, . . . , ak ≤ qak−1 ≤ qk−1a1.

Значит, ak = O(qk−1) при k → ∞. Поскольку ряд
∑∞

k=1 q
k сходится,

то, в силу п. 1 теоремы 5.2.2, данный рад также сходится.
Доказательство п. 2. Из условия следует, что ak ≥ ak−1 ≥ . . . ≥

≥ a1 > 0. Значит, не выполнено необходимое условие сходимости ряда
(теорема 5.1.1). �

Следствие 5.2.2 (признак Даламбера в предельной фор-
ме). Пусть ak > 0 и существует конечный lim

k→∞
(ak+1/ak) = qD ∈ R+

+0. Тогда:

1) если 0 ≤ qD < 1, то ряд
∑∞

k=1 ak сходится;

2) если qD > 1, то ряд
∑∞

k=1 ak расходится.

Доказательство п. 1. Для любого числа q′ ∈ (qD, 1) найдется
такой номер K ∈ N, что для больших номеров k > K выполняется
ak+1/ak ≤ q′ (обоснуйте существование K). Остается сослаться на п. 1
теоремы 5.2.4.

Доказательство п. 2. В этом случае для всех больших номеров спра-
ведливо ak+1/ak ≥ 1, и ряд расходится согласно п. 2 теоремы 5.2.4. �
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Замечание 5.2.1. При qD = 1 числовой ряд может как сходить-
ся, так и расходиться. �

Пример 5.2.1. Ряд
∑∞

k=1 1/k
α сходится при α > 1 и расходится

при α ≤ 1 (см. задачу 5.2.2). Но во всех случаях предел qD = 1.

Теорема 5.2.5 (признак сходимости Коши). Пусть ak ≥ 0.
Тогда:

1) если k
√
ak ≤ q < 1 при k ≥ k0 ∈ N, то ряд

∑∞
k=1 ak сходится;

2) если k
√
ak ≥ 1 при k ≥ k0 ∈ N, то ряд

∑∞
k=1 ak расходится.

Доказательство п. 1. В силу принципа локализации (лемма
5.1.1), можно считать, что k0 = 1. Поскольку ak ≤ qk, то ряд

∑∞
k=1 q

k

сходится согласно признаку сравнения.
Доказательство п. 2. Из условия ak ≥ 1. Значит, не выполнено необ-

ходимое условие сходимости ряда (теорема 5.1.1). �

Следствие 5.2.3 (признак Коши в предельной форме).
Пусть ak ≥ 0 и существует конечный lim

k→∞
k
√
ak = qC ∈ R. Тогда:

1) если 0 ≤ qC < 1, то ряд
∑∞

k=1 ak сходится;

2) если qC > 1, то ряд
∑∞

k=1 ak расходится.

Доказательство аналогично доказательству следствия 5.2.2.

Задача 5.2.3. Докажите следствие 5.2.3.

Замечание 5.2.2. При qC = 1 числовой ряд может как сходить-
ся, так и расходиться. �

Пример 5.2.2. Ряд
∑∞

k=1 1/k
α сходится при α > 1 и расходится

при α ≤ 1. Но во всех случаях предел qC = 1.

Обсуждение 5.2.1. В предыдущих примерах предел по Коши
совпал с пределом по Даламберу: qC = qD. Оказывается, если суще-
ствует qD ∈ R, то существует qC = qD (доказательство этого утвер-
ждения мы не приводим, оно основано на теореме Коши о пределе по-
следовательности средних арифметических). Значит, признак Коши
сильнее (“тоньше”), чем признак Даламбера в следующем смысле: ес-
ли сходимость ряда можно доказать с помощью признака Даламбера,
то его можно доказать и с помощью признака Коши. Но не наоборот!
�
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Пример 5.2.3. Пусть фиксированы разные положительные чис-
ла a, b > 0, a ̸= b. Рассмотрим числовой ряд

S2n−1 := a+ab+a2b+a2b2+a3b2+a3b3+. . .+anbn−1, S2n := S2n−1+anbn.

Отношение ck+1/ck членов ряда зависит от четности номера: оно равно
a, если k = 2n, и равно b, если k = 2n−1. Значит, предел qD отсутствует
и предельный признак Даламбера для исследуемого ряда неприменим.
Если оба числа меньше единицы, то по теореме 5.2.4 ряд сходится. Ес-
ли оба числа больше единицы – ряд расходится. Если же одно число
больше единицы, а второе меньше, то признак Даламбера бессилен.
Корень k-й степени из члена ряда равен an/(2n−1)b(n−1)/(2n−1), если
k = 2n − 1, и равен a1/2b1/2, если k = 2n. Значит, существует предел
qC =

√
ab и, в силу следствия 5.2.3, ряд сходится, если

√
ab < 1, и

расходится, если
√
ab > 1. Результат, полученный с помощью предель-

ного признака Коши оказался сильнее, чем результат, полученный с
помощью признака Даламбера.

То обстоятельство, что признак Коши сильнее, чем признак Далам-
бера не означает, что последний следует проигнорировать. Применение
того или другого признака зависит от вида общего члена ряда.

Примеры 5.2.1. 1) Исследовать на сходимость ряд с общим чле-
ном ak = (2k + 1)!! · (1 · 4 · . . . · (3k + 1))−1. Присутствие в формуле об-
щего члена только операций умножения и деления подсказывает, что
стоит применить признак Даламбера:

ak+1

ak
=

(2(k + 1) + 1)!! · 1 · 4 · . . . · (3k + 1)

(2k + 1)!! · 1 · 4 · . . . · (3k + 1) · (3(k + 1) + 1)
=

=
2k + 3

3k + 4

k→+∞−→ 2

3
< 1 ⇒ ряд сходится.

2) Исследовать на сходимость ряд с общим членом ak = 2k·
(

k
k+1

)k2

.
Присутствие в формуле общего члена показателя, зависящего от но-
мера k, подсказывает, что стоит применить признак Коши:

k
√
ak = 2 ·

(
k

k + 1

)k

= 2 ·
(
1 +

1

k

)−k
k→+∞−→ 2

e
< 1 ⇒ ряд сходится.

В заключение отметим, что метод сравнения данного ряда (не толь-
ко числового) с геометрической прогрессией является чрезвычайно
плодотворным. Подход Коши лежит в основе теории степенных рядов
(см. ниже) и, в конечном счете, в основе теории функций комплексного
переменного.
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5.3. Знакопеременные ряды
Ряд с общим членом cn, который не является знакопостоянным, на-

зывается знакопеременным, т. е. ∀N ∈ N ∃n,m > N : cn·cm < 0. Для
исследования сходимости знакопеременных рядов применяются при-
знаки Дирихле и Абеля, аналогичные одноименным признакам сходи-
мости несобственных интегралов. При этом роль интегрирования по
частям играет “суммирование по частям”=дискретное преобра-
зование Абеля числовых сумм: пусть n, p ∈ N, Ak :=

∑k
i=1 ai, тогда

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p∑
k=n+1

(Ak −Ak−1)bk =

=

n+p∑
k=n+1

Akbk −
n+p∑

k=n+1

Ak−1bk =

n+p∑
k=n+1

Akbk −
n+p−1∑
k=n

Akbk+1 =

= (An+pbn+p −Anbn+1)−
n+p−1∑
k=n+1

Ak(bk+1 − bk). (5.2)

Замечание 5.3.1. Роль первообразной функции a(k) := ak иг-
рает сумма Ak, а роль производной функции b(k) := bk играет разность
bk+1 − bk. При этом приращение аргумента равно (k + 1)− k = 1. �

Теперь нетрудно переформулировать и доказать

Теорема 5.3.1 (дискретный признак Дирихле). Пусть по-
следовательность Ak частичных сумм ограничена:

∃C > 0 : ∀k ∈ N ↪→ |Ak| ≤ C,

а последовательность bk монотонно (вообще говоря, нестрого) стре-
мится к нулю: bk ↓ 0. Тогда ряд

∑∞
k=1 akbk сходится.

Доказательство. Применим критерий Коши. Из условия следует
неотрицательность общего члена bk ≥ 0 и разности bk − bk+1 ≥ 0. Из
первого условия теоремы и формулы (5.2) получаем:∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ C

(
bn+p + bn+1 +

n+p−1∑
k=n+1

(bk − bk+1)

)
=

= C(bn+p + bn+1 + bn+1 − bn+p) = 2Cbn+1 → 0 при n → ∞. �
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Теорема 5.3.2 (дискретный признак Абеля). Пусть ряд∑∞
k=1 ak сходится, а последовательность bk монотонна (вообще го-

воря, нестрого) и ограничена. Тогда ряд
∑∞

k=1 akbk сходится.

Доказательство. Не ограничивая общности можно считать, что
последовательность bk убывает. Тогда, в силу ограниченности после-
довательности bk, существует конечный lim

k→∞
bk = B. Поэтому после-

довательность b′k := bk − B ↓ 0. Поскольку ряд
∑∞

k=1 ak сходится, его
частичные суммы ограничены. Следовательно, ряд

∑∞
k=1 akb

′
k, в силу

дискретного признака Дирихле, сходится. Но
∑∞

k=1 akbk =
∑∞

k=1 akb
′
k+

+B
∑∞

k=1 ak, где оба ряда справа сходятся. Значит, ряд
∑∞

k=1 akbk тоже
сходится. �

Следствие 5.3.1 (признак Лейбница). Пусть bk ↓ 0. Тогда
ряд

∑∞
k=0(−1)kbk сходится. То есть, знакочередующийся ряд, об-

щий член которого монотонно стремится к нулю, сходится.

Доказательство. Возьмем ak := (−1)k и применим признак Ди-
рихле. �

Задача 5.3.1. Проверьте выполнение условий признака Дирихле
и завершите доказательство признака Лейбница.

Задача 5.3.2. Докажите, что для остатка rn :=
∑∞

k=n+1(−1)kbk
ряда Лейбница имеет место оценка |rn| ≤ bn+1. То есть модуль остатка
ряда ограничен модулем своего первого члена. (Указание: рассмотрите
отдельно последовательность частичных сумм S2n с четными номера-
ми и сумм S2n−1 с нечетными и убедитесь, что первая последователь-
ность невозрастающая, а вторая неубывающая).

Пример 5.3.1. Гармонический ряд
∑∞

k=1(1/k) расходится, а
ряд Лейбница

∑∞
k=1((−1)k/k) сходится. Причем модуль остатка |rn| =

= |
∑∞

k=n+1((−1)k/k)| < 1/(n+ 1).

5.4. Перестановки слагаемых в рядах
и перемножение рядов

Поскольку ряд содержит бесконечное количество слагаемых, на ря-
ды в полной мере не переносится свойство перестановочности (комму-
тативность) слагаемых и распределительное свойство (дистрибутив-
ность) умножения по сложению. Однако для абсолютно сходящихся
рядов (см. ниже) эти свойства сохраняются.
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Определение 5.4.1. Ряд
∑∞

k=1 ak называется абсолютно
сходящимся (АСР), если сходится ряд

∑∞
k=1 |ak|. Сходящийся ряд,

который не сходится абсолютно, называется условно сходящимся.
�

Теорема 5.4.1 (о сходимости АСР). АСР сходится.

Доказательство сразу следует из оценки |
∑n+p

k=n ak| ≤
∑n+p

k=n |ak|
и критерия Коши (теорема 5.1.2). �

Замечание 5.4.1. В обратную сторону утверждение в общем
случае неверно: см. пример 5.3.1 с гармоническим рядом и рядом Лейб-
ница. �

Из теоремы 5.4.1 следует, что знакопеременные ряды бывают трех
видов: абсолютно сходящиеся, условно сходящиеся, расходящиеся.
Очевидно, что у знакопостоянного ряда понятия сходимости и абсо-
лютной сходимости совпадают. Знакопостоянные ряды бывают двух
видов (каких?).

Сформулируем нетрудные и полезные при исследовании сходимо-
сти утверждения:

Лемма 5.4.1 (об абсолютной и условной сходимости ря-
да, составленного из суммы общих членов двух рядов).

1) Если ряды
∑∞

k=1 ak и
∑∞

k=1 bk сходятся абсолютно, то ряд∑∞
k=1(ak + bk) тоже сходится абсолютно.

2) Если ряд
∑∞

k=1 ak сходится абсолютно, а ряд
∑∞

k=1 bk сходится
условно, то ряд

∑∞
k=1(ak + bk) сходится условно.

3) Если ряды
∑∞

k=1 ak и
∑∞

k=1 bk сходятся условно, то ряд∑∞
k=1(ak + bk) сходится. Характер сходимости (абсолютный

или условный) нуждается в дополнительном исследовании.

Доказательство аналогично доказательству леммы 4.4.1.

Задача 5.4.1. Докажите лемму 5.4.1.

Перейдем к перестановкам слагаемых в ряде
∑∞

k=1 ak.

Определение 5.4.2. Пусть K : N → N – биекция множества
натуральных чисел. Рассмотрим последовательность bi := aK(i). Ряд∑∞

i=1 bi =
∑∞

i=1 aK(i) называют рядом с переставленными членами
по отношению к исходному ряду

∑∞
k=1 ak. �
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Поскольку K биекция, то существует обратная биекция I :=
= K−1, причем исходный ряд получается перестановкой членов с по-
мощью биекции I из ранее полученного ряда:

∑∞
k=1 ak =

∑∞
k=1 bI(k) =

=
∑∞

k=1 aK(I(k)).
Начнем с исследования перестановок членов всюду неотрицатель-

ного ряда, т. е. для всех k ∈ N выполняется ak ≥ 0. Понятно, что такой
ряд, в частности, знакопостоянный.

Лемма 5.4.2 (о сходимости всюду неотрицательного ря-
да с переставленными членами). Если всюду неотрицательный
ряд сходящийся, то ряд с переставленными членами тоже сходя-
щийся. При этом их суммы совпадают.

Доказательство. Введем следующее обозначение: max(K,n) =
max{K(1), . . . ,K(n)} ∈ N. Натуральных чисел K(1), . . . ,K(n) всего n
штук, поэтому max(K,n) ≥ n. Поскольку ряд всюду неотрицательный,
то справедлива оценка

n∑
i=1

bi =
n∑

i=1

aK(i) ≤
max(K,n)∑

k=1

ak ≤
∞∑
k=1

ak. (5.3)

В самом деле, все слагаемые, содержащиеся в левой сумме, обязатель-
но присутствуют в следующей сумме справа; при этом добавляются
только неотрицательные слагаемые. Из критерия сходимости знако-
постоянного ряда (теорема 5.2.1) следует сходимость ряда

∑∞
i=1 aK(i).

Более того, из оценки (5.3) следует предельная оценка

∞∑
i=1

bi =
∞∑
i=1

aK(i) ≤
∞∑
k=1

ak.

С другой стороны, исходный ряд
∑∞

i=k ak получается перестановкой
членов ряда

∑∞
i=1 bi с помощью биекции I. Поэтому справедлива об-

ратная оценка
∞∑
k=1

ak =

∞∑
k=1

bI(k) ≤
∞∑
i=1

bi,

что доказывает совпадение сумм. �
Прежде чем исследовать перестановки членов знакопеременного

ряда, представим его как разность двух всюду неотрицательных рядов.
Обозначим

a+k :=
ak + |ak|

2
, a−k :=

|ak| − ak
2

.

76



Числа a+k , a−k называют положительной и отрицательной частя-
ми члена ak. Ясно, что

a+k , a−k ≥ 0, ak = a+k − a−k , |ak| = a+k + a−k (5.4)

и
a+k =

{
ak, если ak ≥ 0,
0, если ak < 0;

a−k =

{
0, если ak > 0,
−ak, если ak ≤ 0.

Таким образом, мы имеем три ряда
∑∞

k=1 ak,
∑∞

k=1 a
+
k ,
∑∞

k=1 a
−
k , ну-

мерации которых согласованы, что позволяет применить к ним линей-
ные операции.

Пример 5.4.1. Ниже выписаны первые члены данного ряда и
ряды из положительных и отрицательных частей:

ak : 1 0 −1 1/2 0 −1/2 . . .
a+k : 1 0 0 1/2 0 0 . . .
a−k : 0 0 1 0 0 1/2 . . .

Лемма 5.4.3 (о сходимости ряда и рядов из положитель-
ной и отрицательной частей).

1) Ряд
∑∞

k=1 ak сходится абсолютно только тогда, когда сходятся
оба ряда

∑∞
k=1 a

+
k и

∑∞
k=1 a

−
k .

2) Если ряд
∑∞

k=1 ak сходится условно, то оба ряда
∑∞

k=1 a
+
k и∑∞

k=1 a
−
k расходятся:

∑∞
k=1 a

+
k =

∑∞
k=1 a

−
k = +∞.

Доказательство п. 1. Поскольку 0 ≤ a+k ≤ |ak| и 0 ≤ a−k ≤ |ak|,
то из сходимости ряда

∑∞
k=1 |ak| следует сходимость рядов

∑∞
k=1 a

+
k и∑∞

i=1 a
−
k . Обратно, если оба ряда

∑∞
k=1 a

±
k сходятся, то, в силу (5.4) и

леммы 5.1.2 о линейной комбинации рядов, ряд
∞∑
k=1

|ak| =
∞∑
k=1

(a+k + a−k )

сходится.
Доказательство п. 2. Если ряд

∑∞
k=1 ak сходится условно, то оба

ряда
∑∞

k=1 a
±
k не могут одновременно сходится (иначе, см. п. 1, данный

ряд сошелся бы абсолютно). Но если один из них сходится, а другой
расходится, то, в силу (5.4), их разность

∑∞
k=1(a

+
k − a−k ) =

∑∞
k=1 ak

расходится (см. следствие 5.1.1), что противоречит условию. Остается
единственная возможность – оба ряда расходятся. Но, поскольку они
оба неотрицательные, их суммы равны +∞. �

Теперь мы можем доказать утверждение леммы 5.4.2 для АСР.
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Теорема 5.4.2 (о сходимости АСР с переставленными
членами). Если ряд сходится абсолютно, то и ряд с переставлен-
ными членами сходится абсолютно. При этом их суммы совпадают.
В “школьной” формулировке: при перестановке слагаемых АСР сум-
ма не меняется.

Доказательство. Поскольку ряд
∑∞

k=1 |ak| всюду неотрицатель-
ный, из его сходимости следует сходимость ряда

∑∞
i=1 |aK(i)| (лемма

5.4.2). Откуда (теорема 5.4.1) следует сходимость исследуемого ряда∑∞
i=1 aK(i).
Остается доказать совпадение сумм. Во-первых, заметим, что при

перестановке членов исходного ряда
∑∞

k=1 ak возникает согласованная
по номерам перестановка членов рядов

∑∞
k=1 a

±
k , т. е. можно сначала

переставить члены ряда, а потом построить ряд из положительных
(отрицательных) частей, а можно сразу переставить члены ряда из
положительных (отрицательных) частей – результат будет тот же:

(aK(i))
+ = a+K(i), (aK(i))

− = a−K(i).

Во-вторых, суммы рядов
∑∞

k=1 a
±
k при перестановке не меняются:

∞∑
k=1

a+k =
∞∑
i=1

a+K(i),
∞∑
k=1

a−k =
∞∑
i=1

a−K(i).

В самом деле, каждый из этих рядов всюду неотрицательный и к ря-
дам с переставленными членами применима лемма 5.4.2. Теперь полу-
чаем

∞∑
k=1

ak =

∞∑
k=1

(a+k − a−k ) =

∞∑
k=1

a+k −
∞∑
k=1

a−k =

∞∑
i=1

a+K(i) −
∞∑
i=1

a−K(i) =

∞∑
i=1

(a+K(i) − a−K(i)) =
∞∑
i=1

((aK(i))
+ − (aK(i))

−) =
∞∑
i=1

aK(i). �

Оказывается, если ряд сходится условно, то перестановкой его сла-
гаемых можно добиться любого эффекта: 1) сходимости к выбранному
наперед числу, 2) сходимости к ±∞, 3) отсутствия предела частичных
сумм. Докажем первое утверждение.

Теорема 5.4.3 (Римана). Если данный ряд сходится условно,
то для любого числа A ∈ R существует такая перестановка членов,
что полученный ряд сходится к A.
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Доказательство основано на двух наблюдениях: 1) поскольку
ряд сходится, его общий член ak → 0 при k → ∞ (теорема 5.1.1);
2) положительная и отрицательная части ряда стремятся к бесконеч-
ности (п. 2 леммы 5.4.3). Договоримся, что член ряда ak мы заменяем
на равный ему a+k , если он неотрицательный, и на равный ему −a−k ,
если он отрицательный:

ak =

{
a+k , если ak ≥ 0,
−a−k , если ak < 0.

Наглядно предложенную замену членов ряда проиллюстрируем сле-
дующей записью:

∞∑
k=1

ak =

a+
1 +...+a+

i +...+a+
m︷ ︸︸ ︷

a1 + . . .+ ai + . . .+ am + am+1 + . . .+ al︸ ︷︷ ︸
−a−

m+1−...−a
−
l

+

a+
l+1...︷ ︸︸ ︷

al+1 + . . .

Приступим к формированию ряда с переставленными членами, кото-
рый сходится к числу A. Пусть (для определенности) 0 ≤ a1 < A.
Будем складывать подряд находящиеся сверху члены ряда (т. е. неот-
рицательные) до тех пор, пока впервые для частичной суммы выпол-
нится оценка снизу a+1 + . . . + a+i ≥ A. Если стоящих рядом верхних
слагаемых не хватит, то будем пропускать (в конечном количестве!)
нижние слагаемые и продолжим наращивать сумму верхними слага-
емыми до получения указанной оценки снизу. Первый этап закончен.
Затем прервем серию верхних слагаемых и будем прибавлять нижние
(т. е. отрицательные) слагаемые начиная с самого левого, подряд и до
тех пор, пока впервые выполнится оценка сверху : a+1 + . . .+ a+i +
+(−a−m+1) + . . . + (−a−j ) ≤ A. Второй этап закончен. Затем вернемся
к самому левому верхнему слагаемому, перед которым была прервана
серия верхних слагаемых, и доберем подряд верхние слагаемые опять
до получения оценки снизу для частичной суммы. И т. д. Предло-
женный алгоритм будет продолжаться бесконечно, поскольку суммы
слагаемых сверху и снизу бесконечны. При этом каждый из членов
исходного ряда будет использован в точности один раз. В результате
мы получаем ряд bi := aK(i) с переставленными членами.

Поскольку K : N → N биекция, то

∀N ∈ N ∃J = J(N) ∈ N : ∀i ≥ J ↪→ K(i) ≥ N,

т. е. все номера K(i) становятся сколь угодно большими, начиная с
некоторого номера i = J . Поскольку общий член ряда стремится к
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нулю, то
∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀k ≥ N ↪→ |ak| < ε.

Следовательно,

∀ε > 0 ∃J = J(ε) ∈ N : ∀i ≥ J(ε) ↪→ |aK(i)| < ε,

т. е. все члены последовательности bi = aK(i) становятся сколь угодно
малыми, начиная с некоторого номера i = J(ε). В силу построения по-
следовательности K(i), существует такой номер J ′ = J ′(ε) ≥ J(ε), для
которого (A−

∑J′

i=1 aK(i))(A−
∑J′+1

i=1 aK(i)) ≤ 0, т. е. номер J ′ завершает
очередную серию знакопостоянных слагаемых. Тогда для всех после-
дующих номеров n ≥ J ′ + 1 справедлива оценка: |A−

∑n
i=1 aK(i)| < ε.

(Обоснуйте этот вывод самостоятельно!) Значит, сумма ряда с пере-
ставленными членами равна

∑∞
i=1 aK(i) = A. �

Замечание 5.4.2. У данного ряда и построенного ряда с пе-
реставленными элементами порядок неотрицательных слагаемых не
изменился, и порядок отрицательных слагаемых не изменился. Если
сгруппировать члены построенного ряда по указанным этапам и сло-
жить сгруппированные слагаемые одного знака, то получим знакоче-
редующийся ряд Лейбница. �

Задача 5.4.2. Докажите теорему Римана для A = +∞.

В заключение раздела рассмотрим перемножение двух АСР. Обо-
значим через

Λ : N → N2, Λ(k) = (λ1(k), λ2(k)) = (ik, jk)

биекцию множества натуральных чисел в множество всех пар нату-
ральных чисел. Поскольку множество N2 счетно, такие биекции су-
ществуют. Координатные отображения λ1, λ2 : N → N не являются
биекциями, но обязательно являются сюръекциями (накрытиями).

Теорема 5.4.4 (о перемножении АСР). Пусть ряды
∑∞

k=1 ak
и
∑∞

k=1 bk абсолютно сходящиеся. Тогда для любой биекции Λ ряд∑∞
k=1 aikbjk абсолютно сходится, а его сумма равна произведению

сумм “сомножителей”:

∞∑
k=1

aikbjk =

∞∑
i=1

ai ·
∞∑
j=1

bj .
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Доказательство. Во-первых, сумма
∑∞

k=1 aikbjk содержит все
возможные попарные произведения aibj , причем по одному разу. Если
взять другую биекцию Λ′, то получится ряд

∑∞
k=1 ai′kbj′k с перестав-

ленными членами.
Далее, обозначим

max(λ1, n) = max{i1, . . . , in}, max(λ2, n) = max{j1, . . . , jn}.

Справедлива оценка (сравните с доказательством леммы 5.4.2):

n∑
k=1

|aikbjk | ≤
max(λ1,n)∑

i=1

|ai| ·
max(λ2,n)∑

j=1

|bj | ≤
∞∑
i=1

|ai| ·
∞∑
j=1

|bj | < +∞.

Следовательно, ряд
∑∞

k=1 aikbjk абсолютно сходящийся. Поэтому его
сумма не зависит от перестановки членов, т. е. от выбора биекции Λ.
Выберем из всех биекций Λ самую “удобную” и для нее вычислим сум-
му

∑∞
k=1 aikbjk . Расположим все возможные попарные произведения

aibj в виде бесконечной вправо и
вниз матрицы c индексами (i, j)
по строкам и столбцам. Биекцию
Λ определим по методу квадратов
и запишем подпоследовательность
частичных сумм (рис. 5.2):

Sn2 =
n2∑
k=1

aikbjk =
n∑

i=1

ai ·
n∑

j=1

bj .

1 2
a b

1 3
a b1 1

a b

2 2
a b

2 3
a b

2 1
a b

3 1
a b

3 2
a b

3 3
a b

...

.........

...

...

...
Рис. 5.2

Переходя в этом равенстве к пределу при n → ∞, получаем, что подпо-
следовательность Sn2 частичных сумм сходится к пределу:

lim
n→∞

Sn2 =

∞∑
i=1

ai ·
∞∑
j=1

bj .

Поскольку ряд
∑∞

k=1 aikbjk сходящийся, то и последовательность его
частичных сумм сходится к тому же числу. �
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Глава 6

Функциональные
последовательности
и ряды

Теория функциональных последовательностей (ФП) и функцио-
нальных рядов (ФР) – это далекое обобщение теории числовых по-
следовательностей и рядов. ФП во многих отношениях аналогична по-
следовательности точек в конечномерном пространстве. Для нас важ-
но, что каждая функция из последовательности имеет собственные
(“внутренние”) свойства (непрерывность, выпуклость, экстремумы и
др.). Возникают нетривиальные связи между собственными свойства-
ми функций из ФП и свойствами самой ФП.

6.1. Равномерная сходимость
функциональной последовательности

Пусть X ⊂ Rm – некоторое фиксированное подмножество, а F (X) –
линейное пространство всех функций, определенных на множестве X.
Напомним, что линейные операции в F (X) мы определяем поточечно:
∀f, g ∈ F (X), ∀α, β ∈ R, ∀x ∈ X по определению (αf + βg)(x) :=
= αf(x) + βg(x).
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Определение 6.1.1 (функциональной последовательно-
сти).

1) Классическое: если каждому натуральному n ∈ N соответствует
некоторая функция fn : X → R, то говорят, что задана функци-
ональная последовательность {fn})∞n=1.

2) В духе функционального анализа: функциональной последова-
тельностью {fn})∞n=1 называется отображение из множества на-
туральных чисел в функциональное пространство F (X):

φ : N → F (X), φ(n) = fn. �

Обсуждение 6.1.1. Второе определение подчеркивает преем-
ственность понятия последовательности как отображения из N в неко-
торое линейное пространство. Обратим внимание, что для ФП ее каж-
дый член fn является сам по себе отображением из X в R, т. е. ФП
есть отображение в пространство отображений. �

Ранее понятие сходимости последовательности мы вводили, поль-
зуясь расстоянием между элементами пространства. Сейчас мы по-
ступим иначе: определим сходимость ФП, опираясь на свойства ее
элементов, т. е. функций fn.

Определение 6.1.2. Говорят, что ФП {fn})∞n=1 поточечно схо-
дится к функции f ∈ F (X) на X при n → ∞, если ∀x ∈ X существует
конечный lim

n→∞
fn(x) = f(x) ∈ R. Для поточечной сходимости приме-

няют обозначение fn(x)
X→ f(x). �

Обсуждение 6.1.2. Предельная функция f не задана заранее.
Если она существует (что не обязательно), то определяется с помо-
щью данной ФП {fn}. Принципиально, что у всех функций из ФП и у
предельной функции одна и та же область определения X. �

Лемма 6.1.1. Если функциональная последовательность пото-
чечно сходится, то предел единственный.

Задача 6.1.1. Докажите лемму 6.1.1.

Запишем определение поточечной сходимости фнкциональной по-
следовательности fn к функции f на языке ε-номер:

∀x ∈ X ∀ε > 0 ↪→ ∃N = N(x, ε) ∈ N :

∀n ≥ N ↪→ |fn(x)− f(x)| < ε. (6.1)

Теперь сформулируем основное
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Определение 6.1.3. Говорят, что ФП {fn} равномерно схо-
дится к функции f ∈ F (X) на X при n → ∞, если

∀ε > 0 ↪→ ∃N = N(ε) ∈ N : ∀n ≥ N∧∀x ∈ X ↪→ |fn(x)−f(x)| < ε. (6.2)

Для равномерной сходимости применяют обозначения

fn(x) ⇒ f(x), x ∈ X или fn(x)
X

⇒ f(x). �

Отличие условий (6.1) и (6.2) в том, что в (6.1) номер N зависит от
аргумента x, т. е. поточечное стремление fn(x) к пределу f(x) зависит
от x. При равномерной сходимости один и тот же номер N обеспечи-
вает равномерную по всем x ∈ X (откуда название) ε-близость fn(x)
к f(x).

Геометрическая интерпретация равномерной сходимости.
Пусть fn(x)

X→ f(x), а ε > 0 – произвольное число. Рассмотрим гра-
фики трех функций: Gr(f(x)), Gr(f(x)± ε) ⊂ X × R. Подмножество

Tubε(f) := {(x, y) ∈ X × R : f(x)− ε < y < f(x) + ε},

заключенное между графиками Gr(f(x)±ε), называется ε-трубчатой
окрестностью (tubular neighborhood) графика Gr(f) (см. рис. 6.1).
Равномерная на X сходимость ФП fn к функции f означает, что для
любого ε > 0 существует такой номер N(ε) ∈ N, начиная с которого
n ≥ N(ε) все графики Gr(fn) оказываются в ε-трубчатой окрестности:
Gr(fn) ⊂ Tubε(f).

( )Gr f

( ( ) )Gr f x e+

( ( ) )Gr f x e-

( )nGr f

Рис. 6.1

y x=

2
y x=

3
y x=

1

1

Рис. 6.2

n
h

11 n

Рис. 6.3

Лемма 6.1.2 (связь между поточечной и равномерной
сходимостями).

1) Из равномерной сходимости следует поточечная.
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2) Если ФП {fn} сходится поточечно к функции f , то только к
этой же функции f может равномерно сходиться {fn}.

3) Пусть Xp ⊂ X – подмножество, на котором последователь-
ность сходится поточечно (pointwise convergence), а Xu ⊂ X –
подмножество, на котором последовательность сходится рав-
номерно (uniform convergence), тогда Xu ⊂ Xp ⊂ X.

Доказательство пункта 1 следует из (6.1) и (6.2). Второй и тре-
тий пункты являются следствиями первого. �

Изучая ФП, мы прежде всего интересуемся подмножествами Xu ⊂
⊂ Xp ⊂ X.

Примеры 6.1.1. 1) ФП fn(x) = xn определена на X = R. Она
поточечно сходится на Xp = (−1, 1] к функции f(x) ≡ 0 при x ∈ (−1, 1)
и f(1) = 1. Эта же последовательность равномерно сходится к нулевой
функции на любом отрезке [−1 + δ, 1 − δ], где δ ∈ (0, 1), поскольку
справедлива равномерная ∀x ∈ [−1+ δ, 1− δ] оценка: |fn(x)| ≤ (1− δ)n

(рис. 6.2).
2) Рассмотрим на X = [0, 1] функцию fn(x), график которой (см.

рис. 6.3) представляет собой равнобедренный треугольник с основани-
ем x ∈ [0, 1/n] и высотой y = hn > 0 и отрезок {x ∈ [1/n, 1], y = 0}. Из
определения следует, что поточечно ФП сходится к нулю (обоснуйте).
Но fn сходится к нулю равномерно только в том случае, когда высота
hn → 0 при n → ∞, поскольку справедлива равномерная ∀x ∈ [0, 1]
оценка: |fn(x)| ≤ fn(1/(2n)) = hn.

6.2. Свойства равномерной сходимости
функциональной последовательности

Теорема 6.2.1 (критерии равномерной сходимости ФП ).

Следующие условия равносильны равномерной сходимости fn
n→∞
⇒ f .

1)
lim
n→∞

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = 0. (6.3)

2) Для любой последовательности точек xn ∈ X выполняется
равенство

lim
n→∞

|fn(xn)− f(xn)| = 0. (6.4)
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3) Критерий Коши: ∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : (∀n,m ≥ N ∧ ∀x ∈ X) ↪→

|fn(x)− fm(x)| < ε. (6.5)

Доказательство пункта 1. Необходимость. Наряду с данной ФП
рассмотрим последовательность ρn := supx∈X |fn(x)− f(x)|, которая
принимает значения на расширенной неотрицательной полуоси: ρn ∈
∈ [0,+∞]. Из определения (6.2) следует, что

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ↪→ ρn ≤ ε,

значит, lim
n→∞

ρn = 0.
Достаточность следует из оценки:

∀x ∈ X справедливо : |fn(x)− f(x)| ≤ ρn → 0 при n → ∞.

Доказательство пункта 2. Необходимость: в силу п. 1, для любой
последовательности xn ∈ X справедливо:

|fn(xn)− f(xn)| ≤ sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = ρn → 0 при n → 0.

Достаточность. Если fn не сходится равномерно к f , то существует
ε0 > 0 такое, что для любого N ∈ N найдется n > N , для которого

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| = ρn ≥ ε0.

Значит, существует по крайней мере одна такая точка xn ∈ X, для
которой |fn(xn) − f(xn)| ≥ ε0/2 = const. Следовательно, предельное
условие (6.4) не выполняется.

Доказательство пункта 3. Необходимость мы доказываем, как и для
числовых последовательностей, используя неравенства треугольника:
при n,m → ∞ справедлива оценка и предельный переход

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| ≤ ρn + ρm → 0.

Достаточность доказывается в два этапа. Первый: поскольку усло-
вие Коши выполняется равномерно для всех x ∈ X, то тем более оно
выполняется для любого фиксированного x ∈ X. Поэтому существу-
ет поточечный предел, который обозначим через f(x). Второй этап: в
условии Коши (6.5) при произвольных фиксированных x ∈ X и n ∈ N
перейдем к пределу при m → ∞. Получим

∀ε > 0 ↪→ ∃N = N(ε) ∈ N : (∀n ≥ N ∧ ∀x ∈ X) ↪→ |fn(x)− f(x)| ≤ ε.

Последнее означает, что fn ⇒ f . �
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Замечание 6.2.1. Доказательство достаточности п. 2 теоремы
6.2.1 мы осуществляли от противного. Этот подход полезен при до-
казательстве отсутствия равномерной сходимости: “отгадывают” та-
кую последовательность xn ∈ X, для которой |fn(xn) − f(xn)| ≥ ε0 =
= const > 0. �

Задача 6.2.1. 1) Пусть в примере 6.1.1.(2) высота hn ̸→ 0 при
n → ∞. Найдите последовательность xn, позволяющую доказать от-
сутствие равномерной сходимости ФП.

2) Докажите, что на [0, 1] ФП fn(x) = xn − xn+1 равномерно схо-
дится к нулю, а ФП fn(x) = xn − x2n сходится к нулю неравномерно.

Теорема 6.2.2 (свойства равномерной сходимости).

1) Сужение области определения : если ФП равномерно сходится
на X, то тем более она равномерно сходится на произвольном
подмножестве X ′ ⊂ X.

2) Аддитивность по области определения: пусть для каждого
n ∈ N объединение X1 ∪ X2 ⊂ Def(fn), пусть fn ⇒ f на X1 и
fn ⇒ f на X2, тогда fn ⇒ f на X1 ∪X2.

3) Линейность равномерной сходимости: если fn ⇒ f на X и
gn ⇒ g на X, то ∀α, β ∈ R выполняется: αfn + βgn ⇒ αf + βg
на X.

Доказательство. Первый пункт очевиден.
Доказательство пункта 2. Из определения 6.1.3 следует, что для

каждого ε > 0 при X = X1 существует номер N1(ε), при X = X2 су-
ществует номер N2(ε), для которых выполнено условие (6.2). Остается
взять при X = X1 ∪X2 номер n(ε) = max{N1, N2}.

Пункт 3 доказывается с помощью определения 6.1.3 по той же схе-
ме, что и доказательство линейности предела числовой последователь-
ности. �

Задача 6.2.2. Докажите линейность равномерной сходимости.

Ценность равномерной сходимости в том, что предельная функция
f сохраняет “хорошие свойства” функций из последовательности fn.
Если же равномерная сходимость отсутствует, то свойства предельной
функции f непредсказуемы.

Теорема 6.2.3 (сохранение непрерывности). Пусть fn ⇒ f
на X. Если функции fn непрерывны на X, то предельная функция f
также непрерывна на X.
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Доказательство. Достаточно убедиться, что f непрерывна по
множеству X в произвольной точке x0 ∈ X. В силу неравенства тре-
угольника:

∀x ∈ Uδ(x0) ∩X ↪→
|f(x)−f(x0)| ≤ |f(x)−fn(x)|+ |fn(x)−fn(x0)|+ |fn(x0)−f(x0)|. (6.6)

Теперь мы оценим модуль прираще-
ния |∆f | = |f(x)−f(x0)| предельной
функции f через модуль прираще-
ния |∆fn| = |fn(x) − fn(x0)| “до-
предельной” функции fn и отли-
чие ρn = supx∈X |f(x) − fn(x)| до-
предельной функции от предельной
(см. рис. 6.4). В силу равномерной
сходимости, первое и третье слагае-
мые могут быть сделаны сколь угод-
но малыми за счет выбора номера n:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ↪→ ρn <
ε

3
;

( )Gr f
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Рис. 6.4

второе слагаемое может быть сделано сколь угодно малым, поскольку
функция fn непрерывна в точке x0:

(∀n ∈ N ∧ ∀ε > 0) ∃δ = δ(n, ε) > 0 : ∀x ∈ X ∩ Uδ(x0) ↪→ |∆fn| <
ε

3
.

Следовательно, по ∀ε > 0 мы найдем номер n ∈ N, а затем число
δ > 0 такое, что ∀x ∈ X ∩ Uδ(x0); в силу оценки (6.6), справедливо
неравенство |f(x)− f(x0)| < ε. �

Замечание 6.2.2. В отсутствие равномерной сходимости по-
следовательность непрерывных функций может поточечно сходиться
к разрывной функции (см. пример 6.1.1.1). Вместе с тем, равномер-
ная сходимость является только достаточным условием непрерывно-
сти предельной функции. В примере 6.1.1.2 равномерной сходимости
нет, если hn ̸→ 0, но предельная функция f(x) ≡ 0 непрерывна. �

Следствие 6.2.1 (о перестановочности пределов). Пусть
функции fn непрерывны на X и fn ⇒ f на X. Тогда для любой точки
x0 ∈ X верно

f(x0) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

То есть пределы по номеру n члена последовательности и по пере-
менной x перестановочны.
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Доказательство. Напомним (лемма 6.1.1, п. 1), что равномерная
сходимость влечет поточечную. Теперь, в силу поточечной сходимости
ФП и непрерывности предельной функции f , получаем:

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
x→x0

f(x) = f(x0).

В силу непрерывности каждой функции fn из ФП и поточечной схо-
димости ФП, получаем:

lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0). �

Если областью определения ФП является отрезок, то, наряду с дан-
ной ФП, могут появиться еще две ФП – полученные интегрированием
и дифференцированием исходной.

Теорема 6.2.4 (интегрируемость предельной функции).
Пусть fn ⇒ f на отрезке X = [a, b] и функции fn непрерывны на
[a, b]. Тогда ∀c ∈ [a, b] функциональная последовательность

In(x; c) = In(x) :=

∫ x

c

fn(t)dt ⇒ I(x) :=

∫ x

c

f(t)dt на [a, b]

и, в частности, lim
n→∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt,

т. е. интегрирование и переход к пределу при n → ∞ перестановочны.

Доказательство. Во-первых, по предыдущей теореме предельная
функция f непрерывна, следовательно, интегрируема. В силу равно-
мерной сходимости fn к f получаем

sup
x∈X

∣∣∣∣∣
∫ x

c

fn(t)dt−
∫ x

c

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

c

sup
x∈X

|fn(t)− f(t)|dt ≤

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| · (b− a) → 0 при n → ∞.

Значит, In(x)⇒I(x) на [a, b] (п. 1 теоремы 6.2.1). �

Замечание 6.2.3. В теореме 6.2.4 сформулированы только до-
статочные условия допустимости предельного перехода под знаком ин-
теграла. �
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Задача 6.2.3. Проверьте, что для последовательности непре-
рывных функций из примера 6.1.1.1, которая поточечно сходится к
разрывной функции, предельный переход под знаком интеграла допу-
стим.

Теорема 6.2.5 (дифференцируемость предельной функ-
ции). Пусть функции fn непрерывно дифференцируемы на отрезке
X = [a, b], причем последовательность производных f ′n(x) ⇒ g(x) на
[a, b] при n → ∞. Пусть в некоторой точке x0 ∈ [a, b] существует
конечный предел limn→∞ fn(x0) = A ∈ R. Тогда fn ⇒ f на [a, b], где
функция f непрерывно дифференцируема на [a, b], и f ′(x) = g(x) на
[a, b]. То есть дифференцирование и переход к пределу при n → ∞
перестановочны:

lim
n→∞

f ′n(x) = ( lim
n→∞

fn(x))
′ = f ′(x). (6.7)

Доказательство. По теореме 6.2.3 предельная функция g непре-
рывна на [a, b]. Применим к последовательности производных f ′n тео-
рему 6.2.4:∫ x

x0

f ′n(t)dt
[a,b]

⇒
∫ x

x0

g(t)dt ⇔ fn(x)− fn(x0)
[a,b]

⇒
∫ x

x0

g(t)dt.

Поэтому

fn(x)
[a,b]

⇒ A+

∫ x

x0

g(t)dt =: f(x).

Полученная функция непрерывно дифференцируема, ее производная
f ′(x) = g(x) на [a, b], а f(x0) = A. �

Замечание 6.2.4. Если отказаться от условия fn(x0) → A ∈ R
(не за что “зацепиться”), то у последовательности fn может отсутство-
вать даже поточечный предел. �

Пример 6.2.1. ФП fn(x) := n не сходится ни в одной точке, но
f ′n(x) ≡ 0 ⇒ 0 на R.

Замечание 6.2.5. Если последовательность fn непрерывно диф-
ференцируемых функций (а не их производных!) равномерно сходится,
то предельная функция f(x) не обязана быть дифференцируемой (бу-
дучи непрерывной в силу теоремы 6.2.3) или же не будет выполняться
перестановочность (6.7) предельного перехода и дифференцирования.
�
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Пример 6.2.2. На [−1, 1] функциональная последовательность
fn(x) = (1/n) arctanxn ⇒ f(x) ≡ 0. Функции fn и предельная функ-
ция непрерывно дифференцируемы, причем производная предельной
функции f ′(x) ≡ 0. Но f ′n(x) = xn−1/(1 + x2n). Получается, что у
последовательности f ′n(−1) = (−1)n/2 предела нет, а последователь-
ность f ′n(1) = 1/2 → 1/2 ̸= 0. Значит в точках x = ±1 равенство
lim

n→∞
f ′n(x) = ( lim

n→∞
fn(x))

′ не выполняется (рис. 6.5 и 6.6).

·

·

4( )Gr f

( )Gr f ¢
4

1

1 2

Рис. 6.5

·

·
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1

1 2

5( )Gr f
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Рис. 6.6

Обсуждение 6.2.1. Утверждение теоремы 6.2.3 подсказывает,
что в пространстве C(X) непрерывных на X функций целесообраз-
но рассматривать равномерно сходящиеся последовательности {fn}; в
этом случае мы уверены, что предельная функция f ∈ C(X). Анало-
гично, в пространстве C1[a, b] непрерывно дифференцируемых функ-
ций целесообразно рассматривать последовательности, удовлетворяю-
щие условиям теоремы 6.2.5. �

6.3. Равномерная сходимость
функционального ряда

Если задана ФП {ak(x)}∞k=1 (x ∈ X), то возникает новая ФП ча-
стичных сумм Sn(x) :=

∑n
k=1 ak(x). Символ

∑∞
k=1 ak(x) называется

функциональным рядом (ФР), символ rn(x) :=
∑∞

k=n+1 ak(x) на-
зывают n-м остатком ФР.

Определение 6.3.1. Если для каждого x ∈ X существует ко-
нечный предел

S(x) := lim
n→∞

Sn(x) =

∞∑
k=1

ak(x) ∈ R,
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то говорят, что ФР сходится поточечно на X к функции S. Функ-
цию S называют суммой функционального ряда. ФР называют
сходящимся равномерно на X при n → ∞, если последовательность

его частичных сумм равномерно сходится на X: Sn(x)
X
⇒ S(x) при

n → ∞. �

Во многих ситуациях удобнее (или приходится) иметь дело не с
ФП, а с ФР. Однако, если поточечный предел ФП порой удается найти,
то сумма сходящегося ФР как правило неизвестна. Поэтому мы инте-
ресуемся здесь исключительно вопросами поточечной и равномерной
сходимостей рядов, а не их вычислением. Изучая ФР, мы прежде все-
го интересуемся, на каком множестве Xp ФР сходится поточечно и на
каком множестве Xu – равномерно. Понятно, что Xu ⊂ Xp.

На последовательность частичных сумм и на ФР переносятся все
утверждения пунктов 1 и 2. Некоторые из этих утверждений мы пе-
реформулируем для рядов. Также будут сформулированы и доказаны
утверждения, в которых проявляется специфика ФР. Прежде всего пе-
реформулируем критерии равномерной сходимости и вытекающие из
них следствия.

Теорема 6.3.1 (критерии равномерной сходимости ФР).

Следующие условия равносильны равномерной сходимости Sn(x)
X

⇒
S(x) при n → ∞.

1) Равномерное стремление остатка к нулю:

rn(x)
X

⇒ 0 ⇔ lim
n→∞

sup
x∈X

|rn(x)| = 0.

2) Критерий Коши:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀p ∈ N, ∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ < ε.

Доказательство состоит в переформулировке п. 1 и 3 теоремы
6.2.1 для частичных сумм. Отметим, что натуральный параметр m в
теореме 6.2.1 через n и p определяется так: m = n+ p. �

Следствие 6.3.1 (необходимое условие равномерной схо-
димости ряда). Если на X ФР

∑∞
k=1 ak(x) равномерно сходится,

то an(x)
X
⇒ 0.
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Доказательство. Возьмите в п. 2 теоремы 6.3.1 параметр p = 1.
�

Критерий Коши чаще используют для доказательства отсутствия
равномерной сходимости. Переформулировка признака выглядит так:

Следствие 6.3.2 (критерий Коши отсутствия равно-
мерной сходимости ФР). ФР НЕ является равномерно сходя-
щимся на X только в том случае, когда

∃ε0 > 0 : ∀N ∈ N ∃n ≥ N, ∃p(n) ∈ N, ∃xn ∈ X :

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(xn)

∣∣∣∣∣ ≥ ε0.

Замечание 6.3.1. Под знаками слагаемых функционально-
го ряда обязательно должен стоят один и тот же аргумент! Изу-
чая функциональный ряд, бессмысленно пользоваться суммами вида∑n+p

k=n+1 ak(xk), где аргумент зависит от индекса суммирования. Одна-
ко, рассматривая каждое слагаемое ФР в отдельности, можно каждый
раз использовать новый аргумент (см. следствие ниже). �

Следствие 6.3.3 (достаточный признак отсутствия
равномерной сходимости ФР). Если

∃ε0 > 0 ∧ ∃{xn}∞n=1 ⊂ X : |an(xn)| ≥ ε0,

то ряд
∑∞

k=1 ak(x) НЕ является равномерно сходящимся на X.

Доказательство. Возьмите в следствии 6.3.2 параметр p = 1. �
В заключение пункта приведем переформулировки теорем 6.2.3–

6.2.5.

Теорема 6.3.2 (о непрерывности суммы равномерно схо-
дящегося ФР из непрерывных слагаемых ). Если все функции
ak(x) (k ∈ N) непрерывны на X и ряд

∑∞
k=1 ak(x) сходится равно-

мерно на X, то его сумма непрерывна на X.

Теорема 6.3.3 (о почленном интегрировании равномерно
сходящегося функционального ряда). Если функции uk(x) (k ∈
∈ N) непрерывны на [a, b] и ряд

∑∞
k=1 uk(x) сходится равномерно на

[a, b], то ∀c ∈ [a, b] функциональный ряд
∑∞

k=1

∫ x

c
uk(x)dx равномерно

на [a, b] сходится к функции
∫ x

c
(
∑∞

k=1 uk(x)) dx. В частности,

∞∑
k=1

∫ b

a

uk(x)dx =

∫ b

a

( ∞∑
k=1

uk(x)

)
dx.
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Теорема 6.3.4 (о почленном дифференцировании функ-
ционального ряда). Если все функции uk(x) (k ∈ N) непрерывно
дифференцируемы на [a, b], ФР

∑∞
k=1 u

′
k(x) из производных сходится

равномерно на [a, b] к сумме V (x), и существует такая точка x0 ∈
∈ [a, b], что числовой ряд

∑∞
k=1 uk(x0) сходится, то ФР

∑∞
k=1 uk(x)

равномерно на [a, b] сходится к непрерывно дифференцируемой функ-
ции S(x), причем производная S′(x) = V (x) для всех x ∈ [a, b]. То
есть ( ∞∑

k=1

uk(x)

)′
=
∞∑
k=1

u′k(x).

6.4. Сравнение функциональных рядов,
признаки Дирихле и Абеля

В отличие от числовых рядов мы не вводим для ФР понятия знако-
постоянства, но сохраняем понятие поточечно (равномерно) абсолют-
но сходящегося функционального ряда, т. е. такого ФР

∑∞
k=1 ak(x),

для которого поточечно (равномерно) сходится ряд
∑∞

k=1 |ak(x)|.

Лемма 6.4.1. Если ряд поточечно (равномерно) абсолютно схо-
дится на X, то он поточечно (равномерно) сходится на X.

Задача 6.4.1. Докажите лемму 6.4.1. (Указание: сравните с тео-
ремой 5.4.1.)

Теорема 6.4.1 (обобщенный признак сравнения). Пусть,
начиная с некоторого K ∈ N, для всех номеров k ≥ K на X справед-
лива оценка |ak(x)| ≤ αk(x) и неотрицательный ФР

∑∞
k=1 αk(x) рав-

номерно сходится на X. Тогда ФР
∑∞

k=1 ak(x) равномерно абсолютно
сходится на X.

Доказательство. Запишем для равномерно сходящегося неотри-
цательного ФР

∑∞
k=1 αk(x) критерий Коши:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀p ∈ N ↪→
n+p∑

k=n+1

αk(x) < ε.

Без ограничения общности верно K < N . Поэтому

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀p ∈ N, ∀x ∈ X ↪→
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n+p∑
k=n+1

|ak(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

αk(x) < ε.

Опять же в силу критерия Коши, ФР
∑∞

k=1 |ak(x)| равномерно сходит-
ся на X. Учитывая лемму 6.4.1, получаем требуемое. �

Следствие 6.4.1 (достаточный признак Вейерштрасса
равномерной сходимости ряда). Пусть, начиная с некоторого
K ∈ N, для всех номеров k ≥ K на X справедлива оценка |ak(x)| ≤ αk;
пусть неотрицательный числовой ряд

∑∞
k=1 αk сходится. Тогда ФР∑∞

k=1 ak(x) равномерно абсолютно сходится на X.

Достаточные признаки сходимости Дирихле и Абеля, которые мы
сформулировали для несобственных интегралов и числовых рядов, мо-
гут быть приспособлены для исследования равномерной сходимости
ФР.

Теорема 6.4.2 (признак Дирихле для ФР). Пусть для функ-
циональных последовательностей {ak(x)} и {bk(x)}, заданных на X,
выполнены следующие условия:

1) последовательность частичных сумм An =
∑n

k=1 ak(x) равно-
мерно ограничена:

∃C > 0 : ∀n ∈ N, ∀x ∈ X ↪→ |An(x)| ≤ C;

2) при любом x ∈ X числовая последовательность {bk(x)} моно-
тонно (вообще говоря, нестрого) убывает;

3) на X последовательность bk(x) ⇒ 0 при k → ∞.

Тогда ряд
∑∞

k=1 ak(x)bk(x) сходится равномерно на X.

Доказательство. Дословно повторяя доказательство признака
Дирихле для числовых рядов (теорема 5.3.1), получим∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2Cbn+1(x) при всех n, p ∈ N и x ∈ X.

Поскольку bk(x) ⇒ 0 на X при k → ∞, то

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀x ∈ X ↪→ 0 ≤ bn+1(x) <
ε

2C
.
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Значит,
∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀p ∈ N, ∀x ∈ X ↪→∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ < 2C · ε

2C
= ε.

Из критерия Коши следует, что ряд
∑∞

k=1 ak(x)bk(x) сходится равно-
мерно. �

Следствие 6.4.2 (признак Лейбница равномерной сходи-
мости ФР). Пусть при любом x ∈ X числовая последовательность
{bk(x)} убывает (вообще говоря, нестрого) и bk(x) ⇒ 0 на X при k →
→ ∞. Тогда знакочередующийся ФР

∑∞
k=1(−1)kbk(x) сходится равно-

мерно на X.

Задача 6.4.2. Докажите следствие 6.4.2.

Теорема 6.4.3 (признак Абеля равномерной сходимости
для ФР). Пусть выполнены условия:

1) ФР
∑∞

k=1 ak(x) сходится равномерно на X;

2) при любом фиксированном x ∈ X числовая последовательность
{bk(x)} монотонна (вообще говоря, нестрого и для разных x мо-
нотонность может иметь разный характер);

3) функциональная последовательность {bk(x)} ограничена равно-
мерно на X:

∃C : ∀k ∈ N, ∀x ∈ X ↪→ |bk(x)| ≤ C.

Тогда ФР
∑∞

k=1 ak(x)bk(x) сходится равномерно на X.

Доказательство. В условиях теоремы 6.5.2 мы не можем свести
ее к теореме 6.5.1 аналогично тому, как это было сделано при дока-
зательстве теоремы Абеля 5.3.2 для числовых рядов. Запишем дис-
кретное преобразование Абеля (5.2) в терминах “сумм Коши” Ak

n+1 :=

=
∑k

i=n+1 ai, где k ≥ n+ 1 и An
n+1 := 0:

n+p∑
k=n+1

akbk =

n+p∑
k=n+1

(Ak
n+1 −Ak−1

n+1)bk =

n+p∑
k=n+1

Ak
n+1bk −

n+p∑
k=n+1

Ak−1
n+1bk =

=

n+p∑
k=n+1

Ak
n+1bk −

n+p−1∑
k=n

Ak
n+1bk+1 = (An+p

n+1bn+p −An
n+1bn+1)−
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−
n+p−1∑
k=n+1

Ak
n+1(bk+1 − bk) = An+p

n+1bn+p −
n+p−1∑
k=n+1

Ak
n+1(bk+1 − bk) (6.8)

(обращаем внимание, что в предыдущих выкладках индекс k, по
которому идет суммирование, находится наверху). Поскольку ряд∑∞

k=1 ak(x) сходится равномерно, то, в силу критерия Коши:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, ∀p ∈ N, ∀x ∈ X ↪→

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3C
.

Значит, |Ak
n+1| =

∣∣∑k
i=n+1 ai(x)

∣∣ < ε/(3C) при k ≥ n + 1, ∀x ∈ X.
Теперь, учитывая (6.8), монотонность по k последовательности bk(x)
при фиксированном x и ее равномерную ограниченность, получаем∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

ak(x)bk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3C

(
|bn+p(x)|+

∣∣∣∣∣
n+p−1∑
k=n+1

(bk+1(x)− bk(x))

∣∣∣∣∣
)

≤

≤ ε

3C
(|bn+p(x)|+ |bn+p(x)− bn+1(x)|) ≤

ε

3C
· 3C = ε.

Что означает, опять же в силу критерия Коши, равномерную сходи-
мость ФР

∑∞
k=1 ak(x)bk(x). �

6.5. Ряды функций комплексного
переменного

Прежде чем перейти к комплексным рядам, обсудим в самых общих
чертах понятия, связанные с функциями комплексного переменного.

Под ε-окрестностью Uε(z0) точки z0 ∈ C (ε > 0) мы понимаем от-
крытый круг с центром в точке z0 радиуса ε; проколотая ε-окрестность
суть

◦
Uε (z0) := Uε(z0) \ {z0}. Понятие ε-окрестности позволяет пере-

нести на комплекснозначную последовательность {cn = an + ibn}∞n=1

(an, bn ∈ R) теорию пределов. Эту теорию можно развить и как тео-
рию системы из двух действительных последовательностей, а именно
последовательностей {an} и {bn} действительных и мнимых частей
соответственно. В частности, сходимость последовательности {cn =
= an + ibn} равносильна сходимости обеих последовательностей {an}
и {bn}.
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Пусть Ω ⊂ C – некоторое подмножество комплексной плоскости.
Точка z0 ∈ Ω называется внутренней по отношению к Ω, если су-
ществует ее ε-окрестность, целиком принадлежащая Ω. Точка z0 на-
зывается предельной по отношению к Ω, если любая ее проколотая
ε-окрестность имеет непустое пересечение с Ω. Множество Ω ⊂ C на-
зывают (счетно)-компактным, если из любой принадлежащей ему
последовательности можно выделить сходящуюся в нем же подпосле-
довательность. Замкнутый круг – компактное множество (докажите).

Отображение f : Ω → C называется комплексной функци-
ей комплексной переменной. Понятия окрестности и проколотой
окрестности позволяют без изменений определить предел функции f
в предельной точке z0 и непрерывность функции в предельной точке
z0 ∈ Ω. Функция называется непрерывной на Ω, если она непрерывна
в каждой предельной точке z ∈ Ω. Без изменений дается определение
комплексной функции равномерно непрерывной на Ω. В силе теорема
1.1.1 Кантора: непрерывная на компактном множестве комплексная
функция является равномерно непрерывной. (Самостоятельно сфор-
мулируйте определение компактности плоского множества; докажите
теорему Кантора для комплекснозначной функции комплексного пе-
ременного.)

Основные понятия и утверждения теории действительных число-
вых и функциональных рядов переносятся на комплексный случай без
изменения. Комплекснозначная последовательность {ck = ak+ ibk}∞k=1

(ak, bk ∈ R) порождает символ
∑∞

k=1 ck, который называется ком-
плексным числовым рядом (КЧР). С последним мы связываем
ряды

∑∞
k=1 ak и

∑∞
k=1 bk из действительных и мнимых частей после-

довательности {ck}. Суммой КЧР мы называем конечный предел

lim
n→∞

n∑
k=1

ck = lim
n→∞

(
n∑

k=1

ak + i
n∑

k=1

bk

)
:=

= lim
n→∞

n∑
k=1

ak + i lim
n→∞

n∑
k=1

bk = A+ iB = C ∈ C

частичных сумм. КЧР сходится (т. е. имеет сумму) только в том слу-
чае, когда сходятся ряды действительных и мнимых частей. Для КЧР
справедливы все утверждения, которые не связаны с отношением по-
рядка (на комплексной плоскости C линейной упорядоченности нет):
1) необходимое условие сходимости (стремление общего члена ряда к
нулю), 2) критерий Коши, 3) принцип локализации, 4) линейность,
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5) достаточные признаки Дирихле и Абеля сходимости ряда
∑∞

k=1 akbk
остаются в силе при тех же предположениях, если ak ∈ C, а bk ∈ R.

КЧР называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд∑∞
k=1 |ck|. Поскольку

|ak|, |bk| ≤ |ck| ≤ |ak|+ |bk|,

КЧР абсолютно сходится только тогда, когда абсолютно сходятся ря-
ды действительных и мнимых частей. Все утверждения из п. 5.4, от-
носящиеся к абсолютно сходящимся рядам, переносятся на КЧР. В
частности, из абсолютной сходимости КЧР следует его сходимость.

Аналогично п. 6.3 определяется комплексный функциональный ряд
(КФР), т. е. символ

∑∞
k=1 ck(z), где все комплексные функции ck(z)

имеют одну и ту же область определения Ω ⊂ C. Определения пото-
чечной и равномерной сходимостей остаются неизменными для КФР.
Все утверждения пунктов 6.3 и 6.4, относящиеся к функциональным
рядам с действительными членами, верны для КФР. Однако теоремы
6.3.3 и 6.3.4 о почленном интегрировании и дифференцировании мы в
нашем курсе рассматриваем только в “усеченной” формулировке для
так называемых степенных рядов (см. ниже).

В заключение уточним, что достаточные признаки Дирихле и Абе-
ля сходимости КФР

∑∞
k=1 ak(z)bk(z) остаются в силе при тех же пред-

положениях, если ak(z) ∈ C, а bk(z) ∈ R.

Теорема 6.5.1 (признак Дирихле для КФР). Пусть для
функциональных последовательностей {ak(z)} и {bk(z)}, заданных на
Ω ⊂ C, выполнены следующие условия:

1) последовательность {ak(z)} ⊂ C комплекснозначная, последова-
тельность {bk(z)} ⊂ R действительнозначная;

2) последовательность частичных сумм An =
∑n

k=1 ak(z) равно-
мерно ограничена:

∃D > 0 : ∀n ∈ N, ∀z ∈ Ω ↪→ |An(z)| ≤ D;

3) при любом z ∈ Ω числовая последовательность {bk(z)} ⊂ R мо-
нотонно (вообще говоря, нестрого) убывает;

4) на Ω последовательность bk(x) ⇒ 0 при k → ∞.

Тогда КФР
∑∞

k=1 ak(z)bk(z) сходится равномерно на Ω.
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Теорема 6.5.2 (признак Абеля для КФР). Пусть для функ-
циональных последовательностей {ak(z)} и {bk(z)}, заданных на Ω ⊂
⊂ C, выполнены следующие условия:

1) последовательность {ak(z)} ⊂ C комплекснозначная, последова-
тельность {bk(z)} ⊂ R действительнозначная;

2) КФР
∑∞

k=1 ak(z) равномерно сходится на Ω ⊂ C.

3) при любом фиксированном z ∈ Ω действительнозначная чис-
ловая последовательность {bk(z)} монотонна (вообще говоря,
нестрого и для разных z монотонность может иметь разный
характер);

4) функциональная последовательность {bk(z)} ограничена равно-
мерно на Ω:

∃C : ∀k ∈ N, ∀z ∈ Ω ↪→ |bk(z)| ≤ C.

Тогда КФР
∑∞

k=1 ak(z)bk(z) сходится равномерно на Ω.
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Глава 7

Степенные ряды

Хома, очертивши по-прежнему около себя круг,
начал припоминать все свои заклинания.

Н.В. Гоголь. Вий

Степенной ряд (СР) – это частный случай функционального ряда.
Ценность степенных рядов в том, что они являются обобщением фор-
мулы Тейлора и применяются как для локального, так и для глобаль-
ного исследования функций. Оказывается, естественно изучать ком-
плекснозначную теорию СР на комплексной прямой. Основным при-
емом исследования СР является сравнение их с геометрической про-
грессией. Нас будут интересовать, как и для ФР общего вида, преж-
де всего вопросы сходимости: поточечной, равномерной, абсолютной.
Также мы интересуемся свойствами предельной функции – непрерыв-
ностью, интегрируемостью, дифференцируемостью.

7.1. Круг сходимости степенного ряда

Дадим основное

Определение 7.1.1. Степенным рядом называют комплекс-
ный функциональный ряд

∞∑
k=0

ck(z − z0)
k, где ck, z0, z ∈ C
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относительно переменной z. �

То есть члены ряда ak(z) := ck(z − z0)
k есть комплекснозначные

функции комплексной переменной. Нас прежде всего интересует, где
ряд сходится поточечно. С этой целью рассмотрим

Пример 7.1.1. Пусть z0 = 0, ck = 1 для всех k ∈ N0. В этом
случае степенной ряд является суммой геометрической прогрессии с
показателем q = z = |z|eiφ, где φ – аргумент числа z. Как и в действи-
тельном случае, частичная сумма

Sn =
1− zn

1− z
=

1− |z|neinφ

1− |z|eiφ
.

Поэтому ряд сходится поточечно только при условии |z| < 1. То есть
множество поточечной сходимости является кругом!

Оказывается, это наблюдение верно с некоторыми оговорками для
любого степенного ряда. Определим подмножество поточечной сходи-
мости и подмножество поточечной абсолютной сходимости:

Convp := {z ∈ C : ряд
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k поточечно сходится},

Convpa := {z ∈ C : ряд
∞∑
k=0

|ck(z − z0)
k| поточечно сходится}

(от англ. convergence – сходимость) Подмножества непусты и имеет
место вложение: z0 ∈ Convpa ⊂ Convp.

Теорема 7.1.1 (первая теорема Абеля). Справедливы утвер-
ждения:

1) Если СР сходится в некоторой точке z1 ̸= z0, то он абсолют-
но сходится в любой точке z, которая ближе к z0, чем z1:
|z − z0| < |z1 − z0|. Другими словами, ряд поточечно абсолютно
сходится в открытом круге Ur1(z0) радиуса r1 = |z1−z0| > 0,
на окружности которого лежит точка z1: Ur1(z0) ⊂ Convpa.
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2) Если СР расходится в некото-
рой точке z2, то он расходит-
ся в любой точке z, которая
дальше от z0, чем z2, т. е.
|z− z0| > |z2 − z0|. Иначе гово-
ря, ряд расходится вне зам-
кнутого круга Ur2(z0) ради-
уса r2 = |z2 − z0| > 0, на
окружности которого лежит
точка z2 (рис. 7.1).

0
z

1
z

2
z

·

·

·

Рис. 7.1

Доказательство п. 1. Поскольку ряд
∑∞

k=0 ck(z1 − z0)
k сходится,

его общий член ak(z) = ck(z1 − z0)
k k→∞→ 0. Согласно условию q :=

|z−z0|/|z1−z0| < 1. Поэтому справедлива оценка модуля общего члена
ряда в точке z:

|ak(z)| = |ck(z − z0)
k| = |ck(z1 − z0)

k| ·

∣∣∣∣∣ (z − z0)

(z1 − z0)

∣∣∣∣∣
k

= o(qk) при k → ∞.

Но геометрическая прогрессия
∑∞

k=0 q
k < ∞ сходится, значит, данный

ряд абсолютно сходится в точке z по признаку Вейерштрасса.
Доказательство п. 2. Допустим противное, тогда, в силу п. 1, в

точке z2 ряд сходится – противоречие. �

Обсуждение 7.1.1. Из теоремы 7.1.1 уже вытекает главный вы-
вод о сходимости степенного ряда: множество точек сходимости СР
является кругом с точностью до окружности этого круга, где нужны
дополнительные исследования. �

Чтобы придать этому утверждению строгую форму, введем

Определение 7.1.2. Неотрицательное число R или символ +∞
называется радиусом сходимости степенного ряда

∑∞
k=0 ck(z−z0)

k,
если для каждого z такого, что |z−z0| < R, ряд сходится, а при условии
|z − z0| > R – расходится. Множество UR(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < R}
называется кругом сходимости СР. �

Замечание 7.1.1. Сходимость ряда только в точке z = z0 рав-
носильна условию R = 0; поточечная сходимость на C равносильна
условию R = +∞. Заметим, что в определении ничего не говорится о
сходимости на окружности круга сходимости. �

Определение радиуса сходимости корректно:
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Теорема 7.1.2. Каждый степенной ряд имеет единственный
радиус сходимости.

Доказательство. Покажем, что искомый радиус есть супремум
(который всегда существует и единственный):

R = sup
z∈Conv

|z − z0| ∈ R+
0 ∪ {+∞}.

Если Conv = {z0}, то R = 0. Если Conv = C, то R = +∞.
Рассмотрим основной случай: существует точка zc ̸= z0, в которой

ряд сходится (c – convergence), и существует точка zd, в которой ряд
расходится (d – divergence – расхождение). В этом случае R > 0, по-
скольку R ≥ |zc − z0| > 0. Но R < +∞ – это следует из п. 2 теоремы
7.1.1 Абеля.

Если мы возьмем произвольное число z′, для которого |z′ − z0| >
> R, то ряд

∑∞
k=0 ck(z

′ − z0)
k разойдется по определению супремума

supz∈Conv |z − z0|. Если же |z′′ − z0| < R (неравенство строгое), то (в
силу определения супремума) найдется число ẑ ∈ Conv, для которого
числовой ряд

∑∞
k=0 ck(ẑ − z0)

k сходится и |z′′ − z0| < |ẑ − z0|. Тогда,
согласно п. 1 теоремы Абеля, ряд

∑∞
k=0 ck(z

′′ − z0)
k сходится. �

Покажем, как абсолютная и равномерная сходимости связаны с
найденным кругом поточечной сходимости:

Теорема 7.1.3 (об абсолютной и равномерной сходимо-
стях степенного ряда).

1) Внутри круга сходимости степенной ряд поточечно абсолютно
сходится, т. е. UR(x0) ⊂ Convpa.

2) Степенной ряд равномерно сходится и равномерно абсолютно
сходится на любом замкнутом круге Ur(z0) ⊂ UR(z0), радиус
которого меньше радиуса сходимости: r < R.

Доказательство. Пункт 1 следует из корректности определения
круга сходимости и первой теоремы Абеля. В самом деле, для любой
точки z ∈ UR(z0) существует такая точка z1 ∈ UR(z0), что |z − z0| <
< |z − z1|.

Доказательство пункта 2. Возьмем число z1 такое, что |z1 − z0| =
= r < R. Поскольку в точке z1 ряд сходится абсолютно, то это означает
сходимость неотрицательного ряда

∑∞
k=0 |ck|rk. Для всех z ∈ Ur(z0)

справедлива оценка |ck(z − z0)
k| ≤ |ck|rk, поэтому на круге Ur(z0)

функциональный ряд
∑∞

k=0 |ck(z − z0)
k| сходится равномерно по при-

знаку Вейерштрасса. Из абсолютной равномерной сходимости следует
“просто” равномерная сходимость. �
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Замечание 7.1.2. Из теорем 7.1.2 и 7.1.3 следует, что пробле-
мы сходимости остаются на границе круга сходимости – окружности
с центром в точке z0 радиуса R. Оказывается, на границе ряд может
вести себя по-разному: абсолютно сходиться, сходиться, расходиться.
На всем (открытом) круге сходимости степенной ряд может сходится
равномерно, а может сходится неравномерно. Примеры приведены в
конце пункта 11.2. �

Отчасти проясняет связь сходимости в точке на границе круга со
сходимостью внутри этого круга

Теорема 7.1.4 (вторая теорема Абеля о сходимости на
радиусе). Если степенной ряд

∑∞
k=0 ck(z− z0)

k с конечным положи-
тельным радиусом сходимости R ∈ (0,+∞) сходится в точке z1,
которая лежит на границе круга сходимости (т. е. |z1 − z0| = R),
то он сходится равномерно на радиусе [z0, z1] (рис. 7.2).

Доказательство. Перепишем данный
ряд в виде

∞∑
k=0

ck(z−z0)
k =

∞∑
k=0

ck(z1−z0)
k

(
z − z0
z1 − z0

)k

.

Применим к полученному ряду признак
Абеля (теорема 6.5.2) с Ω = [z0, z1], ak(z) =

= ak := ck(z1 − z0)
k и bk(z) :=

(
z−z0
z1−z0

)k
.

0
z

1
z·

·

· z

R

Рис. 7.2

Во-первых, ряд
∑∞

k=0 ak =
∑∞

k=0 ck(z1 − z0)
k сходится по условию и

от переменной z вообще не зависит; поэтому он равномерно сходится
на Ω. Во-вторых, при каждом k ∈ N на отрезке Ω = [z0, z1] функция
bk(z) = ( z−z0

z1−z0 )
k принимает действительные значения (это ключевое

наблюдение), принадлежащие отрезку [0, 1]:

0 ≤ bk(z) =

(
z − z0
z1 − z0

)k

≤ 1, при z ∈ [z0, z1].

Наконец, для каждого фиксированного z ∈ Ω = [z0, z1] числовая после-
довательность {bk(z)} ⊂ R является монотонно убывающей (нестрого)
по k. Значит, признак Абеля равномерной сходимости справедлив для
данного ряда на исследуемом множестве. �

Теперь мы можем исследовать
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Теорема 7.1.5 (непрерывность суммы степенного ряда).

1) а) Сумма степенного ряда∑∞
k=0 ck(z−z0)

k непрерывна внутри его
круга сходимости.
б) Сумма степенного ряда равномерно
непрерывна на любом замкнутом круге
Ur(z0) = {z : |z − z0| ≤ r < R}, радиус
которого r меньше радиуса сходимости
ряда R (рис. 7.3).

R

0
z

r
·

Рис. 7.3

2) Если степенной ряд сходится в точке z1, которая лежит на
границе круга сходимости (т. е. |z1 − z0| = R), то его сумма
непрерывна в точке z1 по множеству Ω = [z0, z1] (т. е. непре-
рывна по радиусу изнутри) и равномерно непрерывна на множе-
стве Ω = [z0, z1].

Доказательство п. 1(а). Так как |z − z0| < R, то возьмем круг
такого радиуса r, что |z − z0| < r < R. На замкнутом круге Ur(z0)
степенной ряд сходится равномерно (п. 2 теоремы 7.1.3). Поскольку
слагаемые ряда ck(z− z0)

k – суть непрерывные функции, то по теоре-
ме 6.3.2 сумма ряда непрерывна на Ur(z0) и, в частности, непрерывна в
точке z ∈ X. Справедливость утверждения 1(б) вытекает из компакт-
ности замкнутого круга Ur(z0) и теоремы Кантора о равномерной
непрерывности непрерывной комплексной функции.

Доказательство п. 2 осуществляется аналогично со ссылкой на тео-
рему 7.1.4. �

7.2. Вычисление радиуса сходимости
степенного ряда

Мы доказали существование радиуса сходимости. Остается научит-
ся его вычислять. Опять же сравнивая СР с геометрической прогрес-
сией, мы получаем следующее утверждение:

Теорема 7.2.1 (формула радиуса сходимости Коши–Ада-
мара). Радиус сходимости числового ряда

∑∞
k=0 ck(z − z0)

k равен

R =
1

lim
k→∞

k
√
|ck|

. (7.1)
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Мы считаем по определению, что 1/0 = +∞, 1/(+∞) = 0.

Доказательство. Рассмотрим неотрицательную числовую после-
довательность Ck := k

√
|ck| (k ∈ N0). Существует верхний предел

C = lim
k→∞

Ck – супремум множества всех частичных пределов последо-

вательности {Ck}. Более того, верхний предел сам по себе есть частич-
ный предел, т. е. существует такая подпоследовательность ki индексов,
что предел lim

i→∞
Cki = C (лемма 1.3.3).

Доказательство опирается на тождество

|ck(z − z0)
k| = ( k

√
|ck||z − z0|)k.

Рассмотрим три случая. Пусть C = +∞, т. е. lim
i→∞

Cki = +∞. Зна-
чит, для любого E > 0 существует такое I ∈ N, что для всех i > I
выполняется Cki =

k
√
|cki | > E. Возьмем произвольное число z ̸= z0 и

положим E = 1/|z − z0|. Тогда

∀i > I ↪→ |cki
(z − z0)

ki | > Eki ·
(

1

E

)ki

= 1 ̸→ 0,

т. е. не выполнено необходимое условие сходимости числового ряда.
Поскольку число z ̸= z0 любое, то радиус сходимости R = 0.

Пусть C = 0. Если верхний предел неотрицательной последова-
тельности равен нулю, то вся последовательность сходится к нулю.
Значит, для любого ε > 0 существует такое k ∈ N, что для всех k > K
выполняется Ck = k

√
|ck| < ε. Возьмем произвольное число z ̸= z0 и

положим ε = 1/(2|z − z0|). Тогда

∀k > K ↪→ |ck(z − z0)
k| < εk ·

(
1

2ε

)k

=

(
1

2

)k

.

Поскольку геометрическая прогрессия с показателем 1/2 сходится, то
данный числовой ряд сходится согласно признаку сравнения. Итак,
R = +∞.

Наконец, пусть 0 < C < +∞. Возьмем число z вне предполагае-
мого круга сходимости: |z − z0| > 1/C (неравенство строгое). Тогда
существует такое ε > 0, что |z − z0| = 1/(C − ε). Но из определения
подпоследовательности Cki следует, что

∀ε > 0 ↪→ ∃I ∈ N : ∀i > I ↪→ Cki =
ki

√
|cki | > C − ε

2
.
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Поэтому

|cki(z − z0)
ki | >

(
C − ε/2

C − ε

)ki
i→+∞→ +∞.

Значит, не выполнен необходимый признак сходимости, следователь-
но, в любой точке z, которая находится “далеко” от z0, ряд расходится.

Возьмем z внутри предполагаемого круга сходимости: |z − z0| <
< 1/C. Тогда существует такое ε > 0, что |z − z0| = 1/(C + ε). Но из
определения верхнего предела следует, что

∀ε > 0 ↪→ ∃K ∈ N : ∀k > K ↪→ Ck = k
√
|ck| < C +

ε

2
.

Поэтому

∀k > K ↪→ |ck(z − z0)
k| <

(
C + ε/2

C + ε

)k

.

Поскольку геометрическая прогрессия с показателем
(

C+ε/2
C+ε

)
< 1 схо-

дится, то данный числовой ряд сходится. Следовательно, в любой точ-
ке z, которая находится “близко” от z0, ряд сходится.

Окончательный вывод: R = 1/C. �

Замечание 7.2.1. Существуют степенные ряды, в которых ин-
дексы ненулевых коэффициентов кратны натуральному числу m ̸= 1.
Такие ряды имеют вид

∑∞
k=0 ck(z−z0)

mk. Заметим, что в такой записи
индекс k коэффициента НЕ совпадает с показателем степени. В этом
случае формула (7.1) обобщается до формулы

R =
1

lim
k→∞

mk
√
|ck|

. � (7.2)

Задача 7.2.1. Докажите формулу (7.2). Докажите, что формула
(7.2) остается справедливой и для ряда

∑∞
k=0 ck(z−z0)

mk+n, где n ∈ N.

Замечание 7.2.2. Если существует “обычный” предел
lim
k→∞

k
√
|ck|, то и в формулах (7.1) и (7.2) верхний предел заменяем

обычным (обоснуйте). �

Признак Даламбера приводит к альтернативному способу нахожде-
ния радиуса сходимости, удобному в том случае, когда коэффициенты
ряда содержат сомножители-факториалы.
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Теорема 7.2.2 (формула радиуса сходимости Даламбе-
ра). Пусть для последовательности ck ̸= 0 существует предел
lim
k→∞

(|ck+1|/|ck|) ∈ R+
0 ∪ {+∞}. Тогда радиус сходимости степенного

ряда
∑∞

k=0 ck(z − z0)
mk+n, где m ∈ N, n ∈ N0, равен:

R =
1

m

√
lim
k→∞

|ck+1|
|ck|

. (7.3)

Задача 7.2.2. Пользуясь признаком сходимости Даламбера, до-
кажите формулу (7.3).

Замечание 7.2.3. Теорема 7.2.2 слабее теоремы 7.2.1, однако в
некоторых случаях удобнее для вычисления радиуса сходимости. �

Пример 7.2.1. Рассмотрим ряд
∑∞

k=1
zk

k . Радиус сходимости

R = ( lim
k→∞

k
√

1/k)−1 = lim
k→∞

k
√
k = 1.

Если |z| = 1, то z = cosφ+ i sinφ и по формуле Муавра
∞∑
k=1

zk

k
=
∞∑
k=1

cos kφ

k
+ i

∞∑
k=1

sin kφ

k
.

Так как 1/k ↓ 0, то оба ряда сходятся при каждом φ ̸= 2πn, n ∈ Z
(в силу признака Дирихле). При φ = 2πn получаем ряд

∑∞
k=0(1/k),

который расходится. При |z| = 1 ряд
∑∞

k=0 |zk/k| =
∑∞

k=0(1/k), состав-
ленный из модулей членов, расходится. Следовательно, в точке z = 1
ряд расходится, а в остальных точках границы круга сходимости ряд
сходится условно. В круге сходимости |z| < 1 ряд сходится неравно-
мерно. Докажем этот факт с помощью критерия Коши. Доказывать
отсутствие равномерной сходимости будем в окрестности “плохой” точ-
ки z = 1, где ряд расходится. Возьмем zn = 1/ n

√
2 → 1 при n → ∞ и

рассмотрим сумму Коши с p = n:
n+n∑

k=n+1

zk

k
=

2n∑
k=n+1

1

k

(
1
n
√
2

)k

≥ n
1

2n

(
1
n
√
2

)2n

≥ 1

8
.

Значит для ε = 1/8 критерий не выполняется.

Задача 7.2.3. Докажите, что СР
∑∞

k=0
zk

kα имеет при всех α ∈
∈ R радиус сходимости R = 1, и исследуйте поточечную сходимость
на окружности |z| = 1 и равномерную сходимость в круге сходимости
|z| < 1.
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7.3. Действия со степенными рядами
Сейчас мы выясним, как влияют на радиус сходимости СР “фор-

мальные” интегрирование и дифференцирование. Полученные выводы
понадобятся нам в теории рядов Тейлора.

Теорема 7.3.1 (о формальном дифференцировании и ин-
тегрировании СР). Если степенной ряд

∑∞
k=0 ck(z−z0)

k имеет ра-
диус сходимости R ∈ [0,+∞], то такой же радиус сходимости име-
ют формально продифференцированный ряд

∑∞
k=1 kck(z−z0)

k−1

и формально проинтегрированный ряд
∑∞

k=0 ck
(z−z0)k+1

k+1 .

Замечание 7.3.1. Как связано формальное дифференцирова-
ние с “настоящим”, будет показано в следующей главе только для дей-
ствительных степенных рядов. �

Доказательство. Поскольку данный ряд является формально
продифференцированным по отношению к формально проинтегриро-
ванному, то теорему достаточно доказать только для формально про-
дифференцированного ряда.

Во-первых, ряды S :=
∑∞

k=1 kck(z − z0)
k−1 и Ŝ :=

∑∞
k=0 kck(z −

− z0)
k (второй получен из первого умножением на (z − z0)) сходятся

или расходятся одновременно (т. е. при одних и тех же значениях z).
В самом деле, при z = z0 оба ряда сходятся. При z ̸= z0 имеем для
частичных сумм:

Ŝn :=
n∑

k=0

kck(z − z0)
k =

1

z − z0

n∑
k=1

kck(z − z0)
k−1 =

1

z − z0
Sn−1.

Следовательно, оба предела S = lim
n→∞

Sn−1 и Ŝ = lim
n→∞

Ŝn существуют
или не существуют одновременно.

Теперь найдем радиус сходимости ряда Ŝ по формуле Коши–
Адамара, заменив верхний предел частичным пределом, который его
реализует:

1

R̂
= lim

k→∞
k
√
|kck| = lim

i→∞
ki

√
|kicki | = lim

i→∞
ki
√

ki · lim
i→∞

ki

√
|cki | = 1 · 1

R
. �

Позже нам понадобится
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Теорема 7.3.2 (о радиусе сходимости суммы двух сте-
пенных рядов). Пусть R1 и R2 – радиусы сходимости степенных
рядов

∑∞
k=0 ck(z − z0)

k и
∑∞

k=0 dk(z − z0)
k соответственно. Тогда

радиус сходимости R ряда
∑∞

k=0(ck + dk)(z − z0)
k равен: 1) R =

= min{R1, R2}, если R1 ̸= R2; 2) R ≥ R1, если R1 = R2.

Доказательство. Пусть, для определенности, R1 < R2. Тогда при
|z − z0| < R1 оба ряда сходятся и ряд, являющийся их суммой, тоже
сходится. Если R1 < |z − z0| < R2, то первый ряд расходится, а вто-
рой сходится. Поэтому их сумма расходится. Поскольку сумма рядов
также является степенным рядом, мы можем сделать вывод, что R =
= R1 = min{R1, R2}. (Нет необходимости исследовать сходимость ряда
при условии |z − z0| ≥ R2: т. к. обнаружены точки z, в которых ряд
расходится при условии |z − z0| > R1, то ряд тем более будет расхо-
дится при условии |z − z0| ≥ R2 > R1. Хотя, заметим, сумма двух
расходящихся рядов не обязана расходиться.)

Если же R1 = R2, то при |z − z0| < R1 оба ряда сходятся и ряд,
являющийся их суммой, тоже сходится. Поэтому R ≥ R1. При условии,
что |z − z0| > R1 = R2, оба ряда расходятся, и сделать определенный
вывод невозможно. �

Примеры 7.3.1. 1) Радиус сходимости ряда
∑∞

k=0

(
1
2k

+ 1
3k

)
zk

равен 2, поскольку радиус сходимости ряда
∑∞

k=0

(
1
2k

)
zk равен 2, а

радиус сходимости ряда
∑∞

k=0

(
1
3k

)
zk равен 3.

2) Ряды
∑∞

k=0 z
k и
∑∞

k=0(−1)zk имеют радиусы сходимости, равные
1, а их сумма имеет радиус сходимости +∞, поскольку сумма равна
нулевому ряду.
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Глава 8

Ряды Тейлора

Ряд Тейлора естественным образом появляется из формулы Тейло-
ра в случае, когда исследуемая функция бесконечно дифференциру-
ема. В предыдущей лекции мы интересовались сходимостью данного
степенного ряда. Сейчас в качестве исходного объекта берется функ-
ция f . Затем по ней определяется степенной ряд по образцу формулы
Тейлора. После чего решается вопрос сходимости этого ряда именно к
той функции, которая его породила.

8.1. Степенные ряды с действительными
членами

В предыдущем параграфе мы убедились в том, что теория сте-
пенных рядов (СР) естественно выглядит на комплексной плоскости.
Ряды Тейлора также естественно исследовать на C, однако для этого
требуются продвинутые знания о функциях комплексной переменной.
Поэтому сейчас мы вынуждены ограничиться случаем рядов с дей-
ствительными коэффициентами от действительной переменной x ∈ R.
Прежде всего уточним результаты теории СР на R.

Рассмотрим действительный степенной ряд (ДСР)
∑∞

k=0 ak(x −
− x0)

k, где ak, x, x0 ∈ R. Поскольку ДСР можно рассматривать как
комплексный, трактуя переменную x ∈ C как комплексную, то радиус
сходимости ДСР можно определить по формуле Коши–Адамара (7.1),
положив ck = ak. Центр круга сходимости x0 ∈ R, поэтому пересечение
круга сходимости с действительной прямой есть интервал сходимо-
сти (x0 − R, x0 + R). Переформулируем утверждения теоремы 7.3.1 о
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символических интегрировании и дифференцировании комплексных
СР в теорему об интегрировании и дифференцировании ДСР в пол-
ном понимании этих операций.

Теорема 8.1.1 (об интегрировании и дифференцировании
ДСР). Если ДСР f(x) =

∑∞
k=0 ak(x − x0)

k имеет положительный
радиус сходимости R > 0, то:

1) для любого x ∈ (x0 −R, x0 +R) справедлива формула почленного
интегрирования∫ x

x0

f(t)dt =
∞∑
k=0

ak
k + 1

(x− x0)
k+1; (8.1)

2) в интервале сходимости (x0 −R, x0 +R) функция f имеет про-
изводные любого порядка, причем для любого x ∈ (x0−R, x0+R)
и для любого n ∈ N справедлива формула почленного дифферен-
цирования

f (n)(x) =
∞∑
k=0

ak((x− x0)
k)(n); (8.2)

3) коэффициенты степенного ряда f(x) =
∑∞

k=0 ak(x−x0)
k опреде-

ляются по функции f формулой

ak =
f (k)(x0)

k!
. (8.3)

4) Если функция представима в виде степенного ряда с положи-
тельным радиусом сходимости, то коэффициенты этого ряда
определяются единственным образом.

Доказательство п. 1. Возьмем произвольное r ∈ (|x − x0|, R).
Данный ряд равномерно сходится на отрезке [x0 − r, x0 + r] (теорема
7.1.3). Поэтому, применяя теорему 6.3.3, получаем формулу (8.1).

Доказательство п. 2. Во-первых, ряд (8.2) сходится при x = x0. Во-
вторых, в силу теоремы 7.3.1, радиус сходимости ряда

∑∞
k=0 akk(x −

− x0)
k−1, полученного формальным дифференцированием, равен R.

Поэтому на отрезке [x0 − r, x0 + r], который определен нами в преды-
дущем пункте доказательства, ряд

∑∞
k=0 akk(x− x0)

k−1 сходится рав-
номерно. В силу теоремы 6.3.4, получаем формулу (8.2) при n = 1.
Применяя те же рассуждения произвольное конечное количество раз,
получаем формулу (8.2) для произвольного n ∈ N.
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Формула (8.3) получается из формулы (8.2) подстановкой x = x0.
Единственность коэффициентов степенного ряда следует из формулы
(8.3), поскольку она определяет коэффициенты через саму функцию.
�

8.2. Ряд Тейлора
Дадим, мотивированное теоремой 8.1.1,

Определение 8.2.1 (свойств функции в т. x0).

1) Функция f называется бесконечно дифференцируемой в т.
x0, если для любого k ∈ N существует производная f (k)(x0).

2) Пусть функция f бесконечно дифференцируема в точке x0. Сте-
пенной ряд

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (8.4)

называют рядом Тейлора функции f в точке x0. По аналогии
с формулой Тейлора, ряд Тейлора функции f в точке x0 = 0
называют рядом Маклорена этой функции.

3) Функция f называется регулярной в точке x0, если она беско-
нечно дифференцируема в этой точке и ее ряд Тейлора в точке x0

сходится к этой же функции f в некоторой окрестности
точки x0, т. е.

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k. �

Обсуждение 8.2.1. Пусть функция f определена в µ-окрест-
ности точки x0. В точке x0 функция f может быть:
1) регулярной в некоторой δ-окрестности (δ ≤ µ) (обозначение f ∈
∈ RF (x0));
2) бесконечно дифференцируемой в некоторой δ-окрестности (обозна-
чение f ∈ ID(x0));
3) иметь ряд Тейлора (f ∈ TS(x0));
4) иметь в некоторой δ-окрестности представление в виде степенного
ряда, т. е. f(x) ≡

∑∞
k=0 ak(x− x0)

k для x ∈ Uδ(x0) (f ∈ PS(x0)).
Между названными свойствами имеются логические связи, нуждаю-
щиеся в пояснении:
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1) f ∈ RF (x0) ⇒ f ∈ ID(x0): регулярная в точке x0 функция, в
силу п. 2 теоремы 8.1.1, является бесконечно дифференцируемой
в некоторой окрестности этой точки;

2) f ∈ ID(x0) ⇒ f ∈ TS(x0) (РТ): в силу определения (8.4), если
функция бесконечно дифференцируема в некоторой окрестности
точки x0, то она имеет в ней ряд Тейлора;

3) f ∈ RF (x0) ⇔ f ∈ PS(x0): в силу п. 3 теоремы 8.1.1, если степен-
ной ряд

∑∞
k=0 ak(x−x0)

k имеет положительный радиус сходимо-
сти, то он (ряд) порождает функцию (сумму ряда), определен-
ную на интервале сходимости, для которой этот же ряд является
рядом Тейлора (ak = f (k)(x0)/k!), а функция является регуляр-
ной в точке x0.

Однако из условия f ∈ ID(x0) в общем случае НЕ следует условие
f ∈ RF (x0), т. е. существует бесконечно дифференцируемая функция,
порождающая ряд Тейлора, который (т. е. ряд) к ней НЕ сходится ни
в какой сколь угодно малой окрестности точки x0.

Примеры 8.2.1. Рассмотрим функции (рис. 8.1 – 8.3)

g(x) =

{
e−1/x

2

, если x ̸= 0,
0, если x = 0;

h(x) =

{
0, если x ≤ 0,

e−1/x
2

, если x > 0.

Функция g больше нуля всюду, кроме точки x0 = 0. В нуле производ-
ная любого порядка g(k)(0) = 0 (k ∈ N). Следовательно, функция g
бесконечно дифференцируема на R, а ее коэффициенты ряда Макло-
рена в точке x0 = 0 все равны нулю. Значит, ряд Маклорена всюду
сходится, его сумма равна тождественному нулю на R и НЕ совпада-
ет с функцией g ни в одной точке, кроме x0 = 0. Все производные
функции h также обнуляются в нуле, но ее ряд Маклорена совпадает
с функцией на полуоси неотрицательных чисел. Известны бесконечно
дифференцируемые на R функции, ряд Маклорена которых не сходит-
ся ни в одной точке. Получается, что в общем случае все производные
в одной точке не дают прогноза поведения функции ни в какой ее
окрестности.

Оказывается, для функций комплексного переменного ситуация
принципиально иная: однократная дифференцируемость (в комплекс-
ном смысле!) в круге влечет бесконечную дифференцируемость, кото-
рая, в свою очередь, влечет регулярность. �
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Задача 8.2.1. Докажите, пользуясь правилом Лопиталя, что для
любого k ∈ N производная g(k)(0) = 0.

Задача 8.2.2. Чему равны остаточные члены rn(x) (n = 1, 2, . . .)
формулы Маклорена функций g(x) и h(x)?

Возникает естественный вопрос: каковы условия сходимости ря-
да Тейлора именно к той функции, которая его породила? Другими
словами, каковы условия регулярности функции? Чтобы ответить на
него, мы воспользуемся остатком

rn(x) := f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = f(x)− Sn(x),

где Sn(x) – одновременно и многочлен Тейлора, и частичная сумма
ряда Тейлора, а rn(x) – одновременно и остаточный член формулы
Тейлора, и остаток ряда Тейлора.

Лемма 8.2.1 (критерий регулярности функции в терми-
нах остаточного члена формулы Тейлора). Функция f явля-
ется регулярной в точке x0 только тогда, когда

∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ lim
n→∞

rn(x) = 0.

Доказательство. Достаточно определение регулярности (п. 3
определения 8.2.1) сопоставить с определением суммы функциональ-
ного ряда. �

Замечание 8.2.1. Ранее, исследуя формулу Тейлора, мы прове-
ряли порядок стремления остатка rn(x) → 0, фиксируя n ∈ N, при x →
→ x0. Сейчас, исследуя ряд Тейлора, мы проверяем стремление остат-
ка rn(x) → 0, фиксируя произвольный x ∈

◦
U δ (x0), при n → ∞. �

Применим лемму 8.2.1, чтобы получить
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Теорема 8.2.1 (достаточный признак регулярности).
Пусть функция f бесконечно дифференцируема в некоторой δ-
окрестности точки x0 и все ее производные равномерно ограничены
в этой окрестности, т. е.

∃δ > 0 ∧ ∃M > 0 : (∀n ∈ N ∧ ∀x ∈ Uδ(x0)) ↪→ |f (n)(x)| ≤ M.

Тогда функция регулярна в точке x0 и ее ряд Тейлора сходится к ней
в той же δ-окрестности точки x0:

∀x ∈ Uδ(x0) ↪→ f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

Доказательство. Остаточный член формулы Тейлора запишем
в форме Лагранжа: rn(x) = (f (n+1)(ξ)/(n + 1)!)(x − x0)

(n+1), где x ∈
∈ Uδ(x0), а ξ лежит строго между x0 и x. Из условия теоремы получаем
равномерную для всех x ∈ Uδ(x0) оценку сверху: |rn(x)| ≤ Mδn+1/(n+
+ 1)!. Остается показать, что с ростом n дробь dn+1 := δn+1/(n + 1)!
стремится к нулю, иначе говоря, степенная функция растет медлен-
нее, чем факториал (не исключено, что δ > 1, и мы имеем дело с
неопределенностью δn+1/(n + 1)! = ∞/∞ при n → ∞). Но отношение
dn+1/dn = δ/(n+ 1) → 0 при n → ∞. Поэтому последовательность dn
убывает к нулю быстрее, чем геометрическая прогрессия с произволь-
ным показателем q ∈ (0, 1). �

Замечание 8.2.2. Понятно, что функции из примеров 8.2.1
не удовлетворяют условиям теоремы 8.2.1: с ростом n производные
g(n)(x) неограниченно растут в сколь угодно малой окрестности нуля
(на рис. 8.3 порядок n = 4). �

Чтобы воспользоваться леммой 8.2.1, полезно иметь в запасе раз-
ные способы представления остатка. Форма Пеано остатка для наших
целей не подходит, поскольку оценивает его при условии x → x0, а не
в конкретных точках. Кроме формы остатка по Лагранжу, нам пона-
добятся еще две.

Теорема 8.2.2 (интегральная форма остаточного чле-
на). Если функция f на интервале (x0−δ, x0+δ) имеет непрерывные
производные до порядка (n + 1) включительно, то остаточный член
формулы Тейлора равен

rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t) dt для любого x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (8.5)
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Доказательство индукцией. При n = 0 получаем:

r0(x) := f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

f ′(t)dt =
1

0!

∫ x

x0

(x− t)0f (0+1)(t) dt,

т. е. утверждение справедливо.
Пусть теорема справедлива для n, т. е. верно тождество (8.5). Пред-

полагая существование производной порядка n + 2 и интегрируя по
частям, получаем

rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)

(
−1

n+ 1

)
d((x− t)n+1) =

= − 1

(n+ 1)!
f (n+1)(t)(x− t)n+1

∣∣∣x
x0

+
1

(n+ 1)!

∫ x

x0

(x− t)n+1f (n+2)(t) dt =

=
1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0)(x− x0)

n+1 +
1

(n+ 1)!

∫ x

x0

(x− t)n+1f (n+2)(t) dt.

Но, по определению,

rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0)(x− x0)

n+1 + rn+1(x).

Поэтому

rn+1(x) =
1

(n+ 1)!

∫ x

x0

(x− t)n+1f (n+2)(t) dt. �

Следствие 8.2.1. (остаточный член в форме Коши) В условиях
теоремы 8.2.2 для x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) справедливо тождество:

rn(x) =
1

n!
f (n+1)(x0 + θ∆x) · (1− θ)n∆xn+1, (8.6)

где ∆x = x− x0, θ = θ(n, x) ∈ (0, 1).

Доказательство. Применим к интегралу (8.5) теорему о среднем,
взяв в качестве первого сомножителя α(x) всё подынтегральное выра-
жение, а в качестве второго (знакопостоянного!) сомножителя функ-
цию β(x) ≡ 1:

rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

((x− t)nf (n+1)(t)) · 1 · dt =

=
1

n!
f (n+1)(x0 + θ∆x) · (∆x− θ∆x)n∆x.

Остается вынести в предпоследней скобке общий множитель ∆x. �
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Задача 8.2.3. Из формулы (8.5) получите форму остаточного
члена в форме Лагранжа:

rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0 + θ∆x)∆xn+1.

Замечание 8.2.3. При оценке сверху форма Коши “проигрыва-
ет” форме Лагранжа в первом сомножителе: 1/(n+1)! : 1/n! = 1/(n+
+ 1). Но “выигрывает” за счет сомножителя (1− θ)n. �

8.3. Ряды Маклорена основных
элементарных функций

Мы уже умеем раскладывать по формуле Маклорена основные эле-
ментарные функции до любого конечного порядка. Поэтому записать
ряд Тейлора этих функций не составляет труда. Но возникает прин-
ципиальный вопрос: где эти ряды сходятся к исходной функции? Мы
ответим на него, оценивая остаток rn(x) с помощью теоремы 8.2.1 и
следствия 8.2.1.

Теорема 8.3.1. Ряды Маклорена функций ex, chx, shx, cosx, sinx
сходятся к этим функциям на всей числовой прямой: для любого x ∈
∈ R справедливо

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
, (8.7)

chx =
∞∑
k=0

x2k

(2k)!
, shx =

∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
, (8.8)

cosx =
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
, sinx =

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
. (8.9)

Доказательство. Поскольку для любого x ∈ (−δ, δ) и произволь-
ного n ∈ N справедлива оценка |(ex)(n)| = ex < eδ := M , то для функ-
ции y = ex выполнено достаточное условие регулярности в точке x0 =
= 0 на произвольном интервале (−δ, δ) (теорема 8.2.1). Что доказывает
тождество (8.7) на R.

Аналогично доказываются тождества (8.8) и (8.9). �

119



Теорема 8.3.2. Ряд Маклорена степенной функции f(x) = (1 +
+ x)α, где α ∈ R ∧ α ̸= 0, 1, 2 . . ., сходится к ней на интервале
x ∈ (−1, 1):

(1 + x)α =
∞∑
k=0

Ck
αx

k, ∀x ∈ (−1, 1), (8.10)

где C0
α = 1, Ck

α = 1
k!α(α− 1) . . . (α− k + 1), k ∈ N.

При α = 0, 1, 2 . . . разложение (8.10) вырождается в конечный
многочлен степени n (бином Ньютона):

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nx

k, x ∈ R.

Доказательство. Применяя к ряду (8.10) признак Даламбера,
убеждаемся, что он сходится при |x| < 1 и расходится при |x| > 1.
Докажем, что он сходится именно к функции f(x) = (1+x)α. Запишем
остаточный член в форме Коши:

rn(x) =
α(α− 1) . . . (α− n)

n!
(1 + θx)α−n−1(1− θ)nxn+1.

Поскольку |x| < 1, а 0 < θ < 1, то 0 < 1− θ < 1 + θx. Поэтому

|rn(x)| ≤
|α(α− 1) . . . (α− n)|

n!
(1 + θx)α−1|x|n+1 ≤

≤ |α(α− 1) . . . (α− n)|
n!

|x|n+1 · 2α−1.

Рассмотрим последовательность dn := 1
n! |α(α − 1) . . . (α − n)| · |x|n+1.

Оценим отношение ее соседних членов:

dn+1

dn
=

|α− n− 1|
n+ 1

|x| =
(
1− α

n+ 1

)
|x| < |x| < 1

для всех достаточно больших n. Значит, при любом фиксированном
x ∈ (−1, 1) остаточный член стремится к нулю быстрее убывающей
геометрической прогрессии с коэффициентом |x| < 1. �

Выпишем наиболее часто встречающиеся случаи формулы (8.10):

a)
1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk, b)
1

1− x
=

∞∑
k=0

xk, (8.11)
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a)
1√
1 + x

=
∞∑
k=0

(−1)k(2k − 1)!!

2kk!
xk,

b)
1√
1− x

=
∞∑
k=0

(2k − 1)!!

2kk!
xk. (8.12)

Из формулы (8.11)(а) и п. 1 теоремы 12.1 о почленном интегрировании
следует, что

ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
=
∞∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
=
∞∑
k=1

(−1)k−1
xk

k
, x ∈ (−1, 1).

В формулу (8.11) п. а) подставим x2 вместо x, получим разложение

1

1 + x2
=

∞∑
k=0

(−1)kx2k. (8.13)

Ряд Маклорена функции f(x) = (1 + x)−1 сходится к f(x) при |x| < 1
и расходится при |x| > 1, поэтому ряд Маклорена функции g(x) :=
= f(x2) = (1 + x2)−1 сходится к g(x) при |x2| < 1 и расходится при
|x2| > 1. Значит, радиус сходимости ряда Маклорена остался прежним
– он равен 1. Интегрируя разложение (8.13) и применяя п. 1 теоремы
8.1.1, получаем:

arctg x =

∫ x

0

dt

1 + t2
=
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
, x ∈ (−1, 1).

Наконец, из формулы (8.12) п. b) после подстановки x = t2 и интегри-
рования получаем

arcsinx =

∫ x

0

dt√
1− t2

=

∞∑
k=0

(2k − 1)!!

2kk!

x2k+1

2k + 1
, x ∈ (−1, 1).

Замечание 8.3.1. Еще раз подчеркнем, что свойства степенно-
го ряда, в том числе и ряда Тейлора, раскрываются только на ком-
плексной плоскости. Глядя на график функции (1+x2)−1, непонятно,
почему ее ряд Маклорена имеет радиус сходимости 1. Все объясняет
разложение (1 + z2)−1 = (1 + iz)−1 · (1− iz)−1. �

Задача 8.3.1. Найдите ряды Маклорена функций f±(x) =
=

√
1± x.
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8.4. Разложение в степенной ряд функции ez

Пусть комплексное число z = x + iy, где x, y ∈ R. Согласно дан-
ному ранее определению экспоненты, ez = ex(cos y + i sin y). С другой
стороны, нами получены ряды Маклорена для ex, cosx, sinx, которые
естественно распространить на всю комплексную прямую.

Теорема 8.4.1 (о ряде Маклорена комплексной экспонен-
ты). Для любого z ∈ C справедливо равенство

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
. (8.14)

Доказательство. Из теоремы 8.3.1 следует, что радиус сходимо-
сти ряда

∑∞
k=0(z

k/k!) равен бесконечности (обоснуйте). Поэтому этот
ряд для любого z ∈ C сходится абсолютно. Рассмотрим сумму иссле-
дуемого ряда

f(z) :=
∞∑
k=0

zk

k!
. (8.15)

Требуется доказать, что f(z) = ez, последнее равносильно равенству
f(x+ iy) = ex(cos y + i sin y).

Сначала покажем, что для формулы (8.15) выполняется группо-
вое свойство экспоненты:

f(z1 + z2) = f(z1)f(z2),

т. е. сложение аргументов (показателей) приводит к перемножению
функций (степеней). Из теоремы 5.4.4 о перемножении абсолютно схо-
дящихся рядов следует, что

f(z1)f(z2) =
∞∑
k=0

zk1
k!

·
∞∑

n=0

zn2
n!

=
∞∑
i=0

zki
1

ki!

zni
2

ni!
,

где {(ki, ni)} – произвольная последовательность пар номеров, порож-
денная биекцией между множеством N натуральных чисел i и мно-
жеством (N ∪ {0})2 упорядоченных пар (k, n) неотрицательных целых
чисел. Определим биекцию “методом диагоналей” (рис. 8.4). То есть,
первый элемент – это пара (0, 0). Затем идут две пары (1, 0), (0, 1),
у которых сумма элементов равна единице. Затем идут три пары
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(2, 0), (1, 1), (0, 2), у которых сум-
ма элементов равна двум, и т. д.
При таком пересчете мы группиру-
ем слагаемые с фиксированной сум-
мой элементов: ki + ni = m = const.
Теперь ряд можно переписать так:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)

(1,0) (1,1) (1,2)

(2,0)(2,1)

(3,0)

...

Рис. 8.4

f(z1)f(z2) =
∞∑
i=0

zki
1

ni!

zni
2

ni!
=
∞∑

m=0

m∑
k=0

zk1z
m−k
2

k!(m− k)!
=

=

∞∑
m=0

1

m!

m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
zk1z

m−k
2 .

Мы получили бином Ньютона, поэтому

f(z1)f(z2) =
∞∑

m=0

1

m!
(z1 + z2)

m = f(z1 + z2).

Применяя доказанное свойство и формулу (8.15), имеем:

f(z) = f(x+ iy) = f(x) · f(iy) =
∞∑
k=0

xk

k!
·
∞∑
k=0

(iy)k

k!
=

= ex

( ∞∑
k−четн.

(iy)k

k!
+

∞∑
k−неч.

(iy)k

k!

)
=

= ex

( ∞∑
n=0

(−1)ny2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)ny2n+1

(2n+ 1)!

)
=

= ex(cos y + i sin y) = ex+iy = ez. �
По аналогии с доказанной формулой (8.14) определим тригономет-

рические и гиперболические функции для комплексной переменной с
помощью ранее полученных вещественных рядов (8.8) и (8.9): для лю-
бого z ∈ C положим

ch z :=

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
, sh z :=

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
,

cos z :=

∞∑
k=0

(−1)kz2k

(2k)!
, sin z :=

∞∑
k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
.
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Из теоремы 8.3.1 следует, во-первых, что радиус сходимости этих ря-
дов равен +∞. Во-вторых, для действительных z определенные вы-
ше функции совпадают с тригонометрическими и гиперболическими
функциями действительного аргумента; т. е. выполнен принцип пре-
емственности. Более того, сохраняются формулы Эйлера:

Следствие 8.4.1. [ формулы Эйлера для произвольного
комплексного аргумента] Для любого z ∈ C справедливы равенства

eiz = cos z + i sin z,

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
,

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Доказательство. Из (8.14), подставив iz вместо z, получаем:

eiz =
∞∑
k=0

(iz)k

k!
=
∞∑

n=0

(iz)2n

(2n)!
+
∞∑

n=0

(iz)2n+1

(2n+ 1)!
=

=
∞∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
= cos z + i sin z. �

Задача 8.4.1. Опираясь на доказанную формулу, докажите
остальные формулы из следствия 8.4.1.
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Глава 9

Точечно-векторное
пространство

Привлечь к себе любовь пространства,
Услышать будущего зов.

Б.Л. Пастернак

Сейчас мы напомним алгебраические и геометрические понятия, необ-
ходимые для построения многомерного анализа.

9.1. Основные определения
Арифметическим n-мерным пространством мы называем декарто-

ву степень Rn (n ∈ N). Элементы x = (x1, . . . , xn) = (xi) ∈ Rn называются
точками, а упорядоченный набор чисел (xi) – координатами точки.

Через Vn обозначим n-мерное векторное=линейное пространство,
элементы которого задаются упорядоченным набором из n чисел-координат,
которые записаны столбцом: a = (a1, . . . , an)

T . Согласно договоренности,
координаты точки записываем строкой, а координаты вектора – столбцом.
Между Rn и Vn имеется каноническая биекция x = (x1, . . . , xn) ↔ x =
= (x1, . . . , xn)

T , которая ставит в соответствие точке ее радиус-вектор.
Точечное пространство мы будем использовать для задания отображе-

ний общего вида, а векторное – для конструирования отображений специ-
ального вида, прежде всего линейных и квадратичных. Напомним основные
факты, относящиеся к пространству Vn.

125



(I) Все векторы образуют линейное пространство с операциями сло-
жения и умножения на действительное число по правилам:

a + b := (a1 + b1, . . . , an + bn)
T , αa := (αa1, . . . , αan)

T ,

т. е. “покоординатно”. Введенные операции удовлетворяют всем аксиомам
линейного пространства: ∀a,b, c ∈ Vn ∧ ∀α, β ∈ R имеют место

1) коммутативность сложения: a + b = b + a;

2) ассоциативность сложения: (a+b)+c=a+(b+c);

3) существование нулевого вектора: 0 = (0, . . . , 0)T , причем
0 + a = a;

4) существование противоположного вектора:
−a = (−a1, . . . ,−an)T ;

5) ассоциативность умножения на число: (αβ)a = α(βa);

6) дистрибутивность умножения вектора на число по сложению чисел:
(α+ β)a = αa + βa;

7) дистрибутивность умножения вектора на число по сложению векто-
ров: α(a + b) = αa + αb;

8) нейтральность умножения вектора на число 1: 1a = a.

Задача 9.1.1. Докажите сформулированные утверждения.

Векторы e1 = (1, 0, . . . , 0)T , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)T , . . . , en = (0, . . . , 0, 1)T

образуют базис линейного пространства; в этом базисе компоненты ai яв-
ляются именно координатами вектора. Следовательно, данное пространство
n-мерное.

(II) Для того, чтобы ввести в обращение метрические понятия, исполь-
зуется скалярное произведение векторов:

a · b = ab = (a,b) := a1b1 + . . .+ anbn.

Очевидно, что выполнены аксиомы скалярного произведения:

1) коммутативность: ab = ba;

2) линейность по каждому сомножителю: (αa + βb)c = αac + βbc;

3) положительная определенность: ∀a ↪→ a2 := aa ≥ 0; a2 = 0 ⇔ a = 0.

Линейное пространство вместе со скалярным произведением называется
евклидовым. Напомним фундаментальное

Лемма 9.1.1 (Неравенство Коши–Буняковского). (Буняковский
Виктор Яковлевич, 1804-1889): (ab)2 ≤ a2·b2. Знак равенства имеет место
только в случае коллинеарности векторов (т. е. b = αa).
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Доказательство основано на положительной определенности скаляр-
ного произведения. Числовая функция f(t) := (ta + b)2 ≥ 0 является квад-
ратичной по t. Условие ее неотрицательности эквивалентно неположитель-
ности ее дискриминанта: D/4 = (ab)2 − a2b2 ≤ 0. Обнуление функции f
возможно только тогда, когда ∃t0 : t0a + b = 0. �

Следствие 9.1.1. Неравенство Коши–Буняковского в Rn имеет вид:(
n∑

k=1

akbk

)2

≤
n∑

k=1

a2k

n∑
k=1

b2k.

Скалярное произведение позволяет ввести “длину” вектора и угол между
векторами.

Определение 9.1.1. Нормой (модулем) вектора называется неот-
рицательное число

|a| :=
√

a2 =
√
a21 + . . .+ a2n. �

Лемма 9.1.2 (свойства нормы). Для любых a, b ∈ Vn и α ∈ R
верно:

1) положительная определенность: |a| ≥ 0, |a| = 0 ⇔ a = 0;
2) однородность |αa| = |α||a|;
3) неравенство Коши–Буняковского: |ab| ≤ |a||b|;
4) неравенство треугольника: |a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Задача 9.1.2. Докажите лемму 9.1.2 (для доказательства неравен-
ства треугольника примените нерпвенство Коши–Буняковского). Запишите
неравенство треугольника в координатах.

Замечание 9.1.1. Свойства нормы 1, 2, 4 сами по себе являются
аксиомами нормированного пространства, в котором скалярное про-
изведение, в общем случае, отсутствует. �

Определение 9.1.2. Угол между ненулевыми векторами a и b опре-
деляется по правилу

â,b := arccos
ab

|a| |b| . �

Определение “эксплуатирует” геометрическое определение скалярного
произведения ab = |a||b| cos â,b. Оно корректно, поскольку, в силу нера-
венства Коши–Буняковского:

| cos â,b| ≤ |ab|
|a| |b| ≤ 1,

следовательно угол определен для произвольных векторов a и b.
(III) Точечно-векторные операции позволяют использовать векторные

операции для исследования отображений точечных пространств.
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Определение 9.1.3. Точечно-векторные операции:
1) разность точек y(yi) и x(xi) – это вектор

−−−→y − x := (yi − xi)
T ;

2) откладывание вектора от точки – это точка

x(xi) + a(ai)T := y(xi + ai);

3) расстояние между точками

ρ(x, y) := |−−−→y − x| =
√

(y1 − x1)2 + . . .+ (yn − xn)2. � (9.1)

Замечание 9.1.2. Если y = x + a, то для радиус-векторов верно
y = x + a. �

Из определения расстояния между точками и п. 4 леммы 9.1.2 вытекает

Следствие 9.1.2. (аксиомы метрического пространства)
1) положительная определенность: ∀x, y ↪→ ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔

⇔ x = y;
2) симметричность: ρ(x, y) = ρ(y, x);
3) неравенство треугольника: ∀x, y, z ↪→ ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Пару пространств A := (Rn,Vn), связанных указанными операциями,
называют точечно-векторным (или аффинным) пространством.

Напомним, прямым=декартовым произведением двух точечных
пространств мы называем точечное пространство всевозможных упорядо-
ченных пар:

Rn × Rm := {(x, y)} = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)} ∼= Rn+m,

где знак ∼= означает каноническую биекцию. Для произвольных подмно-
жеств X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm определено прямое произведение:

X × Y = {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y } ⊂ Rn × Rm.

Для векторных пространств определена конструкция прямой суммы:

Vn ⊕ Vm ∼= Vn+m, ∀x ∈ Vn, ∀y ∈ Vm ↪→ (x,y) ∈ Vn ⊕ Vm,

где все операции с векторами выполняются “покоординатно”, т. е.

линейные операции : α(a,b) + β(c,d) := (αa + βc, αb + βd),

скалярное произведение : (a,b) · (c,d) := a · c + b · d.
В силу определения (9.1), получаем формулу Пифагора расстояния между
точками в прямом произведении:

ρ((x, y), (u, v)) =

√
|−−−→x− u|2 + |−−−→y − v|2.

Для двух аффинных пространств определим конструкцию прямой суммы:

A1 ⊕ A2 = (Rn,Vn)⊕ (Rm,Vm) := (Rn × Rm,Vn ⊕ Vm).
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9.2. Типы точек и подмножеств. Обзор
Здесь мы изучим возможное расположение точек относительно выделен-

ного подмножества и типы подмножеств. Оказывается, понятие окрестно-
сти, которымое мы уже применяли на прямой, приводит к многочисленным
характеристикам и связям между точками и подмножествами.

Определение 9.2.1 (двух типов окрестностей).

1) Шаровой ε-окрестностью (ε > 0) точки x0 ∈ Rn называется под-
множество

Uε(x
0) := {x ∈ Rn : ρ(x, x0) < ε}.

Шаровую ε-окрестность мы будем называть просто «окрестностью».

2) Проколотой шаровой ε-окрестностью (ε > 0) точки x0 ∈ Rn на-
зывается подмножество

◦
Uε (x0) := {x ∈ Rn : 0 < ρ(x, x0) < ε}. �

Если n = 1, то определения совпадают с введенными ранее. Если n = 2
(n = 3), то ε-окрестность называют открытым кругом (шаром) с центром в
точке x0 и радиусом ε. Название открытый n-мерный шар используют
для Uε(x

0) в общем случае, а (n− 1)-мерной сферой с центром в точке x0

и радиусом ε называют подмножество

Sn−1(x0) := {x ∈ Rn : ρ(x, x0) = ε}.

Замечание 9.2.1. Наряду с шаровыми применяют и другие типы
окрестностей. Например, открытые прямоугольные параллелепипеды:

Πn := (a1, b1)× (a2, b2)× . . .× (an, bn) ⊂ Rn. �

Пусть X ⊂ Rn. Обозначим через XC (от complement) дополнение к X
в Rn: XC = {x ∈ Rn : x /∈ X}. Очевидно, что (XC)C = X.

Определение 9.2.2 (типов точек относительно подмноже-
ства). Точка x0 ∈ Rn называется по отношению к подмножеству X

1) внутренней, если x0 принадлежит X вместе с некоторой окрестно-
стью:

∃ε > 0 : Uε(x
0) ⊂ X;

2) изолированной, если она принадлежит X, и существует ее проколо-
тая окрестность, не пересекающаяся с X:

x0 ∈ X ∧ ∃
◦
Uε (x0) :

◦
Uε (x0) ∩X = ∅;
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3) предельной, если в любой ее окрестности находятся точки из X,
отличные от x0 ⇔ в любой ее проколотой окрестности находятся
точки из X:

∀ε > 0 ↪→
◦
Uε (x0) ∩X ̸= ∅;

4) граничной, если в любой ее окрестности находятся как точки из X,
так и точки из дополнения XC :

∀ε > 0 ↪→ Uε(x
0) ∩X ̸= ∅ ∧ Uε(x

0) ∩XC ̸= ∅. �

Замечание 9.2.2. В силу симметричности определения, точка x явля-
ется граничной для множества X только в том случае, когда она граничная
для дополнения XC . �

Задача 9.2.1. На плоскости изобразите множество, задаваемое урав-
нениями, неравенствами и координатами его точек:

X =
{
0 < x2 + y2 < 1

}∪{
y =

√
1− x2, x ∈ [−1, 1)

}∪
{

∞∪
k=1

(
1

k
, 2) ∪ {(0, 2)}

}∪{
∞∪

k=1

(
1

k
, 3)

}
.

Какие точки по отношению ко множествам X и XC являются: 1) внутрен-
ними, 2) изолированными, 3) предельными, 4) граничными?

Обсуждение 9.2.1. Одна и та же точка может одновременно при-
надлежать к разным типам. Так, внутренняя точка всегда предельная, изо-
лированная – всегда граничная (докажите). Внутренние и изолированные
точки принадлежат множеству X (по определению); предельные и гранич-
ные точки могут принадлежать как X, так и дополнению XC . В результате
между введенными понятиями возникают многочисленные логические свя-
зи, из которых мы обсудим только важнейшие. �

Лемма 9.2.1 (о принадлежности предельных и граничных то-
чек). Если точка x0 ∈ X, то:

1) она является предельной только в том случае, когда она не является
изолированной;

2) она является граничной только в том случае, когда она не является
внутренней.

Доказательство п. 1 сразу следует из того обстоятельства, что опре-
деление предельной точки при условии x0 ∈ X есть отрицание определения
изолированной точки. Доказательство п. 2 сразу следует из того обстоятель-
ства, что определение граничной точки при условии x0 ∈ X есть отрицание
определения внутренней точки. �

Различные типы точек порождают различные типы подмножеств про-
странства. Особо мы выделяем следующие подмножества:
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Определение 9.2.3. Подмножество X ⊂ Rn называется

1) открытым, если все его точки внутренние;

2) замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки. �

Понятия открытых и замкнутых подмножеств являются исходными сре-
ди всех остальных типов подмножеств. Тому причиной

Лемма 9.2.2 (о фундаментальных свойствах открытых и за-
мкнутых подмножеств).

1) Дополнение к открытому (замкнутому) подмножеству замкнуто
(открыто).

2) Пустое подмножество ∅ и всё пространство Rn одновременно от-
крыты и замкнуты.

3) Произвольное объединение (пересечение) открытых (замкнутых)
подмножеств открыто (замкнуто).

4) Любое конечное пересечение (объединение) открытых (замкнутых)
подмножеств открыто (замкнуто).

Доказательство п. 1. Пусть X – открытое множество, а x0 – предель-
ная точка для дополнения XC . Если она внутренняя для XC , то принадле-
жит ему (по определению). Если же она не является внутренней для XC ,
то в каждой ее окрестности лежат точки из X. В силу определения пре-
дельной точки, получается, что в каждой окрестности x0 лежат как точки
из XC , отличные от нее, так и точки из X. Значит, x0 – граничная точка и
для X, и для XC (см. замечание 9.2.2). Но из п. 2 леммы 9.2.1 следует, что
открытое множество X НЕ содержит свои граничные точки. Значит, точка
x0 принадлежит дополнению XC .

Если же X – замкнутое множество, то ему принадлежат все граничные
точки. Поэтому дополнению XC НЕ принадлежит ни одна граничная точка.
Значит, согласно п. 2 леммы 9.2.1, все точки XC внутренние.

Доказательство п. 3. Если точка x0 принадлежит объединению откры-
тых подмножеств, то она принадлежит хотя бы одному из этих подмно-
жеств, например, X. Значит, существует окрестность Uε(x

0) ⊂ X. Тогда,
в силу определения объединения подмножеств, указанная окрестность при-
надлежит объединению.

Пусть множества Xα замкнуты. Тогда дополнение к их пересечению(∩
αXα

)C
=
∪

αX
C
α есть объединение дополнений (это известное теоретико-

множественное равенство), которое является открытым (по доказанному вы-
ше). Значит, само пересечение замкнутых подмножеств – замкнуто. �

Задача 9.2.2. Докажите пункты 2 и 4 леммы 9.2.2.
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Примеры 9.2.1. открытых и замкнутых подмножеств.

1) Открытый n-мерный шар и открытый прямоугольный параллелепи-
пед являются открытыми подмножествами. (Докажите, опираясь на
неравенство треугольника.)

2) Замкнутый n-мерный шар радиуса ε > 0 с центром в точке x0 – это

Uε(x
0) = {x ∈ Rn : ρ(x, x0) ≤ ε} = Uε(x

0) ∪ Sn−1(x0).

Замкнутый прямоугольный параллелепипед – это

Πn := [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn.

Замкнутый шар и замкнутый прямоугольный параллелепипед – за-
мкнутые подмножества (докажите).

Замечание 9.2.3. Все понятия, которые мы вводим в данном пункте,
опираются только на понятие открытого шара. Оказывается, взяв утвержде-
ния леммы 9.2.2 в качестве аксиом открытых множеств, можно постро-
ить раздел математики, именуемый топологией. �

Изучая данное множество X, прежде всего нужно выяснить, насколько
оно “отличается” от открытого и замкнутого. С этой целью дадим

Определение 9.2.4 (типов подмножеств, порожденных X).

1) Внутренностью множества X называется подмножество X0 ⊂ X
всех его внутренних точек.

2) Границей ∂X множества X называется совокупность всех его гра-
ничных точек.

3) Замыканием множества X называется объединение X = X ∪ ∂X
множества с его границей. �

Замечание 9.2.4. Введенные понятия зависят не только от множе-
ства X, но и от объемлющего пространства. Рассмотрим подмножество Qx

всех рациональных чисел на оси x в двумерном пространстве R2. Между
Q ⊂ R и Qx ⊂ R2 существует каноническая биекция Q ∼= Qx, сохраняющая
расстояния между точками. Указанная биекция “продолжается” и на грани-
цы: ∂Qx = Rx

∼= R = ∂Q. Но если взять границу еще раз, то биективность
не сохраняется:

R2 ⊃ ∂(∂Qx) = ∂Rx = Rx ̸= ∅, но R ⊃ ∂(∂Q) = ∂R = ∅. �

Обсуждение 9.2.2. Исследуя свойства точек по отношению к под-
множеству X, во-первых, полезно работать одновременно с X и с его допол-
нением XC . Во-вторых, удобно применять классификацию множества X,
т. е. его разбиение на попарно непересекающиеся подмножества. �
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Обсудим одну из возможных классификаций подмножества X. Обозна-
чим через Is(X) ⊂ X ∩∂X подмножество всех изолированных точек множе-
ства X. Через Lm(X) ⊂ X ∩ ∂X обозначим подмножество всех тех гранич-
ных точек из X, которые не являются изолированными. Последние будем
называть межевыми (от англ. landmark).

Задача 9.2.3. Найдите внутренности X0 и (XC)0, замыкания X
и XC , подмножества Is(X), Is(XC) изолированных точек, подмножества
Lm(X), Lm(XC) межевых точек и границу ∂X = ∂XC подмножеств X и
XC из задачи 9.2.1.

Лемма 9.2.3 (классификация множества X). Произвольное мно-
жество X состоит из внутренних, изолированных и межевых точек, при-
чем указанные подмножества попарно не пересекаются:

X0 ∩ Is(X) = X0 ∩ Lm(X) = Is(X) ∩ Lm(X) = ∅,

X = X0 ∪ Is(X) ∪ Lm(X).

Задача 9.2.4. Докажите лемму 9.2.3, опираясь на п. 2 леммы 9.2.1.

Теперь у нас есть

Лемма 9.2.4. Полная классификация точек пространства от-
носительно подмножества X:

Rn = X
∪
XC =

= (X0 ∪ Is(X) ∪ Lm(X))
∪

((XC)0 ∪ Is(XC) ∪ Lm(XC)). (9.2)

Граница множества X и его дополнения XC совпадают и в общем случае
содержит как точки из X, так и точки из дополнения XC :

∂X = Is(X) ∪ Lm(X) ∪ Lm(XC) ∪ Is(XC) = ∂(XC). (9.3)

Классификации (9.2) и (9.3) изображены на схеме:

Rn = X0

Is(X)

Lm(X)

Lm(XC)

Is(XC)

(XC)0

Задача 9.2.5. Докажите лемму 9.2.4, опираясь на лемму 9.2.3.

В заключение пункта ответим на вопрос, как данное множество отлича-
ется от открытого и замкнутого.
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Лемма 9.2.5 (свойства подмножеств, порожденных X).

1) а) Внутренность X0 множества X есть наибольшее открытое
подмножество, содержащееся в X. То есть: 1) X0 ⊂ Rn – от-
крытое подмножество, 2) X0 ⊂ X, 3) для любого открытого
подмножества X0 ⊂ X верно, что X0 ⊂ X0.

б) Множество открыто только тогда, когда оно совпадает со сво-
ей внутренностью.

в) (X0)0 = X0.

2) а) Замыкание X множества X есть наименьшее замкнутое мно-
жество, содержащее X. То есть: 1) X ⊂ Rn – замкнутое под-
множество, 2) X ⊂ X, 3) для любого замкнутого подмноже-
ства X̃ ⊃ X верно, что X ⊂ X̃.

б) Множество замкнуто только тогда, когда оно совпадает со
своим замыканием.

в) X = X.

3) а) Границы множества X и его дополнения XC совпадают: ∂X =
= ∂XC .

б) Граница есть замыкание минус внутренность:
∂X = X \X0.

в) X0 ∪ ∂X ∪ (XC)0 = Rn.

г) ∂(∂X) ⊂ ∂X, ∂(∂(∂X)) = ∂(∂X).

Замечание 9.2.5. Операции внутренности и замыкания стабилизи-
руются на первом шаге, а граница в общем случае – на втором шаге. �

Пример 9.2.1. ∂(Uε(x
0)) = Sn−1(x0), ∂Sn−1(x0) = Sn−1(x0). Но, как

было показано выше, на числовой прямой ∂Q = R, а ∂R = ∅.

Доказательство п. 3г. Из п. 3б следует, что граница ∂X есть замкнутое
множество. Возможны два случая: либо граница содержит внутренние (по
отношению к себе) точки, либо не содержит. Во втором случае все точки
границы ∂X являются граничными (по отношению к ∂X); следовательно,
∂(∂X) = ∂X. В первом случае ∂X = ∂(∂X) ∪ (∂X)0, поэтому ∂(∂X) ⊂ ∂X;
но на следующем этапе ∂(∂(∂X)) = ∂(∂X), поскольку замкнутое множество
∂(∂X) уже не содержит внутренних по отношению к себе точек. �

Задача 9.2.6. Докажите все пункты леммы 9.2.5 (указание: примените
классификации (9.2) и (9.3)).
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9.3. Предел последовательности точек в Rn

Здесь мы построим теорию пределов последовательностей в многомер-
ном пространстве, аналогичную теории пределов числовых последователь-
ностей.

Определение 9.3.1. Последовательностью точек в Rn называ-
ется отображение из множества натуральных чисел N в пространство Rn.
�

Определение 9.3.2. Точка x0 = (x01, . . . , x
0
n) ∈ Rn называется пре-

делом последовательности {xk = (xk1 , . . . , x
k
n)}, если lim

k→∞
ρ(xk, x0) = 0. По-

следовательность, имеющая предел, называется сходящейся. �

Замечание 9.3.1. Предел последовательности в Rn можно опреде-
лить на языке “ε−k”, но мы свели его к старому понятию – пределу числовой
последовательности {ρ(xk, x0)}∞k=1. В Rn мы не будем вводить аналогов бес-
конечностей ±∞ ∈ R, ∞ ∈ RP 1, т. е. предел в Rn всегда конечен. �

Лемма 9.3.1 (критерии сходимости). Последовательность схо-
дится к точке x0 только тогда, когда:

1) геометрический критерий: в любой окрестности точки x0 содер-
жатся значения почти всех элементов последовательности, т. е.
всех, кроме конечного их количества;

2) координатный критерий: ∀i = 1, . . . , n ↪→ lim
k→∞

xki = x0i .

Доказательство п. 2. (⇒) очевидно: |xki − x0i | ≤ ρ(xk, x0) → 0.
(⇐) Для ∀ε > 0 и каждой координаты i = 1, . . . , n существует номер

Ki = Ki(ε) такой, что ∀k > Ki выполняется оценка |xki − x0i | < ε/
√
n. Сле-

довательно, эта оценка верна ∀k > K := maxi{Ki}. Поэтому ∀k > K спра-
ведливо неравенство ρ(xk, x0) < ε. (В доказательстве принципиально, что
количество координат конечно.) �

Определение 9.3.3. Последовательность xk называется фундамен-
тальной, если

∀ε > 0 ∃k0 = k0(ε) ∈ N : ∀k > k0 ∀m ∈ N ↪→ ρ(xk, xk+m) < ε. �

Теорема 9.3.1 (критерий Коши сходимости последователь-
ности). Последовательность {xk} ⊂ Rn сходится только тогда, когда
она фундаментальна.

Доказательство. Последовательность в многомерном пространстве
сходится только тогда, когда сходятся координатные последовательности (п.
2 леммы 9.3.1). Каждая координатная последовательность сходится толь-
ко тогда, когда она фундаментальна (критерий Коши для числовой после-
довательности). Наконец, последовательность в многомерном пространстве

135



фундаментальна только тогда, когда фундаментальна каждая координат-
ная последовательность (доказательство осуществляется так же, как дока-
зательство координатного критерия сходимости; докажите). �

9.4. Ограниченные и компактные
подмножества

Определение 9.4.1. Подмножество X ⊂ Rn называется ограничен-
ным, если оно целиком содержится в некотором шаре. Последовательность
называется ограниченной, если ограничено множество ее значений. �

Лемма 9.4.1 (необходимое условие сходимости). Если последо-
вательность сходится, то она ограничена.

Задача 9.4.1. Докажите лемму 9.4.1.

Понятия подпоследовательности и частичного предела остаются неиз-
менными. В конечномерном пространстве по-прежнему верна

Теорема 9.4.1 (Больцано–Вейерштрасса). Ограниченная послед-
вательность имеет по крайней мере один частичный предел.

Доказательство. Нам предстоит доказать, что существует сходящая-
ся подпоследовательность {xki} (k1 < k2 < . . . < ki < . . . , N ∋ i → ∞).
Поскольку последовательность ограничена, то каждая координатная после-
довательность {xkj } (j = 1, . . . , n) тем более ограничена. Возьмем первую
координатную последовательность. В силу одномерной теоремы Больцано–
Вейерштрасса, выберем из нее сходящуюся подпоследовательность с номе-
рами k1, k2, . . . . Теперь оставляем во второй координатной последовательно-
сти подпоследовательность с указанными номерами: xk1

2 , xk2
2 , . . . , xkm

2 , . . . .
Из этой последовательности, которая занумерована индексом m, выберем
сходящуюся подпоследовательность и составим из третьей координатной по-
следовательности подпоследовательность именно с этими номерами, и т. д.
За конечное количество шагов мы получим нумерацию для n-й сходящейся
координатной подпоследовательности. При этой нумерации будут сходиться
все координатные подпоследовательности. Остается сослаться на координат-
ный критерий сходимости (п. 2 леммы 9.3.1). �

Определение (счетной) компактности остается тем же:

Определение 9.4.2. Подмножество X ⊂ Rn называется (счетно)
компактным, если из любой принадлежащей ему последовательности мож-
но выделить сходящуюся в нем же подпоследовательность. �

Ценность компактности объясняет
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Теорема 9.4.2. Следующие два условия равносильны компактности:
1) Подмножество X ограничено и замкнуто.
2) Из любого открытого покрытия множества X можно выбрать

его конечное подпокрытие. Точнее: пусть множество X ⊂ ∪αOα

принадлежит произвольному объединению открытых подмножеств
Oα; тогда из данных подмножеств можно выбрать такое конечное
количество, что объединение ∪p

i=1Oαi ⊃ X содержит X.

Обсуждение 9.4.1. Понятие счетной компактности применяется в
функциональном анализе для доказательства существования решений “бес-
конечномерных” уравнений. Второй критерий компактности применяют в
топологии для получения глобальных объектов с заранее заданными свой-
ствами. Заметим, что в топологии и функциональном анализе второй крите-
рий берут в качестве определения. Первый критерий компактности удобен
только в конечномерном пространстве. �

Доказательство. Ограничимся доказательством равносильности опре-
деления 9.4.2 и первого утверждения.

(⇐) Пусть последовательность {xk} ⊂ X. Поскольку множество X огра-
ниченное, то, в силу теоремы 9.4.1, существует сходящаяся подпоследова-
тельность, которая целиком принадлежит X. Но подмножество X замкнуто.
Значит, предельная точка этой подпоследовательности также принадлежит
подмножеству X.

(⇒) Пусть из любой последовательности {xk} ⊂ X можно выбрать под-
последовательность {xki}, которая сходится в X: xki

i→∞→ x0 ∈ X. Ограни-
ченность докажем от противного. Пусть X не является ограниченным мно-
жеством. Пусть Uk(O) – шар радиуса k ∈ N с центром в начале координат.
Из принятого допущения следует, что существует такая последовательность
точек {xk} ⊂ X, что xk ̸∈ Uk(O). Но у такой последовательности любая
подпоследовательность неограничена (докажите). Значит, для любой подпо-
следовательности не выполняется необходимое условие сходимости (лемма
9.4.1) – противоречие с условием.

Докажем замкнутость X: пусть точка x0, является предельной для под-
множества X, покажем, что она принадлежит X. Поскольку точка предель-
ная, то существует последовательность точек из X, сходящаяся к x0. По-
скольку последовательность сходится к x0, то и любая ее подпоследователь-
ность к ней сходится. По условию найдется подпоследовательность, которая
сходится в X. Значит, x0 ∈ X. �

9.5. Линейно связные и выпуклые
подмножества

У числовых функций нескольких аргументов сложности возникают из-за
нетривиальных свойств области определения. Чтобы избежать патологичес-

137



ких ситуаций, рассмотрим специальные типы множеств, которые важны в
приложениях – связные и выпуклые множества.

Определение 9.5.1. Рассмотрим отображение числового отрезка в
пространство Rn:

x : [a, b] → Rn, x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).

Пусть координатные функции xi(t) (i = 1, . . . , n) непрерывны. Тогда отоб-
ражение x называется непрерывной кривой. �

Данное определение аналогично определению кривой в геометрическом
пространстве. Говорят, что непрерывная кривая соединяет точки x1 и x2,
если x(a) = x1, x(b) = x2.

Определение 9.5.2. Подмножество X ⊂ Rn называется линейно
связным, если любые две точки x1, x2 ∈ X можно соединить непрерывной
кривой в X, т. е. образ x([a, b]) ⊂ X. �

Примеры 9.5.1. 1) Линейно связными подмножествами на числовой
прямой являются только промежутки. 2) Кольцо является линейно связным
(рис. 9.1). 3) Объединение двух открытых кругов

{(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 < 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : (x+ 1)2 + y2 < 1}

не является линейно связным подмножеством (рис. 9.2). Если добавить одну
точку O(0, 0), получится линейно связное подмножество.
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Лемма 9.5.1 (некоторые свойства линейно связных мно-
жеств).

1) Если пересечение двух линейно связных множеств непусто, то их
объединение линейно связно (рис. 9.3):

X,Y − линейно связны, X ∩ Y ̸= ∅ ⇒ X ∪ Y − линейно связно.

2) Прямое произведение двух линейно связных множеств линейно связ-
но (рис. 9.4).
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Задача 9.5.1. Докажите лемму 9.5.1.

Определение 9.5.3. Открытое, линейно связное подмножество X ⊂
⊂ Rn называется областью. �

Область удобно брать в качестве области определения функции несколь-
ких переменных: 1) каждая точка принадлежит области вместе с окрестно-
стью; 2) соединив две точки непрерывной кривой, можно сузить функцию
на нее и получить числовую функцию одного переменного.

Среди всех непрерывных кривых, соединяющих две точки, самая про-
стая – отрезок. Чтобы определить отрезок, нам понадобится понятие радиус-
вектора, векторная структура и операция откладывания от точки.

Определение 9.5.4. Отрезком, соединяющим точки x1, x2 ∈ Rn,
называется кривая x(t), которая задается формулой

x(t) := x1 + t(x2 − x1), t ∈ [0, 1] ⇔ x(t) = (1− t)x1 + tx2, t ∈ [0, 1]. �

Определение 9.5.5. Подмножество X ⊂ Rn называется выпуклым,
если любые две точки x1, x2 ∈ X можно соединить отрезком в X, т. е. образ
x([a, b]) = {x = x1 + t(x2 − x1), t ∈ [0, 1]} ⊂ X. �

Примеры 9.5.2. 1) Круг, шар, n-мерный шар, прямоугольный парал-
лелепипед – выпуклые подмножества. 2) Звезда, проколотая окрестность,
кольцо не являются выпуклыми подмножествами (рис. 9.5–9.7)

1
x

2
x

·

·

Рис. 9.5

·

·

1
x 2

x

Рис. 9.6

1
x

2
x

·

·

Рис. 9.7 Рис. 9.8

Доказательство утверждения примера 9.5.2.(1). Пусть точки x1, x2

принадлежат шару с центром в точке O и радиусом R. Тогда

|x(t)| = |(1− t)x1 + tx2| ≤ (1− t)R+ tR = R. �

Лемма 9.5.2 (некоторые свойства выпуклых множеств).
1) Любое пересечение выпуклых множеств выпукло (рис. 9.8).

2) Прямое произведение двух выпуклых множеств выпукло.

Задача 9.5.2. Докажите лемму 9.5.2.

139



Глава 10

Предел и непрерывность
отображения

В этой главе мы обсудим теорию пределов и непрерывности функций
нескольких переменных и отображений конечномерных пространств.

10.1. Понятие предела функции
нескольких переменных

Зависеть от царя, зависеть от народа —
Не все ли нам равно?

А.С. Пушкин. Из Пиндемонти

Определение 10.1.1. Функцией нескольких переменных мы
называем отображение, область определения которого принадлежит n-
мерному точечному пространству, а образ – числовой прямой:

f : Rn ⊃ Def(f) → R1. �

Примеры 10.1.1. 1) Функция T = f(x, y, t) температуры, зависящая
от места (x, y) ∈ U ⊂ R2 и времени t ∈ R. 2) Колебание струны – функция
отклонения от положения равновесия y = h(x, t), зависящая от точки x ∈
∈ [0, l] ⊂ R на струне и времени t ∈ R. 3) Распространение волны – функция
вертикального отклонения поверхности жидкости H = g(x, y, t), зависящая
от места и времени.
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Определение 10.1.2. Графиком функции f , зависящей от n пере-
менных, называется подмножество точек

Γ = {(x, y) = (x1, . . . , xn; y) ∈ Def(f)× R ⊂ Rn+1 : y = f(x)} =

= {(x, f(x)), x ∈ Def(f)}. �

Примеры 10.1.2. 1) Графиками квадратичных функций z = x2 ± y2

являются параболоиды (эллиптический и гиперболический соответственно).
2) График функции z = exp(−(x− t)2) – экспоненциально убывающая «бе-
гущая волна» (см. рис. 10.1–10.3).
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Рис. 10.3

Аналогично одномерному случаю дадим два эквивалентных определе-
ния предела.

Определение 10.1.3 (предела функции по Коши). Пусть функ-

ция f определена в некоторой проколотой окрестности
◦
Uδ0 (x0) ⊂ Def(f)

точки x0. Точка y0 ∈ R (RP 1) называется пределом функции f при x→ x0,

если ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∈ (0, δ0): ∀x ∈
◦
Uδ (x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(y

0). �

Обозначение:

lim
x→x0

f(x) = lim
(x1,...,xn)→(x0

1,...,x
0
n)
f(x1, . . . , xn) = y0.

Терминология: предел функции нескольких переменных будем также
называть n-арным, чтобы отличать его от различных одномерных модифи-
каций (см. ниже).

Определение 10.1.4. Последовательностью Гейне точки x0 для
функции f мы называем последовательность точек {xk} ⊂

◦
Uδ (x0) ⊂ Def(f),

которая сходится к точке x0. �

Определение 10.1.5 (предела функции по Гейне). Точка y0 ∈
∈ R (RP 1) называется пределом функции f при x → x0, если для любой
последовательности Гейне xk → x0 справедливо: lim

k→∞
f(xk) = y0. �
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Неизменными вместе с доказательствами остаются истинными следую-
щие утверждения из теории пределов функции одной переменной:

1) эквивалентность двух определений пределов (по Коши и по Гейне);

2) предельный переход в неравенствах, арифметические действия с пре-
делами;

3) критерий Коши существования конечного предела;

4) предел сложной функции: пусть

f : Rn ⊃
◦
Uε (x0) → Def(g) ⊂ R, g : Def(g) → R;

lim
x→x0

f(x) = y0 ∧ f(x) ̸= y0 при x ∈
◦
Uε (x0), lim

y→y0
g(y) = u0;

тогда
lim

x→x0
(g ◦ f)(x) = u0

(заметим, что внутренняя функция f зависит от нескольких перемен-
ных, а внешняя g – от одной переменной);

5) свойства бесконечно больших и бесконечно малых функций;

6) свойства понятий o и O.

10.2. Предел по направлению
Принципиальное отличие случая одной переменной от случая несколь-

ких (даже двух) переменных состоит в следующем. На прямой есть только
два способа приблизиться к точке x0 – слева и справа, поэтому существова-
ние предела равносильно существованию и совпадению односторонних пре-
делов. В многомерном случае попытки исследовать предел с помощью спе-
циальных “одномерных стремлений” к точке x0 (по лучам, по дугам кривых
и т. д.) в общем случае бесполезны. Но можно использовать специальную
криволинейную систему координат, у которой одной из координат явля-
ется расстояние ρ(x, x0). Такая система координат позволяет понять, в чем
отличие основного определения предела от его одномерных “суррогатов”.
Ограничимся двумерным случаем. Декартовы координаты точки обозначим
(x, y). Напомним

Определение 10.2.1 (полярной системы координат в точке
(x0, y0)). Полярным радиусом ρ ≥ 0 точки (x, y) называется расстояние
от точки (x, y) до точки (x0, y0), полярным углом φ – угол от положи-
тельного направления оси Ox к радиус-вектору a = (x − x0, y − y0)

T ̸= 0.
Формулы перехода таковы:{

x = x0 + ρ cosφ,
y = y0 + ρ sinφ

⇔
{
ρ =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2,

φ = arctg y−y0
x−x0

+ πk + 2πm
,
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где x ̸= x0 (иначе возьмем функцию arcctg), параметр k = 0, 1 зависит от
координатной четверти и определяется знаками пары чисел (x− x0, y− y0),
целочисленный параметр m ∈ Z – произвольный. Точке P = (x0, y0), кото-
рую называют полюсом, отвечает бесконечное множество пар координат
(0, φ), где φ ∈ R – произвольное. �

Замечание 10.2.1. Специфика определения полярной системы ко-
ординат такова, что в любой окрестности полюса Uε(P ) не соблюдается
биективное соответствие между декартовыми и полярными координатами.
Но существует биекция между любой проколотой окрестностью, из которой
удален произвольный луч φ = const = φ0, и открытым прямоугольником:

(0 < ρ < ε)× (φ0 < φ < φ0 + 2π) ↔
◦
Uε (P ) \ {φ = φ0}.

На рис. 10.4 биекция изображена для случая P = O, φ0 = 0. �
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Рис. 10.4

Обозначим f̃(ρ, φ) := f(x(ρ, φ), y(ρ, φ)).

Определение 10.2.2. Пусть функция f(x, y) определена в некото-
рой проколотой окрестности точки (x0, y0). Пределом по направлению,
которое задается углом φ0 = const, называется предел функции одной пе-
ременной ρ:

lim
ρ→+0

f(x0 + ρ cosφ0, y0 + ρ sinφ0) = lim
ρ→+0

f̃(ρ, φ0). �

Для удобства будем вместо термина «предел» использовать термин
двойной предел. К сожалению, система обозначений несовершенна, по-
этому в каждом конкретном случае нужно определяться, какой предел вы
ищете: двойной или по направлению.

Очевидно, что двойной предел “сильнее” предела по направлению:

Лемма 10.2.1. Если существует двойной предел lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) =

= t0, то предел по любому направлению φ0 существует и равен t0.

143



Задача 10.2.1. Докажите лемму 10.2.1 опираясь на теорему о пределе
сложной функции.

Из леммы получаем полезное утверждение, позволяющее доказывать
отсутствие предела:

Следствие 10.2.1. Если отсутствует предел по какому-либо на-
правлению, или пределы по двум разным направлениям различны, то двой-
ной предел не существует.

Замечание 10.2.2. Мы знаем, что существование предела вектор-
функции одной переменной равносильно существованию покоординатных
пределов. Аналогично, существование предела последовательности точек в
конечномерном пространстве равносильно существованию пределов коорди-
натных последовательностей (теорема 9.3.1). Однако (это принципиальный
момент!) существование и совпадение пределов по всем направлениям в об-
щем случае не влечет за собой существование двойного предела. Различие
ситуаций в том, что в первом и втором случаях области определения одно-
мерны, а в третьем случае область определения многомерная. Рассмотрим
примеры. �

Пример 10.2.1. Существует ли при (x, y) → (0, 0) двойной предел
функции f(x, y) = (x+ y)2/(x2 + y2)? Воспользуемся полярными координа-
тами:

f̃(ρ, φ) =
(ρ cosφ+ ρ sinφ)2

ρ2 cos2 φ+ ρ2 sin2 φ
= (cosφ+ sinφ)2.

При φ = π/4 предел по направлению равен 2, при φ = −π/4 – равен 0.
Следовательно, двойной предел отсутствует.

Пример 10.2.2. Существует ли при (x, y) → (0, 0) двойной предел
функции f(x, y) = x2y/(x4 + y2)?

f̃(ρ, φ) =
ρ2 cos2 φ sinφ

ρ4 cos4 φ+ ρ2 sin2 φ
=

ρ cos2 φ sinφ

ρ2 cos4 φ+ sin2 φ
.

Если sinφ = 0, то числитель тождественно равен нулю. Если sinφ ̸= 0, то
при фиксированном φ имеем∣∣∣∣ ρ cos2 φ sinφ

ρ2 cos4 φ+ sin2 φ

∣∣∣∣ ≤ ρ cos2 φ| sinφ|
sin2 φ

=
ρ cos2 φ

| sinφ| → 0 при ρ→ 0.

Следовательно, предел функции по любому направлению равен нулю. Те-
перь будем приближаться к началу координат по параболе y = x2. Посколь-
ку f(x, x2) ≡ 1/2, то предел по параболе равен 1/2. Следовательно, двойной
предел отсутствует.

144



Чтобы разобраться, почему так происходит, исследуем так называемые
линии уровня функции f , т. е. множество всех решений уравнения с двумя
неизвестными f(x, y) = c, где c = const – “уровень” (вспомните географичес-
кую карту). Построить линию уровня можно так: пересечь график Gr(f)
горизонтальной плоскостью z = c и спроектировать полученное подмно-
жество на плоскость (x, y).

Примеры 10.2.1. 1) Линиями уровня x2+y2 = c квадратичной функ-
ции z = x2 + y2 являются: при c < 0 – пустое множество, при c = 0 – точка,
при c > 0 – окружность радиуса

√
c (рис. 10.5).

2) Линиями уровня x2 − y2 = c квадратичной функции z = x2 − y2 явля-
ются: при c ̸= 0 – гипербола, при c = 0 – объединение двух пересекающихся
прямых (рис. 10.6).

·
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3) Линиями уровня x = t±
√
− ln c (c ∈ (0, 1]) функции z = exp(−(x− t)2)

являются: биссектриса x = t при c = 1, оьъединение двух параллельных
прямых (рис. 10.7).

Исследуем линии уровня функции f . Так как |x2y/(x4 + y2)| ≤ 1/2, па-
раметр c ∈ [−1/2, 1/2]. Решая уравнение x2y/(x4 + y2) = c относительно
неизвестного y получаем

y =
1±

√
1− (2c)2

2c
x2.

Следовательно, каждая линия уровня, кроме c ̸= 0 и c = ±1/2, представляет
собой две параболы: если c > 0 (< 0) – в верхней (нижней) полуплоскости.
Линия уровня c = ±1/2 – одна парабола в верхней (нижней) полуплоскости.
Линия уровня c = 0 – объединение осей координат {x = 0} ∪ {y = 0} (рис.
10.8). Поскольку линии уровня, отличные от c = 0, это параболы, которые
касаются оси x, то любой луч, выходящий из начала координат (кроме осей
координат), пересекает или все параболы выше оси x, или все параболы ни-
же оси x. Возьмем произвольный луч выше оси x: двигаясь по нему к нача-
лу координат из бесконечности, мы сначала будем подниматься до уровня
1/2, а потом опускаться до нуля. Вот по этой причине предел по любому
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направлению равен нулю. Заметим, что к началу координат подходят ли-
нии разных уровней, поэтому двойного предела нет. На графике функции
f(x, y) = x2y/(x4 + y2) (рис. 10.9) видна “горная гряда” параболической
формы, отвечающая максимальному уровню c = 1/2. При стремлении по
гряде к точке (0, 0, 1/2) ее ширина сужается до нуля, а в самой точке возни-
кает “точечное ущелье” высотой 1/2 – функция терпит разрыв!

1 4с = 1 2с =·

·
1

4

x

y

0с =

Рис. 10.8

x

y

Рис. 10.9

Замечание 10.2.3. Попутно мы поняли, что если к точке (x0, y0)
на плоскости неограниченно приближаются линии разных уровней, в этой
точке предел функции отсутствует. �

Как гарантировать себя от ситуации, рассмотренной в примере 10.2.2?
На этот вопрос отвечает

Лемма 10.2.2 (достаточное условие существования двойного
предела). Если существует такая неотрицательная функция F (ρ), что

|f̃(ρ, φ)− t0| ≤ F (ρ), где F (ρ) → 0 при ρ→ +0,

тогда существует двойной предел lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = t0 ∈ R.

Доказательство. Данное в теореме условие равносильно тому, что

|f(x, y)− t0| ≤ F (
√
x2 + y2), где F (

√
x2 + y2) → 0 при

√
x2 + y2 → +0.

Теперь, ∀ε > 0 возьмем такое δ > 0, чтобы при ρ ∈ (0, δ) выполнялось
неравенство F (

√
x2 + y2) < ε. Откуда следует, что условие принадлежности

f(x, y) ∈ Uε(t0) выполняется для всех таких пар (x, y) ̸= (x0, y0), для кото-
рых (x, y) ∈ Uδ(x0, y0). �

На практике поиск функции F (ρ) сводится к доказательству неравен-
ства |f̃(ρ, φ)− t0| =: F̃ (ρ, φ) ≤ F (ρ), в правой части которого отсутствует
переменная φ.
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Пример 10.2.3. Существует ли двойной предел функции f(x, y) =
= x2y/(x2 + y2) при (x, y) → (0, 0)? Справедлива оценка

|f̃(ρ, φ)| =
∣∣∣∣ ρ3 cos2 φ sinφ

ρ2(cos2 φ+ sin2 φ)

∣∣∣∣ = ρ cos2 φ| sinφ| ≤ ρ.

Следовательно, предел существует и равен нулю. Заметим, из того, что
lim

ρ→+0
(ρ cos2 φ| sinφ|) = 0, еще не следует, что lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

Рассмотрим случай высоких размерностей n ≥ 3

Определение 10.2.3. Пусть функция f(x) определена в некоторой
проколотой окрестности точки x0 ∈ Rn. Пределом по направлению еди-
ничного вектора e (|e| = 1) называется односторонний предел функции
одной переменной ρ:

lim
ρ→+0

f(x0 + ρe). �

При n = 2 получим определение 10.2.2.

Задача 10.2.2. Сформулируйте и докажите аналог леммы 10.2.1 об
n-арном пределе и пределе по направлению.

Координаты вектора e = (e1, . . . , en)T определяют положение точки на
единичной (n − 1)-мерной сфере. Хотя координат n, но независимых сре-
ди них (n − 1). Для наших целей удобно ввести “криволинейную” систе-
му из n координат, среди которых одна координата есть полярный ради-
ус ρ, а остальные координаты определяют точку на единичной сфере.

В трехмерном случае можно
воспользоваться сферической
системой координат :

x = x0 + ρ cos θ cosφ,
y = y0 + ρ cos θ sinφ,
z = z0 + ρ sin θ,

где ρ ≥ 0, угол θ ∈ [−π/2, π/2]
есть «географическая широта», а
угол φ ∈ [−π, π] – «долгота» (на
рис. 10.10 x0 = y0 = z0 = 0). o

oN

S

·

·

q

j

rz

y
x

A

Рис. 10.10
Замечание 10.2.4. Как и в случае полярных координат, между сфе-

рическими и декартовыми координатами отсутствует биекция. �
Задача 10.2.3. Выразите сферические координаты т. A(x, y, z) через

декартовы (для простоты возьмите x0 = y0 = z0 = 0).

Задача 10.2.4. Сформулируйте аналог леммы 10.2.2 для сферической
системы координат.
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10.3. Предел по множеству и повторный
предел

Предел по множеству является достаточно общей конструкцией, вклю-
чающей в себя различные случаи вычисления пределов.

Определение 10.3.1. Пусть E ⊂ Def(f) ⊂ Rn – подмножество об-
ласти определения функции f . Пусть x0 – предельная точка подмножества
E. Точка y0 ∈ R (RP 1) называется пределом функции f по множеству
E при x→ x0, если

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x ∈
◦
Uδ (x0) ∩ E ↪→ f(x) ∈ Uε(y0).

Обозначение: lim
x→x0,x∈E

f(x) = y0. �

Примеры 10.3.1 (пределов по множеству). 1) односторонние пределы
функции одной переменной (E = (x0, x0 + δ) или E = (x0 − δ, x0)); 2) пре-
дел по направлению функции нескольких переменных (E – луч, выходящий
из точки x0); 3) предел по дуге кривой, выходящей из точки x0 (пример
10.2.2); 4) предел по области определения, которая не содержит целиком
проколотую малую δ-окрестность точки x0 (“дырчатая” окрестность).

Пример 10.3.1 (нахождения предела по нетривиальной области опре-
деления). Найти предел lim

(x,y)→(0,0)
h(x, y) = lim

(x,y)→(0,0)
|xy|xy. Хотя о множе-

стве E ничего не сказано, но область определения Def(h) = {x ̸= 0, y ̸= 0}
такова, что в любой проколотой окрестности точки (0, 0) найдутся точки,
которые не принадлежат E := Def(h). Будем рассматривать данную функ-
цию как сложную:

f(x, y) := xy, g(u) := |u|u, h(x, y) = g(f(x, y)) = |xy|xy.

Предел “внутренней” функции равен нулю, поскольку

0 ≤ |xy| = ρ2| cosφ sinφ| ≤ ρ2 → 0 при ρ→ +0.

Причем f(x, y) ̸= 0 при (x, y) ∈ D(h). Предел “внешней” функции lim
u→0

|u|u =

= 1 (доказательство основано на потенцировании и применении правила
Лопиталя, докажите). Все условия теоремы о замене выполнены, поэтому

lim
(x,y)→(0,0)

|xy|xy = lim
(x,y)→(0,0)

g(f(x, y)) = 1.

Для функции нескольких переменных существует еще один способ пере-
хода к пределу функции одной переменной: он состоит в последовательном
применении предельных переходов по каждой координате в отдельности.
Рассмотрим двумерный случай.
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Определение 10.3.2. Пусть дана функция двух переменных f(x, y),
которая определенна в некоторой проколотой прямоугольной окрестности
◦
Πε (x0, y0) ⊂ Def(f) точки (x0, y0). Пусть для каждого числа y, удовлетво-
ряющего условию 0 < |y − y0| < ε, существует конечный предел функции
одной переменной lim

x→x0

f(x, y) =: φ(y). Тогда

lim
y→y0

φ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

называется повторным пределом функции f в точке (x0, y0). Аналогично
определяется повторный предел lim

x→x0

lim
y→y0

f(x, y). �

Связи между повторными и двойным пределами нетривиальны. В общем
случае: 1) из существования повторных пределов не следует существование
двойного, 2) повторный предел, в общем случае, зависит от его порядка; 3)
из существования двойного предела не следует существование повторных.
Рассмотрим два примера.

Пример 10.3.2. f(x, y) = x2y/(x4 + y2). Повторные пределы сущест-
вуют и оба равны нулю. Двойной предел, как показано выше, отсутствует.

Пример 10.3.3.

f(x, y) =

{
(x+ y) sin 1

x
cos 1

y
, xy ̸= 0,

0, xy = 0.

Двойной предел существует и равен нулю. При фиксированном y отсутству-
ет предел lim

x→x0

f(x, y), при фиксированном x отсутствует предел lim
y→y0

f(x, y).

Значит, повторные пределы отсутствуют.

Замечание 10.3.1. Интерес представляют как раз случаи, когда
n-арный предел можно заменить “цепочкой” повторных. Мы познакомимся
с такими конструкциями в теории интегрирования. �

Достаточные условия замены n-арного предела повторными дает

Лемма 10.3.1. Пусть: 1) в точке (x0, y0) существует двойной предел

функции f(x, y); 2) при каждом фиксированном y ∈
◦
Uε существует пре-

дел lim
x→x0

f(x, y), 3) при каждом фиксированном x ∈
◦
Uε существует предел

lim
y→y0

f(x, y). Тогда оба повторных предела существуют и равны двойному.

Задача 10.3.1. Докажите лемму.
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10.4. Отображение конечномерных
пространств

Пространства Rn и Vn мы будем называть просто конечномерными, если
нас не интересует конкретное значение размерности n.

Определение 10.4.1. Пусть X ⊂ Rn. Мы говорим, что на X задано
отображение конечномерных точечных пространств f : X → Rm,
если каждой точке x ∈ X поставлена в соответствие единственная точка
f(x) ∈ Rm.

Справедлива очевидная

Лемма 10.4.1. Задание отображения эквивалентно заданию m коор-
динатных функций от n переменных:

f : Rn ⊃ X → Rm ⇔


y1 = f1(x1, . . . , xn),
. . .
ym = fm(x1, . . . , xn).

(10.1)

Частными случаями отображения являются: 1) числовая функция од-
ной переменной, т. е. n = m = 1; 2) “вектор-функция”, т. е. n = 1, m ≥ 2
(взяли в кавычки, т. к. f(x) все-таки точка, а не вектор); 3) числовая функ-
ция нескольких переменных, т. е. n ≥ 2, m = 1.

Числовую функцию нескольких переменных f : Rn ⊃ X → R в физи-
ке называют скалярным полем. Примерами скалярных полей являются
температура, электростатический потенциал и др.

Задача 10.4.1. Опишите область определения поля температур в сле-
дующих случаях: 1) на поверхности земли в фиксированный момент вре-
мени, 2) на поверхности земли в течение дня.

Аналогично определению 10.4.1 определяется отображение конечномер-
ных векторных пространств. Заметим, что в координатах оно имеет тот
же вид (10.1). Понятие радиус-вектора позволяет переходить от отображе-
ний точечных пространств к отображениям векторных и наоборот. Ока-
зывается, в математике и в физике интересен смешанный случай отоб-
ражения v : Rn ⊃ X → Vn точечного пространства в векторное той
же размерности; его называют векторным полем. Удобно представлять
это отображение именно как “поле” –
откладывать вектор-образ из точки-
прообраза (рис. 10.11). Векторные поля
являются основным объектом исследова-
ния в теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Примеры физических
векторных полей: напряженность электро-
статического поля, поле скоростей лами-
нарного течения жидкости.

x

1x

2x
( )xv

·

X

Рис. 10.11
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Обсудим понятие предела для отображения точечных пространств (для
векторных пространств определения и утверждения те же). Для простоты
считаем, что область определения Def(f) = X является областью в Rn. По-
нятие окрестности позволяет без изменений сформулировать понятие пре-
дела lim

x→x0

f(x) = y0 для отображения f .

Определение 10.4.2 (по Коши). Точка y0 ∈ Rm называется пре-
делом отображения f при x→ x0, если

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x ∈
◦
Uδ (x0) ↪→ f(x) ∈ Uε(y

0). �

Определение 10.4.3 (по Гейне). Точка y0 ∈ Rm называется преде-
лом отображения f при x→ x0, если для любой последовательности Гейне
xk → x0 (k → ∞) справедливо: lim

k→∞
f(xk) = y0. �

Для отображений общего вида, т. е. m ≥ 2, остаются справедливыми
те понятия и утверждения о пределах, которые не используют порядок на
числовой прямой в образе:

1) эквивалентность двух определений пределов;

2) критерий Коши существования предела;

3) предел суперпозиции отображений: пусть

f : Rn ⊃
◦
Uε (x0) → Def(g) ⊂ Rm, g : Def(g) → Rp;

lim
x→x0

f(x) = y0 ∧ f(x) ̸= y0 при x ∈
◦
Uε (x0), lim

y→y0
g(y) = u0,

тогда
lim

x→x0
(g ◦ f)(x) = u0;

4) предел по множеству (в частности, предел по направлению – опреде-
ление (10.2.3)), повторные пределы.

Задача 10.4.2. Докажите теорему о пределе суперпозиции отображе-
ний, применив определение 10.4.3 предела по Гейне.

Лемма 10.4.2 (покоординатный критерий предела). Точка y0 =
= (y01 , . . . , y

0
m) является пределом отображения (10.1) при x → x0 только

тогда, когда для каждой координатной функции fi(x) число y0i является
пределом при x→ x0 (i = 1, . . . ,m).

Доказательство можно осуществить пользуясь определением предела
по Гейне: рассмотреть последовательность f(xk), где xk → x0 при k → ∞, и
сослаться на п. 2 леммы 9.3.1 (координатный критерий сходимости последо-
вательности). Однако полезно увидеть геометрический смысл утверждения.
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С одной стороны, m-мерный шар радиуса ε впи-
сан в m-мерный куб с ребром a = 2ε. Поэтому
проекцией шара Uε(y

0) на i-ю координатную ось
является ε-окрестность числа y0i . Следовательно,
|fi(x)− y0i | ≤ ρ(f(x), y0), откуда вытекает необхо-
димость утверждения.

С другой стороны, в силу m-мерной теоремы
Пифагора, открытый m-мерный куб с ребром b =
= 2ε/

√
m вписан в шаровую ε-окрестность точки

y0 (на рис. 10.12 m = 2):

2ae =
2b

2 2b e=

2m =

Рис. 10.12

(y01 − ε√
m
, y01 +

ε√
m

)× . . .× (y0m − ε√
m
, y0m +

ε√
m

) ⊂ Uε(y
0).

Теперь, ∀ε > 0 возьмем такое δ > 0, чтобы ∀x ∈
◦
Uδ (x0) и ∀i ∈ {1, . . . ,m}

выполнялось |fi(x)− y0i | < ε/
√
m. Тогда

ρ(f(x), y0) =
√

(f1(x)− y01)
2 + . . .+ (fn(x)− y0n)2 < ε,

что доказывает достаточность.
Заметим, что размерность пространства-образа находится в знаменате-

ле, поэтому предельный переход при m→ ∞ исключен. �
Наконец, аналогично лемме 10.2.1 формулируется и доказывается

Лемма 10.4.3 (необходимое условие существования предела).
Если существует предел lim

x→x0
f(x) = y0, то предел по любому направлению

существует и равен y0. В обратную сторону утверждение в общем случае
неверно.

Замечание 10.4.1. Возвращаясь к замечанию 10.2.2, еще раз под-
черкнем, что в пространстве-образе сходимость равносильна покоординат-
ной сходимости (лемма 10.4.2), но в пространстве-прообразе сходимость яв-
ляется только достаточным условием покоординатной сходимости (лемма
10.4.3). �

Задача 10.4.3. Докажите лемму 10.4.3 опираясь на теорему о пределе
суперпозиции отображений.

10.5. Непрерывность отображения в точке
Определение 10.5.1. Отображение f : Rn ⊃ X → Rm называется

непрерывным в точке x0 ∈ X, если:

1) или x0 является изолированной точкой подмножества X;
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2) или x0 является предельной точкой подмножества X и

lim
x→x0, x∈X

f(x) = f(x0). �

Определение можно сформулировать на языке ε−δ по Коши или на язы-
ке последовательностей по Гейне, как это сделано для понятия предела. Но
теперь нужно пользоваться не проколотой, а обычной окрестностью точки
x0, поскольку отображение в этой точке определено.

Лемма 10.5.1 (покоординатный критерий непрерывности в
точке). Отображение f непрерывно в точке x0 только тогда, когда каж-
дая координатная функция fi(x) (i = 1, . . . ,m) (см. (10.1)) непрерывна в
x0.

Доказательство сразу следует из леммы 10.4.2.
Понятие предела по направлению порождает понятие непрерывности по

выделенной переменной.

Определение 10.5.2. Отображение f называется непрерывным по
переменной xi в точке x0 = (x01, . . . , x

0
i , . . . , x

0
n), если вектор-функция одной

переменной
φ(xi) := f(x01, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)

непрерывна в точке x0i . �

Терминология. Если точка x0 является внутренней для множества X,
то непрерывность по определению 10.5.1 еще называют непрерывностью
по совокупности переменных в точке x0.

Лемма 10.5.2 (необходимое условие непрерывности). Если
отображение f непрерывно по совокупности переменных в точке x0, то
оно непрерывно по каждой переменной в отдельности. В обратную сторо-
ну утверждение в общем случае неверно.

Доказательство необходимости есть прямое следствие леммы 10.4.3.
Для обоснования второго утверждения достаточно взять функцию из при-
мера 10.2.2 и доопределить ее в точке O(0, 0) нулем: f(0, 0) := 0. Теперь
функция f непрерывна по каждой переменной в точке O, но разрывна в
этой точке, поскольку в ней отсутствует предел. �

Замечание 10.5.1. В пространстве-образе Rm непрерывность рав-
носильна покоординатный непрерывности (лемма 10.5.1), в пространстве-
прообразе Rn непрерывность является только достаточным условием поко-
ординатной непрерывности (лемма 10.5.2). (Сравните с замечанием 10.4.1.)
�

Если пространство-образ Vm векторное, то справедлива
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Лемма 10.5.3 (о непрерывности операций). Пусть даны два
отображения f , g с общей областью определения X ⊂ Rn, которые дей-
ствуют в векторное пространство Vm. Пусть эти отображения непре-
рывны в точке x0. Тогда:

1) их линейная комбинация αf + βg также непрерывна в точке x0;
2) если m = 1 (т. е. даны числовые функции нескольких переменных),

то произведение функций f(x)g(x) и их частное f(x)/g(x) (g(x0) ̸= 0)
непрерывны в точке x0.

Доказательство немедленно вытекает из утверждений об арифмети-
ческих действиях с пределами.

Задача 10.5.1. Пусть выполнены условия леммы 10.5.3; пусть α(x) и
β(x) – числовые функции, которые непрерывны в точке x0. Докажите, что
отображение x→ α(x)f(x) + β(x)g(x) непрерывно в точке x0.

Аналогично случаю числовых функций числового аргумента формули-
руется и доказывается

Лемма 10.5.4 (о непрерывности в точке суперпозиции отоб-
ражений). Если отображение f : Rn ⊃ Uε(x

0) → Rm непрерывно в точке
x0, а отображение g : Rm ⊃ Uδ(y

0) → Rp непрерывно в точке y0 = f(x0), то
суперпозиция отображений h = g ◦ f , заведомо определенная в некоторой
окрестности точки x0, непрерывна в этой точке.

Задача 10.5.2. Докажите лемму 10.5.4.

10.6. Непрерывность отображения
на множестве

Определение 10.6.1. Отображение f : Rn ⊃ X → Rm называется
непрерывным на X, если оно непрерывно в каждой точке x ∈ X. �

Ниже даются пять базовых утверждения, которые справедливы для
отображений пространств произвольной размерности.

Теорема 10.6.1 (о непрерывности операций на подмноже-
стве). Пусть даны два отображения f , g с общей областью определения
X ⊂ Rn, которые действуют в векторное пространство Vm. Пусть эти
отображения непрерывны на X. Тогда:

1) их линейная комбинация αf + βg также непрерывна на X;
2) если m = 1 (т. е. даны числовые функции нескольких переменных),

то произведение функций f(x)g(x) непрерывно на X, и при дополни-
тельном условии ∀x ∈ X ↪→ g(x) ̸= 0 их частное f(x)/g(x) также
непрерывно на X.
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Доказательство немедленно следует из леммы 10.5.3.

Теорема 10.6.2 (о непрерывности на подмножестве суперпо-
зиции отображений). Если отображение f : Rn ⊃ X → Rm непрерывно
на подмножестве X, отображение g : Rm ⊃ Y → Rp непрерывно на под-
множестве Y , и f(X) ⊂ Y , то суперпозиция отображений h = g ◦ f : X →
→ Rp непрерывна на X.

Доказательство немедленно следует из леммы 10.5.4.

Задача 10.6.1. Отображение конечномерных пространств назовем
элементарным, если каждая его координатная функция является элемен-
тарной по каждой переменной. С помощью теорем 10.6.1 и 10.6.2 докажите,
что элементарное отображение непрерывно всюду, где оно определено.

Теорема 10.6.3 (критерий непрерывности на множестве).
Отображение f : Rn ⊃ X → Rm, область определения которого откры-
тое подмножество, непрерывно на X только тогда, когда прообраз любого
открытого подмножества из Rm открыт в Rn:

f непрерывно на X = X0 ⊂ Rn ⇔

∀ O = O0 ⊂ Rm ↪→ f−1(O) открыто в Rn.

Замечание 10.6.1. Подмножество O ⊂ Rm не обязано принадлежать
образу f(X), но автоматически f−1(O) ⊂ X. �

Доказательство. (⇒) Пусть O ⊂ Rm – открытое подмножество. Пока-
жем, что каждая точка x ∈ f−1(O) является внутренней для f−1(O), т. е.
“окружена” точками из f−1(O). Полный прообраз f−1(O) = {x ∈ X : f(x) =
= y ∈ O}. Поскольку O открытое подмножество, существует Uε(y) ⊂ O. В
силу открытости подмножества X и непрерывности отображения f в точке
x, существует такое δ = δ(ε), что: 1) Uδ(x) ⊂ X, 2)f(Uδ(x)) ⊂ Uε(y) ⊂ O.
Значит, Uδ(x) ⊂ f−1(O).

(⇐) Пусть x ∈ X – произвольная точка из области определения и f(x) =
= y ∈ O. Возьмем произвольную окрестность Uε(y) ⊂ O (такая окрестность
существует в силу открытости подмножества O). Поскольку окрестность
открытое подмножество, то его прообраз f−1(Uε(y)) ⊂ X – открытое под-
множество. По определению каждая точка открытого подмножества входит
в него вместе с некоторой δ-окрестностью. Значит, существует окрестность
Uδ(x) ⊂ f−1(Uε(y)). Что означает непрерывность отображения в точке x ∈
∈ X. �

Следствие 10.6.1 (решение строгого неравенства). Если чис-
ловая функция f : Rn ⊃ X → R определена на открытом подмножестве и
непрерывна на нем, то решение строгого неравенства f(x) > 0 (< 0, ̸=)
представляет собой открытое подмножество Rn. В частности, если n =
= 1 (т. е. f – числовая функция), то решение строгого неравенства есть
объединение (конечное или счетное) открытых интервалов.
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Примеры 10.6.1. 1) x2 − 4 > 0 ⇔ x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞).

2) sinx ̸= 0 ⇔ x ∈
∪

i∈Z(kπ, (k + 1)π).

Задача 10.6.2. Самостоятельно сформулируйте и докажите утвер-
ждение о решении системы строгих неравенств, аналогичное следствию
10.6.1.

Теорема 10.6.4 (образ компактного множества). Пусть отоб-
ражение f : Rn ⊃ X → Rm непрерывно на компактном множестве X.
Тогда множество значений f(X) – компактное подмножество в Rm. Ко-
ротко говоря, непрерывный образ компактного множества компактен.

Доказательство основано на определении счетной компактности.
Пусть {yk}∞k=1 ⊂ f(X) – произвольная последовательность. Она порождает
(необязательно однозначно) некоторую последовательность прообразов

{xk}∞k=1 ⊂ X, f(xk) = yk.

В силу компактности X, из последовательности {xk} можно выбрать сходя-
щуюся в X подпоследовательность: xki → x0 ∈ X при i→ ∞. Тогда, в силу
непрерывности отображения f в точке x0, получаем сходимость образов:
yki = f(xki) → y0 = f(x0) ∈ f(X). �

Теорема 10.6.5 (сохранение линейной связности при непре-
рывном отображении). Пусть отображение f : Rn ⊃ X → Rm непре-
рывно на линейно связном подмножестве X. Тогда его образ f(X) также
линейно связен.

Доказательство. Пусть y1, y2 ∈ f(X). Следовательно существуют про-
образы x1, x2 ∈ X: f(x1) = y1, f(x2) = y2. Возьмем непрерывную кривую
φ, соединяющую точки x1 и x2 в X, т. е. такое непрерывное отображение
φ : [a, b] → X, для которого φ(a) = x1, φ(b) = x2. Тогда суперпозиция
f ◦φ : [a, b] → R есть непрерывная функция на отрезке (теорема 10.6.2), для
которой (f ◦ φ)(a) = y1, (f ◦ φ)(b) = y2. �

Замечание 10.6.2. Итак, компактность и линейная связность сохра-
няются в образах, а открытость – в прообразах. �

10.7. Свойства числовых функций,
непрерывных на множестве

Рассмотрим случай m = 1. Специфические свойства непрерывных чис-
ловых функций (одного или нескольких аргументов) связаны с упорядочен-
ностью точек прямой.
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Теорема 10.7.1 (о промежуточных значениях ). Пусть область
определения X ⊂ Rn функции f : X → R является линейно связной. Пусть
y1 = f(x1) < f(x2) = y2. Тогда для любого значения y0 ∈ (y1, y2) найдется
такая точка x0 ∈ X, что f(x0) = y0.

Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы.
Линейная связность позволяет свести функцию нескольких переменных к
одной переменной. Возьмем непрерывную кривую φ, соединяющую точки
x1 и x2 в X, т. е. такое непрерывное отображение φ : [a, b] → X, для которого
φ(a) = x1, φ(b) = x2. Тогда суперпозиция f ·φ : [a, b] → R есть непрерывная
на отрезке числовая функция, для которой (f ◦ φ)(a) = y1, (f ◦ φ)(b) = y2.
По теореме о промежуточных значениях непрерывной на отрезке функции
найдется число t0 ∈ [a, b], для которого (f ◦ φ)(t0) = y0. Обозначим φ(t0) =
= x0 ∈ X. Тогда f(x0) = y0, что и требовалось доказать. �

Теорема 10.7.2 (Вейерштрасса о достижении точных гра-
ней). Пусть числовая функция f : X → R непрерывна на компактном
подмножестве X ⊂ Rn. Тогда существуют точки x1, x2 ∈ X, в кото-
рых f(x1) = infX f(x) = minX f(x), f(x2) = supX f(x) = maxX f(x). То
есть, непрерывная на компактном подмножестве функция достигает сво-
их точных граней.

Доказательство. Из теоремы 10.6.4 следует, что образ f(X) является
компактным подмножеством числовой прямой. Дальнейшие рассуждения
такие же, как и в доказательстве теоремы Вейерштрасса о непрерывной на
отрезке функции. �

Понятие равномерной непрерывности функции одной переменной мы об-
судили в главе 1. Для функции многих переменных определение 1.1.1 равно-
мерной непрерывности остается неизменным с той единственной поправкой,
что функция определена на множестве X ⊂ Rn. Все основные свойства рав-
номерной непрерывности, сформулированные в п. 1.1, остаются верными,
причем их доказательства не меняются. В частности, справедлива теорема
Кантора о равномерной непрерывности непрерывной функции, заданной на
компактном множестве X.
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Глава 11

Производная отображения

В этой главе мы изучим понятие дифференцируемости для функций
многих переменных и отображений конечномерных пространств. Мы будем
использовать возможности векторного пространства: алгебраические опе-
рации, модуль вектора, угол между векторами, в частности, понятие орто-
гональности.

11.1. Основные определения и понятия
Пусть функция f определена в некоторой окрестности Uδ(x

0) ⊂ Rn точки
x0. Пусть x ∈ Uδ(x

0) – произвольная точка, принадлежащая δ-окрестности;
разность точек ∆x :=

−−−−→
x− x0 мы называем приращением аргумента в точ-

ке x0. Если же точка x ∈ Rn произвольная, то разность

dx :=
−−−−→
x− x0 = (x1 − x01, . . . , xn − x0n)

T ∈ Vn

мы называем дифференциалом аргумента.

Определение 11.1.1 (дифференцируемости).

1) Функция называется дифференцируемой в точке x0, если су-
ществует такая матрица-строка A = (1× n) = (a1, . . . , an), что

f(x) = f(x0) +A ·∆x + o(|∆x|) =

= f(x0)+ a1(x1 −x01)+ . . .+ an(xn −x0n)+ o(|∆x|) при x→ x0, (11.1)

где o(|∆x|) – некоторая функция φ(∆x), для которой lim
∆x→0

φ(∆x)
|∆x| = 0.

2) Матрица-строка A = (a1, . . . , an) называется производной функции
f в точке x0.
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3) Вектор gradf(x0) := (a1, . . . , an)
T называется градиентом функции

f в точке x0.
4) Дифференциалом функции f в точке x0 называется функция, ко-

торая линейна относительно дифференциала аргумента dx, т. е.
линейный функционал, задаваемый матрицей-строкой A:

df(x0) : Vn → R,

df(x0, dx) := A · dx = a1(x1 − x01) + . . .+ an(xn − x0n). �
Обозначим скалярное произведение скобкой: ab = (a,b). Очевидна

Лемма 11.1.1 (геометрическая интерпретация производной).
Представление (11.1) функции и ее дифференциал можно записать, ис-
пользуя градиент и скалярное произведение:

f(x) = f(x0) + (gradf(x0),∆x) + o(|∆x|) при x→ x0,

df(x0, dx) = (gradf(x0), dx). (11.2)

Обсуждение 11.1.1. Определение 11.1 аналогично определению
дифференцируемости функции одной переменной. Воспользоваться анало-
гом определения производной функции одной переменной невозможно, по-
скольку отсутствует операция деления на вектор. Заметим, что функция
f определена на подмножестве точечного пространства Rn, а дифферен-
циал df(x0) – на всем векторном пространстве Vn. Если функция f диффе-
ренцируема на некоторой области X ⊂ Rn, то дифференциал мы понимаем
как функцию двух многомерных переменных:

df : X × Vn → R, df(x, dx) = A(x) · dx,

которая линейна по второму аргументу. �
Теорема 11.1.1 (единственность производной). Если производ-

ная существует, то она единственна.

Доказательство. В противном случае существует такой вектор b ̸=
= gradf(x0), для которого

f(x) = f(x0) + (b,∆x) + o(|∆x|) при x→ x0.

Сравнивая оба представления функции f , получаем что для любых ∆x та-
ких, что |∆x| < δ, верно: (b − gradf(x0),∆x) = o(|∆x|). Возьмем специ-
альное приращение аргумента ∆x = t(b − gradf(x0)), где 0 < t < δ/|b −
− gradf(x0)|, и поделим обе части равенства на t. Получим:

|b − gradf(x0)|2 =
o(t|b − gradf(x0)|)

t
⇔

|b − gradf(x0)| t≡ o(t|b − gradf(x0)|)
t|b − gradf(x0)| → 0 при t→ 0.

Значит, |b − gradf(x0)| = 0 ⇔ b = gradf(x0). �

159



Следствие 11.1.1 (аналитический смысл дифференциала).
Дифференциал – единственная функция, линейная относительно прира-
щения аргумента, которая отличается от приращения данной функции
на бесконечно малую величину более высокого порядка, чем приращение ар-
гумента:

∆f(x0) := f(x)− f(x0) = df(x0) + o(|∆x|). (11.3)

Доказательство. Равенство (11.3) следует из определения 11.1.1. Един-
ственность дифференциала – из теоремы 11.1.1. �

Условие дифференцируемости сильнее, чем непрерывность:

Лемма 11.1.2 (первое необходимое условие дифференцируемо-
сти). Если функция f дифференцируема в точке x0, то она непрерывна в
этой точке.

Доказательство немедленно следует из определения 11.1.1 дифферен-
циала и формулы приращения (11.3):

ρ(f(x), f(x0)) = |(gradf(x0),∆x) + o(|∆x|)| ≤

≤ |gradf(x0)| · |∆x|+ |o(|∆x|)| → 0 при x→ x0 ⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0). �

Замечание 11.1.1. Из непрерывности в общем случае не следует
дифференцируемость (достаточно вспомнить функцию f(x) = |x| в точке
x0 = 0). �

11.2. Производная по направлению
и частные производные

Сейчас мы дадим аналоги определения 1.9.1 для функции нескольких
переменных. Пусть e – произвольный единичный (|e| = 1) вектор.

Определение 11.2.1. Производной функции f в точке x0 по на-
правлению e называется предел

∂f

∂e
(x0) := lim

t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
. �

Лемма 11.2.1 (второе необходимое условие дифференцируе-
мости). Если функция f дифференцируема в точке x0, то у нее в этой
точке существует производная по любому направлению, равная проекции
градиента на выбранное направление:

∂f

∂e
(x0) = (gradf(x0), e).
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Доказательство. Подставим в формулу (11.3) точку x = x0 + te:

f(x0 + te)− f(x0) = (gradf(x0), te) + o(t).

Следовательно,

lim
t→+0

f(x0 + te)− f(x0)

t
= lim

t→+0

(gradf(x0), te) + o(t)

t
=

= (gradf(x0), e) + lim
t→+0

o(t)

t
= (gradf(x0), e). �

Замечание 11.2.1. Из существования производных в точке x0 по
всем направлениям вовсе не следует, что функция дифференцируема в x0.
Рассмотрим функцию двух переменных

f(x, y) =

{
1, если y = x2 ̸= 0,
0, если y ̸= x2 или (x, y) = (0, 0).

В точке O(0, 0) производная функции f по любому направлению существует
и равна нулю. Между тем, в т. O функция разрывна. �

Задача 11.2.1. Докажите названные выше свойства функции f(x, y).
Что собой представляет график этой функции?

Замечание 11.2.2. Если в точке x0 существуют производные по всем
направлениям, то по переменной e определена функция

∂f

∂e
(x0) : S

n−1 → R, где Sn−1 = {|e| = 1} − сфера размерности n− 1. �

Определение 11.2.2. Частной производной функции f(x) =
= f(x1, . . . , xn) по переменной xi в точке x0 = (x01, . . . , x

0
n) называется про-

изводная функции одной переменной φ(xi) := f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)

в точке x0i , т. е.
∂f

∂xi
(x0) = f ′

xi
(x0) := φ′(x0i ) =

= lim
xi→x0

i

f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)− f(x0)

xi − x0i
. �

Лемма 11.2.2 (связь частных производных с производными
по направлению). Пусть ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T единичный вектор,
указывающий направление i-й оси координат. Частная производная f ′

xi
(x0)

существует только тогда, когда обе производные по направлениям ei и (−
−ei) существуют и отличаются знаком. При этом

∂f

∂xi
(x0) =

∂f

∂ei
(x0) = − ∂f

∂(−ei)
(x0).
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Доказательство. Частная производная f ′
xi
(x0) существует только то-

гда, когда функция φ(xi) имеет в точке x0i равные односторонние производ-
ные. Но

φ′
+(x

0
i ) = lim

xi→x0
i+0

f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)− f(x0)

xi − x0i
=

= lim
t→+0

f(x0 + tei)− f(x0)

t
=

∂f

∂ei
(x0),

φ′
−(x

0
i ) = lim

xi→x0
i−0

f(x01, . . . , x
0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n)− f(x0)

xi − x0i
=

= lim
t→+0

f(x0 − tei)− f(x0)

−t = − lim
t→+0

f(x0 + t(−ei))− f(x0)

t
=

= − ∂f

∂(−ei)
(x0). �

Следующее утверждение связывает понятие частной производной с диф-
ференцируемостью и дает удобную аналитическую процедуру нахождения
градиента.

Лемма 11.2.3 (третье необходимое условие дифференцируе-
мости). Если функция f дифференцируема в точке x0, то у нее в этой
точке существуют все частные производные, которые совпадают с соот-
ветствующими координатами градиента:

gradf(x0) =
(
∂f

∂x1
(x0), . . . ,

∂f

∂xn
(x0)

)T

. (11.4)

Доказательство. Дифференцируемость равносильна существованию
градиента. Поскольку базис {ei} ортонормированный, координаты гради-
ента – суть его проекции на базисные векторы:

gradf(x0)i = (gradf(x0), ei) = −(gradf(x0),−ei) = . . .

Теперь из лемм 11.2.1 и 11.2.2 получаем:

. . . =
∂f

∂ei
(x0) = − ∂f

∂(−ei)
(x0) =

∂f

∂xi
(x0). �

Еще раз подчеркнем, что в лемме 11.2.3 даны только необходимые усло-
вия дифференцируемости. В замечании 11.2.1 дана функция, у которой
частные производные в точке O(0, 0) существуют (равны нулю), но функция
не является даже непрерывной в O. Однако справедлива

Теорема 11.2.1 (критерий дифференцируемости). Функция f :
Uδ(x

0) → R дифференцируема в т. x0 только тогда, когда существуют все
частные производные (∂f/∂xi)(x

0) (i = 1, . . . , n), а разность f(x)− f(x0)−
−
∑n

i=1(∂f/∂xi)(x
0)(x0i − xi) = o(|∆x|) при |∆x| → 0.

Задача 11.2.2. Докажите теорему 11.2.1.
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11.3. Геометрический смысл градиента
и частной производной

Теперь мы можем исследовать геометрический смысл градиента (суще-
ствование которого автоматически предполагаем). Нам понадобятся поня-
тия из аналитической геометрии. Мы знаем, что в трехмерном пространстве
уравнение A(x − x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (A2 + B2 + C2 > 0) за-
дает плоскость, проходящую через точку (x0, y0, z0), с вектором нормали
N = (A,B,C)T . По аналогии дадим

Определение 11.3.1. Гиперплоскостью в пространстве Rp, про-
ходящей через точку z0 = (z01 , . . . , z

0
p), с вектором нормали N =

= (N1, . . . , Np)
T называется подмножество, определяемое уравнением

(N,
−−−−→
z − z0) = 0, где z = (z1, . . . , zp) ⇔

N1(z1 − z01) + . . .+Nn(zp − z0p) = 0, N2
1 + . . .+N2

p > 0.

Размерность гиперплоскости равна p− 1, т. е. максимальная для много-
мерных плоскостей в пространстве размерности p; отсюда приставка “гипер”.
�

Ранее (пример 10.2.2) мы использовали линии уровня функции двух пе-
ременных. Дадим общее

Определение 11.3.2. Поверхностью уровня c ∈ R функции f :
Rn ⊃ X → R называется полный прообраз

f−1(c) = {x ∈ X : f(x) = c} ⊂ Rn. �

Примеры 11.3.1. 1) Для функции u = x2+y2+z2 поверхность уровня
c < 0 есть пустое множество, c = 0 – точка O(0, 0, 0), c > 0 – сфера радиуса√
c. 2) Для линейной невырожденной функции u = Ax+By+Cz поверхности

уровней c есть параллельные плоскости.

Задача 11.3.1. Что представляют собой поверхности уровней c ∈ R
квадратичной функции u = x2 + y2 − z2?

Теперь сформулируем основное

Определение 11.3.3. Касательной плоскостью в точке каса-
ния z0 = (x0, f(x0)) к графику Gr(f) называется гиперплоскость в про-
странстве Rn+1, проходящая через эту точку и имеющая вектор нормали
N = (gradf(x0),−1)T :

∂f

∂x1
(x0) (x1 − x01) + . . .+

∂f

∂xn
(x0) (xn − x0n)− (y − f(x0)) = 0 ⇔

y = f(x0) + (gradf(x0),
−−−−→
x− x0).

Обозначение касательной плоскости Tz0Gr(f) (от англ. tangent – касатель-
ный). �
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Теорема 11.3.1 (геометрический смысл дифференциала и гра-
диента).

1) Касательная плоскость получается в результате параллельного пе-
реноса графика дифференциала (11.2) в точку касания (x0, f(x0)).

2) Касательная плоскость – единственная гиперплоскость, которая
в окрестности точки касания (x0, f(x0)) отличается от графика
Gr(f) на величину o(|∆x|).

3) Если градиент gradf(x0) ̸= 0, то он указывает направление наи-
более быстрого роста f в точке x0, а противоположный вектор −
−gradf(x0) указывает направление наиболее быстрого убывания f в
точке x0 (рис. 11.1). Другими словами,

а) max
e∈Sn−1

∂f
∂e (x

0) достигается на векторе egr :=
gradf(x0)

|gradf(x0)|
;

б) min
e∈Sn−1

∂f
∂e (x

0) достигается на векторе (−egr).

Доказательство пунктов 1 и 2
вытекает непосредственно из дан-
ных выше определений и формулы
(11.3).

Прежде, чем доказывать п. 3,
заметим, что его утверждение от-
носится к пространству прообра-
зов Rn, а не к пространству Rn+1,
где находится график функции. Из
леммы 11.2.1 следует, что равно-
мерно по всем единичным векторам
e ∈ Sn−1 справедлива двусторон-
няя оценка

·

·

( )Gr f

0( )f xgrad

0 ( )
z

T Gr f

N

0x

0z

1x
nx

y

{ ( ) }f x c=

·

·x

( )f x

(| |)o Dx
·

0

1( ( ))
x

T f c-

{

Рис. 11.1

−|gradf(x0)| ≤ −|(gradf(x0), e)| ≤ ∂f

∂e
(x0) ≤

≤ |(gradf(x0), e)| ≤ |gradf(x0)|.

Но для вектора egr имеем

(gradf(x0), egr) = |gradf(x0)|.

То есть верхняя оценка производной по направлению достигается в направ-
лении egr. Аналогично доказывается утверждение о противоположном на-
правлении (−egr). �
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Замечание 11.3.1. (еще о геометрическом смысле градиента) Ес-
ли gradf(x0) ̸= 0, то поверхность уровня c = f(x0) имеет “касательную
плоскость” в точке x0, а вектор gradf(x0) является вектором нормали к
этой касательной плоскости (рис. 11.1). Мы сейчас не готовы дать опре-
деление касательной плоскости к поверхности уровня c = f(x0), поэтому
ограничимся эвристическим рассуждением. Будем опираться на интуитив-
ное представление о касательной плоскости как о “наиболее тесно” примы-
кающей к поверхности уровня в исследуемой точке x0. Обозначим искомую
касательную плоскость через Tx0f−1(c). Запишем уравнение f(x)− f(x0) =
= 0 поверхности уровня c = f(x0) с помощью геометрической интерпретации
производной (11.2):

f(x)− f(x0) = 0 ⇔ (gradf(x0),∆x) + o(|∆x|) = 0.

Отбрасывая в полученном уравнении o-малое, получаем линейное уравне-
ние, которое в пространстве Rn задает гиперплоскость. Это и есть искомое
уравнение касательной плоскости к поверхности уровня:

при c = f(x0) уравнение Tx0f−1(c) :

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x0)(xi − x0i ) = 0. �

Задача 11.3.2. Докажите, что пересечение Gr(f) ∩ {y = c} графи-
ка функции с “горизонтальной” гиперплоскостью есть поверхность уровня
f−1(c), сдвинутая вдоль оси y на c (рис. 11.1).

Геометрический смысл частной
производной. График Gr(φ) функции
φ(xi) = f(x01, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n) по-

лучается в результате пересечения графи-
ка Gr(f) с двумерной плоскостью Π, обра-
зованной вертикальной прямой (x0, y) (y ∈
∈ R) и прямой, проходящей через точку
x0 в направлении вектора ei. Касатель-
ная прямая τ к графику Gr(φ) в точке
z0 является пересечением той же плоско-
сти Π с касательной плоскостью Tz0Gr(f).
Обозначим угол наклона касательной пря-
мой τ к оси xi через α. Тогда частная
производная равна тангенсу угла наклона:
∂f
∂xi

(x0) = φ′(x0i ) = tgα (рис. 11.2).

·

·

( )Gr f

0 ( )
z

T Gr f

0x

0z

1x

y

··

·

ix

·

( )Gr j

P

t

a

Рис. 11.2

В литературе общепринятым является обозначение

∂f(x0)

∂xi
:=

∂f

∂xi
(x0).
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11.4. Достаточные условия
дифференцируемости

Дифференцируемость влечет существование частных производных – это
лемма 11.2.3. Оказывается, дополнительные требования к частным произ-
водным обеспечивают дифференцируемость.

Теорема 11.4.1. Если все частные производные функции f определе-
ны в окрестности точки x0 ∈ Rn и непрерывны в точке x0, то функция
дифференцируема в этой точке.

Доказательство проведем для функции двух переменных f(x, y). Оно
основано на применении теоремы Лагранжа и выделении приращений от
точки (x0, y0). Представим приращение функции f как сумму приращений
по каждой переменной:

f(x, y)− f(x0, y0) = (f(x, y)− f(x0, y)) + (f(x0, y)− f(x0, y0)) =

= f ′
x(χ, y)(x− x0) + f ′

y(x0, ν)(y − y0) =

= (f ′
x(x0, y0) + (f ′

x(χ, y)− f ′
x(x0, y0)))(x− x0)+

+(f ′
y(x0, y0) + (f ′

y(x0, ν)− f ′
y(x0, y0)))(y − y0) =

= f ′
x(x0, y0)(x− x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0)+

+(f ′
x(χ, y)− f ′

x(x0, y0))(x− x0) + (f ′
y(x0, ν)− f ′

y(x0, y0))(y − y0),

где функция χ = χ(x, y) принимает значения между x0 и x, а функция ν =
= ν(y) принимает значения между y0 и y. Поэтому χ(x, y) → x0, а ν(y) → y0
при условии (x, y) → (x0, y0). В силу непрерывности частных производных
в точке (x0, y0), справедливо

ε1(x, y) := f ′
x(χ(x, y), y)− f ′

x(x0, y0) → 0, при (x, y) → (x0, y0),

ε2(y) := f ′
y(x0, ν(y))− f ′

y(x0, y0) → 0 при y → y0.

Следовательно, приращение функции в исследуемой точке имеет вид:

f(x, y)− f(x0, y0) =

= f ′
x(x0, y0)(x− x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0) + ε1(x, y)(x− x0) + ε2(y)(y − y0).

Поскольку
|ε1(x, y)(x− x0) + ε2(y)(y − y0)|√

(x− x0)2 + (y − y0)2
≤

≤ |ε1(x, y)|+ |ε2(y)| → 0 при (x, y) → (x0, y0),

то
f(x, y)− f(x0, y0) =

= f ′
x(x0, y0)(x− x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0) + o(
√

(x− x0)2 + (y − y0)2). �
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11.5. Дифференцируемость отображений
Рассмотрим отображение f : Rn ⊃ X → Rm, определенное в некото-

рой окрестности Uδ(x
0) ⊂ X точки x0. Напомним (10.1), что задание отоб-

ражения эквивалентно заданию m штук функций fj (j = 1, . . . ,m) от n
переменных.

Определение 11.5.1 (дифференцируемости отображения).

1) Отображение f называется дифференцируемым в точке x0, если
существует такая матрица A размером m× n, что

f(x) = f(x0) +A ·∆x + o(|∆x|) при x→ x0,

где o(|∆x|) – некоторое отображение φ : Uδ(x
0) → Vm, для которого

lim
∆x→0

φ(∆x)
|∆x| = 0 (использована операция сложения точки с вектором).

2) Матрица A называется производной отображения f в точке x0. Обо-
значение: A = Df(x0) = Df |x=x0 = f ′(x0).

3) Дифференциалом отображения f в точке x0 называется линейное
относительно дифференциала аргумента dx отображение

df(x0) : Vn → Vm, df(x0, dx) := Df(x0)dx. �

Лемма 11.5.1 (координатный критерий дифференцируемо-
сти). Отображение f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) дифференцируемо в точке
x0 только тогда, когда в этой точке дифференцируемы все координатные
функции fj (j = 1, . . . ,m).

Задача 11.5.1. Докажите лемму 11.5.1.

Для дальнейшего развития теории дифференцирования отображений
нам понадобится

Определение 11.5.2. Пусть Sn−1 = {a ∈ Vn : |a = 1|} – единичная
сфера в векторном пространстве. Нормой матрицы A = (m × n) называ-
ется

||A|| := sup
|a|=1

|Aa| = sup
a∈Sn−1

|Aa|. �

Лемма 11.5.2 (о достижимости и свойстве нормы).

1) Норма матрицы конечна и достижима, т. е. существует вектор
a0 ∈ Sn−1, для которого

||A|| = |Aa0| = max
a∈Sn−1

|Aa| < +∞.

2) Для любого вектора a выполняется оценка |Aa| ≤ ||A|| · |a|.
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Доказательство. Каждая координатная функция a → (Aa)j (j=1,
. . . ,m), будучи линейной, непрерывна на Vn; поэтому (в силу леммы 10.5.1)
отображение a → Aa ∈ Vm непрерывно. Следовательно, суперпозиция
a → |Aa| есть непрерывная функция, достигающая на компактном подмно-
жестве Sn−1 своей точной верхней грани.

Если a ̸= 0, то a/|a| ∈ Sn−1 и

|Aa| =
∣∣∣∣A a

|a|

∣∣∣∣ · |a| ≤ sup
a̸=0

∣∣∣∣A a
|a|

∣∣∣∣ · |a| = ||A|| · |a|. �

Замечание 11.5.1. Из п. 1 леммы следует, что норма матрицы – это
наибольший коэффициент растяжения длины векторов, к которым приме-
няется матрица. �

Задача 11.5.2. Пусть α ∈ R – произвольное число , A,B – произ-
вольные матрицы размером m × n, а C – произвольная (p × m)-матрица.
Докажите, что норма матрицы:
1) положительно определенная: ||Θ|| = 0 и ||A|| > 0, если A ̸= 0;
2) однородная: ||αA|| = |α| · ||A||;
3) удовлетворяет неравенству треугольника: ||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||;
4) удовлетворяет условию “субмультипликативности”: ||C ·A|| ≤ ||C|| · ||A||.

Без изменений формулируются и доказываются (с помощью леммы
11.5.2) все утверждения п. 11.1: 1) единственность производной отображе-
ния, 2) единственность и смысл дифференциала, 3) непрерывность отобра-
жения в точке, где оно дифференцируемо. Что касается понятия частной
производной, то оно без изменений сохраняется для каждой координатной
функции fj . Так мы получаем

Определение 11.5.3. Матрицей Якоби (Карл Густав Якоби, 1804–
1851) в точке x0 отображения f называется матрица размером m × n, со-
ставленная из всех частных производных каждой координатной функции
fj , взятых в точке x0:

J(x0) =


∂f1(x

0)
∂x1

. . . ∂f1(x
0)

∂xn

. . . . . . . . .
∂fm(x0)

∂x1
. . . ∂fm(x0)

∂xn

 =

(
∂fj(x

0)

∂xi

)
. �

Заметим, что каждая строка матрицы Якоби есть производная соответ-
ствующей координатной функции. Важными частными случаями матрицы
Якоби являются:

1) n = m = 1: f – числовая функция числового аргумента, матрица
Якоби “вырождается” в число;

2) n = 1, m ≥ 2: f – вектор-функция числового аргумента (кривая),
матрица Якоби – столбец длины m;
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3) n ≥ 2, m = 1: f – числовая функция нескольких переменных, матрица
Якоби – строка длины n;

4) n = m ≥ 2: f – отображение пространств одинаковой размерности,
матрица Якоби квадратная, ее важнейшая характеристика – опреде-
литель, называемый якобианом.

Обобщением леммы 11.2.3 является

Лемма 11.5.3 (необходимое условие дифференцируемости
отображения). Если отображение f дифференцируемо в точке x0, то
у него в этой точке существуют все частные производные каждой коор-
динатной функции fj , которые совпадают с соответствующими элемен-
тами матрицы Df(x0). Другими словами, J(x0) = Df(x0).

Доказательство немедленно следует из лемм 10.4.2 и 11.2.3. �
Аналогично теореме 11.2.1 формулируется

Теорема 11.5.1 (критерий дифференцируемости). Отображе-
ние f : Uδ(x

0) → Rm дифференцируемо в т. x0 только тогда, когда для
каждого j = 1, . . . ,m существуют все частные производные (∂fj/∂xi)(x

0)
(i = 1, . . . , n), а разность f(x)− f(x0)− J(x0) ·∆x = o(|∆x|) при |∆x| → 0.

Задача 11.5.3. Докажите теорему 11.5.1.

Теорему 11.4.1 обобщает

Теорема 11.5.2 (достаточные условия дифференцируемости
отображения). Если матрица Якоби существует в некоторой окрест-
ности точки x0 и все ее элементы суть непрерывные в точке x0 функции,
то отображение f дифференцируемо в точке x0.

Задача 11.5.4. Докажите теорему 11.5.2.

Дадим обобщение теоремы о дифференцируемости суперпозиции функ-
ций одной переменной:

Теорема 11.5.3 (о дифференцировании суперпозиции отобра-
жений). Пусть даны два подмножества X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm и два отобра-
жения:

f : X → Y, g : Y → Rp.

Пусть x0 ∈ X и y0 = f(x0) ∈ Y – внутренние точки указанных подмно-
жеств. Пусть отображение f дифференцируемо в точке x0, а отобра-
жение g дифференцируемо в точке y0. Тогда суперпозиция отображений
h(x) := (g ◦ f)(x) = g(f(x)) определена в некоторой окрестности точки x0

и дифференцируема в ней по правилу

D(g ◦ f)(x0) = Dg(y0) ·Df(x0),
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т. е. матрица Якоби отображения h равна произведению матриц Якоби
отображений g и f :

∂(g ◦ f)i(x0)
∂xj

=

m∑
k=1

∂gi(y
0)

∂yk

∂fk(x
0)

∂xj
(i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , n).

Доказательство. Возьмем приращение отображения h и выделим в
нем линейную часть (аналогично тому, как мы делали для функций одной
переменной). Для упрощения записи опускаем точку вычисления производ-
ной (т. е. Df := Df(x0), Dg := Dg(y0)) и не ставим стрелку вектора над
разностью точек (x− x0 :=

−−−−→
x− x0). Итак:

h(x)− h(x0) = g(f(x))− g(f(x0)) = Dg(f(x)− f(x0)) + o(|f(x)− f(x0)|) =

= Dg(Df(x− x0) + o(|x− x0|)) + o(|Df(x− x0) + o(x− x0)|) =
= Dg(Df(x− x0)) +Dg(o(|x− x0|)) + o(|Df(x− x0) + o(x− x0)|) . . .

(мы воспользовались линейностью действия матрицы Dg). Из п. 2 леммы
11.5.2 следует, что

|Dg(o(|x− x0|))| ≤ ||Dg|| · |o(|x− x0|)| ⇒ Dg(o(|x− x0|)) = o(|x− x0|).

По непрерывности доопределим дробь

ψ(x− x0) :=
o(|Df(x− x0) + o(x− x0)|)
|Df(x− x0) + o(x− x0)| , где |Df(x− x0) + o(x− x0)| ̸= 0,

нулем, если знаменатель |Df(x−x0)+o(x−x0)| = 0. Поскольку верна оценка
|Df(x− x0)| ≤ ||Df || · |x− x0|, то

o(|Df(x− x0) + o(x− x0)|)
|x− x0| =

=
o(|Df(x− x0) + o(x− x0)|)
|Df(x− x0) + o(x− x0)| · |Df(x− x0) + o(x− x0)|

|x− x0|
x→x0

−→ 0

(первый сомножитель стремится к нулю, а второй ограничен постоянной
2||Df ||). Завершая прерванную выкладку, получаем

. . . = Dg(Df(x− x0)) + o(|x− x0|). �

Прямым следствием теоремы 11.5.3 является

Теорема 11.5.4 (инвариантность формы первого дифферен-
циала). Пусть выполнены условия теоремы 11.5.3. Тогда дифференциа-
лы “внешнего” отображения u = g(y) и суперпозиции отображений u =
= g(f(x)) могут быть записаны в одной и той же (инвариантной) форме
du = Dg(y0)dy, где в первом случае dy – приращение независимой перемен-
ной y, а во втором случае dy = Df(x0)dx – дифференциал зависимой от x
переменной y.
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Доказательство. Для внешнего отображения данная формула – опре-
деление 11.5.1 п. 3 его дифференциала. Для суперпозиции g ◦ f из теоремы
11.5.3 получаем:

d(g(f(x0))) = (Dg(y0) ·Df(x0))dx = Dg(y0)(Df(x0)dx) = Dg(y0)dy. �

Следствие 11.5.1 (дифференциал и арифметические опера-
ции). Пусть f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) – числовые функции n перемен-
ных, дифференцируемые в точке x0 ∈ Rn. Тогда в x0 дифференцируемы
функции f ± g, fg, f/g (в последнем случае g(x0) ̸= 0) и

d(f ± g) = df ± dg, d(fg) = df · g + f · dg, d (f/g) = (df · g − f · dg) · g−2,

где df =
n∑

i=1

∂f(x0)

∂xi
dxi, dg =

n∑
i=1

∂g(x0)

∂xi
dxi.

Доказательство. Рассмотрим отображение F : Uδ(x
0) → R2, где

F (x) := (f(x), g(x)) и функцию двух переменных ψ(y1, y2) := y1 + y2. То-
гда функция f + g есть суперпозиция f + g = ψ ◦ F . Остается применить
теорему 11.5.4. Аналогично с остальными арифметическими операциями. �

Задача 11.5.5. Выразите градиенты функций f ± g, fg, f/g через
градиенты gradf и gradg.

Для отображения f : Vn ⊃ Uδ(x0) → Vm векторных пространств опреде-
ления дифференцируемости, производной, дифференциала и матрицы Яко-
би даются так же, как определения 11.5.1 и 11.5.3. Заметим, что операция
транспонирования и точечно-векторные операции позволяют при необходи-
мости переходить от точек к векторам и наоборот.

Задача 11.5.6. Пусть A – матрица m × n. Докажите, что линейное
отображение A : Vn → Vm, где A(x) := Ax дифференцируемо в каждой
точке. Чему равна матрица Якоби отображения A? Чему равно в этом слу-
чае отображение φ из п. 1 определения 11.5.1?

Для векторного поля f : Rn ⊃ Uδ(x
0) → Vn, определеного в δ-окрест-

ности точки x0, дифференцируемость в точке x0 означает, что существу-
ет такая квадратная (n × n)-матрица A, что f(x) = f(x0) + A · ∆x +
+ o(|∆x|) при x → x0 (сравните с определением 11.5.1). Как и для отобра-
жений точечных пространств, матрица A называется производной вектор-
ного поля f, обозначается A = Df(x0) и (проверьте самостоятельно) являет-
ся матрицей Якоби частных производных: Df(x0) = ((∂fj/∂xi)(x

0)) (i, j =
= 1, . . . , n).

В заключение пункта рассмотрим функцию, порожденную векторными
полями и скалярным произведением (эта конструкция нам понадобится при
изучении экстремума функции нескольких переменных).
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Лемма 11.5.4 (формула Лейбница дифференцирования скаляр-
ного произведения). Пусть векторные поля u, v : Rn ⊃ Uδ(x

0) → Vn

дифференцируемы в точке x0. Тогда функция φ(x) := (u(x), v(x)) дифферен-
цируема в точке x0 и

dφ(x0, dx) = (Du(x0)dx, v(x0)) + (u(x0), Dv(x0)dx).

Доказательство. Подставим разложения

u(x) = u(x0) +Du(x0)dx + o(|dx|), v(x) = v(x0) +Dv(x0)dx + o(|dx|)

в определение функции φ и воспользуемся билинейностью скалярного про-
изведения, получим:

φ(x) = φ(x0)+

+(Du(x0)dx,v(x0)) + (u(x0), Dv(x0)dx) + (Du(x0)dx, Dv(x0)dx)+

+(Du(x0)dx, o(|dx|)) + (o(|dx|), Dv(x0)dx) + (o(|dx|), o(|dx|)) =
= φ(x0) + (Du(x0)dx,v(x0)) + (u(x0), Dv(x0)dx) +O(|dx|2).

Но O(|dx|2) = o(|dx|), что доказывает лемму. �

11.6. Производная функции комплексной
переменной

Комплекснозначную функцию комплексной переменной можно тракто-
вать двумя способами: 1) как числовую функцию числовой переменной,
используя умножение комплексных чисел, 2) как отображение плоскости
в плоскость. В результате дифференцирование соединяет в себе возмож-
ности классического определения производной с матричным определением
11.5.1.

Определение 11.6.1. Пусть функция f : C ⊃ U(z0) → C.

1) Комплексной производной функции f в точке z0 называется ком-
плексное число

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
∈ C. (11.5)

2) Функция f называется комплексно дифференцируемой в точке
z0, если существует такое комплексное число a ∈ C, что

f(z) = f(z0) + a · (z − z0) + o(z − z0), где lim
z→z0

o(z − z0)

z − z0
= 0. (11.6)

3) Дифференциалом функции f в точке z0 называется линейная от-
носительно дифференциала dz функция df(z0) := f ′(z0) · dz. �
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Как и для вещественных функций, формулируются и доказываются сле-
дующие утверждения:
1) единственность производной,
2) равносильность определений (11.5) и (11.6) и равенство a = f ′(z0),
3) непрерывность функции в точке, где она дифференцируема,
4) правила дифференцирования арифметических операций,
5) дифференцирование сложной функции.

Пример 11.6.1. Пусть n ∈ N, тогда (zn)′ = n · zn−1.

Доказательство. Обозначим ∆z := z − z0. Применяя бином Ньютона,
получаем

(zn)′|z=z0 = lim
∆z→0

(z0 +∆z)n − zn0
∆z

=

= lim
∆z→0

zn0 + n · zn−1
0 ∆z + . . .+∆zn − zn0

∆z
= n · zn−1

0 .

Введем в рассмотрение действительные и комплексные части прообраза
z = x+ iy и образа f(z) = f(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y). Рассмотрим функцию
f как отображение

f̂ : R2 ⊃ U(x0, y0) → R2, f̂(x, y) := (u(x, y), v(x, y)) (11.7)

плоской области в плоскость.

Теорема 11.6.1 (критерий Коши–Римана комплексного диф-
ференцирования). Функция f имеет в точке z0 комплексную производ-
ную f ′(z0) = a1+ ia2 только тогда, когда отображение f̂ дифференцируемо
в точке (x0, y0) и выполнены условия Коши–Римана:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0). (11.8)

При указанных условиях производная f ′(z0) представима в любой из четы-
рех форм:

f ′(z0) =
∂u

∂x
(z0) + i

∂v

∂x
(z0) =

∂v

∂y
(z0)− i

∂u

∂y
(z0) =

=
∂u

∂x
(z0)− i

∂u

∂y
(z0) =

∂v

∂y
(z0) + i

∂v

∂x
(z0). (11.9)

Для доказательства критерия Коши–Римана нам потребуется

Лемма 11.6.1 (о матрице умножения на комплексное число).
Рассмотрим функцию g : C → C, g(z) = w := a · z умножения на фиксиро-
ванное число a = a1 + ia2. Пусть ĝ : R2 → R2 – отображение плоскости,
действующее по правилу (x, y) → (w1, w2), где w1 + iw2 = g(x+ iy). Тогда:
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1) отображение ĝ является линейным, в указанных координатах оно
имеет матричный вид:

ĝ(x, y) =

(
w1

w2

)
=

(
a1 −a2
a2 a1

)(
x
y

)
; (11.10)

2) если a ̸= 0, то отображение ĝ представляет собой композицию по-
ворота на угол φ = arg(a) и гомотетии с центром в точке O(0, 0) и
коэффициентом |a|:(

a1 −a2
a2 a1

)
= |a|

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Доказательство леммы. Умножение комплексных чисел

a · z = (a1 + ia2)(x+ iy) = a1x− a2y + i(a2x+ a1y) ⇔

w1 = a1x− a2y, w2 = a2x+ a1y

совпадает с действием матрицы из п. 1 леммы. Вынося за знак матрицы
сомножитель |a| ̸= 0 и применяя тригонометрическую форму комплексного
числа, получаем утверждение п. 2. �

Замечание 11.6.1. Утверждение п. 2 уже было нами получено при
знакомстве с комплексными числами. �

Доказательство теоремы 11.6.1. Существование комплексной произ-
водной равносильно тождеству (11.6). Поскольку, в силу леммы 11.6.1, умно-
жение на фиксированное комплексное число есть линейное отображение
действительной плоскости, то из тождества (11.6) следует дифференцируе-
мость отображения f̂ . Из дифференцируемости f̂ следует, что производная
Df̂(x0, y0) есть матрица 2×2, составленная из частных производных (лемма
11.5.3). Но, в силу п. 1 леммы 11.6.1, та же матрица совпадает с матрицей
(11.10) умножения на комплексное число a = a1 + ia2:

Df̂(x0, y0) =

(
∂u(x0,y0)

∂x
∂u(x0,y0)

∂y
∂v(x0,y0)

∂x
∂v(x0,y0)

∂y

)
=

(
a1 −a2
a2 a1

)
.

Сравнивая элементы равных матриц, приходим к условиям (11.8).
Если отображение f̂ дифференцируемо и выполенны условия (11.8), то,

в силу леммы 11.6.1, действие матрицы Df̂(x0, y0) есть умножение на ком-
плексное число (11.9). �

Замечание 11.6.2. Если функция f(z) комплексно дифференцируе-
ма на области, то условия (11.8) Коши–Римана становятся системой диф-
ференциальных уравнений в частных производных первого поряд-
ка:

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y),

∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y), (11.11)
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которой удовлетворяют действительная и мнимая части функции f . Ниже
мы получим из системы (11.11) следствие, которое играет важную роль в
теории уравнений математической физики. �

Примеры 11.6.1. 1) Проверим, что экспонента f(z) = ez дифференци-
руема на C и найдем ее производную. В силу формулы Эйлера, отображение
(11.7) и его матрица Якоби таковы:

f̂(x, y) = (ex cos y, ex sin y), Df̂(x, y) =

(
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

)
.

Все условия теоремы 11.6.1 выполнены, причем, в силу (11.9),

(ez)′ = ex cos y + i ex sin y = ez.

2) Функция сопряжения g(z) := z̄ недифференцируема:

ĝ(x, y) = (x,−y), Dĝ(x, y) =

(
1 0
0 −1

)
,
∂u

∂x
(x, y) ≡ 1 ̸= −1 ≡ ∂v

∂y
(x, y).

Заметим, что линейное отображение ĝ : R2 → R2 дифференцируемо.
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Глава 12

Криволинейные
интиегралы

В этой главе мы обсудим специфику понятия непрерывности отображе-
ний конечномерных пространств.

12.1. Криволинейные интегралы
первого рода

Криволинейные интегралы применяются как в геометрических, так и
в физических задачах. Для их определения нам потребуются знания о
кусочно-гладких вектор-функциях и кривых, о непрерывности отображений
конечномерных пространств и теорема о замене переменной в определенном
интеграле. Криволинейные интегралы бывают первого и второго родов.

Определение 12.1.1. Пусть: γ = ÃB – гладкая кривая, заданная
вектор-функцией R(s), зависящей от натурального параметра s, s ∈ [0, S]
(S > 0); A(0), B(S) ∈ γ – начальная и конечная точки кривой; Ω ⊂ R3

– область, содержащая кривую γ; f : Ω → R – непрерывная функция, т. е.
скалярное поле на Ω (рис. 12.1). Криволинейным интегралом первого
рода (КИПР) по дуге γ = ÃB называется определенный интеграл

∫
γ

fds =

∫
ÃB

fds :=

∫ S

0

f(R(s))ds. � (12.1)
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Обсуждение 12.1.1. 1) Первое
и второе обозначения являются симво-
лическими.

2) Условие S > 0 является прин-
ципиальным в данном определении:
КИПР – это определенный интеграл от
сложной функции f(R(s)), у которого
нижний предел интегрирования всегда
меньше верхнего.

·

·

·0

S
s ( )sR

W
f

f Ro

R

A

B
·

·

C·

Рис. 12.1

3) Для определения КИПР достаточно задать скалярное поле f толь-
ко на кривой γ. Но в некоторых приложениях (например, в вариационных
и топологических задачах) кривая подвергается «возмущениям». Поэтому
естественно потребовать существования скалярного поля в некоторой обла-
сти, содержащей данную кривую. �

Физическая интерпретация. Если f(R(s)) ≡ 1, то
∫
γ
ds – длина дуги

γ. Если f(R(s)) ≥ 0, то
∫
γ
fds – масса дуги с линейной плотностью f(R(s)).

Если f(R(s)) – знакопеременная функция, то КИПР – электрический заряд
дуги с линейной плотностью зарядов f(R(s)).

Теорема 12.1.1 (свойства КИПР).

1) КИПР НЕ зависит от направления обхода кривой:∫
ÃB

fds =

∫
B̃A

fdς, где ς = S − s;

2) КИПР аддитивен: если точка C ∈ γ (рис. 12.1), то∫
ÃB

fds =

∫
ÃC

fds+

∫
C̃B

fds;

3) КИПР по замкнутой кривой (т. е. A = B) НЕ зависит от выбора
начальной точки и направления обхода кривой:

∀C ∈ γ ↪→
∫
ÃCA

fds =

∫
C̃AC

fds;

4) КИПР линеен относительно подынтегральной функции:

∀α, β ∈ R, ∀f, g ∈ C0(Ω) ↪→
∫
γ

(αf + βg)ds = α

∫
γ

fds+ β

∫
γ

gds.

Доказательство п. 1:∫
ÃB

fds =

∫ S

0

f(R(s))ds =

∣∣∣∣ s = S − ς ds = −dς
A(ς1 = S) B(ς2 = 0)

∣∣∣∣ =
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=

∫ 0

S

f(R(S − ς))(−dς) = −
∫ 0

S

f(R(S − ς))dς =

=

∫ S

0

f(R(S − ς))dς =

∫ S

0

f(R1(ς))dς =

∫
B̃A

fdς,

где R1(ς) = R(S−ς) – натуральная параметризация кривой, задающая обход
кривой от B к A. В доказательстве мы использовали требование к пределам
интегрирования в определении КИПР – от нуля до S.

Доказательство п. 2. Пусть точке C отвечает значение параметра S1 ∈
∈ (0, S). Воспользуемся аддитивностью определенного интеграла, а затем
второй интеграл преобразуем к стандартному виду:∫

ÃB

fds =

∫ S1

0

fds+

∫ S

S1

fds =

∣∣∣∣ s = S1 + ς ds = dς
C(ς1 = 0) B(ς2 = S − S1)

∣∣∣∣ =
=

∫ S1

0

f(s)ds+

∫ S−S1

0

f(S1 + ς)dς =

∫
ÃC

fds+

∫
C̃B

fds.

Свойство 3 – тривиальное следствие п. 1 и 2 (докажите самостоятельно!).
Свойство 4 – известное свойство определенного интеграла. �

Замечание 12.1.1. Свойство 1 означает, что КИПР берется НЕ по
ориентированной дуге от точки A к точке B, а по дуге без ориентации.
Поэтому предпочитают обозначать дугу одним символом γ.

Применение натурального параметра в конкретных вычислениях яв-
ление исключительное. Поэтому полезно иметь формулу для вычисления
КИПР в произвольной параметризации.

Теорема 12.1.2. Пусть кривая γ задана в произвольной допустимой
параметризации r(t), точки A(t1), B(t2) ∈ γ, причем t1 < t2 (т. е. пара-
метризация согласована с данной натуральной). Тогда КИПР вычисляется
по формуле ∫

γ

fds =

∫ t2

t1

f(r(t))|r′(t)|dt. (12.2)

Если же t1 > t2, то следует поменять пределы интегрирования местами:∫
γ

fds =

∫ t1

t2

f(r(t))|r′(t)|dt.

Доказательство. Допустимость параметризации означает, что вектор-
функция r ∈ C1 и |r′(t)| > 0. Тогда натуральный параметр выражается
через данный: s = s(t), где |s′(t)| > 0. Если t1 < t2, то s′(t) = |r′(t)| (теорема
о производной переменной длины дуги). Сделав замену в формуле (12.1),
мы получим доказываемую формулу:∫ S

0

f(R(s))ds =

∫ t2

t1

f(R(s(t)))|r′(t)|dt =
∫ t2

t1

f(r(t))|r′(t)|dt.
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Если же t1 > t2, то s′(t) = −|r′(t)|. В этом случае∫ S

0

f(R(s))ds = −
∫ t2

t1

f(R(s(t)))|r′(t)|dt =
∫ t1

t2

f(r(t))|r′(t)|dt. �

Замечание 12.1.2. В произвольной параметризации для КИПР со-
храняется принцип: нижний предел интегрирования меньше верхнего.

Если в координатах вектор-функция r(t) = (x(t), y(t), z(t))T и s′(t) > 0,
тогда формула (12.2) приобретает вид∫

γ

fds =

∫ t2

t1

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

Если же кривая заданая явно, т. е. как график функции y = φ(x) (a ≤ x ≤
≤ b), то ∫

γ

fds =

∫ b

a

f(x, φ(x))
√

1 + (φ′(t))2dt.

Класс гладких кривых γ, для которого мы определили КИПР, не доста-
точно широк для применения КИПР. Поэтому мы даем

Определение 12.1.2. Пусть: γ – кусочно-гладкая кривая, дуги γi
(i = 1, . . . k) которой суть гладкие кривые; Ω ⊂ R3 – область, содержащая
кривую γ; f : Ω → R – непрерывная функция. По определению полагаем∫

γ

f(s)ds :=

k∑
i=1

∫
γi

f(s)ds. �

Задача 12.1.1. Докажите, что КИПР по кусочно-гладкой кривой об-
ладает всеми свойствами, сформулированными в теореме 12.1.1.

12.2. Криволинейные интегралы
второго рода

Пусть: γ = ÃB – гладкая ориен-
тированная кривая, заданная вектор-
функцией R(s), зависящей от нату-
рального параметра s ∈ [0, S]; ориен-
тацию задает натуральный параметр
s. Пусть Ω ⊂ R3 – область, содержа-
щая кривую γ; f : Ω → V3 – непре-
рывное векторное поле (рис. 12.2). По-
скольку параметризация натуральная,
вектор R′(s) = −→τ (s) есть единичный
касательный вектор, направленный по
ориентации кривой.
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Рис. 12.2
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Определение 12.2.1. Криволинейным интегралом второго ро-
да (КИВР) по дуге ÃB называется определенный интеграл∫

ÃB

(f, ds) =
∫ S

0

(f(R(s)), dR(s)) :=

∫ S

0

(f(R(s)),−→τ (s))ds. � (12.3)

Обсуждение 12.2.1. 1) Первое и второе обозначения является сим-
волическими, где ds := dR(s) по определению. Условие «нижний предел
интегрирования меньше верхнего» является в определении КИВР принци-
пиальным, как и в определении КИПР.

2) Подынтегральная функция есть “дважды сложная”:

R ∋ s → R(s) →
(

f(R(s))
−→τ (s)

)
→ (f(R(s)),−→τ (s)) ∈ R.

3) КИВР по замкнутой кривой играет важную роль в теории функций
комплексного переменного, дифференциальной геометрии и топологии, в
теории поля и многочисленных физических приложениях. Его называют
циркуляцией векторного поля f по контуру γ и обозначают

∮
γ
(f, ds).

4) Для определения КИВР достаточно задать векторное поле f только
на кривой γ. Но в приложениях (например, в теории поля) кривая обычно
подвергается возмущениям. Поэтому естественно потребовать существова-
ния векторного поля в некоторой области, содержащей данную кривую. �

Физическая интерпретация. Если f – силовое поле, то КИВР – работа
по перемещению материальной точки из A в B по кривой γ под воздействием
силы f.

Теорема 12.2.1 (свойства КИВР).

1) При изменении ориентации кривой КИВР меняет знак на противо-
положный: ∫

ÃB

(f, ds) = −
∫
B̃A

(f, dl), где l = S − s;

2) КИВР аддитивен: для любой точки C ∈ γ∫
ÃB

(f, ds) =
∫
ÃC

(f, ds) +
∫
C̃B

(f, ds);

3) КИВР по замкнутой кривой (т. е. A = B) НЕ зависит от выбора
начальной точки при условии, что ориентация кривой не меняется.
Другими словами: если для точек C(s1), D(s2) справедливо 0 < s1 <
< s2 < S, то

∀C ∈ γ ↪→
∫
ÃCDA

(f, ds) =
∫
C̃DAC

(f, ds);
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4) КИВР линеен относительно векторного поля: ∀α, β ∈ R, ∀f, g ∈
∈ C0(Ω) справедливо∫

ÃB

(αf+ βg, ds) = α

∫
ÃB

(f, ds) + β

∫
ÃB

(g, ds).

Доказательство п. 1. При изменении ориентации кривой в каждой
точке единичный касательный вектор −→τ меняется на противоположный.
Учитывая это обстоятельство, получаем∫

ÃB

(f(R(s)), dR(s)) =

∣∣∣∣ s = S − l ds = −dl
C(l1 = S) B(l2 = 0)

∣∣∣∣ =
=

∫ 0

S

(f(R(S − l)), dR(S − l)) = −
∫ S

0

(f(R(S − l)),−−→τ (S − l))dl =

−
∫ S

0

(f(R1(l)),−→τ 1(l))dl = −
∫
B̃A

(f(R1(l)), dR1(l)),

где R1(l) = R(S − l) – натуральная параметризация кривой с противопо-
ложной ориентацией, а −→τ 1(l) = R′

1(l).
Пункты 2–4 доказываются как в теореме 12.1.1 �
Теперь мы обсудим различные способы обозначения КИВР в координат-

ной записи и его вычисление в произвольной параметризации.
Пусть натуральная параметризация R(s) = (x(s), y(s), z(s))T . Тогда еди-

ничный касательный вектор

−→τ (s) = (x′(s), y′(s), z′(s))T = (cosα1(s), cosα2(s), cosα3(s))
T ,

где αi(s) (i = 1, 2, 3) – углы, образованные координатными осями с вектором
−→τ (s). Из определения дифференциала следует, что

dR(s) = (cosα1(s), cosα2(s), cosα3(s))ds = (dx(s), dy(s), dz(s)).

Пусть векторное поле f(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)). Тогда∫
ÃB

(f, ds) =
∫
ÃB

(P (s) cosα1(s) +Q(s) cosα2(s) +R(s) cosα3(s))ds =

=

∫
ÃB

(Pdx+Qdy +Rdz),

где P (s) = P (x(s), y(s), z(s)) и аналогично определяются функции
Q(s), R(s). Указанные способы записи КИВР носят геометрический (ин-
вариантный) характер и удобны в теоретических исследованиях. Для кон-
кретного вычисления КИВР применяют задание кривой и векторного поля
в произвольной параметризации.
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Теорема 12.2.2 (о вычислении КИВР в произвольной пара-
метризации). Пусть r(t) = (x(t), y(t), z(t)) (t ∈ [t1, t2]) – допустимая
параметризация кривой γ. Тогда∫

ÃB

(f, ds) =
∫ t2

t1

(f(r(t)), r′(t))dt =
∫ t2

t1

(P (t)x′(t) +Q(t)y′(t) +R(t)z′(t))dt,

где P (t) = P (x(t), y(t), z(t)) и аналогично определяются функции Q(t), R(t).

Доказательство. Поскольку параметризация допустимая, то суще-
ствует гладкая биекция s = s(t), для которой R(s(t)) ≡ r(t). По правилу
дифференцирования сложной функции R′(s(t)) · s′(t) = r′(t). Поэтому, в
силу правила замены переменной в определенном интеграле и линейности
скалярного произведения, получаем:∫ S

0

(f(R(s)),R′(s))ds =

∫ t2

t1

(f(R(s(t))),R′(s(t)))s′(t)dt =

=

∫ t2

t1

(f(R(s(t))),R′(s(t)) · s′(t))dt =
∫ t2

t1

(f(r(t)), r′(t))dt. �

Если кривая плоская и задана как график функции y = φ(x), то полу-
чаем формулу ∫

ÃB

(f, ds) =
∫ t2

t1

(P (x) +Q(x)φ′(x))dx.

Класс гладких кривых γ, для которого мы определили КИВР, не доста-
точно широк для применения КИВР. Поэтому мы даем

Определение 12.2.2. Пусть: γ – кусочно-гладкая кривая, дуги γi =
= Ãi−1Ai (i = 1, . . . k) которой суть гладкие кривые; Ω ⊂ R3 – область,
содержащая кривую γ; f : Ω → V3 – непрерывное векторное поле. По опре-
делению полагаем ∫

Ã0Ak

(f, ds) :=
k∑

i=1

∫
˜Ai−1Ai

(f, ds). �

Задача 12.2.1. Докажите, что КИВР по кусочно-гладкой кривой об-
ладает всеми свойствами, сформулированными в теореме 12.2.1.
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Глава 13

Частные производные и
дифференциалы высших
порядков

Для функций нескольких переменных понятие высших производных яв-
ляется весьма громоздким. Оказывается, его можно успешно заменить диф-
ференциалами высших порядков, определение и свойства которых не зави-
сят от количества переменных.

13.1. Частные производные высших
порядков

Определение 13.1.1. Пусть в окрестности точки x0 ∈ Rn существует
частная производная ∂f

∂xi
(x) функции f(x) = f(x1, . . . , xn). Частной про-

изводной второго порядка по переменной xj в точке x0 называется про-
изводная функции одной переменной

∂2f

∂xj∂xi
(x0) :=

∂

∂xj

(
∂f

∂xi
(x̂0j )

) ∣∣∣∣
xj=x0

j

,

где x̂0j = (x01, . . . , x
0
j−1, xj , x

0
j+1, . . . , x

0
n). То есть фиксируют все переменные,

кроме j-й, по ней дифференцируют, после чего фиксируют и ее.
Частная производная порядка k определяется по индукции:

∂kf

∂xik . . . ∂xi1
(x0) :=

∂

∂xik

(
∂k−1f

∂xik−1 . . . ∂xi1
(x̂0ik)

) ∣∣∣∣
xik

=x0
ik

. �
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Пример 13.1.1. У функции двух переменных может существовать
четыре производных второго порядка, причем смешанные производные
(т. е. от разных переменных) в общем случае не обязаны совпадать. Найдем
смешанные производные функции

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Вне точки O(0, 0) частные производные равны

∂f

∂x
(x, y) = y

(
x2 − y2

x2 + y2
+ x

4xy2

(x2 + y2)2

)
⇒ ∂f

∂x
(0, y) = −y,

∂f

∂y
(x, y) = x

(
x2 − y2

x2 + y2
+ y

−4x2y

(x2 + y2)2

)
⇒ ∂f

∂y
(x, 0) = x.

В точке O(0, 0) частные производные равны

∂f

∂x
(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

0− 0

x
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

Поэтому

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

d

dx

(
∂f

∂y
(x, 0)

) ∣∣∣∣
x=0

= lim
x→0

∂f
∂y

(x, 0)− ∂f
∂y

(0, 0)

x
= 1,

∂2f

∂y∂x
(0, 0) =

d

dy

(
∂f

∂x
(0, y)

) ∣∣∣∣
y=0

= −1.

Однако верна

Теорема 13.1.1 (достаточные условия независимости второй
смешанной производной от порядка дифференцирования). Если обе
смешанные производные ∂2f

∂x∂y
и ∂2f

∂y∂x
определены в некоторой окрестности

точки (x0, y0) и непрерывны в точке (x0, y0), то они равны в этой точке:

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0).

Доказательство. Обозначим через ∆xf и ∆yf приращения функции
f , порожденные приращениями ∆x и ∆y аргументов x и y соответственно.
Покажем, что

∆y(∆xf(x0, y0)) = ∆x(∆yf(x0, y0)). (13.1)

В самом деле:

∆y(∆xf(x0, y0)) = ∆y(f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)) =

= f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)− (f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)) =
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= f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)− f(x0 +∆x, y0) + f(x0, y0) =

= ∆x(∆yf(x0, y0)).

(Заметим, что выражение симметрично относительно приращений аргумен-
тов.) Теперь применим к обеим частям равенства (13.1) теорему Лагранжа,
к левой части – по переменной x, к правой части – по y:

∆y

(
∂f

∂x
(x0 + θ1∆x, y0)∆x

)
= ∆x

(
∂f

∂y
(x0, y0 + θ2∆y)∆y

)
,

где 0 < θ1, θ2 < 1. Еще раз применяем теорему Лагранжа:

∆y

(
∂f

∂x
(x0 + θ1∆x, y0)∆x

)
=

=

(
∂f

∂x
(x0 + θ1∆x, y0 +∆y)− ∂f

∂x
(x0 + θ1∆x, y0)

)
∆x =

=
∂2f

∂y∂x
(x0 + θ1∆x, y0 + θ3∆y)∆y∆x =

∂2f

∂x∂y
(x0 + θ4∆x, y0 + θ2∆y)∆x∆y,

где 0 < θ3, θ4 < 1. Деля обе части на произведение ∆x · ∆y и переходя
к пределу при (∆x,∆y) → (0, 0) по множеству {∆x · ∆y ̸= 0}, получаем
требуемое. �

Утверждение, аналогичное теореме 13.1.1, справедливо для производной
любого порядка:

Теорема 13.1.2. Если у функции f(x1, . . . , xn) всевозможные част-
ные производные до k-го порядка включительно существуют в некоторой
области и непрерывны на ней, то все они не зависят от порядка диффе-
ренцирования в любой точке области.

Замечание 13.1.1. В терминах частных производных высоких по-
рядков формулируются законы физики – это так называемые уравнения
математической физики или уравнения в частных производных. Сформу-
лированная выше теорема существенно упрощает сами уравнения и их ис-
следование. �

Важным приложением теоремы 13.1.1 является

Теорема 13.1.3 (о гармоничности компонент комплексно
дифференцируемой функции). Пусть функция

f : C ⊃ U → C, f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

комплексно дифференцируема на открытом подмножестве U . Пусть ее
компоненты (т. е. действительная и мнимая части) имеют на U всевоз-
можные частные производные до второго порядка включительно, причем
эти производные непрерывны на U . Тогда компоненты f являются на U
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гармоническими функциями, т. е. удовлетворяют дифференциальным
уравнениям второго порядка

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.

Доказательство. Продифференцируем по y (по x) первое уравнение
и по x (по y) второе уравнение из системы (11.11) Коши–Римана. В силу
теоремы 13.1.1, смешанные производные совпадают, и мы получаем гармо-
ничность функции u(x, y) (функции v(x, y)). �

13.2. Операторы дифференцирования
Для определения дифференциалов высших порядков удобно ввести по-

нятия функционального пространства и дифференциального оператора.

Определение 13.2.1. Пусть X ⊂ Rn – область. Функция f называ-
ется k раз непрерывно дифференцируемой (k = 0, 1, 2 . . .) на X, если
она имеет в каждой точке области все частные производные до порядка k
включительно и они непрерывны на X. Множество всех таких функций
обозначают Ck(X). (Если k = 0, то функция непрерывна на X.) �

Важно, что множество Ck(X) обладает структурой линейного простран-
ства, т. е. можно ввести операции сложения его элементов и умножения их
на число.

Определение 13.2.2. Определим сложение функций и умноже-
ние их на число так: ∀f, g ∈ Ck(X) и ∀α ∈ R

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (α · f)(x) := α · f(x) для любого x ∈ X. �

Эти правила столь естественны, что мы ими пользуемся не задумыва-
ясь. Заметим, что одинаковые знаки «+», «·» слева и справа имеют разный
смысл, хотя первые определены через вторые.

Лемма 13.2.1. Множество Ck(X) с введенными операциями явля-
ется линейным пространством.

Доказательство состоит к проверке всех аксиом линейного простран-
ства, которая приводит к операциям с числами и линейности дифференци-
рования.

Задача 13.2.1. Какая функция является «нулевым вектором» в про-
странстве Ck(X)? Какая функция является «противоположным вектором»
к функции f?
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Замечание 13.2.1. Итак, элементами=«векторами» рассматривае-
мых линейных пространств являются функции. Поэтому такие простран-
ства называют функциональными. Пространства Ck(X) по своим воз-
можностям “богаче”, чем линейные; их элементы можно умножать: если
f, g ∈ Ck(X), то функция (f · g)(x) := f(x) · g(x) тоже принадлежит Ck(X)
(проверьте). �

Среди всех отображений линейных пространств наиболее важны такие,
которые сохраняют линейные операции.

Определение 13.2.3. Отображение A : L1 → L2 линейных про-
странств называется линейным (линейным оператором), если для лю-
бых a,b ∈ L1 и любых чисел α, β ∈ R выполнено:

A(αa + βb) = αA(a) + βA(b). �

Лемма 13.2.2. Частная производная ∂
∂xi

является линейным опера-
тором, действующим из Ck(X) в Ck−1(X) (k ∈ N).

Задача 13.2.2. Докажите лемму 13.2.2.

Сделаем следующий шаг – определим линейные операции с линейны-
ми операторами. Поступим аналогично тому, как мы вводили операции в
функциональных пространствах, – перенесем операцию на образ.

Определение 13.2.4. Пусть A,B : L1 → L2 – линейные операто-
ры, действующие в одних и тех же пространствах. Определим сложение
линейных операторов и умножение их на число так:

(A+B)(a) := A(a) +B(a), (α ·A)(a) := α ·A(a). �

Задача 13.2.3. Докажите корректность определения, т. е. A + B и
α ·A являются линейными операторами.

Примеры 13.2.1. 1) Пусть k ∈ N и e = (e1, . . . , en)
T – фиксированный

единичный вектор. Рассмотрим линейный оператор

Ae : Ck(X) → Ck−1(X), Ae := e1
∂

∂x1
+ . . .+ en

∂

∂xn
.

На функции f ∈ Ck(X) его действие таково:

Ae(f) =
(
e1

∂

∂x1
+ . . .+ en

∂

∂xn

)
(f(x)) := (gradf(x), e) =

∂f

∂e
(x).

То есть это оператор нахождения производной по направлению вектора e.
Заметим, что в данной конструкции мы рассматриваем эту производную не в
фиксированной точке (как это было в определении 11.2.1), а на всей области
определения X, т. е. оператор Ae каждой функции f ∈ Ck(X) ставит в

187



соответствие функцию ∂f
∂e ∈ Ck−1(X), которая в каждой точке x ∈ X равна

производной от f по выбранному фиксированному направлению e.
2) Для произвольного фиксированного вектора a = (a1, . . . , an)

T ∈ Vn

аналогично определим линейный оператор

Aa : Ck(X) → Ck−1(X),

Aa(f(x)) :=
(
a1

∂

∂x1
+ . . .+ an

∂

∂xn

)
(f(x)) =

= (gradf(x),a) = df(x,a). (13.2)
В определении (13.2) можно фиксировать функцию f ∈ Ck(X) и точку x =
= x0 ∈ X, а в качестве аргумента взять вектор a ∈ Vn. При такой трактовке
та же формула (13.2) определяет, согласно (11.2), дифференциал функции
f в точке x0:

Aa(f(x0)) : Vn → R, Aa(f(x0)) = (gradf(x0),a) = df(x0,a). (13.3)

Указанной трактовкой мы воспользуемся для получения формулы Тейлора.

Задача 13.2.4. Дайте определение линейного пространства L(L1, L2)
всех линейных операторов, действующих из L1 в L2. Какой оператор яв-
ляется «нулевым вектором» в пространстве L(L1, L2)? Какой оператор –
«противоположный вектор» к оператору A?

Для линейных операторов определена суперпозиция, как для отображе-
ний. Важно, что сохраняется линейность.

Определение 13.2.5. Пусть A : L1 → L2, B : L2 → L3 – линей-
ные операторы. Произведением (суперпозицией) называется линейный
оператор

BA : L1 → L3, (BA)a := B(A(a)). �
Задача 13.2.5. Докажите, что определение корректно, т. е. отобра-

жение BA является линейным оператором.

Примеры 13.2.2. Суперпозиция операторов частных производных:

∂

∂xi
: Ck(X) → Ck−1(X),

∂

∂xj
: Ck−1(X) → Ck−2(X) ⇒

∂2

∂xj∂xi
: Ck(X) → Ck−2(X).

Замечание 13.2.2. Из теоремы 13.1.1 следует, что на пространствах
Ck(X) операторы частных производных перестановочны. В общем случае
перестановка AB операторов является бессмысленной. Если A – матрица
(m × n), а B – матрица (p ×m) и n ̸= p, то перемножать их можно только
в порядке B · A. Но даже в случае допустимости перестановки, изменение
порядка может привести к другому результату. Так, в общем случае для
квадратных матриц одного размера A ·B ̸= B ·A. �
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13.3. Дифференциалы высших порядков
Определение 13.3.1. Пусть функция f ∈ Ck(X) (k ∈ N). Диффе-

ренциал k-го порядка определяется по индукции:

dkf(x) = d(dk−1f)(x). (13.4)

В этом определении дифференциалы независимых переменных понимаются
как постоянные множители. �

Теорема 13.3.1. [выражение дифференциала через частные
производные] Пусть f ∈ Ck(X). Тогда дифференциал k-го порядка суще-
ствует в каждой точке x ∈ X и равен

dkf(x) =

n∑
ik=1

. . .

n∑
i1=1

∂kf

∂xik . . . ∂xi1
(x) dxi1 . . . dxik . (13.5)

Доказательство. Выпишем первый дифференциал через частные про-
изводные (см. (11.2) и (11.4)) и применим к нему определение: каждую
первую частную производную ∂f(x)/∂xi будем дифференцировать по каж-
дой переменной xj . Получим:

d2f(x) =

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f

∂xj∂xi
(x)dxjdxi. (13.6)

Остается переобозначить индексы i := i1, j := i2 и применить этот метод до
k-го порядка. �

Замечание 13.3.1. В сумме (13.5) nk слагаемых. Однако среди них
есть повторяющиеся. В частности, при k = 2 получаем симметрическую
матрицу

(n× n) =

(
∂2f

∂xj∂xi
(x)

)
, i, j = 1, . . . , n (13.7)

частных производных второго порядка, которая называется матрицей Гес-
се (Людвиг Гессé, 1811–1874), а ее определитель гессианом. Матрица, как
будет показано, применяется для локального исследования поведения функ-
ции. �

Теперь мы запишем дифференциал k-го порядка в операторном виде.

Теорема 13.3.2. Пусть f ∈ Ck(X), тогда в каждой точке x ∈ X

dkf =

(
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)k

f = (Adx)kf. (13.8)

Доказательство. При k = 1 мы получаем, в силу (13.3), формулу пер-
вого дифференциала. Допустим, что формула верна для индекса k−1. Опи-
раясь на допущение индукции, из определения (13.4), определения 13.2.5
произведения операторов и формулы (13.2) получаем искомую формулу. �
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Замечание 13.3.2. В условиях теоремы 13.3.2 справедлива теорема
13.1.2 о совпадении смешанных производных, поэтому вычисление степени
дифференциального оператора подчиняется тем же правилам, что и воз-
ведение в степень линейного выражения (a1 + . . . + an)

k. Это наблюдение
облегчает нахождение дифференциалов высоких порядков. �

В частности, получаем

Следствие 13.3.1 (дифференциал функции двух переменных ).
Пусть в условиях теоремы 13.3.2 количество переменных n = 2, тогда
дифференциал вычисляется по формуле бинома Ньютона:

dkf =

k∑
i=0

Ci
k

∂kf

∂k−iy∂ix
dxidyk−i, где Ci

k =
k!

(k − i)! i!
. (13.9)

Сравнивая общую формулу (13.5) с формулой (13.9), мы видим, каково
количество одинаковых частных производных в случае двух переменных.
Для дифференциала второго порядка функции двух переменных получаем
формулу, аналогичную формуле квадрата суммы двух слагаемых:

d2f = f ′′
xxdx

2 + 2f ′′
xydxdy + f ′′

yydy
2. (13.10)

При конкретном вычислении дифференциала можно: 1) либо действо-
вать по определению (13.4), 2) либо находить все частные производные
и применять формулу (13.5), 3) либо возводить в k-ю степень дифферен-
циальный оператор по формуле (13.8). В любом случае мы получаем од-
нородную форму порядка k относительно независимых переменных dxi
(i = 1, . . . , n).

Пример 13.3.1. Найти d2f(3,−1), где f(x, y) = ln(x2 + y).
Преимущество вычисления по формуле (13.4) в том, что на каждом этапе

мы находим первый дифференциал и можем воспользоваться инвариантно-
стью его формы. Итак, в произвольной точке первый дифференциал

df =
2xdx+ dy

x2 + y
.

В произвольной точке второй дифференциал

d2f = d(df) =
(x2 + y)2dx2 − (2xdx+ dy)(2xdx+ dy)

(x2 + y)2
.

В данной точке второй дифференциал

d2f(3,−1) =
16dx2 − (6dx+ dy)2

64
= −20dx2 + 12dxdy + dy2

64
.
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Второй способ. Найдем все частные производные до 2-го порядка вклю-
чительно в произвольной точке:

f ′
x =

2x

x2 + y
, f ′

y =
1

x2 + y
,

f ′′
xx = 2

y − x2

(x2 + y)2
, f ′′

xy = 2
x

(x2 + y)2
, f ′′

yy =
1

(x2 + y)2
.

Теперь найдем производные второго порядка в точке A(3− 1):

f ′′
xx(3− 1) = −20

64
, f ′′

xy(3− 1) = − 6

64
, f ′′

yy(3− 1) = − 1

64
.

Поэтому d2f(3,−1) = −(1/64)(20dx2 + 12dxdy + dy2).

Задача 13.3.1. Найдите d2f(3,−1) с помощью формулы (13.8).

Замечание 13.3.3. Если найден дифференциал k-го порядка, то из
него можно получить значения всех производных k-го порядка. �

Полезно выписать все формулы дифференциала второго порядка, по-
скольку он применяется в теории экстремумов функции многих перемен-
ных. Применение всех вышеназванных подходов (см. формулы (13.2), (13.4),
(13.6), (13.7) и (13.8)) дает следующую цепочку равенств:

d2f(x, dx) = d(df)(x) =

(
dx1

∂

∂x1
+ . . .+ dxn

∂

∂xn

)2

f =

= (grad(gradf(x), dx), dx) = (

(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
dx, dx) =

= (dx)T ◦
(
∂2f(x)

∂xi∂xj

)
◦ dx.

В заключение пункта мы еще раз обсудим роль инвариантности фор-
мы первого дифференциала для нахождения дифференциалов высокого по-
рядка сложной функции. Пусть функция f(u, v) ∈ C2 зависит (для про-
стоты) от двух “внешних” переменных, а каждая переменная u = φ(x) =
= φ(x1, . . . , xn), v = ψ(x) = ψ(x1, . . . , xn), в свою очередь, зависит от n
“внутренних” переменных. Нас интересует второй дифференциал по n внут-
ренним переменным сложной функции g(x) := f(φ(x), ψ(x)). Воспользовав-
шись инвариантностью формы первого дифференциала, получаем

d2g = d(dg) = d(f ′
udu+ f ′

vdv), где du = (gradφ, dx), dv = (gradψ, dx).

Поскольку du и dv зависят от переменной x, то d(du) = d2u ̸= 0, d(dv) =
= d2v ̸= 0. В силу определения (13.4), получаем

d2g = d(f ′
udu+ f ′

vdv) = d(f ′
u) · du+ f ′

u · d2u+ d(f ′
v) · dv + f ′

v · d2v.
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Еще раз воспользуемся инвариантностью формы первого дифференциала,
теперь для частных производных f ′

u, f
′
v:

d2g = (f ′′
uudu+ f ′′

uvdv) · du+ f ′
u · d2u+ (f ′′

vudu+ f ′′
vvdv) · dv + f ′

v · d2v.

Поскольку смешанные производные равны, окончательно получаем

d2g = d2f(u, v) = f ′′
uudu

2 + 2f ′′
uvdudv + f ′′

vvdv
2 + f ′

u · d2u+ f ′
v · d2v, (13.11)

где вторые дифференциалы d2u = d2φ(x), d2v = d2ψ(x) определяются по
формуле (13.6). Заметим, что мы записали второй дифференциал сложной
функции в терминах только внешних переменных u и v, помня, что они
выражаются через внутренние переменные.

Сравним формулу (13.11) второго дифференциала сложной функции с
формулой (13.10) второго дифференциала функции от двух независимых
переменных. Мы видим появление дополнительных слагаемых f ′

u · d2u+ f ′
v ·

d2v, которые обнуляются в случае, если u и v – независимые переменные. Их
присутствие означает, что второй дифференциал НЕ имеет инвариантной
формы при замене переменных.

13.4. Формула Тейлора
Сейчас мы получим разложения функции f(x) многих переменных в

окрестности исследуемой точки x0, аналогичные тем, которые были полу-
чены для функции одной переменной. Запись формулы Тейлора в терми-
нах частных производных весьма громоздкая, поэтому мы запишем ее че-
рез дифференциалы. Оказывается форма записи через дифференциалы ин-
вариантна относительно количества переменных и совпадает с формулой
Тейлора для функции одной переменной. Так как аргумент x локализован
в некоторой окрестности точки x0, мы будем вместо независимого диффе-
ренциала dx писать знак приращения ∆x =

−−−−→
x− x0.

Теорема 13.4.1 (формула Тейлора в форме Лагранжа). Пусть
функция f ∈ Ck+1(Uδ(x

0)). Тогда для любой точки x ∈ Uδ(x
0) справедлива

формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа:

f(x) = f(x0) +
k∑

m=1

1

m!
dmf(x0,∆x)+

+
1

(k + 1)!
dk+1f(x0 + θ∆x,∆x), (13.12)

где число θ = θ(x0,∆x) ∈ (0, 1) определяется в общем случае неоднозначно.

Доказательство. Идея: свести задачу к одномерной, двигаясь по лучу
от x0 к x. Определим функцию φ(t) := f(x0+ t∆x), где t ∈ (−ε, 1+ε) c ε > 0
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настолько малым, чтобы точка x0+(1+ε)∆x ∈ Uδ(x
0) (т. е. (1+ε)|∆x| < δ).

Когда t меняется от нуля до единицы, точка x0 + t∆x пробегает отрезок от
x0 до x. Функция φ есть суперпозиция

t→ x0 + t∆x ∈ X ⊂ Rn → f(x0 + t∆x) ∈ R.

Найдем ее производную с помощью теоремы 11.5.3 о дифференцировании
суперпозиции отображений:

φ′(t) =
∂f

∂x1
(x0 + t∆x) ·∆x1 + . . .+

∂f

∂xn
(x0 + t∆x) ·∆xn =

= (A∆xf)(x0 + t∆x) = df(x0 + t∆x,∆x) (13.13)

(мы воспользовались формулой (13.3); выражение x0 + t∆x – это точка, в
которой берется значение функции A∆xf). Вывод: найден фиксированный
линейный оператор A∆x, действие которого на произвольную функцию f
в точке x0+t∆x есть производная φ′(t) сложной функции φ(t) := f(x0+t∆x)
в точке t. Но функция φ′(t) также есть сложная функция:

t→ x0 + t∆x ∈ X ⊂ Rn → (A∆xf)(x0 + t∆x),

где на месте функции f в формуле (13.13) стоит функция A∆xf . Следова-
тельно, вторая производная функции φ равна

φ′′(t) = (A∆x(A∆xf))(x0 + t∆x) = (A2
∆xf)(x

0 + t∆x).

И т. д. для m = 1, . . . , k + 1 производные φ(m)(t) = (Am
∆xf)(x0 + t∆x).

Формула Маклорена для функции φ при t = ∆t = dt = 1 имеет вид

φ(1) = φ(0) +
k∑

m=1

1

m!
φ(m)(0) +

1

(m+ 1)!
φ(m+1)(θ) ⇔

f(x) = f(x0) +

k∑
m=1

1

m!
(Am

∆xf)(x
0) +

1

(k + 1)!
(Ak+1

∆x f)(x
0 + θ∆x),

где 0 < θ < 1. Но из формулы (13.8) следует, что (A∆x)mf = dmf . Что
доказывает теорему. �

Следствие 13.4.1 (теорема Лагранжа для функции несколь-
ких переменных ). Пусть функция f ∈ C1(Uδ(x

0)). Тогда для любой точ-
ки x ∈ Uδ(x

0) справедлива формула Лагранжа:

f(x) = f(x0) + df(x0 + θ∆x,∆x) =

= f(x0) +
∂f(x0 + θ∆x)

∂x1
∆x1 + . . .+

∂f(x0 + θ∆x)
∂xn

∆xn,

где число θ = θ(x0,∆x) ∈ (0, 1) определяется в общем случае неоднозначно.
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Доказательство. Это утверждение теоремы 13.4.1 при k = 1.

Задача 13.4.1. Пусть функция f ∈ C1(X), где подмножество X ⊂ Rn

выпукло. Докажите справедливость для нее формулы Лагранжа.

Замечание 13.4.1. Таким образом, для числовой функции, заданной
на выпуклом множестве, теорема о среднем Лагранжа справедлива незави-
симо от количества переменных. Для вектор-функции (т. е. отображения в
многомерное пространство) теорема в общем случае неверна. �

Теорема 13.4.2 (формула Тейлора в форме Пеано). Пусть функ-
ция f ∈ Ck(Uδ(x

0)). Тогда для любой точки x ∈ Uδ(x
0) справедлива формула

Тейлора с остаточным членом в форме Пеано:

f(x) = f(x0) +

k∑
m=1

1

m!
dmf(x0,∆x) + o(|∆x|k) при ∆x = x− x0 → 0.

Доказательство. Воспользуемся формулой Тейлора в форме Лагран-
жа:

f(x) = f(x0) +

k−1∑
m=1

1

m!
dmf(x0) +

1

k!
dkf(x0 + θ∆x),

где 0 < θ < 1. Добавим к сумме недостающее слагаемое и вычтем его:

f(x) = f(x0) +
k∑

m=1

1

m!
dmf(x0) +

1

k!
(dkf(x0 + θ∆x)− dkf(x0)).

Оценим разность в скобках. Воспользуемся непрерывностью производных
k-го порядка, теоремой (13.1.2) и формулой (13.5):

|dkf(x0 + θ∆x)− dkf(x0)|
|∆x|k ≤

≤
n∑

ik=1

. . .
n∑

i1=1

∣∣∣∣∂kf(x0 + θ∆x)
∂xik . . . ∂xi1

− ∂kf(x0)

∂xik . . . ∂xi1

∣∣∣∣ |∆xik | . . . |∆xi1 |
|∆x|k ≤

≤ nk max
i1,...,ik∈{1,...,n}

∣∣∣∣∂kf(x0 + θ∆x)
∂xik . . . ∂xi1

− ∂kf(x0)

∂xik . . . ∂xi1

∣∣∣∣ → 0

при |∆x| → 0. �

Замечание 13.4.2. После того, как формула (13.12) или (??) найдена,
целесообразно заменить в ее правой части приращение ∆x =

−−−−→
x− x0, чтобы

обе части формулы содержали только одну переменную x. Но ни в коем
случае так делать нельзя до тех пор, пока не найдены все дифференциалы!

194



Глава 14

Мера Жордана

Мера Жордана – обобщение понятия длины отрезка на прямой, площади
плоской фигуры и объема пространственного тела. Понятие меры Жордана
связано с основными теоретико-множественными понятиями (объединение,
пересечение, дополнение), с топологическими понятиями (внутренность, за-
мыкание, граница) и метрическим понятием (длина отрезка). Это понятие
лежит в основе интеграла Римана функции многих переменных.

14.1. Клеточные множества
Напомним, точечно-векторным (или аффинным) пространством мы на-

зываем пару пространств (Rn,Vn), связанных точечно-векторными опера-
циями (см. определение 9.1.3). Для нас важно, что в точечном пространстве
Rn присутствуют геометрические понятия: отрезок, угол, многогранник,
длина отрезка и величина угла. Для пары пространств Rn и Rm и их под-
множеств X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm определена операция прямого произведения
X × Y ⊂ Rn × Rm, которая является основополагающей в определении ме-
ры.

Определение 14.1.1. Клеткой (точнее, n-мерной клеткой) в про-
странстве Rn называют n-мерный замкнутый прямоугольный параллелепи-
пед, ребра которого параллельны осям координат, т. е. прямое произведение
отрезков:

Πn = Π := {x = (x1, . . . , xn) : ak ≤ xk ≤ bk, k = 1, . . . , n} =

= [a1, b1]× . . .× [an, bn].

Мерой клетки (точнее, n-мерной мерой) называется неотрицательное чис-
ло µ(Π) := (b1 − a1) · . . . · (bn − an), т. е. произведение длин сторон паралле-
лепипеда. �
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Граница клетки ∂Π представляет со-
бой объединение всех точек, у которых
хотя бы одна координата равна концу
отрезка (рис. 14.1):

∂Π = {x ∈ Π : ∃k ∈ {1, . . . , n} :

xk = ak ∨ xk = bk} . (14.1)

1x

n
x

·

·

·

1 2 3( , , )B b x a

1 2 3( , , )A a b b

1 2 3( , , )C x b x

Рис. 14.1

Задача 14.1.1. 1) Проверьте справедливость равенства (14.1).
2) Дайте определение вершины, ребра, грани, m-мерной грани n-мерной

клетки (m = 0, . . . , n − 1). Укажите, какой координатной оси параллельно
каждое ребро.

3) Докажите, что граница клетки есть объединение всех (n− 1)-мерных
граней.

4) Докажите, что прямое произведение клеток есть клетка, размерность
которой равна сумме размерностей сомножителей: Πn × Πm = Πn+m, а
мера прямого произведения клеток равна произведению мер сомножителей:
µ(Πn ×Πm) = µ(Πn) · µ(Πm).

5) Докажите, что граница произведения клеток удовлетворяет правилу
Лейбница:

∂(Πn ×Πm) = (∂Πn ×Πm)
∪

(Πn × ∂Πm).

Определение 14.1.2. Подмножество K ⊂ Rn называется клеточ-
ным, если оно допускает конечное разбиение на клетки. То есть суще-
ствует конечная совокупность P := {Π1, . . . ,ΠN} клеток, которые попарно
не пересекаются по внутренним точкам, а их объединение образует данное
множество:

K := ∪N
i=1Πi = K, причем ∀i ̸= j ↪→ IntΠi ∩ IntΠj = ∅.

Клетки, входящие в разбиение, назовем состыкованными. Обозначение
клеточного разбиения: K =

⊔N
i=1 Πi.

Мерой клеточного подмножества называют сумму мер состыкован-
ных клеток:

µ

(
N⊔
i=1

Πi

)
:=

N∑
i=1

µ(Πi).

Пустое множество по определению считаем клеточным с нулевой мерой. �
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Обсуждение 14.1.1. Клеточное множе-
ство может быть состыковано бесконечным ко-
личеством способов (рис. 14.2). Более того, са-
ма клетка имеет бесконечное количество разби-
ений на клетки. Возникает проблема корректно-
сти определения 14.1.2. Объединение двух кле-
точных множеств K1 и K2 назовем их стыков-
койK1⊔K2, если эти множества не пересекаются
по внутренним точкам.

Рис. 14.2

Спецификой клеток и клеточных множеств
является их жесткая привязка к координатным
осям: каждое ребро клетки параллельно соот-
ветствующей координатной оси. Но повернутая
клетка, будучи прямоугольным параллелепипе-
дом, равным исходному, уже не является клеткой
(рис. 14.3). �

1
x

2
x

Рис. 14.3

Теорема 14.1.1 (основные свойства клеточных множеств).

1) Клеточное множество замкнуто: K = K.

2) (a) Пусть K1 ⊂ Rn и K2 ⊂ Rm – клеточные множества соответ-
ствующих размерностей. Тогда их прямое произведение K1 × K2 ⊂
⊂ Rn × Rm = Rn+m является клеточным (n + m)-мерным множе-
ством.
(b) Пусть K1,K2 ⊂ Rn – произвольные клеточные подмножества.
Тогда их пересечение K1∩K2, замкнутая разность K2 \ (IntK1) (раз-
ность K2 \K1 в общем случае НЕ является замкнутым подмноже-
ством), объединение K1∪K2 являются клеточными подмножества-
ми.
То есть множество всех клеточных подмножеств замкнуто от-
носительно основных теоретико-множественных операций.

3) Мера клеточного множества не зависит от способа его разбиения,
что означает корректность определения меры клеточного множе-
ства.

4) Для произвольных клеточных подмножеств K1,K2 ⊂ Rn верна фор-
мула меры объединения:

µ(K1 ∪K2) = µ(K1) + µ(K2)− µ(K1 ∩K2). (14.2)

5) Аддитивность меры при стыковке:

µ(K1 ⊔K2) = µ(K1) + µ(K2).

6) Монотонность меры: если K1 ⊂ K2, то µ(K1) ≤ µ(K2).
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7) Если существует общая внутренняя точка клеточных подмно-
жеств, то имеет место полуаддитивность:

K0
1 ∩K0

2 ̸= ∅ ↪→ µ(K1 ∪K2) < µ(K1) + µ(K2).

8) Мера прямого произведения равна произведению мер сомножителей:

µ(K1 ×K2) = µ(K1) · µ(K2). (14.3)

Доказательство (набросок для двумерного случая). Пункт 1 следует
из замкнутости клеток и конечности их количества.

Доказательство п. 2(a) основано на том, что клеточное разбиение
сомножителей порождает клеточное разбиение прямого произведения:

K1 ×K2 =

(
N⊔
i=1

Π1,i

)
×

(
M⊔
j=1

Π2,j

)
=

=

N,M⊔
i,j=1

(Π1,i ×Π2,j).

На рис. 14.4 изображено прямое произведение
двумерного клеточного множества на одномер-
ную клетку. (Разбейте множество K1 на 1

K

2
K

1 2
K K´

1
x

2
x

1
y

Рис. 14.4

клетки и убедитесь, что это разбиение порождает разбиение прямого про-
изведения.)

Доказательство всех свойств, перечисленных в п. 2(b), сводится к случаю
пересечения двух клеток (см. рис. 14.5–14.7).

Рис. 14.5 Рис. 14.6 Рис. 14.7

Доказательство п. 3 начнем с рассмотрения одной клетки Π = [a1, b1] ×
× [a2, b2]. Пусть стороны клетки разбиты на отрезки:

x0 = a1 < x1 < . . . < xN1 = b1, y0 = a2 < y1 < . . . < yN2 = b2,

[a1, b1] =

N1⊔
i=1

[xi−1, xi], [a2, b2] =

N2⊔
j=1

[yj−1, yj ].

Тогда операция прямого произведения сторон клетки приводит к разбиению
всей исходной клетки на подклетки Πij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ], и, в силу
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независимости индексации,

µ

(
N1,N2⊔
i,j=1

Πij

)
=

N1,N2∑
i,j=1

µ(Πij) =

N1,N2∑
i,j=1

(xi − xi−1)(yj − yj−1) =

=

N1∑
i=1

(xi − xi−1) ·
N2∑
j=1

(yj − yj−1) = (b1 − a1) · (b2 − a2),

что согласуется с определением 14.1.1.
Если клетка Π =

⊔N
k=1 Πk разбита на клетки произвольным образом, то

мы спроектируем на оси каждую вершину каждой клетки Πk и через полу-
ченные точки проведем прямые, параллельные осям. В результате данная
клетка разбивается на клетки Πij как результат прямого произведения раз-
биения сторон. Но каждая клетка Πk данного разбиения разбивается неко-
торыми клетками Πij тоже как результат прямого произведения. Заметим,
что каждая из клеток Πij принадлежит в точности одной из клеток Πk; ука-
зывая на это обстоятельство введем обозначение Πk =

⊔
i,j Πij;k. Исходя из

доказанного, получаем

(b1 − a1) · (b2 − a2) =

N1,N2∑
i,j=1

µ(Πij) =
N∑

k=1

(∑
i,j

µ(Πij;k)

)
=

N∑
k=1

µ(Πk).

Следовательно, мера одной клетки не зависит от ее разбиения и для клетки
определения 14.1.1 и 14.1.2 согласованы.

Пусть теперь клеточное множетво K произвольно разбито на клетки
двумя способами:

K =

N⊔
i=1

Π′
i =

M⊔
j=1

Π′′
j .

Рассмотрим разбиение, которое возника-
ет за счет попарного пересечения каждой
клетки первого разбиения с каждой клет-
кой второго, т. е. его клетки Πij = Π′

i ∩Π′′
j

(i = 1, . . . , N, j = 1, . . . ,M , не исключе-
но, что некоторые пересечения пусты; рис.
14.8). Такое разбиение назовем измельче-
нием данных. Тогда
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Рис. 14.8

K =

N⊔
i=1

Π′
i =

M⊔
j=1

Π′′
j =

N,M⊔
i,j=1

Πij , где Πij = Π′
i ∩Π′′

j .

Теперь, применяя определение 14.1.2, мы получаем, что мера µ(K) =
=
∑N,M

i,j=1 µ(Πij) и для обоих разбиений она одинакова.
Доказательство п. 4, аналогично п. 2, сводится к случаю пересечения

двух клеток.
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Пункты 5–7 следуют из формулы (14.2).
Пункт 8 следует из пунктов 2 и 3 и определения 14.1.1 меры клеточного

множества. �

14.2. Измеримые множества

Определение 14.2.1. (измеримого множе-
ства; Мари Энмон Камиль Жордан, 1838–1922)
Нижней мерой Жордана µ∗(E) подмножества E ⊂
⊂ Rn называется супремум мер клеточных мно-
жеств Kint, которые содержатся в E; верхней ме-
рой Жордана µ∗(E) подмножества E ⊂ Rn называ-
ется инфимум мер клеточных множеств Kext, кото-
рые содержат E (рис. 14.9):

Рис. 14.9

µ∗(E) := sup
Kint⊂E

µ(K), µ∗(E) := inf
Kext⊃E

µ(K).

Множество E называется измеримым по Жордану, если его нижняя и
верхняя меры конечны и совпадают: µ∗(E) = µ∗(E) < +∞. Число µ(E) :=
= µ∗(E) = µ∗(E) называют мерой Жордана множества E. �

Замечание 14.2.1. 1) В отличие от понятий длины, площади и объ-
ема, мера множества зависит не только от самого множества, но и от объ-
емлющего пространства. Рассмотрим цепочку вложений

Π2
0 = [0, 1]× [0, 0] ⊂ R1 × {0} ⊂ R2

вырожденного прямоугольника Π2
0. Его одномерная мера как отрезка Π2

0 =
= Π1 = [0, 1] ⊂ R1 равна единице. В то же время его двумерная мера вы-
рожденного прямоугольника Π2

0 ⊂ R2 равна нулю.
2) Очевидна аналогия между определениями нижнего и верхнего ин-

тегралов Дарбу и интеграла Римана по схеме Дарбу (определение 2.1.2) с
определениями нижней и верхней мер Жордана и меры Жордана. Ниже бу-
дет установлено, что, с определенными оговорками, эти понятия совпадают.
�

Из определений вытекают следующие утверждения:

Лемма 14.2.1. (необходимое свойство измеримости) Если подмно-
жество E измеримо, то оно ограничено.

Лемма 14.2.2 (критерий измеримости на языке
ε-приближений). Подмножество E измеримо только тогда, когда
для любого ε > 0 существуют вписанное клеточное множеств Kint ⊂ E
и описанное клеточное множество Kext ⊃ E, меры которых различаются
на ε, т. е. µ(Kext)− µ(Kint) < ε.
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Пример 14.2.1. Множество E = [0, 1]∩Q рациональных точек отрезка
неизмеримо в R1, поскольку его нижняя мера равна нулю, а верхняя единице
(докажите).

Задача 14.2.1. Дайте пример ограниченного неизмеримого плоского
подмножества.

Среди всех измеримых подмножеств важную роль играют подмноже-
ства нулевой меры, поскольку к ним сводится, как будет показано ниже,
исследование измеримости произвольного подмножества.

Лемма 14.2.3. Множество E имеет нулевую меру только тогда, ко-
гда оно принадлежит клеточному множеству K сколь угодно малой меры.
Более того, множество K можно выбрать таким, чтобы E принадлежа-
ло его внутренности, т. е.

µ(E) = 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃K : E ⊂ Int(K) ∧ µ(K) < ε.

Доказательство. По договоренности пустое множество ∅ = K1 ⊂ E яв-
ляется клеточным и имеет меру ноль. Поэтому достаточность сразу следует
из леммы 14.2.2.

Необходимость. В силу леммы 14.2.2 существует клеточное множество
K̂, для которого E ⊂ K̂ и µ(K̂) < ε/2. Пусть K̂ = ⊔N

i=1Π̂i. Применим к
каждой клетке Π̂i гомотетию с центром в центре клетки и коэффициентом
k = n

√
2 > 1 (рис. 14.10). Получим клетки Πi меры knµ(Π̂i) (докажите).

Объединение K := ∪p
i=1Πi не является стыковкой клеток, однако оно явля-

ется клеточным множеством (п. 2 теоремы 14.1.1), а его мера оценивается
сверху (п. 7 теоремы 14.1.1):

µ(K) = µ(∪N
i=1Πi) ≤

N∑
i=1

knµ(Π̂i) = knµ(K̂) < 2 · ε
2
= ε.

Поскольку Π̂i ⊂ Int(Πi), то K̂ ⊂ Int(K). Следовательно E ⊂ Int(K). Мно-
жество K – искомое. �

Следствие 14.2.1. Конечное объединение множеств нулевой меры
имеет меру ноль (конечная аддитивность множеств нулевой меры).

Задача 14.2.2. Докажите следствие 14.2.1.

Для доказательства основного утверждения об измеримости нам потре-
буется

Лемма 14.2.4 (о пересечении с границей). Если клетка Π пересе-
кает подмножество E и его дополнение EC := Rn \ E, то она пересекает
границу ∂E подмножества E.
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Доказательство. Пусть x ∈ Π ∩ E, а y ∈ Π ∩ EC . Поскольку клетка
выпуклое множество, то отрезок [x, y] ⊂ Π ⊂ Rn (рис. 14.11). Параметризуем
[x, y] числовым отрезком [0, 1]: рассмотрим непрерывное отображение

f : [0, 1] → [x, y], f(t) := O + (1− t)x + ty,

где O = (0, . . . , 0), x =
−→
Ox, y =

−→
Oy.

По условию f(0) = x ∈ E. Поэтому существует t∂ = sup{t ∈ [0, 1] : f(t) ∈ E}.
Покажем, что z = f(t∂) ∈ ∂E. Если t∂ = 0, то для всех t > 0 выполняется
f(t) ∈ EC . Значит, в силу непрерывности f , в любой окрестности точки
x ∈ E имеются точки из дополнения. Следовательно x ∈ ∂E. Аналогично
рассматривается случай t∂ = 1. Если 0 < t∂ < 1, то сколь угодно близко
существуют числа t < t∂ , для которых f(t) ∈ E, а для всех t > t∂ верно
f(t) ∈ EC . Опять же, в силу непрерывности f , в любой окрестности точки
z = f(t∂) имеются точки из E и точки из дополнения EC . �

j
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j
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Рис. 14.10

x
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Рис. 14.12

Задача 14.2.3. Докажите лемму 14.2.4 методом половинного деления
отрезка. Заметим, что точки границы, полученные разными доказательства-
ми, могут отличаться.

Перейдем к основному утверждению

Теорема 14.2.1 (критерий измеримости в терминах границы
множества). Подмножество E ⊂ Rn измеримо только тогда, когда оно
ограничено и его граница имеет меру нуль.

Замечание 14.2.2. В сформулированном утверждении проявляется
связь между топологическим понятием граница множества и измеримостью.
Эта связь уточняется ниже в теореме 14.3.1. �

Доказательство. Необходимость. Из леммы 14.2.1 следует ограничен-
ность E. Покажем, что µ(∂E) = 0. Из леммы 14.2.2 следует, что для произ-
вольного ε > 0 существуют клеточные множества Kint,Kext, для которых
Kint ⊂ E ⊂ Kext и µ(Kext) − µ(Kint) < ε. Поскольку клеточные множества
замкнуты (п. 1 теоремы 14.1.1), то замыкание E ⊂ Kext. Поэтому ∂E ⊂
⊂ E ⊂ Kext. Рассмотрим разность ∆K := Kext \ (IntKint), которая является
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клеточным множеством (п. 2 теоремы 14.1.1). Поскольку из Kext удалены
только внутренние точки множества Kint ⊂ E, то разность ∆K, как и Kext,
содержит целиком границу ∂E: ∂E ⊂ ∆K. Теперь заметим, что клеточные
множества ∆K и Kint состыкованы (по определению ∆K), поэтому Kext =
= ∆K ⊔Kint (рис. 14.12). В силу аддитивности меры клеточных множеств
(п. 5 теоремы 14.1.1) получаем:

µ(Kext)− µ(Kint) < ε ⇔ µ(∆K ⊔Kext)− µ(Kint) < ε ⇔

µ(∆K) + µ(Kint)− µ(Kint) < ε ⇔ µ(∆K) < ε.

Из леммы 14.2.3 следует, что µ(∂E) = 0.
Достаточность. Поскольку µ(∂E) = 0, в силу леммы 14.2.3, по любому

ε > 0 найдется такое клеточное множество ∆K, что ∂E ⊂ Int(∆K) и мера
µ(∆K) < ε. Далее, поскольку множества E и ∆K ограничены, существу-
ет клетка Π, содержащая оба эти множества: E ∪ (∆K) ⊂ Π. Рассмотрим
клеточное множество Π \ Int(∆K) (рис. 14.12). Будучи клеточным, оно со-
стыковано из конечного количества клеток:

Π \ (Int(∆K)) =

p⊔
i=1

Πi.

Поскольку граница ∂E принадлежит внутренности клеточного множества
∆K, ∀i верно: Πi ⊂ Int(E)∪Int(EC), т. е. все клетки принадлежат объедине-
нию внутренностей. Если допустить, что существует клетка Πi, пересекаю-
щаяся и с множеством Int(E), и с множеством Int(EC), то (по лемме 14.2.4)
клетка Πi пересекается с границей, что невозможно. Значит каждая клетка
Πi или целиком лежит в Int(E), или целиком лежит в Int(EC). Возьмем
все клетки, целиком принадлежащие Int(E). Их объединение Kint является
стыковкой, т. е. образует клеточное множество, причем Kint ⊂ Int(E) ⊂ E.
Более того, Kint состыковано с клеточным множеством ∆K, и, в силу опре-
деления Kint, справедливо вложение E ⊂ E ⊂ Kext := Kint ⊔∆K. Остается
заметить, что µ(Kext)− µ(Kint) = µ(∆K) < ε. �

14.3. Свойства измеримых множеств
Измеримые множества наследуют многие свойства клеточных множеств,

сформулированные в теореме 14.1.1 Чтобы их доказать нам потребуется

Лемма 14.3.1 (граница и теоретико-множественные опера-
ции). Для любых подмножеств E,F ⊂ Rn справедливы включения (рис.
14.13 – 14.15):

∂(E ∪ F ) ⊂ ∂E ∪ ∂F, ∂(E ∩ F ) ⊂ ∂E ∪ ∂F, ∂(E \ F ) ⊂ ∂E ∪ ∂F.
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Рис. 14.13
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Рис. 14.14
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Рис. 14.15

Доказательство первого включения. Пусть точка x ∈ ∂(E ∪ F ). По
определению, в любой ее окрестности находится точка из E ∪ F и точка из
дополнения (E ∪ F )C . Значит, выполнено по крайней мере одно из условий:
1) в любой ее окрестности находится точка из E, 2) в любой ее окрестности
находится точка из F . Поскольку (E∪F )C = EC ∩FC , то в первом случае x
является граничной точкой для E, а во втором случае – граничной для F .

Остальные включения доказываются аналогично (докажите). �

Теорема 14.3.1 (о теоретико-множественных операциях с
измеримыми подмножествами).

1) Для произвольных измеримых подмножеств E,F ⊂ Rn, принадле-
жащих одному и тому же пространству, справедливы свойства:

а) монотонность меры: если E ⊂ F , то µ(E) ≤ µ(F );

б) замкнутость измеримых множеств относительно
теоретико-множественных операций: подмножества E ∪ F ,
E ∩F и E \F измеримы (рис. 14.13 – 14.15) и мера объединения
вычисляется по формуле

µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F )− µ(E ∩ F ); (14.4)

в) мера множества сосредоточена в его внутренности:
E0 и E измеримы, причем µ(E) = µ(E0) = µ(E);

г) полуаддитивность меры: µ(E ∪ F ) ≤ µ(E) + µ(F );

д) аддитивность меры: если подмножества E и F не имеют
общих внутренних точек, то µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F );

2) Для произвольных измеримых подмножеств E ⊂ Rn, F ⊂ Rm, при-
надлежащих разным пространствам, их прямое произведение изме-
римо и мера произведения равна произведению мер сомножи-
телей:

µ(E × F ) = µ(E)× µ(F ). (14.5)
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Доказательство. Будем по-прежнему обозначать через K клеточное
множество; индекс intE (extE) указывает, что оно содержится (содержит)
множество E.

Доказательство п. 1(a). Поскольку данные множества измеримы, их ме-
ры совпадают с верхними и нижними мерами. Воспользовавшись монотон-
ностью меры клеточных множеств (п. 6 теоремы 14.1.1), получаем:

KintE ⊂ E ⊂ F ⊂ KextF ⇒

µ(E) = sup
KintE

µ(KintE) ≤ inf
KextF

µ(KextF ) = µ(F ).

Доказательство п. 1(б ). Во-первых, названные множества ограничены.
Во-вторых, из леммы 14.3.1, следствия 14.2.1 и п. 1(a) теоремы следует, что
мера их границ равна нулю. Значит, все названные множества измеримы.

Из п. 1(a) получаем:

KintE ∪ KintF ⊂ E ∪ F ⊂ KextE ∪ KextF ⇒

µ(KintE ∪ KintF ) ≤ µ(E ∪ F ) ≤ µ(KextE ∪ KextF ).

Воспользуемся формулой (14.2) меры объединения клеточных множеств:

µ(KintE) + µ(KintF )− µ(KintE ∩ KintF ) ≤ µ(E ∪ F ) ≤

≤ µ(KextE) + µ(KextF )− µ(KextE ∩ KextF ).

Поскольку KintE ∩ KintF ⊂ Kext(E∩F ) и KextE ∩ KextF ⊃ Kint(E∩F ), то

µ(KintE) + µ(KintF )− µ(Kext(E∩F )) ≤ µ(E ∪ F ) ≤

≤ µ(KextE) + µ(KextF )− µ(Kint(E∩F )).

Полученная двусторонняя оценка справедлива для любых названных кле-
точных множеств, поэтому она переносится на точные грани:

sup
KintE ,KintF ,Kext(E∩F )

(µ(KintE) + µ(KintF )− µ(Kext(E∩F ))) ≤ µ(E ∪ F ) ≤

≤ inf
KextE ,KextF ,Kint(E∩F )

(µ(KextE) + µ(KextF )− µ(Kint(E∩F ))). (14.6)

Так как все названные клеточные множества определяются независимо друг
от друга, то

sup
KintE ,KintF ,Kext(E∩F )

(µ(KintE) + µ(KintF )− µ(Kext(E∩F ))) =

= sup
KintE

µ(KintE) + sup
KintF

µ(KintF )− inf
Kext(E∩F )

µ(Kext(E∩F )) =

= µ(E) + µ(F )− µ(E ∩ F ).
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Аналогично устанавливается, что

inf
KextE ,KextF ,Kint(E∩F )

(µ(KextE) + µ(KextF )− µ(Kint(E∩F ))) =

= µ(E) + µ(F )− µ(E ∩ F ).

Теперь из двусторонней оценки (14.6) следует равенство (14.4).
Доказательство п. 1(в). Во-первых, ∂(E0) ⊂ ∂E, поскольку точки из

E0 и (EC)0 не могут принадлежать границе ∂(E0). Значит, µ(∂(E0)) = 0
и внутренность E0 является измеримым множеством. Теперь утверждение
следует из соотношений

E = E0 ∪ ∂E, E0 ∩ ∂E = ∅, E0 ⊂ E ⊂ E,

равенства µ(∂E) = 0, монотонности меры (п. 1(a) теоремы) и формулы
(14.4).

Доказательство пунктов 1(г) и 1(д) следует из формулы (14.4) и п. 1(в)
теоремы.

Докажем п. 2. Из включений

KintE ⊂ E ⊂ KextE , KintF ⊂ F ⊂ KextF

следуют включения

KintE ×KintF ⊂ E × F ⊂ KextE ×KextF .

Согласно п. 1(a) и формуле (14.3),

µ(KintE ×KintF ) = µ(KintE) · µ(KintF ) ≤

≤ µ(KextE) · µ(KextF ) = µ(KextE ×KextF ).

Полученная двусторонняя оценка справедлива для любых названных кле-
точных множеств, поэтому она переносится на точные грани:

sup
KintE ,KintE

(µ(KintE) · µ(KintF )) ≤ inf
KextE ,KextE

(µ(KextE) · µ(KextF )).

Так как все названные клеточные множества определяются независимо друг
от друга, то

sup
KintE ,KintE

(µ(KintE) · µ(KintF )) =

= sup
KintE

µ(KintE) · sup
KintE

µ(KintF ) = µ(E) · µ(F ).

Аналогично

inf
KextE ,KextE

(µ(KextE) · µ(KextF )) = µ(E) · µ(F ).

Но
supµ(KintE ×KintF ) ≤ supµ(Kint(E×F )) = µ∗(E × F ),
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поскольку множество клеточных подмножеств {Kint(E×F )} шире, чем мно-
жество клеточных модмножеств {KintE ×KintF }. Аналогично

inf µ(KextE ×KextF ) ≥ inf µ(Kext(E×F )) = µ∗(E × F ).

Значит, нижняя и верхняя меры множества E×F совпадают и вычисляются
по формуле (14.5). �

Из п. 1(д) вытекает

Следствие 14.3.1. Конечная аддитивность меры Жордана: если
любые два измеримых подмножества Ei и Ej из конечной совокупности
подмножеств Ei ⊂ Rn (i = 1, . . . , k) не имеют общих внутренних точек,
то мера их объединения равна сумме мер: µ

(∪k
i=1 Ei

)
=
∑k

i=1 µ(Ei).

Задача 14.3.1. Воспользовавшись индукцией, докажите следствие
14.3.1.

Пусть E ⊂ Rn – произвольное подмножество, а [a, b] ⊂ R – отрезок.
Напомним, что цилиндрическим множеством (цилиндром) с основанием
E мы называем прямое произведение CylE := E × [a, b] ⊂ Rn+1. В теории
многомерного интегрирования нам понадобится утверждение, вытекающее
из п. 2 теоремы 14.3.1:

Следствие 14.3.2. Цилиндр с измеримым основанием E измерим,
и его мера равна произведению меры основания на “высоту”: µ(CylE) =
= µ(E) · (b− a).

14.4. Примеры измеримых множеств
В нашем распоряжении пока нет измеримых множеств, кроме клеточ-

ных. Чтобы получить достаточно широкий класс измеримых множеств, нам
потребуется

Лемма 14.4.1 (о мере графика непрерывной функции). Пусть
непрерывная функция f : E → R определена на измеримом замкнутом
множестве E ⊂ Rn. Тогда ее график Gr(f) ⊂ Rn+1 имеет нулевую (n+1)-
мерную меру.

Доказательство. Пусть E = Π – клетка, диаметр которой равен d. Бу-
дучи ограниченной и замкнутой, клетка компактна. Согласно теореме Кан-
тора, непрерывная на Π функция равномерно непрерывна. По ϵ > 0 выберем
такое δ > 0, чтобы |f(x1)− f(x2)| < (ϵ/µ(Π)) как только ρ(x1, x2) < δ. Разо-
бьем каждое ребро клетки на N равных отрезков. В результате клетка Π
разбивается на Nn равных “малых” клеток Πi,N , диаметр которых равен
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d/N (докажите самостоятельно). Значит, для всех достаточно больших N ∈
∈ N выполняется оценка: |f(x1)−f(x2)| < (ϵ/µ(Π)) как только x1, x2 ∈ Πi,N .
Обозначим через

fi,min := min
x∈Πi,N

f(x),

fi,max := max
x∈Πi,N

f(x).

График принадлежит стыковке цилиндров
над малыми клетками (рис. 14.16):

Gr(f) ⊂
Nn⊔
i=1

(Πi,N × [fi,min, fi,max]).

,minif

,maxif ( )Gr f

P

,i NP

Рис. 14.16

В силу выбранного N , мера полученного клеточного множества допускает
оценку

µ(

Nn⊔
i=1

(Πi,N × [fi,min, fi,max])) <
ϵ

µ(Π)

Nn∑
i=1

µ(Πi,N ) =
ϵ

µ(Π)
· µ(Π) = ϵ. (14.7)

Пусть E – произвольное измеримое замкнутое множество. Поскольку E
компактно, то |f(x)| < C = const для всех x ∈ E. Рассуждая как в доказа-
тельстве достаточности теоремы 14.2.1, по любому ε > 0:
1) возьмем клеточное множество ∆K, мера которого меньше ε/(4C) и ко-
торое содержит границу E; 2) ∆K порождает клеточное множество Kint,
содержащееся в E и состыкованное с ∆K; 3) клеточное множество Kext =
= Kint ⊔∆K содержит E:

∀ε > 0 ∃∆K ∧ ∃Kint :

µ(∆K) <
ε

4
∧ ∂E ⊂ ∆K ∧ Kint ⊂ E ∧ E ⊂ Kext = Kint ⊔∆K.

Клеточное множество Kint состоит из конечного количества клеток, пусть
их k. График сужения функции f на каждую клетку принадлежит клеточ-
ному множеству, мера которого удовлетворяет оценке (14.7), где возьмем
ϵ = ε/(2k). Значит, график сужения f на Kint принадлежит клеточному
множеству, мера которого меньше, чем ε/2. График сужения функции f на
E∩∆K содерждится в цилиндре ∆K× [−C,C]. Мера последнего µ(∆K× [−
−C,C]) < ε/(4C) · 2C = ε/2. Следовательно, график функции f содержится
в клеточном множестве, мера которого меньше произвольного ε. �

Теперь мы можем описать класс измеримых множеств, которые понадо-
бятся в теории многомерного интегрирования:

Теорема 14.4.1 (об измеримости “подграфика”). Пусть непре-
рывная неотрицательная функция f : E → R+

0 определена на измеримом
замкнутом множестве E ⊂ Rn. Тогда ее подграфик

UnderGr(f) = UGr(f) := {(x, y) ∈ E × R+
0 : 0 ≤ y ≤ f(x)} ⊂ Rn+1
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является измеримым множеством.

Замечание 14.4.1. В случае, когда n = 1 и E – отрезок, подграфик
есть криволинейная трапеция. �

Доказательство. Поскольку E ком-
пактно, то 0 ≤ f(x) < C = const. По-
этому подграфик содержится в огра-
ниченном цилиндре E × [0, C]. Грани-
ца подграфика есть объединение трех
подмножеств (рис. 14.17):

∂(UGr(f)) = (E×{0})
∪
Gr(f)

∪
x∈∂E

({x}×[0, f(x)]).

{0}E ´

( )Gr f

1x
nx

y

Рис. 14.17

“Основание” подграфика E×{0} имеет нулевую (n+1)-мерную меру (дока-
жите). “Крыша” подграфика есть график Gr(f), мера которого равна нулю
согласно лемме 14.4.1. “Боковая поверхность”

∪
x∈∂E({x}× [0, f(x)]) подгра-

фика содержится в клеточном цилиндрическом множестве ∆K × [0, C] (см.
доказательство леммы 14.4.1) сколь угодно малой меры. Следовательно, гра-
ница подграфика имеет нулевую меру, что доказывает теорему. �

Следствие 14.4.1. Многомерный шар Balln = {x ∈ Rn; |x| ≤ R}
(R > 0) измеримое множество.

Задача 14.4.1. Докажите следствие, воспользовавшись индукцией и
тем фактом, что “северное” полушарие есть подграфик:

Balln+1
+ = Balln+1 ∩ {xn+1 ≥ 0} = UGr(f),

где f(x1, . . . , xn) =
√
R2 − (x21 + . . .+ x2n), (x1, . . . , xn) ∈ Balln.
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