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Предисловие

Основной целью учебного пособия является подготовка студентов к пись
менному и устному экзаменам по учебному курсу « Уравнения математи
ческой физики» ...

Курс состоит из пяти глав и трех приложений. В первой главе ... 
Во второй главе в рамках ...
Третья глава посвящена решению ...
Четвертая глава посвящена методам ...
Пятая глава ...
Список литературы ...
Интернет ресурсы ...
Приложения А ...
Приложения В ...
Приложения С ... 
Навигация по PDF файлу учебного пособия ...



Список обозначений

R — вещественная ось;
С — комплексная плоскость;
КС — n-мерное вещественное евклидово пространство;
Сп — n-мерное комплексное евклидово пространство (комплексной размер
ности п > 2 или вещественной 2п);
KL™ = [х = (х', хп): х Е КС, хп > 0} — полупространство в Rn;
Sn = {х: х Е КС, |.т| = 1} - единичная сфера в
А х В — прямое (декартово) произведение множеств А и В, т. е. множество 
всех упорядоченных пар {{a, b}: а Е A, b Е В};
А + В = {а + b: а Е A, b Е В} — алгебраическая сумма множеств А и В: 
А — замыкание множества А;
Int А — подмножество всех внутренних точек множества А;
дА — множество всех граничных точек множества А;
supp/ ~ носитель функции /, т. е. замыкание множества {х : /(ж) ф 0};
Q — область в КС, т. е. открытое связное множество в КС;
Qt = Q х (0, В) — цилиндр в КС+1 высоты Т > 0 с основанием Q С КС;
X х Y — линейное пространство упорядоченных пар {w,v}, u Е X, v Е Y 
с покомпонентным сложением и умножением на скаляры;
X(Q) — пространство функций f: Q —> R с нормой (полунормой) Ц/Цхду 
X(Q;KC) — пространство вектор-функций v = (щ,... , щ): КС с нор

мой (полунормой) 11V11 X(Q;R") = 52 \\Vj ILv(Q)5
j=l

X((0,T); У) — пространство функций и: (0,Т) Y, принимающих значе
ния в линейном пространстве У;
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Обозначения 7

С1 (О) — пространство I раз непрерывно дифференцируемых в Q с R” 
функций;
Ст(О) — пространство т раз непрерывно дифференцируемви в области 
Q С R" функций, обращающихся в ноли на границе дО вместе со всеми 
своими производивши до порядка т включительно;
С°°(О) — пространство бесконечно дифференцируемых и финитных в об
ласти Q С В" функций.



Глава 1

Введение

1.1. Постановка задач математической физики

1.1.1. Вывод уравнение теплопроводности.

1.1.2. Постановки задач для уравнения теплопроводности.

1.2. Классические и слабые решения краевых задач

Классическим решением краевой задачи, а также задачи Коши, начально
краевой и прочих задач для дифференциальных уравнений, принято на
зывать решения, обладающие минимальной классической гладкостью, до
статочной для проверки выполнения уравнений, а также краевых и прочих 
заданных условий. Например, для краевой задачи

u"(x) = f (x), x G (0,n),

u(0) = u(n) = 0,
(1.2.1)

при заданной f G C[0, п] классической будет гладкость решения u G C2[0, n] 
с оператором классического дифференцирования L = -Х : DL q L2(0,n) 
L2(0, п), имеющим область определения

Dl = {ф G C2[0,n] : (0) = ^(п) = 0}, 

8



§2. Классические и слабые решения 9

всюду плотную в £2(0,7г). Краевая задача (1.2.1) имеет единственное реше
ние

7Г

^(ж) = (ж - y)f(y)dy y)f(y)dy
о

для любой части f G С'[0,7г].
На примере этой простой краевой задачи поясним теперь в чем заклю

чается понятие обобщенного (слабого) решения краевой задачи. Умножая 
уравнение (1-2.1) скалярно в £2(0, Z) на v Е Dl и интегрируя два раза, по 
частям, получаем

(и, £v) = (/щ) Vi; Е Dl. (1.2.2)

Равенство (1.2.2) является интегральным тождеством, т. е.
[ uv"dx = [ fvdx Vv Е Dl- (1.2.3)

Jo Jo
При этом функцию u Е £р(0,7г), удовлетворяющую тождеству (1.2.2) или 
(1.2.3), называют обобщенным (слабым) решением краевой задачи (1.2.1) 
класса £р(0,7г), 1 < р < оо. Подчеркнем, что от обобщенного (слабого) 
решения класса £р(0,7г) не требуется никакой дифференцируемости, тогда 
как решение задачи (1.2.1) в классическом смысле должно быть, по опреде
лению, дважды непрерывно дифференцируемой [0, я] функцией, т. е. в обоб
щенной (слабой) постановке (1.2.3) задачи (1.2.1) принципиально ослаблены 
требования к гладкости решения по сравнению с классической постановкой 
задачи (1.2.1).

Тождество (1.2.3) было получено из (1.2.1), поэтому всякое классиче
ское решение (1.2.1) будет обобщенным (слабым) решением в смысле (1.2.3). 
Обратное, вообще говоря неверно. Однако, если обобщенное (слабое) реше
ние (1.2.3) окажется дважды непрерывно дифференцируемым, точнее, если 
u Е С'2[0,7г], то это обобщенное (слабое) решение и(х) будет классическим 
решением краевой задачи (1.2.1). Действительно, из тождества (1.2.3) на
ходим, интегрируя по частям,

(£w,v)+w(7r)T'(7r) — п(0)т'(0) = (/,ж) Vn G Dl- (1-2.4)



10 Глава 1. ВВЕДЕНИЕ

В частности,
= (/,«) V«6 C°°(0,Z)cDl,

откуда, и из леммы ДюБуа-Реймонда1 следует, что

Lu(x) = f(x) Vх е (0,7г).

Осталось выяснить, удовлетворяет ли такая и Е С2[0, Д краевым условиям

7/(0) = Д'/?) = 0.

Так как Lu = /, из (4) получаем

7/(7r)v,(7r) — 7/(0)v'(0) = 0 \/v Е Dl- (1.2.5)

Выбирая v Е Dl в (5) таким образом, что т/Д) = 1, /ДО) = 0, находим 
Дл) = 0. А выбирая v Е Dl так, чтобы /Д-Д = 0, 7Д0) = 1, находим 
ДО) = 0. Следовательно, ДО) = 7/(7г) = 0. Это означает, что обобщенная 
постановка (1.2.3) краевой задачи (1.2.1) неявно содержит в себе краевые 
условия на обобщенное решение, если обобщенное решение является до
статочно гладкой функцией. Нетрудно убедиться, что обобщенное (слабое) 
решение (1.2.3) будет классическим решением краевой задачи (1.2.1), если 
правая часть / G С[0,Д.

Отметим, что слабые решения составляют регулярную часть широкого 
класса обобщенных решений, формально представленных функционалами 
на пространствах соответствующих основных функций, например, £ДВП) и 
5ДКП). Однако, в отличие от собственно обобщенных функций, слабые ре
шения уже сами по себе являются элементами пространств интегрируемых 
функций.

1см. §5.6 учебника: Владимиров В.С. Уравнения математичской физики. — М.: Наука, 1981.



Глава 2

Элементы анализа дифференциальных 
уравнений математической физики

Классическая альтернативная схема включена в список литературы, обяза
тельной для чтения, и предлагается студентам для самостоятельного изу
чения.

2.1. Общая классификация ДУ ЧП

2.1.1. Эллиптические уравнения.

2.1.2. Гиперболические уравнения.

2.1.3. Параболиические уравнения.

Технически решение краевой задачи

2.2. Канонический вид ДУ ЧП второго порядка

Раздел посвящен классификации и приведению к каноническому виду ДУ ЧП 
второго порядка с вещественными коэффициентами. Для переменных коэф
фициентов задача приведения уравнения к каноническому виду решается 
только в случае двух переменных, а в случае п > 3 переменных рассмат
риваются только уравнения с постоянными коэффициентами.

И



12 Глава 2. Элементы анализа дифференциальных уравнений

2.2.1. Гиперболические уравнения с переменными коэффициен
тами в случе двух переменных.

2.2.2. Эллиптичпеские уравнения с переменными коэффициен
тами в случе двух переменных.

2.2.3. Уравнения второго порядка с постоянными коэффициен
тами в случае // д 3 переменных.

Квадратичная характеристическая форма уравнения выделением полных 
квадратов приводится к каноническому виду некоторым невырожденным 
преобразованием, с помощью которого строится замена переменных, при
водящая к каноническому виду само уравнение.

Поскольку к каноническому виду приводится только главная часть урав
нения, без какой бы то ни было потери общности рассмотрим невырожден
ное линейное уравнение второго порядка с вещественными постоянными 
коэффициентами

п

akmuXkXJx} = жеГ, n > 3. (2.2.1)
fc.m=l

По определению, каноническим видом уравнения (2.2.1) называют его невы
рожденный вид

п

^XjUx.x.(x) = f(x), жбГ, (2.2.2)
l=i

с коэффициентами Aj принимающими только три допустимых значения: 
Xj = О И Xj = il.

Для приведения уравнения (2.2.1) к каноническому виду (2.2.2) рассмот
рим характеристическую форму уравнения (2.2.1), т. е. квадратичную фор
му

п

Q& = У? £ € BF

k,m=l

(2.2.3)



§3. Элементы спектральной теории дифференциальных операторов 13

2.3. Элементы спектральной теории дифференциаль
ных операторов

В этом параграфе для обыкновенного дифференциального оператора на 
конечном отрезке определяются сопряженные и самосопряженные краевые 
условия. Приводятся примеры симметричных дифференциальных операто
ров с несамосопряженными краевыми условиями. Самосопряженность кра
евых условий гарантирует полноту системы собственных функций обыкно
венного дифференциального оператора, т. е. означают существование орто
гонального базиса из собственных функцмй такого оператора.

2.3.1. Обыкновенные дифференциальные операторы

Рассмотрим обыкновенный дифференциальный оператор порядка Z > 1 с 
постоянными комплексными коэффициентами

ед, G С, щ Д О, (2.3.1)

имеющий область определения

DL(0, 1) = {u Е Су/[0,1]: В®и = 0, j = 1,... ,m0 ; Bju = 0, j = 1,... ,тД,
(2.3.2) 

где {В^У^ф и {Bjyyy — какие-либо наборы граничных операторов с ком
плексными коэффициентами, которые задают однородные краевые условия 
порядка < m — 1 в точках х = 0 и х = 1, соответственно. Для таких об
ластей определения выполнено важное условие СЧДОД) С Dl, где через 
СЧДО, 1) обозначено пространство финитных2 бесконечно дифференцируе
мых на (0,1) функций.

Через /4(0,1) обозначим комплексное линейное пространство квадра

2Определенную и непрерывную на (0,1) функцию называют финитной на (0,1), если она равна 
нулю вне некоторого отрезка [«, b] С (0, 1), т. е. финитная на (0,1) будет тождественно равна нулю в 
некоторой окрестности концов интервала (0, 1).



14 Глава 2. Элементы анализа дифференциальных уравнений

тично интегрируемых по Риману на (0,1) функций3 со скалярным произ
ведением 

которое порождает норму

1/2

U

Дифференциальный оператор (2.3.1) рассматривается как действующий из 
£2(0,1) в £2(0,1) с целью построения базиса из собственных функций опе
ратора. при разделении переменных для уравнений в частных производных. 
Точнее, оператор L рассматривается как

Г: Dl с £2(0,1) -4 £2(0,1), (2.3.3)

т. е. вопросы непрерывности линейных операций на Dl решаются в метрике 
£2(0,1), что делает оператор L неограниченным. Например, ограниченную 
в £2(0,1) последовательность {т/п(л) = sin(n7nr)} оператор

L = 4(0.1) ->• £2(0,1)

с областью определения

(2.3.4)

£Д(0,1) = {u Е С2[0,1]: 7/(0) = 7/(1) = 0}, (2.3.5)

переводит в последовательность {Lun(x) = —п27г2 sin(n7nr)}, неограничен
ную в £2(0,1).

Определение 2.3.1. Оператор (2.3.3) называют симметричным (или сим
метрическим), если

(Lu,v) = (т/, Гт?) \/u,veDl- (2.3.6) 
3Точнее, элементами пространства Щ (0,1) являются не сами функции, а классы эквивалентных 

на (0,1) функций, т. е. совпадающих на (0,1), за исключением подмножества меры Жордана ноль. 
Нулевым элементом в Щ(0.1) служит класс функций, эквивалентых нулю на (0,1). Такое определение 
позволяет избежать нарушения одной из аксиом скалярного произведения и порождаемой им нормы.



§3. Элементы спектральной теории дифференциальных операторов 15

Например, симметричным будет оператор (2.3.4) с областью определения 
(2.3.5).

Определение 2.3.2. Формально сопряженным к оператору L вида (2.3.1) 
называют оператор

возникающий при интегрировании по частям в тождестве

(Lu,v) = (u, Lv) G С°°(0,1).

В случае L = L оператор L называют формально самосопряженным.

Отождествляя краевые условия оператора L с его областью определения 
Dl , сформулируем определение сопряженных краевых условий, которые 
будем условно обозначать символом D*L.

Определение 2.3.3. Для оператора L порядка I с областью определения 
Dl сопряженными краевыми условиями D*L называют краевые условия на 
функцию V G С% 1] такие, что

(Lu,v) = (и, Lv) \/ueDl (2.3.7)

В случае D*L = Dl краевые условия Dl называют самосопряженными.

Важную прикладную роль играет следующая фундаментальная теоре
ма об ортогональном базисе из собственных функций дифференциального 
оператора L вида (2.3.1).

Теорема (без доказательства). Система собственных функций формаль
но самосопряженного оператора (2.3.3) с самосопряженными краевыми 
условиями образует ортогональный базис в пространстве £2(0,1).

ПРИМЕР 1.Рассмотрим простейший пример оператора первого порядка 

L = iD. Dl с £2(0.1) Г2(0,1)

с областями определения вида:
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1. Dl = {u Е СДО, 1]: «(0) = «(1)};

2. Dl = {и Е СДОД]: «(0) = 0};

3. Dl = {и Е СДОД]: «(1) = 0};

4. Dl = {и Е СДО, 1]: «(0) = «(1) = 0};

5. Dl = [и Е СДОД]}.

Оператор L формально самосопряженный, так как L = — Д = L. Оста
лось вычислить сопряженные краевые условия для функции v Е СДО, 1] в 
каждом из пяти случаев:

1 1
1. (Luxe) = (u,Lv) Эи Е Dl => fiu'vdx = f iu'vdx Эи Е Dl =>

о о
шД = 0 Эи Е Dl =е> Д1)(Д1) — ДО)) = 0 Эи Е Dl => {ДО) = Д1)}
— самосопр. кр. условия (1);

1 1
2. (Lu, и) = Д, Lu) Эи Е Dl => j iu'vdx = Jiu'vdx Эи E Dl => wv|q =

о о
0 Эи E Dl =e Д1)Д1) = ОЭи E Dl => {Д1) = 0} - несамосопр. кр. 
условия (3);

1 1
3. (Lu,v) = (и, Lv) Эи E Dl => fiu'vdx = f iu'vdx Эи E Dl =e гаД =

о о
0 Эи E Dl =e> u(Q)v(Q) = 0 Эи E Dl =e {Д0) = 0} - несамосопр. кр.
условия (2);

i i
4. (Lu,v) = (и, Lv) Эи Е Dl => fiu'vdx = fiu'vdx Эи E Dl шД =

о b
0 V и E Dl =e> 0 = 0 => 0 — несамосопр. кр. условия (5);

1 1
5. (Lu,v) = (u,Lv) Эи E Dl => f iu'vdx = fiu'vdx Эи E Dl => шД =

о b
0 Эи E Dl Д1)Д1) — Д0)Д0) = 0 Эи E Dl => {ДО) = Д1) = 0}
— несамосопр. кр. условия (4).

Самым простым примером симметричного оператора с несамосопряжен
ными краевыми условиями служит оператор с краевыми условиями (4).
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Более сложным примером симметричного оператора с несамосопряженны
ми краевыми условиями служит, например, формально самосопряженный 
дифференциальный оператор

L = Dl с £,(0,1) -+ £,(0.1)

с областью определения

Dl = {u Е С2[0,1]: «(0) = ад(1) = 0,«'(0) = Ф(1)}.

Сопряженными к Dl краевыми условиями будут условия

Dl = {ve С2[0,1]: о(0) = <>(!)}.

2.3.2. Оператор Лапласа

(1)
г=1

du du i
dx =

Если ограниченная область Q с В" имеет кусочно-гладкую границу 19Q, а 
функции u,v Е G,2(Q) П C^Q), то справедлива первая формула Грина

[ . , /* фС сФ ди , [ ди ,
J J ^дх-,дх, J dv
q q ' 1 ao

где v — единичная внешняя нормаль. Действительно, используя формулу
Остроградского-Гаусса, находим

г.,.,,
Q Q ?=1 ' ' '<=1

Г СД ди ди , [ ди 7
= - / > п аж + / и— ds.J ^dxidxi J dv

ц ' 1 ao
Меняя местами функции и и и, получаем еще одну первую формулу Грина

Г . . /* ди ди [ди
J J ^дх.дх, J dv
n q an

Вычитая из (2) из (1), получаем вторую формулу Грина

(vku — и£лф dx = У ds.

о ао

(2)
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2.3.3. Оператор Лапласа с краевыми условиями Дирихле и Ней
мана

Рассмотрим оператор Лапласа L = А с областью определения

Dl " {«, е (ГД : и|,.« = 0} С СД) (4)

с краевым условием Дирихле. Оператор Лапласа будем рассматривать как

£ = Д : DlcC(Q)^C’(Q),

т.е. как действующий из C(Q) в C(Q). При этом пространство C(Q) непре
рывных в замыкании ограниченной области Q функций рассматривается 
как предгильбертово пространство со скалярным произведением

(■ид) = и(хф(х)(1х,
о

где черта означает комплексное сопряжение. Отметим, что скалярное про
изведение (...) порождает на С*(Й) норму

(6)

с которой пространство C(Q) не будет полным. Пополнение пространства 
O(Q) с этой нормой приводит к интегралу Лебега и пространству Лебега 
Ь‘2(Q). Однако рассматриваемые здесь свойства собственных чисел и соб
ственных функций оператора Лапласа не требуют полноты пространства 
С(Й).

Определение 2.3.4. Оператор L: Dl с C(Q) -д C*(Q) называют симмет
ричным, если (Лидс) = (u,Lv) Vu,v G Dl-

Из второй формулы Грина следует, что оператор Лапласа (5) является 
симметричным.

Определение 2.3.5. Нетривиальное решение u G Dl уравнения Lu = Хи 
с некоторым числом A G С называют собственной функцией оператора L, 
а соответствующее А называют его собственным числом.
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Лемма 2.3.1. Собственное число оператора Лапласа (5) является веще
ственным.

Доказательство. Действительно, пусть A G C — собственное число опе
ратора (5). Это означает существование нетривиального решения u G Dl 
уравнения Lu = Au. А тогда

A||u||2 = A(u, u) = (Au,u) = (Lu,u) = (u, Lu) = (u, Au) = A(u,u) = A||u||2, 

откуда в силу условия ||u|| =0 следует равенство A = A. □

Лемма 2.3.2. Собственные функции оператора Лапласа (5), соответ- 
ствущие разным собственным числам, ортогональны.

Доказательство. Действительно, пусть u1 ,u2 G DL — собственные функ
ции оператора Лапласа (5), соответствущие собственным числам A1 = A2. 
Тогда

A1(u1 , u2) = (A1u1 , u2) = (Lu1 , u2) = (u1 , Lu2) = (u1 , A2u2) = A2(u1 , u2), 

откуда сразу же находим находим (A1 - A2)(u1 , u2) = 0 (u1 , u2) =
0. □

2.4. Разделение переменных методом Фурье

Разница между классической и современной схемами метода Фурье состоит 
в том, что классическая схема позволяет строить только классические реше
ния и только при завышенных требованиях к исходным данным, тогда как 
современная схема позволяет строить обобщенные (слабые) решения при 
минимально возможных (а точнее, необходимых и достаточных) требова
ниях к данным задачи. В этом параграфе излагается вариант современной4 
схемы метода Фурье, наиболее удобный для применения на практике.

4 Точнее, образца второй половины XX века.
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Рассмотрим начально-краевую задачу

Рп и(х,Г) = Cu{x,t) + f(x,t) х Е (О, Z), t Е (0,Г),
(1) 

и(хЛ')ЕТ>с Vt Е (0,7),

с начальными условиями

8mu
—— = um(x), 0 < тп < п — 1. (2)dtm t=o v v 7

Краевые условия неявно содержатся в (1), так как в область определения 
дифференциального оператора £ всегда входят краевые условия. Символом 
Пу обозначим прямоугольник Пу = (0, Z) х (0,7) , где 7 — произвольное 
наперед заданное положительное число. Предполагается, что в задаче (6), 
(2)

/(.т, Z) G 72(Пт) , u,„(x) G 72(0, Z), 0 < тп < п - 1.

В классической постановке задачи (1), (2) предполагается такая глад
кость решения и(хЛф что

_ (Гу _
£u(x,t) еС(Пг), е С(ПТ).

Чтобы получить обобщенную постановку задачи (1), (2) умножим уравне
ние (1) скалярно в Ь2(Пу) на функцию v(x,t} Е Vn, где

к = ДхЛ) : С(ВТ), £л> е С(Пг), v ePcVte (0,Т)}.

В случае n = 1, интегрируя по частям, находим
_ I

(а1^ + aouv^dxdt = оц f uq(x)v(x, 0)dx+

Пт 0

+ / u£vdxdt+ / fvdxdt \/v E Vi : v(x,T) = 0.

nT nT

(3)

При n = 1 обобщенным решением задачи (1), (2) будем называть функ
цию u(x,t) Е удовлетворяющую тождеству (3). В случае п = 2,
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интегрируя по частям, находим

(4)

При п = 2 обобщенным решением задачи (1), (2) будем называть функцию 
и(х,Р) Е Ь2(ПТ), удовлетворяющую тождеству (4). В тождествах (3), (4) 
неявно содержатся начальные и краевые условия на u(x,t), если и(х,Р) 
обладает достаточной гладкостью.

Относительно операторов Рп и £ в задаче (1), (2) будем предполагать, 
что

(а) краевые условия С,с самосопряженные;
(б) за исключением, возможно, конечного набора собственных чисел А

оператора £, все корни характеристического уравнения = А удовле
творяют условию Re s < 0.

Из предположения (а) следует существование ортогонального базиса 
из собственных функций оператора £. Пусть {А/с}^1 — система собствен
ных чисел оператора £. В силу (а) оператор £ симметричен, т. е. все его 
собственные числа Xk вещественные. Из предположения (б) следует суще
ствование такого номера N 1, что все корни характеристического урав
нения Pn(s) = Xk удовлетворяют условию

Re s < 0 V к Д N. (5)

Рассмотрим сначала случай n = 1. Выберем гфт,А) = Xk(x)tp(t) в (3) 
для А: > 1, где

G Ф„ = : р G Сп[0,Т], ^т\Т) =0, 0 < m < п - 1.}
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Для t Е (О, Т) обозначим

Tk(t) =
(u(x,t), Хк(х)) , 

П v ||2 ’ К'

т. е. Тк{Г} - коэффициенты разложения м(ж,£) в ряд
оо

fc=i
Тогда из (3) следует, что

т
У (-афГур1 + а0Ткф)(И = aiakip(0)+ 

о
т т

+Хк У Tkpdt + У cypdt V у? Е Фх,

о о
где ск — коэффициенты разложения /(жД), т. е.

(ДхЭ\Хк(хУ) к>^
СМ = II Y II"

IHfclr
и ак — коэффициенты разложения иДх), т. е.

к>1
ЦХдЦ'2 ’ Г

Поскольку С°°(0,Т) Е Фцто из (8) следует, что
т

У (-афДД + aQTkp) dt = 

о
т

= У(ХкТк + ck)pdt Vy Е Ф1.

о

(6)

(7)

(8)

(9)

(Ю)

По предположению, обобщенное решение u(x, t) Е ЬфТГф, поэтому Tk(t) Е 
ЬфТГф. Рассматривая Тк(Д как регулярную обобщенную функцию в ком
плексном Рх(0,Т), перепишем (10) в виде
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отсюда находим

< а\Тк + а$Тк,(р >= ХкТк + > V Д Е Р(0,Г),
т. е. приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению для обоб
щенной функции 7). G T2z(0,СР), а именно

+ аоТк = щ, к Д 1 (11)

Общий вид решения уравнения (И) находится умножением на интегриру
ющий множитель

e(«o-Afe)2r е с°°[о,Т].
При этом Тк оказывается регулярной обобщенной функцией вида

t
Tk(t) = Д.с(Ла_Яо)^ + — [ е '“i ск(т)&г , (12)

«1 Jо 
где Ак — произвольная постоянная, т. е. Тк снова можно рассматривать как 
обычную функцию, к 1.

Интегрируя теперь в (8) по частям и пользуясь (11), получим

7а,(0)^(0) = м/..д(О) Vy G Ф1,

что эквивалентно начальному условию

ТИ0) = «щ к > 1, (13)

где ак имеют вид (9). Следует обратить внимание на то, что равенство 
(13) формально (но только формально) можно получить из (6) предельным 
переходом при/: -д 0. Из (12), (13) находим

t
Tk(t) = акД + 1 [к > 1, (14)

«'1 Jо
где sk = (Afc~a°) — корень характеристического уравнения Pi(s) = Хк. По 

предположению, Re sk < 0, начиная с некоторого номера к = N. Поэтому

а||ь2(0,т) vt G (0,Т), к 1,
о



24 Глава 2. Элементы анализа дифференциальных уравнений

откуда получаем

(15)

Из (7) следует, что
'ОС

Иь2(Пт) = У? \\Тк |Г12(0,Т) \\Хк ||l2(0,/) ?
fc=l

так как , — ортогональный базис в £2(6, /). А тогда из (15) нахо
дим

ОС

М11ь2(Пт) < 2ТУ? ll^ll2HXfe||i2(0,/) +
fc=l

- 2TII?/ II2 + II fll2- 21 II “0 Hl2(0,/) + |а 12 111 Нь2(Пт) ,

ОС
Т Нс/=
к=1

2
МОЕ) Хк и 2

Нь2(о,/)

(16)
так как ввиду ортогональности базиса {Х/С(ж)}^£1 имеем

ОС

У? IIMi^felllyO,/) = 11 w 111

fc=l
ОС

Е
fc=l

z, ||2 || у 112 __ II Г||2С'к\\щОД}\\Лк\\що,1) — II./ 11£2(Пт)

В силу (16) построенная в виде ряда (7) с коэффициентами (14) функция 
и(х,Г) будет элементом £2(Пт). Поскольку {Х/С(.т)}^£1 — ортогональный 
базис в £2(0, Z) и Ф? — всюду плотное в £2(6,7) подпространство, то и(х,Г) 
удовлетворяет (3), т.е. u(x,t) является обобщенным решением задачи (1), 
(2). Тем самым доказано существование обобщенного решения задачи (1), 
(2) при f(x,t) С ЬфТГф) и Uo(x) Е Ьф0,1). Единственность обобщенного 
решения задачи (1), (2) следует из единственности решений задач Коши 
(11), (13).

Таким образом, в случае п = 1 обобщенное решение задачи (1), (2) рас
кладывается в ряд Фурье (7) по ортогональному базису {Х/г(л>)}^Е1 состо
ящему из собственных функций оператора 7. Коэффициенты разложения 
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Tk(t) определяются из задач Коши (11), (13). Следует обратить внимание 
на то, что в случае существования классического решения задачи (1), (2) 
обоснование метода Фурье по классической схеме частично упрощается, а 
частично усложняется. Действительно, пусть существует классическое ре
шение задачи (1), (2). Разложим его в ряд Фурье (7), при этом коэффици
енты разложения будут иметь вид (6). Умножая уравнение (1) скалярно на 
£2(0,/) на собственную функцию ХДж), получим для всех t G (0,Т)

(Р11/(2’У), Хк(х)) = (£//(./•./). Хк(х)) + (./(ту), Хк(х)).

Поскольку u(x, t) — классическое решение(т. е. u(x, i) обладает соответству
ющей гладкостью), то

(Р11/(жД), ХДт)) = Pi('u(x,t), ХДж)), t G (0,Т),

так как скалярное произведение в £2(0, Z) — это интеграл по х,

i
(и(х,£р Хк(х)) = w(.t,£)Хк(х)с1х, t G (0,Т).

о
Ввиду симметричности оператора £ имеем

(£<тД), ХДт)) = (Цщф, £Хк(х)), t G (0,T).

Но Хк(х) - собственная функция симметричного оператора £, поэтому

(£w(a?,i), Хк(х\) = АЦгфгД), ХДж)), t G (0,Т).

А тогда для всех t G (О, Т)

PiMM), Хк(х)) = Хк(и(х,£), Хк(х)) + (/(ж,ф, ХДт)).

Разделив обе части последнего равенства на ||АД||2 и воспользовавшись (6), 
получим уравнение

Р1Тк = an + (/(а'’ у Ф(ж)), t е (0,Т),\\Хк г
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которое совпадает с уравнением (11). Посколвку u(x, Г) предполагается клас
сическим решением, то в (6) можно перейти к пределу при t -д 0. Тогда

гр _  Фо- Хк) _  ,
~^/г(0) 11 v Д Дк ■) & 1.

Таким образом, для коэффициентов разложения классического решения 
полученв1 те же задачи Коши (11), (13), что и для коэффициентов разло
жения обобщенного (слабого) решения. Этот факт, сам по себе, очевиден 
— ведв классическое решение всегда будет обобщенным, а для коэффици
ентов разложения обобщенных решений задач Коши (11), (13) были уже 
получены.

Изложенный только что подход к построению классического решения за
дачи (1), (2) представляет собой наиболее распространенный вариант клас
сической схемы метода Фурье. При таком подходе упрощается процедура 
получения задач Коши (11), (13) для коэффициентов разложения решения, 
но зато усложняется оставшаяся часть обоснования метода Фурье. Остает
ся доказать, что сумма ряда Фурье обладает соответствующей гладкостью. 
Именно в этом месте обоснования классической схемы и предъявляются 
обычно завышенные требования к исходным данным f(x,D и щфж) — с 
целью обеспечить почленную дифференцируемость ряда Фурье.

При построении же обобщенного решения незначительно усложняется 
процедура получения задач Коши (11), (13) для коэффициентов разложе
ния решения, но зато становится тривиальной основная часть обоснования 
метода Фурье — доказательство сходимости ряда Фурье в (Пр). Так что, в 
целом, обоснование метода Фурье для обобщенных решений (т. е. современ
ная схема метода Фурье) выглядит проще. Это не главное преимущество 
современной схемы. Наиболее ценным ее преимуществом является отсут
ствие лишних требований к исходным данным задачи.

Вернемся к обобщенному решению задачи (1), (2). При п = 2 обобщенное 
решение u(x,t) раскладывается в ряд (7). Изложенные выше рассуждения 
приводят к уравнению для коэффициентов разложения (эти рассуждения 
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проведите самостоятельно):

Ф>Тд + сдТ' + (ао — = ck(t), к 1 (17)

с начальными условиями

Л(°) = Д(0) = , к > 1 (18)

Решая задачи Коши (17), (18), определяем коэффициенты ряда (7) для 
функции и(ж, t), которая оказывается единственным обобщенным решением 
задачи (1), (2) при п = 2.



Глава 3

Волновое уравнение

В этой главе детально исследуются все основные постановки задач матема
тической физики для волнового уравнения в случае одной пространствен
ной переменной.

3.1. Классическое решение задачи Коши

В первом параграфе выводится элементарная формула Даламбера, даю
щая представлеие классического решения задачи Коши для однородного 
волнового уравнения на вещественной оси. Решение задачи Коши для неод
нородного волнового уравнения строится затем с помошью универсально
го принципа Дюамеля, который применим не только к задаче Коши для 
волнового уравнения в рассматриваемом случае одной пространственной 
переменной, но и к любой другой корректно поставленной линейной эволю
ционной начально-краевой задаче в пространственно-временном цилиндре 
с любым числом пространственных переменных.

3.1.1. Формула Даламбера и принцип Дюамеля.

3.1.2. Области зависимости, влияния, единственности.

Начнем с описания важных качественных свойств решения одномерного 
волнового уравнения, характеризуемых как области зависимости, влияния, 
единственности, и представленых одним нижеледующем рисунком.

28
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Рис. 1. Области зависимости, влияния, единственности.

Определение 3.1.1. Для однородного волнового уравнения в случае од
ной пространственной переменной областью зависимости классического 
решения и = и(хЛ) в пространственно-временной точке Р(До До) с коор
динатами хо > 0 и К > 0 называют такой пространственный интервал 
(До — ato , хо + ato) начальной оси t = 0, на дополнении R\ До — «Р, хо + ato\ 
к замыканию которого любая гладкая вариация данных задачи никак не 
влияет на значение и(хо До), принимаемое решением в точке Р(хо До).

Для однородного волнового уравнения = а2ихх данные задачи — это 
данные Коши. Формула Даламбера показывает, что решение задачи Коши 
зависит только от значений начальных данных на основании характери
стического треугольника с вершиной в точке P(x,t) — см. рисунок, для 
которого областью зависимости служит интервал (сцсд) оси t = 0, отсе
каемый от оси t = 0 двумя характеристиками х — at = ci и х + at = с?, 
проведенными через точку РДД).

Свойства решений волнового уравнения:

• конечная область зависимости]

• распространение возмущений с конечной скоростью а > 0.
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Определение 3.1.2. Областью влияния начальных данных, заданных на 
некотором интервале (сцСг) начальной оси t = 0, называют неограничен
ную подобласть пространственно-временной полуплоскости t > 0, значения 
решения в точках которой зависят от значений, принимаемых начальными 
данными в точках интервала (сцСг).

Формула Даламбера показывает, что область влияния начальных дан
ных, заданных на интервале (щ, 0%) начальной оси t = 0, ограничена самим 
интервалом (сд , сО) и расходящимися от его концов вверх характеристика
ми — см. рисунок, на котором граница неораниченной области влияния 
состоит из отрезка [щ , С2] и двух полубесконечных отрезков характеристик 
х + at = ед и х — at = С2 .

Определение 3.1.3. Для однородного волнового уравнения, выполняюще
гося на пространственно-временной полуплоскости t > 0, с данными Коши, 
заданными на каком-либо интервале (сцСг) начальной оси t = 0, обла
стью единственности называют наибольшую подобласть полуплоскости 
t > 0, во всех точках которой классическое решение задачи Коши одно
значно определено своими данными с интервала (сцСг).

Формула Даламбера показывает, что решение задачи Коши для одно
родного или неоднородного волнового уравнения с начальными данными, 
заданными на интервале (сцСг) оси t = 0, будет однозначно определено 
в пространственно-временной области, ограниченной характеристическим 
треугольником с основанием (сцСг) и вершиной Р(жД) — см. рисунок, где 
областью единственности служит внутренность равнобедренного треуголь
ника, основание (сщсг) которого соединяется с его вершиной P(x,t) двумя 
отрезками характеристик: х — at = су и х + at = с%. Нетрудно убедиться, 
что принадлежность указанного характеристического треугольника как от
крытого подмножества к какой-либо заданной пространственно-временной 
области, во всех точках которой выполняется однородное или даже неод
нородное волновое уравнение с какой-либо заданной правой частью, будет
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необходимым и достаточным условием единственности классического ре
шения задачи Коши для заданной пространственно-временной области.

3.2. Слабое решение задачи Коши

Этот параграф посвящен слабым решениям задачи Коши для волнового 
уравнения. Простейшим и наиважнейшим примером слабого решения вол
нового уравнения служит разрывное кусочно-гладкое решение. Выводится 
формула Даламбера для слабых решений, свидетельствующая о распро
странении разрывов слабых решений вдоль характеристик.

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения с одной простран
ственной переменной

utt — aruxx = 0, х el, t > 0,
(3.2.1) 

гф=о = w(.t), ut\t=o = ui(x\ ж G R.

Классическим решением задачи Коши (4.1.1) называют функцию u G C2(R^)n 
C^R^), удовлетворяющую уравнению и начальным условиям (1).

В слабой постановке задачи Коши участвуют начальные данные, задан
ные на границе полуплоскости R^_ = х [0, ос), в связи с чем возникает необ
ходимость в лемме ДюБуа-Реймонда для прямой t = 0, и по этой причине 
носители пробных функций в интегральном тождестве должны пересекать
ся с прямой t = 0. С другой стороны, одним из наиболее эффективных 
инструментов при построении слабых решений задачи Коши (4.1.1) стала 
двойственная задача для пробных функций на полуплоскости t < Т с ну
левыми данными Коши при t = Т > 0.

Для полосы Пу =f х[0,Т] слабым решением задачи Коши (4.1.1) класса 

Li будем называть функцию и G ЬДПу)5, удовлетворяющую интегрально

ст. е., функцию, (несобственно) абсолютно интегрируемую по Риману на Пу.
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му тождеству

Проверим корректность определения слабого решения рассматри
ваемой задачи Коши (4.1.1).

1. Умножим уравнение (4.1.1) на пробную функцию v и проинтегриру
ем по частям, используя условия Коши гф=т = Vt\t=T = 0. Получим 
интегральное тождество (4.1.2);

2. Пусть слабое решение имеет гладкость классического. Подставляя в 
интегральное тождество пробные функции с носителем, лежащем в 
полосе Пу, получим после интегрирования по частям

v(x, t) dxdt = 0
ГЦ

Vr е д°°пт,

откуда и из леммы ДюБуа-Реймонда. ввиду предполагаемой класси
ческой гладкости решения следует поточечное выполнение уравнения 
(4.1.1) в полосе Пу. Остается извлечь из тождества (4.1.2) начальные 
условия. Для этого снова интегрируем в тождестве (4.1.2) по частям, 
но на этот раз с пробными функциями

v G C*°°R2: гД=т = Vt\t=T = 0.

Пользуясь тем, что выполнению уравнения уже доказано, получим
оставшуюся часть тождества

гц(ж))г(ж, 0) dx — u(x, 0))гу(ж, 0) dx = 0

УгедооК2:гф=т = щ|/=т = 0
(3.2.3)
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Замечая, что значения Дх, 0) и гДх, 0) могут быть любыми элементами 
пространства С*00®, и пользуясь леммой ДюБуа-Реймонда, заключаем, 
что

и(х, 0) — по(ж) = иДх, 0) — = 0 V х G R,

т. e. слабое решение, имеющее классическую гладкость, удовлетворяет 
заданным начальным условиям, извлеченным таким образом из инте
грального тождества (4.1.2).

Осталось найти еще и само слабое решение. Если бы оно имело классиче
скую гладкость, то выписывалось бы по формуле Даламбера. А что делать 
когда начальные данные не дифференцируемы, имеют разрывы, или не бо
лее чем локально интегрируемы? Попробовать использовать общий вид ре
шения с прошлой лекции? А как проверить выполнение начальных условий 
для локально интегрируемой функции? Ответы на все эти вопросы также 
содержатся в интегральном тождестве (4.1.2), которое определяет слабое 
решение и его свойства.

Оказывается явное представление искомого локально интегрируемого 
слабого решения задачи Коши для волнового уравнения легко извлекается 
из того же интегрального тождества (4.1.2). И оказывается, что это уже 
знакомая нам формула Даламбера. Точнее, справедлива следующая теоре
ма.

Теорема 3.2.1. При любых заданных uq и щ из ТДПу) существует един
ственное слабое решение и G ТДПу) задачи Коши (4.1.1) в смысле инте
грального тождества (4.1.2). Для этого решения справедлива формула, 
Даламбера.

Доказательство. Считая функцию f произвольным заданным элементом 
С*°°Пт, представим её в виде = vtt ~ o2vxx . определив функцию 
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v: Пу —> R как классическое решение вспомогательной задачи Коши

vtt ~ a2vxx = f(x, t), x 6 1, 0 <t <T, 

^|t=r = Vt\t=T = 0, x G R.
(3.2.4)

С помощью принципа Дюамеля (см. Лекцию 06) и замены t на Т — t клас
сическое решение вспомогательной задачи Коши (3.2.4) можно представить 
в виде

/>T—t i'x+a(T—t—T) 
= — dr f(y,T-r)dy. (3.2.5)

JO Jx—a(T—t—r)

Важно, что при любых f G решения (3.2.5) задачи (3.2.4) сохраняют
свойства

v G Cy0CR2: v\t=T = Vt\t=T = 0,

а значит, могут использоваться как пробные функции в интегральном тож
дестве (4.1.2).

Чтобы подставить v вида (3.2.5) в тождество (4.1.2), вычислим с(х,0) и 
щ(ж,0). Как нетрудно убедиться,

1 гТ гх+а(Т-т)
= — dr f(y,T — r)dy,

Jo Jx-ут-у

щ(ж,0) = -^ I [f(x + a(T -r),T -t) + f(x-a(T -r),T -r)]dr,
J Jo

а сделав замену T — т = t, получаем

1 rT

0 (3.2.6)т

/>Т px+at
= — dt f(y,t)dy, 

Jo Jx—at
1 fT

щ(ж,0) = -- / [f(x + at,t) + f(x-at,t)]dt, 
J Jo

Подставляя (4.1.4) и гщ — a2vxx = f(x,t) в (4.1.2), находим

fufdxdt= I ui(x)v(x,0)dx- f моД)щ(ж,О) dx V f G д°°Пт (3.2.7) 
J J —00 *7—00

П71
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В силу (4.1.4) имеем
/.00 x
/ wi(x)v(x, 0) dx = —

■ / — 00 2(1

■т

x—at

■x-\-at

-at
-\-at

—at

•x+at

x—at

откуда следует, что

Z
oo

щ(х)и(х, 0) dx
-оо

(•x+at/
J x—at

(3.2.8)

В силу (4.1.4) имеем также
Г00 1

— / ио(ж)'С/(ж, 0) oh? =-
J —со ■

•T

.70
'00

co
■T 'CO •T

0 -'CO
■co

0

откуда следует, что

Z
oo 1 /•

Uo(x)vt(x,O)dx = - / [uo(x — at) + Uo(x + at)]f(xC) dxdt. (3.2.9) 
-oo 2 J Пт

Подставляя (4.1.6) и (4.1.7) в (4.1.5), получаем
■x+at

Wi(£)d£ f(x,t)dxdt 1 1 г
и(х,С)—д (uo(x—at) +uq(ж+at)) — —- /z za jx

0V/e
x—at
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откуда и из леммы ДюБуа.-Реймонда. следует формула Даламбера. для сла
бых решений задачи Коши. Важно, что одновременно доказано, что форму
ла Даламбера справедлива для всякого слабого решения. Отсюда, в част
ности, следует, что одновременно доказана еще и единственность слабого 
решения u Е ТДПр), означающая единственность с точностью до нулевого 
элемента пространства ЬДПу)6.

Таким образом, с точностью до нулевого элемента пространства ТДПу) 
слабое решение и Е ТДПу) задачи Коши (4.1.1) в смысле интегрального 
тождества (4.1.2) имеет на Пр вид

х I at

(3.2.10)

Теорема доказана. □

2. Разрывные решения. Распространение особенностей слабых 
решений вдоль характеристик. (На основе анализа формулы Даламбе

ра)

Упражнение. Пусть щ = 0. Начиная с простейших, перечислить достаточ
ные условия на uq Е Ti(R), при которых слабое решение и Е ТДПщ) имеет 
вид (4.1.8) с точностью до множества Жордановой меры ноль.

Пример. Пусть и Е ТДПу) — слабое решение задачи Коши с начальными 
данными

ио(т) = sign(a;3 — Зт2 + 2ж); щ = 0.

Описать распространение разрывов слабого решения при t > 0.

3.3. Начально-краевые задачи на полуоси

Начально-краевая задача для однородного волнового уравнения на полу
оси. Представление решения. Условия согласования начальных и гранич
ных данных. Непрерывная зависимость решения от данных задачи.

Подробности см. на с. 401 учебника: Бесов О.В. Лекции по мат. анализу - М.: Физматлит, 2014.
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Рассмотрим начально-краевую задачу для волнового уравнения на по
луоси с краевым условием Дирихле

utt - a2uxx = 0, ж > 0, t > 0;

< гф=о = тщД), ut\t=0 = и^х), ж > 0; (3.3.1)

^|ж=0 = (дД), Р0.

Классическим решением начально-краевой задачи (3.3.1) называют реше
ние, имеющее классическую гладкость u G С2([0, ос) х [0, ос)), которая поз
воляет проверить выполнение уравнения на открытом множестве (0, ос) х 
(0, ос), а краевого и начальных условий — на замкнутых множествах [0, ос). 
Обеспечить гладкость классического решения и Е С2([0, ос) х [0, ос)) позво
ляют начальные данные uq Е С2[0, ос), щ G Сх[0, ос) и граничные данные 
р Е С*2[0, ос), удовлетворяющие соответствующим условиям согласования.

Переходя к характеристическим переменным

£ = х + at,

■// = х — at,

нетрудно убедиться, что для любой односвязной области Q С R2 всякое 
решение и Е C2(Q) однородного волнового уравнения (3.3.1) может быть 
записано в виде

u(x,t) = f(x + at} + д(х — at). (3.3.2)

Полагая Q =f (0, ос) x (0, ос), из начальных условий (3.3.1) получаем

/(Х)+^(Ж)=7/О(Ж),
Vx > 0

af'(x) — а д'(х) = т/Дх),

откуда находим вид функций f и д при неотрицательных значениях аргу-
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мента

< (3.3.3)

' X
= ^о(ж) + + с,

о
х

'ЫО^-С,
О

искомого решения 
осталось найти ее

3(Д = |ио(Ж) -1/

к
Таким образом, в представлении 
f уже известен, а для функции д 
ных значениях аргумента. С этой целвю воспользуемся краевым условием 
(3.3.1), из которого следует

(3.3.2) вид функции
вид при отрицатели-

/(at) + p(-at) =

откуда и получим определение функции д при отрицательных значениях 
аргумента

9^ = </>(--) - f(~s) Vs<0,
Cl

где вид функции / для положительных значений аргумента уже известен,
т. е., имеем

Осталось проверить выполнение условий согласования заданных началь
ных и граничных условий (3.3.1). Невыполнение условий согласования в 
точке пересечения полуоси начальных данных {ж > 0} с полуосью гранич
ных данных [t 0} создает разрывы решения и его производных в точке 
пересечения граничных полуосей, через которую проходит характеристика 
х — at = 0, переносящая эти разрывы внутрь пространственно-временного 
квадранта (0,оо) х (0, оо). Такой пространственно-временной эффект пе
реноса разрывов7 называют распространением разрывов вдоль характери
стик.

'Для классических решений такой эффект возникает только в результате несогласованности на
чальных и граничных данных, тогда как для слабых решений их разрывы вдоль характеристик могут 
оказаться следствием разрывов еще и у самих начальных и граничных данных, помимо их возможной
несогласованности.
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Сама по себе гладкость начальных и граничных данных гарантирует 
лишь кусочную гладкость функции д, которая может иметь разрывы в точ
ке смены знака аргумента, т. е. в нуле. Отсутствие разрывов решения вдоль 
характеристик эквивалентно выполнению условий:

#(-0) = #(+0),

< У(-0) = У(+0), (3.3.5)

У'(-0) =/(+0).

которые останутся необходимыми и достаточными условиями С2-гладкости 
искомого решения внутри квадранта (0, ос) х (0, ос) даже при сколь угодно 
гладких данных uq , щ, <р.

Вычисляя левые части (3.3.5) с помощью (3.3.4), а правые — с помощью 
(3.3.3), находим

П°) - |М°) - С = |wo(O) - С,

< -|^'(о) + |*4(о) + 1^(о) = |?4(о) - ^i(o),
^°) = ^(°)’

откуда получаем условия согласования начальных и граничных данных

(д(0) = w0(0),

< (д'(0) = щ(0),

У'(0) = аХ(0),

(3.3.6)

необходимые и достаточные для существования классического решения начально
краевой задачи (3.3.4).

Подставляя (3.3.3) и (3.3.4) в (3.3.2) получаем искомое классическое ре-
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шение

х < at,

(3.3.7)
решенияначально-краевой задачи (3.3.1). Единственность классического

(3.3.7) задачи (3.3.1) вытекает из построения решения как общего реше
ния волнового уравнения (3.3.7), удовлетворяющего краевому и начальным 
условиям (3.3.7).

Другой, более наглядный способ доказать единственность решения ли
нейной задачи — это установить, что однородная8 задача имеет только три
виальное решение9. Для этого достаточно продолжить классическое реше
ние однородной задачи (3.3.1) нечетным образом с квадранта [0, ос) х [0, оо) 
на полуплоскость д х [0, ос) и заметить, что такое продолжение будет клас
сическим решением однородной задачи Коши, которое тривиально ввиду 
ранее уже установленной единственности классического решения задачи 
Коши для волнового уравнения.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3.3.1. Для любых uq G С2[0,оо), щ Е (Д^оо) u р Е С2[0, ос), 
удовлетворяющих необходимым и достаточным условиям согласования 
(3.3.6), существует единственное классическое решение и Е С2[0,оо) начально
краевой задачи (3.3.1). Это решение имеет вид (3.3.7).

“Однородной называют задачу с нулевыми данными.
9Тривиальным называют нулевое решение.
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3.3.1. Непрерывная зависимость решения от данных задачи.

Из явного представления классического решения (3.3.7) начально-краевой 
задачи (3.3.1) следует очевидная оценка

1Ы|с'([0/]х[0,Т]) < |к1|с[0,Г] + |Ьо||с[ОД+аТ] + ЛIW1 ll<W+aT] , (3.3.8)

для любых положительных £ и Т, где С — пространства равномерно непре
рывных функций на соответствующих компактах с соответствующими шах- 
нормами. Оценка (3.3.8) означает непрерывную зависимость решения от 
данных задачи, т. е. равномерную сходимость последовательности решений 
{и11} на любом наперед заданном компакте [0, £] х [0,Т] при условии рав
номерной сходимости последовательностей соответствующих граничных и 
начальных данных {ф"} и на отрезках [О, Г] и [0, (1 + аТ].

3.4. Начально-краевые задачи на конечном отрезке



Глава 4

Уравнение теплопроводности

4.1. Задача Коши

Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности

ut = Au, x E Rn, t > 0,t (4.1.1)
u|t=0 = u0(x), x E Rn, n > 1.

Классическим решением задачи Коши (4.1.1) называют функцию

u E cX;1(Rn X (0, \ i n C(Rn X [0, \ i,

удовлетворяющую уравнению и начальному условию (4.1.1), где через Cx2,,t1 
обозначено анизотропное пространство непрерывно дифференцируемых функ- 
ций10 — дважды по x и один раз по t. Искомое решение построим методом 
преобразования Фурье, т. е. , предполагая всё, что может потребоваться, 
найдем явное представление искомого решения, после чего убедимся в том, 
найденное решение является искомым классическим решением задачи Ко
ши (4.1.1).

Применим к задаче (4.1.1) преобразование Фурье

u«,t) d=f F[u(x,t)] =f u(x,t)e-(x,e)dx, £ E Rn, t > 0,
Rn

10Анизотропная гладкость — это разная гладкость по разным направлениям.

42
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где круглые скобки (• , •) означают скалярное произведение в Пользуясь 
свойством преобразования Фурье производной

F[d°u] =

порядка се, где a = (оц ,..., се„.) — мультииндекс, т. е. вектор с целыми неот
рицательными компонентами, получим простейшую задачу Коши для ОДУ

й« = -|£|2й, t>0,

«|<=о = «0(£)> £ е К", п > 1.
(4.1.2)

для преобразования Фурье й = '&(£,£) искомого решения задачи (4.1.1), где 
Uq =f F[mo] — преобразование Фурье начальных данных Uq = Uq(x).

Нетрудно убедиться, что единственное решение простейшей задачи Ко
ши (4.1.2) для ОДУ имеет вид

й.(С 1) = «о(С)е <|£|1 С е R”, > I- (4.1.3)

А тогда искомое решение задачи Коши (4.1.1) представимо в виде

(4.1.4)

Осталось упростить найденный явный вид искомого решения задачи Коши 
(4.1.1).

Поскольку преобразование Фурье начальных данных Uq представлено
интегралом

п

то в силу (4.1.4) имеем

u(x,t) = У ег(ж’е) i|e|2d£ У и0(у)е %Mdy, х G R

R” Rn

откуда, меняя порядок интегрирования и вводя обозначение

Л(М) = -4- / е,(^)-1|£|Ц^ х е R» t > о, п :
(27гД J

R"

(4.1.5)
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находим интегральное представление искомого решения задачи Коши (4.1.1) 
в виде свертки

и(х, = J — у, t)uo(y) dy, х G R". t > 0, n > 1.

R”

(4.1.6)

Такое интегральное представление называют формулой Пуассона, а функ
цию • /„ вида (4.1.5) — ядром Пуассона.

Осталось еще упростить представление ядра Пуассона (4.1.5). Для этого 
заметим, что 

п

(4.1.7)

и рассмотрим ядро Пуассона, соответствующее одной пространственной пе
ременной

(4.1.8)
Too

^1(аД) = ^~ [ eix^d^ ж G R, t > 0,
2тг J

— 00

Для вычисления интеграла (4.1.8) используем ТФКП. А именно, выделяя
в показателе экспоненты полный квадрат, находим

Too

^i(M) = У1
—сю —сю

Рассмотрим интеграл f e~trdp на комплексной плоскости ?/ = £ + icr, где 
г

контур Г состоит из отрезка действительной оси —N<£<N, отрезка 
прямой Ini?у = a = — и отрезков прямых Re// = £ = N и Re?/ = £ = 
—N. Воспользуемся теоремой Коши, согласно которой J e~tTdy = 0. Тогда 

гполучим

N

/■ *■
-TV

о

__ х_
2t
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Так как два последние интеграла стремятся к нулю при N -д ос, то в
результате замены

Vt£ = s, d£ = ^= 
vt

получаем
Too Too +'OO

У = У e~ted£ = -^= У e~s2ds =

—00 — 00 —00

Таким образом установлено, что в случае одной пространственной перемен
ной ядро Пуассона имеет вид

З^ЗхЛ) = ._ , х Е R, t > О, (4.1.9)

откуда и из (4.1.5) находим вид ядра Пуассона для общего случая n > 1 
пространственных переменных

(4.1.10)

В случае п = 1 непосредственной подстановкой (4.1.8) или (4.1.9) легко 
проверить, что ядро Пуассона удовлеворяет одномерному уравнению 
теплопроводности при t > 0. А благодаря очевидному разделению про
странственных переменных в представлении (4.1.7), нетрудно убедиться, 
что ядро Пуассона ■ /’„ удовлеворяет уравнению теплопроводности при t > О 
и в случае любого числа переменных п Л 2.

А тогда в силу (4.1.6) искомое решение задачи Коши (4.1.1) имеет вид

4t Uo(y)dy, (4.1.11)

что завершает вывод классической формулы Пуассона для уравнения теп
лопроводности.

На примере задачи Коши для уравнения теплопроводности проявляют
ся замечательная особенность метода преобразования Фурье, позволяющая 
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строить явные решения в функциональных классах, существенно более ши
роких чем те, в которых применение преобразования Фурье строго обосно
вано, например, в пространстве Шварца 5^'(КП) обобщенных функций мед
ленного роста. В частности, полученная с помощью преобразования Фурье 
формула Пуасссона (4.1.11) дает явное интегральное предсталение решения 
задачи Коши (4.1.1) для быстро растущих на бесконечности начальных дан
ных uq Е C(R/?), удовлетворяющих условию:

ЭМ > 0 : sup ||wo(a?)|e < ею.
xeR"

(4.1.12)

Теорема 4.1.1. Пусть Uq Е C(R/?) удовлетворяет условию (4.1.12), и 
пусть 4МТ < 1, п > 1. Тогда функция и = w(x,t) вида (4.1.11) имеет 
гладкость

и Е СМфДГ х (O,TJ) П С(Г? х [О,Г])

и является классическим, решением задачи Коши (4.1.1), т. е. удовлетворяет 
уравнению на любом компакте в R" х (0,Т], а, начальному условию — на 
любом компакте в R".

Доказательство. Обозначим Дх) = ио(х)е и заметим, что в силу
условия (4.1.12) функция р Е C(Rn) ограничена на Rn. При этом (4.1.11)
примет вид

(4.1.13)

Чтобы оценить показатель экспоненты, заметим, что

м\у\2-ДУД _4,((1_4МТ)|.г/|2_|ж|2 + 2(.г,л), 

(4.1.14) 
где круглые скобки (•, •) означают скалярное произведение в Rn. А в силу 
неравенства Коши |(х,т/))| < |ж||т/| Vх,у Е и очевидного неравенства
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2ab < a2 + b2 V a, b > 0 имеем

|x|2 — 2(x,y) < |x|2 + 2|x||y| = |x|2 + 2 |х|д/2
71 — 4MT

|y|7 1 — 4MT
72

2 + 1 - 4mt) |x|2 + 1 — 4MT
2

|y|2,<

откуда и из (4.1.14) находим

M|y|2 |x — y|2 <
4t <

1 — 4MT
8T

|y|2+ 1+ 2 )
1 — 4MT

|x|2 Vx,y G RnVt G (0,T].
(4.1.15)

Ввиду ограниченности на Rn функции <p, неравенство (4.1.15) гаранти
рует гладкость

u G CTO(Rn x (0, T])

для функции u = u(x, t) вида (4.1.11), которая будет удовлетворять на 
любом компакте в Rn x (0, T] уравнению теплопроводности (4.1.1), так как 
при t > 0 уравнению (4.1.1) удовлетворяет ядро Пуассона Pn(x— y, t). Для 
проверки начального условия (4.1.1) заметим, что

Pn(x, t) dx =
Rn

'2e 4t dx = 1, t > 0, n > 1.

Поэтому для всех x G Rn и t > 0 имеем 
1 

(27nt)n
Rn

u(x, t) — u0(x) У [uo(x — y) — uo(x)]e '4t dy,

и делая замену y = z7t,

u(x, t) — u0(x) =

находим

(2^jn)n / [uo(x — z7t) — uo(x)]e—|z|2dz, (4.1.16)

Rn

где допустимый рост uo на бесконечности оганичивается условием (4.1.12). 
А так как t +0, то значения t можно ограничить сколь угодно малым 
интевалом (0, а). Не ограничивая общности, будем считать, что 2Ма = 1.

Пусть K С Rn — произвольный компакт в Rn. Покажем, что

lim [u(x, t) — uo(x)] = 0 (4.1.17)
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равномерно по х G К. Повторяя рассуждения, использованные выше при 
выводе оценок (4.1.14)-(4.1.15), заметим, что

гдЛ)| + |'и0(^)|)е dz < е/2 
|г|>Я£

(4.1.18) 
для всех х G К и t Е (0, а). Заметим теперь, что в силу непрерывности ио 
найдется такое У = У (К) G (0,ст), что

И наконец, подводя итог, заключаем, что в силу (4.1.16) из (4.1.18) и (4.1.19) 
следует (4.1.17). В свою очередь, выполнение (4.1.17) равномерно по х Е К 
на любом компакте К с означает, что построенное решение u Е С(Rn х 
[О,Т]). Теорема доказана. □

При выполнении условия 

lim
Щ—>оо

{|Ио(Д|е”"И} Vm> О (4.1.20)= 0

из доказанной теоремы вытекает очевидное

Следствие. Пусть uq Е C(Rn) удовлетворяет условию (4.1.20), n > 1. То
гда функция вида (4.1.11) имеет гладкость

и Е С°° (ПГ х (0, ос)) П С(Г х [0, ос))

и является классическим решением задачи Коши (4.1.1), т. е. удовлетворяет 
уравнению на любом компакте в Rn х (0, ос), а начальному условию — на 
любом компакте в КТ.

Точность условий теоремы 4.1.1 и следствия подтверждается следующим 
примером классического решения, разрушающегося за конечное время.
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Пример. Рассмотрим задачу Коши для уравнения теплопроводности

ut = Au, x E Rn, t > 0,‘ ,2 ’ ’ (4.1.21)
u|t=0 = e|x| , x E Rn, n > 1.

Подставляя начальные данные u0(x) = e|x| в формулу Пуассона (4.1.11),
вычисляя интеграл стандартным выделением полного квадрат в показателе 
экспоненты, находим классическое решение задачи Коши (4.1.21) вида

x 2
u(x, t) =

e1-4t
(1 - 4t)n/2 x E Rn, t E [0, 1/4) (4.1.22)

с конечным временем существования T = 1 / 4 , гарантированным теоре
мой 4.1.1, что в точности соответствует значению параметра M = 1 . Это 
решение разрушается в момент времени t = 1/4 (претерпевает blowup).

4.1.1. Принцип Дюамеля.

Решение задачи Коши для неоднородного уравнения теплопроводности

ut = Au + f (x, t), x E Rn, t > 0,t E (4.1.23)
u|t=0 = 0, x E Rn, n > 1.

легко строится с помощью формулы Пуассона (4.1.11) по принципу Дюаме
ля. А именно, рассмотрим однопараметрическое семейство вспомогатель
ных задач Коши для однородного уравнения теплопроводности

vt = Av, x E Rn, t > т,t E (4.1.24)
v|t=T = f(x,T), x E Rn, n > 1,

с решениями v = v(x,t,T), зависящими от параметра т 0.
Для каждого значения параметра т 0 решение задачи Коши (4.1.24)

определяется по «сдвинутой» формуле Пуассона 

v(x, t, t) =
|x-y|2

f (у,т )e" 4(t-T) dy, (4.1.25)(2^n(t - т))п /



50 Глава. 4. Уравнение теплопроводности

и нетрудно убедиться, что искомым решением задачи (4.1.24) будет функ
ция

(4.1.26)

Действительно, дифференцируя интеграл (4.1.26), находим
т

— Ат) dr = f(x, Г).

Выполнение начального условия гф=о = 0 очевидно. Из (4.1.25)-(4.1.26) 
получаем представление искомого решения задачи Коши

_ Ц-у|2
g 4(t-r)

(2у/тг(^-т))п
f(y,T) dydr.

4.1.2. Условие на бесконечности и класс единственности расту
щих решений.

Рассмотрим однородную задачу Коши

Ut = Лад, х е В". о < t < г,
(4.1.27) 

гф=о = 0, ж 6 В". n > 1.

в классической постановке. Обозначим г;(ж) = шах |п(ж,Н|. Предполага- оущт
ется, что растущее на бесконечности классическое решение задачи Коши
(4.1.27) удовлетворяет условию:

ЗМ > 0 : sup |ф(ж)|е_м1ж12| < оо. (4.1.28)

Теорема 4.1.2 (А.Н. Тихонов - без доказательства). Классическое реше
ние задачи Коши (4.1.27), удовлетворяющее условию на, бесконечности
(4.1.28) , единственно, т. е. тривиально.
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4.2. Классические и слабые решения начально-краевых 
задач на конечном отрезке

Для однородных линейных дифференциальных уравнений в частных про
изводных

4.3. Принцип максимума

Для ограниченной области Q с В" и заданного числа Т обозначим че
рез Qt = Q х (0,Т] цилиндр с «основанием» Sq =f {(ж,£) G Rn+1 : х G 

Q, t = 0}, «боковой поверхностью» S = <9Q х (0,Т] и «верхней крыш
кой» St == {(ж, t) G Rn+1: х Е Q, t = Т] . Через Г =f S U Sq обозначим так 

называемую «параболическую границу» цилиндра Qt и заметим, что замы
кание цилиндра Qt = QrUr. Символом C^(Qt) обозначим анизотропное 
пространство непрерывно дифференцируемых функций, которые определе
ны на замыкании QT и непрерывно дифференцируемы во всех внутренних 
точках Qt ■> причем дважды по х и один раз по t.

Классическим решением уравнения теплопроводности в цилиндре Qt 
будем называть функцию u(x,t) G Cxj(Qt) П удовлетворяющую 
уравнению

ut — Ku = 0, (ж, t) G Qt .

Теорема 4.3.1. Классическое решение уравнения 'теплопроводности в ци
линдре Qt не принимает в Qt значений как больших его наибольшего 
значения на Г; так и меньших его наименьшего значение на Г; т. е.

min и < и(хЛ) < max и г г V (жД) G Qt ■

Доказательство. Введем обозначения для минимума и максимума по па
раболической границе Г:

defт = minm г М = шахтг (4.3.1)
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Предположим, что найдется такая точка (жд, td) G Qt, что

u(x6,t6) = М + 6 (4.3.2)

с некоторым положительным 6. Вводя параметр е g (0, 5), обозначим через
тр однопараметрическую функцию вида

О, £ М + е 

(4 - М - Д,
(4.3.3)

с неотрицательной первой производной

О, £ < М + £,

2(£ — М — е), £>М + е,

и неотрицательной кусочно-постоянной второй производной

(4.3.4)

У М У с,

£ > М 4“ И
(4.3.5)

и заметим, что тр G CX(R) для каждого значения параметра е G (0, 5). При 
этом для каждого е G (0, 5) функция rp(u) будет тождественно равна, нулю 
в некоторой окрестности параболической границы Г в силу определения 
(4.3.1) числа М.

Умножив равенство гр —Au = 0 на tf£(u), после интегрировава.ния по ци
линдру QT при произвольном т G (О, Г] с использованием первой формулы
Грина в интеграле по х G Q, получим

(т]£(и))tdxdt + j p"(u(x,t))\Vxu(x,r)\2dxdt = 0 Vtg(0,T] 
Qt Qt

, (4.3.6)

где интеграл по части боковой поверхности х (0, г) С S цилиндра Qt 
отсутствует поскольку равен нулю при любом значении е G (0,5) из-за 
того, что функция тр(и) тождественно равна, нулю в некоторой окрестности 
параболической границы Г. По той же причине имеем 
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так как основание Sq цилиндра Qt является частью параболической гра
ницы Г.

Замечая, что функция I) и ее вторая производная т)” принимают лишь 
неотрицательные значения, из (4.3.6)-(4.3.7) находим

tj£(u(x,t)) = 0 V(x,t)gQt,

откуда и из явного вида (5.3.3) функции т)£ следует неравенство

и(х, t) < М + в V (ж, £) G Qt V£ G (0,5),

что противоречит предположению (5.3.12). Таким образом, неравенство

u(x,t)^maxu \/(x,t)tQT (4.3.8)

доказано. Для доказательства неравенства

min w < u(x,t) V (ж,£) G QT (4.3.9)

достаточно заметить, что справедливость неравенства (5.3.7) вытекает из 
уже доказанного неравенства (5.3.6) при замене и на —и. Теорема доказана.

□

Из доказанной теоремы вытекают следующие три следствия.

Следствие 4.3.1. Классическое решение уравнения теплопроводности и = 
и(х, t) в цилиндре Qt с ограниченным основанием удовлетворяет неравен
ству

max \и\ max Ы (4.3.10)Qt 1 1 Г 1 1 V 7

Следствие 4.3.2. Классическое решение и(х, t) G CjJ(Qr)riC(Qr) первой 
начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности единственно.

Доказательство. Пусть имеется два решения щ и щ с одинаковыми дан
ными задачи. Тогда их разность v = щ — in удовлетворяет однородно
му уравнению теплопроводности с нулевыми условиями на параболической 
границе Г. В силу следствия 5.3.1 эта разность будет тождественным нулем 
в QT , т. е. щ = м2 в QT. □
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Следствие 4.3.3. Классическое решение первой начально-краевой зада
чи для уравнения теплопроводности непрерывно зависит от начальных и 
граничных данных задачи.

Доказательство. Действительно, пусть и1 и и2 — какие-либо два решения 
задачи Q. Согласно следствию 5.3.1 максимум |u1 — u2| по Qt не превышает 
соответствующих максимумов по Г для разностей данных задачи. □



Глава 5

Эллиптические краевые задачи

5.1. Метод Фурье для классических и слабых решений

5.1.1. Метод Фурье решения краевых задач для оператора Ла
пласа в полосе. Условие на бесконечности и класс един
ственности решений.

Классическим решением задачи Дирихле для оператора Лапласа в полосе 

| Uxx + Uyy = f(x,y), (x,y) G П =f {(x,y) G R2: x G R, 0 < y < n/2}; 

u|y=0 Uy |y=n/2 0 x G
(5.1.1) 

называют функцию u G C2(П) П C 1(П), удовлетворяющую уравнению и 
краевым условиям (5.1.39). Требуется также, чтобы классическое решение 
удовлетворяло еще и некоторым условиям на бесконечности, которые огра
ничивают поведение решения при |x| х, гарантируя единственность
решения. Чем сильнее такие ограничения, тем «лучше» для единственно
сти, но «хуже» для разрешимости, так как усиление ограничений может 
привести к потере существования решения. Корректная постановка крае
вой задачи требует отыскания некоторого идеального баланса требований 
к решению, гарантирующих единственность решения, но не препятствую
щих его существованию. Именно по этой причине важно найти самый «ши
рокий» класс, гарантирующий единственность. Такой класс и называют 
«классом единственности». Для эллиптической краевой задачи в неограни

55
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ченной области, помимо уравнения и краевых условий, искомый класс един
ственности зависит, как правило, еще и от геометрии области в окрестности 
бесконечности. Отличительной особенностью рассматриваемой краевой за
дачи является наличие у неограниченной области Пей2 двух выходов на 
бесконечность, что приводит к возникновению двух независимых условий 
на бесконечности: «условие на +оо» и «условие на — сю». В общем случае 
число выходов на бесконечность может оказаться даже бесконечным.

В краевых задачах вида (5.1.39) условия на бесконечности проще всего 
задаются в терминах символов Ландау «о-маленъкое» и «О-болъшое» при 
|.т| —> сю-. А именно, для краевой задачи (5.1.39) классом единственности 
будем называть самый широкий класс вида

{и: и(х,у) = о(у>(х)) при |ж| -Д сю равномерно по у G [0,7г/2]}, (5.1.2)

в котором линейная краевая задача (5.1.39) имеет единственное решение, 
и где для разных выходов на бесконечность соотвествующие функции р 
могут оказаться разными. При этом по определению под самым широким 
классом подразумевается тот из всех гарантирующих единственность ва
риантов выбора функции р в (5.1.40), при котором замена «о-маленького» 
на «О-большое» приводит к потере единственности, что тут же подтвер
ждается примером нетривиального решения однородной задачи или увели
чением размерности подпространства решений однородной задачи в случае 
нескольких выходов на бесконечность. Принятие такого определения класса 
единственности однозначно решает проблему наилучшего выбора функции 
р в условии (5.1.40) для краевой задачи (5.1.39), что означает корректность 
принятого определения класса единственности.

Метод Фурье для классических решений

Метод Фурье для классических решений краевой задачи (5.1.39) опирается 
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на задачу Штурма-Лиувилля

Y" = XY, 0 <y< n/2;
(5.1.3) 

Y (0) = Y'(n/2) = 0.

Поскольку краевые условия в (5.1.41) являются самосопряженными, то соб
ственные функции

Yn(y) = sin(2n + 1)y, (5.1.4)

Xn = -(2n + 1)2, n > 0.

задачи Штурма-Лиувилля (5.1.41) образуют ортогональный базис в про
странстве L2(0,n/2) квадратично интегрируемых по Риману на (0,п/2) 
функций11 со скалярным произведением

п/2
(u, v) = uv dx dy,

0
которое порождает норму

u
п/2

|u(x)|2dx
0

1/2

Разложим искомое классическое решение краевой задачи (5.1.39) в ряд 
Фурье по ортогональному базису из найденных собственных функций {Yn}n=0 :

ТО
u(x, y) = £ Xn(x) sin(2n + 1)y (5.1.5)

n=0
с коэффициентами Фурье

Xn(x) =
п/2

u(x, y) sin(2n + 1)ydy.
0

(5.1.6)

11Точнее, элементами пространства L2(0, п/2) являются не сами функции, а классы эквивалентных 
на (0, п/2) функций, т.е. совпадающих на (0, п/2), за исключением подмножества меры Жордана ноль. 
Нулевым элементом в £2(0, п/2) служит класс функций, эквивалентых нулю на (0,п/2). Такое опре
деление позволяет избежать нарушения одной из аксиом скалярного произведения и порождаемой им 
нормы.
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Умножим теперь уравнение Пуассона (5.1.39) скалярно в £2(0, тг/2) на соб
ственную функцию Yn с нормирующим коэффициентом 4/л, и пользуясь 
классической гладкостью искомого решения, вынесем производные по х за 
знак одного интеграла по у и проинтегрируем дважды по частям по у в 
другом. При этом получим обыкновенное дифференциальное уравнение

X" - (2п + 1)2Х,, = fn(x), ж > 0, п > О, (5.1.7)

с правой частью
тг/2

A W == У) sin(2n + l)ydy, ж > 0, n > 0.
о

Найдем класс единственности в краевой задаче (5.1.39). Для этого нужно 
сначала при каждом п Г 0 найти класс единственности в краевой задаче

X"-(2n + l)2Xn = 0, xgR, z
(5.1.8) 

Х„(0) = 0, п > 0.

Из общего вида решения такой задачи

Хп(х) = С1е(2п+1)ж + С1е-(2п+1)ж, х е R, п > 0, (5.1.9)

следует, что искомое «условие на +ос» имеет вид

Хп(х) = о(е(2п+1)ж) при х +оо, (5.1.10)

тогда как искомым «условием на —ос» будет

Хп(х) = о(—Д2п+1)ж) при х -д —сю, (5.1.11)

Действительно, из (5.1.10) следует, что С\ = 0, тогда как из (5.1.11) следует, 
что 6*2 = 0, т. е. на пересечении

Хп(х) = о(е^2п+1^ж1) при |ж| -д сю (5.1.12)

классов (5.1.10) и (5.1.11) однородная краевая задача (5.1.47) имеет только 
тривиальное решение. При этом замена о-маленького на О-большое хотя 
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бы в одном из условий (5.1.10)—(5.1.11) приводит к потере единственно
сти, в чем легко убедиться, положив сначала {Ci = 1, 6*2 = 0}, а затем 
{Ci = 0, С*2 = 1} в представлении (5.1.36), и получив в итоге два линейно 
независимых решения одной и той же однородной задачи (5.1.47). Таким 
образом, условие (5.1.50) определяет класс единственности решений для 
краевой задачи (5.1.47).

В силу определения коэффициентов Фурье (5.1.44) классом единственно
сти для краевой задачи (5.1.39) будет пересечение всех классов (5.1.50). Это 
означает, что искомый класс единственности для краевой задачи (5.1.39) 
имеет вид

и(хуу) = о(е!‘г’1) при х ос равномерно по у Е [0,7г/2], (5.1.13)

где при замене «о-маленького» на «О-большое», как и требуется, получаем 
примеры двух линейно независимых решений {u = ex’sin7/, и = е~х siny} 
одной и той же однородной краевой задачи (5.1.39), т.е. задачи (5.1.39) с 
нулевой правой частью.

Осталось выписать решение неоднородного уравнения

X" — (2п + 1)2ХП =/п(ж), х Е R, п 0. (5.1.14)

в уже найденном классе единственности (5.1.38). Чтобы получить представ
ление решения дифференциального уравнения (5.1.34), не используя явного 
вида правой части fn, нужно либо построить функцию Грина для задачи 
(5.1.34), либо использовать преобразование Фурье

+оо

<£>(£;) = F [у?(ж)] = У <£>(ж)е_^жФг,

—00

применив которое к дифференциальному уравнению (5.1.34), получим про
стое алгебраическое уравнение
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откуда сразу же находим

Хп = ш
(2 + (2n + I)2’

а тогда по теореме о свертке для преобразования Фурве получаем инте
гральное представление коэффициентов Фурье искомого решения

(5.1.15)

где интегральное ядро

Г 1 1
42 + (2п + 1)2.

+00

1 /' е'Хс
2л J £2 + (2п + 1)2^

—00

легко вычисляется с помощью теории вычетов и леммы Жордана. Более 
короткий путь использует простоту вычисления преобразования Фурье экс
поненты е-(2п+1)1ж1. Точнее,

2(2n + 1)
£2 + (2n + I)2

Г 1 1
-£2 + (2n + I)2-

е-(2п+1)|х|
—---------- = Кп(х),2(2n + l) v 7 п

где первое равенство почти очевидно. Таким образом, для краевой задачи
(5.1.39) искомое решение имеет вид

1 00

2 п=0

+оо
sin(2n + 1)ж Г

2n + 1 J 6
—оо

(5.1.16)

Требования следующих двух теорем значительно завышены ради упро
щения доказательств.

Теорема 5.1.1. Пусть f G (7(11) и найдется такое 5 G (0,1), что

sup(e 1/)1) < °°-
п

(5.1.17)

Для существования классического решения и G (72(П) задачи (5.1.39) в 
классе единственности (5.1.38) достаточно, чтобы число ненулевы.х ко
эффициентов Фурье fn было конечным.
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Теорема 5.1.2. Пусть f,fyy G С(П) и найдется такое 6 Е (0,1), что

sup[e ф|(|/(ж,?/)| + \fyy(x,y)\)] < ос. (5.1.18)
п

Тогда существовует классическое решение и Е С2(П) задачи (5.1.39), при
надлежащее классу единственности (5.1.38).

Для доказательства теорем достаточно заметить, что найдется постоян
ная АД > 0 такая, что выполняется неравенство

l/MUfc*1 V(.i-,y)en (5.1.19)

в первой теореме, или неравенство

f&y}\ + \fyy{x,y)\ < МИЖ| \/(ж,'г/) G П (5.1.20)

во второй теореме. При этом неравенство (5.1.19) обеспечивает принадлеж
ность решения к классу единственности в обеих теоремах, что легко уста
навливается с помощью оценки

Неравенство (5.1.20) используется только во второй теореме, чтобы дока
зать принадлежность суммы бесконечного ряда и Е С2(П), тогда как в 
первой теореме классическая гладкость решения гарантирована всего лишь 
принадлежностью правой части f Е С2(П), поскольку ряд Фурье в первой 
теореме содержит не более чем конечное число ненулевых членов.
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5.1.2. Метод Фурье решения краевых задач для оператора Ла
пласа в полуполосе. Условие на бесконечности и класс 
единственности решений.

Классическим решением задачи Дирихле для оператора Лапласа в полупо
лосе

Uxx + Uyy = 0, (х,у) G П+ =f {(х,у) 6 R2: ж > 0, 0 <у < 7г/2};

< ^1у=0 — ^у|у=7г/2 — 0? ж О,

u\x=o = a(y), 0<?/<7г/2;
(5.1.21) 

называют функцию u G С2(П+) П СУ1(П+), удовлетворяющую уравнению и 
краевым условиям (5.1.39). Требуется также, чтобы классическое решение 
удовлетворяло еще и некоторому условию на бесконечности, которое огра
ничивает поведение решения при х -Д ос, гарантируя единственность реше
ния. Чем сильнее такое ограничение, тем «лучше» для единственности, но 
«хуже» для разрешимости, так как усиление ограничения может привести 
к потере существования решения. Корректная постановка краевой задачи 
требует отыскания некоторого идеального баланса требований к решению, 
гарантирующих единственность решения, но не препятствующих его суще
ствованию. Именно по этой причине важно найти самый «широкий» класс, 
гарантирующий единственность. Такой класс и называют «классом един
ственности». Для эллиптической краевой задачи в неограниченной области, 
помимо уравнения и краевых условий, искомый класс единственности зави
сит, как правило, еще и от геометрии области в окрестности бесконечности.

В краевых задачах вида (5.1.39) условия на бесконечности проще всего 
задаются в терминах символов Ландау «о-маленькое» и «О-большое» при 
|ж| —> ос. А именно, для краевой задачи (5.1.39) классом единственности 
будем называть самый широкий класс вида

{и: и(х,у) = о((Дж)) при |ж| —> ос равномерно по у G [0,7г/2]}, (5.1.22)

в котором линейная краевая задача (5.1.39) имеет единственное решение. 
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При этом по определению под самым, широким классом подразумевается 
тот из всех гарантирующих единственность вариантов выбора функции р 
в (5.1.40), при котором замена «о-маленького» на «О-большое» приводит 
к потере единственности, что тут же подтверждается примером нетриви
ального решения однородной задачи. Принятие такого определения класса 
единственности однозначно решает проблему наилучшего выбора функции 
р в условии (5.1.40) для краевой задачи (5.1.39), что означает корректность 
принятого определения класса единственности.

Обозначим через Д>(^) вещественное пространство квадратично инте
грируемых по Риману функций со скалярным произведением 

(щж) = У uvdxdy,

Q
которое порождает норму

Для положительных г > 0 обозначим через Пг прямугольник

Пг =f {(ж,?/) G R2: 0 < х < г, 0 < у < 7г/2}с П+.

Для краевой задачи (5.1.39) слабым решением класса ZO будем называть 
функцию
и G £2(ПГ) Vr > 0, удовлетворяющую интегральному тождеству

тг/2

У u(x,y)Av(x,y)dxdy = У a(y)vx(Q,y) dy 

п+ о
Уже C°°(R2): ж|ж=0 = 0, 0 < у « тг/2; ж|у=0 = жу|у=7г/2 = 0, ж > 0.

(5.1.23)

Лемма 5.1.1. Если слабое решение класса £2 краевой задачи (5.1.39), име
ет классическую гладкость, т.е. и Е С*2(П+) О СУ1(П+), то оно является 
классическим.
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Доказательство. Выбирая, в частности, в тождестве (5.1.23) пробные функ
ции V G С/0°(П+) и интегрируя по частям (т.е. используя формулу Грина), 
получим

у* АДх, у) v(а?, у) dx dy = 0 \/v Е С°°(П+),

п+
откуда и из леммы Дю Буа-Реймонда следует выполнение уравнения

АДх, у) = 0 У (ж, у) Е П+ . (5.1.24)

Возвращаясь к тождеству (5.1.23), применяя формулу Грина для всех до
пустимых в (5.1.23) пробных функций и пользуясь уже установленным ра
венством (5.1.24), находим

СЮ сю

щ/ж, 7г/2) ж(ж, 7г/2) dx — [ Дх, 0) жДж, 0) dx =

о о
тг/2

(а(т/) - м(0,ф))щ(0,ф)ф/
о

\/жед°°(К2): фж=0 = 0, 0 < у < 7г/2; ж|у=0 = жфу=7Г/2 = 0, ж > 0.

(5.1.25)

Теперь, выбирая в тождестве (5.1.25) такие допустимые пробные функ
ции, что

жу(ж,0) = ж(ж,тг/2) = 0, vx(0,y) = гДу) Уф G д°°(0,7г/2),

получим тождество

тг/2

(Ду) -м(О,ф))ф(ф)ф/ = 0 Уф 6 С00 (0, тг/2),
о

которое в силу леммы Дю Буа-Реймонда означает выполнение краевого 
условия

'4т=о = Ду), У G [0,тг/2]. (5.1.26)
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Чтобы установить выполнение краевых условий

^|у=0 — ^у|у=7г/2 — 0, х Ф О, (5.1.27)

подставим (5.1.26) в (5.1.25) а затем, выбирая последовательно такие допу
стимые пробные функции, что

Vy(x,0) ='ф(х), т(х,7г/2) = 0 Уф G <7°°(0, оо),

и наоборот,

vy(x, 0) = 0, х(х, л/2) = ф(х) Уф G С°°(0, сю),

заключаем, что
СО сю

м(х, 0) ф(х) dx = щфх, 7г/2) ф(х) dx = 0 Уф G д°°(0, сю),
о о

откуда следует выполнение оставшихся краевых условий (5.1.27). Таким об
разом, для краевой задачи (5.1.39) наличие у слабого решения классической 
гладкости u G С2(П+) П <71(П+) означает, что такое слабое решение на са
мом деле будет классическим, т.е. будет удовлетворять уравнению (5.1.24) 
и краевым условиям (5.1.26), (5.1.27), которые неявно содержатся в инте
гральном тождестве (5.1.23). Лемма доказана. □

Замечание. Доказательство леммы 5.1.1 фактически является принципи
ально важной частью стандартной процедуры проверки корректности опре
деления слабого решения. При этом под корректностью определения сла
бого решения краевой задачи12 подразумевается следующее свойство опре
деления: всякое классическое решение является слабым, а вся
кое слабое решение, имеющее классическую гладкость, являет
ся классическим. Доказательство леммы 5.1.1 можно охарактеризовать 
как стандартную процедуру извлечения уравнения и краевых условий из 
интегрального тождества, определяющего слабое решение краевой задачи
(5.1.39).

12Не путать корректность определения слабого решения краевой задачи с корректностью её поста
новки как задачи математической физики!



Глава 5. Эллиптические краевые задачи

Метод Фурье для слабых решений

(5.1.28)

Метод Фурье для классических и слабых решений краевой задачи (5.1.39) 
опирается на одну и ту же задачу Штурма-Лиувилля, а именно, 

| У" = ДУ, Q < у < тг/2 

| У(0) = У'(тг/2) = 0.

Поскольку краевые условия в (5.1.41) являются самосопряженными, то соб
ственные функции

Yn(y) = sin(2n + l)w,V J (5.1.29)
A„, = —(277, + l)2, n Д 0.

задачи Штурма-Лиувилля (5.1.41) образуют ортогональный базис в £2(0,7г/2). 
Разложим теперь искомое слабое решение краевой задачи (5.1.39) в ряд 

Фурье по ортогональному базису {УП}^РО :

т/(т, у) = Xn(x) sin(2n + 1)т/ (5.1.30)
п=0

с искомыми коэффициентами Фурье
тг/2

Хп(х) = — и(х, у) sin(2n + 1)т/ dy. (5.1.31)
о

Чтобы получить краевые задачи для искомых коэффициентов Фурье, до
статочно в интегральном тождестве (5.1.23) выбрать пробные функции ви
да

т?(т‘, т/) = т/;(т) sin(2n + 1)т/ Vn>0, Уф G С00 (Rn): 7/5(0) = 0. (5.1.32)

Действительно, подставляя в интегральное тождество (5.1.23) пробные функ
ции (5.1.32) и учитывая вид коэффициентов Фурье (5.1.44), получим семей
ство интегральных тождеств

оо

[Хте(ж)ф"(ж) - (2п + 1)2ДД(ж)ф(х)] dx =
о

Уфе C°°(Rn): ф(0) = 0, тОО, 

(5.1.33)
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где числа {ап} являются коэффициентами Фурье граничных данных:
тг/2

4 [
ап = — сфу) sin(2n + l)ydy, n > 0.

7Г J
0

Заметим, что интегральные тождества (5.1.33) являются обобщенными 
(слабыми) постановками краевых задач для искомых коэффициентов Фу
рье:

X" — (2п + 1)2Х„ = 0, х > 0,п { ’ (5.1.34)
-Хп(0) — ап П > 0.

Точнее, справедлива следующая

Лемма 5.1.2. Пусть функция Хп Е ТД(Пг) У г > 0 и удовлетворяет ин
тегральному тождеству (5.1.33). Тогда функция Хп Е СУОС[0,эс) и явля
ется классическим решением краевой задачи (5.1.34).

Доказательство. Выбирая, в частности, в (5.1.33) пробные функции ф Е 
С700 (0,7г/2), получим интегральное тождество

00 00

ХДх)гД(х) dx = (2п + I)2 f Хп(х\ф(х) dx Уф 6 <7°°(0,7г/2), (5.1.35)

о о
совпадающее с определением слабой производной X", согласно которому 
слабая производная X" существует и равна. (2п + 1)2ХП . В силу интеграль
ного представления

X

Хп(ж) = С\х + 6*2 + J (х ~ У)Х'М dy У ж > О
о

функции Хп на (0,л/2) через ее слабую производную X", где C*i и Со -■ 
некоторые постоянные13, функция Хп представима на (0,7г/2) в виде

X

ХДх) = (Дх + С2 + (2n + I)2/*(ж - у)Хп(у) dy У ж > О,

о
13Элементарный вывод интегрального представления функции X через её слабую производную X" 

приводится ниже в разделе Дополнение 1.
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из которого после соответствующего переопределения Хп на множестве ме
ры ноль сразу же вытекает её бесконечная дифференцируемость: Xn Е 
С°°[0,оо).

Таким образом, слабое решение Х„ краевой задачи (5.1.34) в смысле ин
тегрального тождества (5.1.33) имеет классическую гладкость, а следова
тельно является11 классическим решением краевой задачи (5.1.34). Лемма 
доказана. □

Найдем класс единственности в краевой задаче (5.1.39). Для этого нужно 
при каждом п > 0 найти класс единственности в краевой задаче (5.1.34). С 
этой целью рассмотрим однородную краевую задачу (5.1.39), т.е. уравнение
(5.1.39) с краевым условием Х„,(0) = 0. Из общего вида решения такой 
задачи

ХПД) = С-(е(2п+1)ж - е~(2п+1)х), ж > 0, п 0, (5.1.36)

следует, что искомое условие на бесконечности имеет вид

Хп(ж) = о(е('2п+1^) при х сю. (5.1.37)

Действительно, из (5.1.50) сразу же следует, что С = 0, т.е. однородная 
краевая задача (5.1.34) имеет в классе (5.1.50) только тривиальное решение. 
При этом замена о-маленького на О-болъшое в условии (5.1.50) приводит к 
потере единственности, в чем легко убедиться, полагая С = 1 в представле
нии (5.1.36). Таким образом, условие (5.1.50) определяет класс единствен
ности решений краевой задачи (5.1.34) для каждого индекса п Д 0.

В силу определения коэффициентов Фурье (5.1.44) классом единствен
ности в краевой задаче (5.1.39) будет пересечение всех классов (5.1.50). Это 
означает, что искомый класс единственности для краевой задачи (5.1.39) 
имеет вид

и(х,у) = о(ех) при я; —> оо равномерно по у Е [0,7г/2], (5.1.38)
14Для ОДУ тот фундаментальный факт, что слабое решение краевой задачи, имеющее классическую 

гладкость, является классическим, устанавливается еще проще чем для ДУЧП — подробности см. ниже 
в разделе Дополнение 2.
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где при замене «о-маленъкого» на «О-большое». как и требуется, получаем 
пример нетривиального решения u = sh х sin у однородной краевой задачи
(5.1.39),  т.е. задачи (5.1.39) с краевым условием п|ж=о = 0.

Осталось выписать решение неоднородной краевой задачи (5.1.39) в клас
се единственности (5.1.38). Для этого достаточно заметить, что при каждом 
п > 0 решение неоднородной краевой задачи (5.1.34) в классе единственно
сти имеет вид

Хп(х) = апе~(2п11)х, ж > 0, п > 0.

Поэтому единственное в классе (5.1.38) решение краевой задачи (5.1.39) 
имеет вид

и(х, у) = ane~(2n+v,x sin(2n + 1 )т/, ж > 0.
п=0

Дополнение 1. Интегральное представление функции через ее 
слабые производные.

В этом разделе устанавливаются интегральные представления функций 
через их слабые производные. Н

Дополнение 2. Проверка корректности определения слабого 
решения.

5.1.3. Метод Фурье решения краевых задач для однородного 
уравнения Гельмгольца в полуполосе. Условия на беско
нечности и класс единственности решений.

Для однородного уравнения Гельмгольца в полуполосе классическим реше
нием краевой задачи

ихх + иуу + 2и = 0, (х,у) G П+ =f {(х,у) G R2: ж > 0, Q <у < л/2}; 

< ^'1у=0 — ^А/|у=7г/2 — 0, X 0,

и\х=0 = а(у\ 0<т/<%/2;
(5.1.39) 
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называют функцию u Е С*2(П+) П С1(П+), удовлетворяющую уравнению 
и краевым условиям (5.1.39)15 Требуется также, чтобы классическое реше
ние удовлетворяло еще и некоторым условиям на бесконечности, которые 
ограничивают поведение решения при х -д ос, гарантируя единственность 
решения. Чем сильнее ограничение, тем «лучше» для единственности, но 
«хуже» для разрешимости, так как усиление ограничения может привести 
к потере существования решения. Корректная постановка краевой задачи 
требует отыскания некоторого идеального баланса требований к решению, 
гарантирующих единственность решения, но не препятствующих его суще
ствованию. Именно по этой причине важно найти самый «широкий» класс, 
гарантирующий единственность. Такой класс и называют «классом един
ственности». Для уравнения Гельмгольца в полосе и полуполосе затухание 
всех гармоник на бесконечности оказывается недопустимо грубым услови
ем, приводящим к потере физически осмысленных решений, удоволетворя- 
ющих на бесконечности так называемым «условиям излучения».

В краевых задачах вида (5.1.39) условия на бесконечности проще всего 
задаются в терминах символов Ландау «о-маленъкое» и «О-болъшое» при 
а; —> ос, т. е. для краевой задачи в полуполосе класс единственности следует 
искать как самый широкий класс вида

{и: и(х,у) = о((д(.а;)) при х -д ос равномерно по у Е [0,7г/2]}, (5.1.40)

в котором линейная краевая задача (5.1.39) имеет единственное решение. 
При этом по определению под самым широким классом подразумевается 
тот из всех гарантирующих единственность вариантов выбора функции р 
в (5.1.40), при котором замена «о-маленького» на «О-болъшое» приводит 
к потере единственности, что тут же подтверждается примером нетриви
ального решения однородной задачи. Принятие такого определения класса 
единственности однозначно решит проблему наилучшего выбора функции 
у? в условии (5.1.40) для краевой задачи (5.1.39), что будет означать кор

15Такие краевые задачи используются для расчета планарных оптических волноводов.
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ректность принятого определения класса единственности.

Метод Фурье для классических решений.

Метод Фурье для классических решений краевой задачи (5.1.39) опира
ется на задачу Штурма-Лиувилля

Y" = XY, 0 <y< n/2;
(5.1.41) 

Y (0) = Y'(n/2) = 0.

Поскольку краевые условия в (5.1.41) являются самосопряженными, то соб
ственные функции

Yn(y) = sin(2n + 1)y, (5.1.42)

Xn = -(2n + 1)2, n > 0.

задачи Штурма-Лиувилля (5.1.41) образуют ортогональный базис в про
странстве L2(0,n/2) квадратично интегрируемых по Риману на (0,п/2) 
функций16 со скалярным произведением

п/2

(u, v) = uvdy,
0

которое порождает норму

u

п/2

|u|2dy
0

1/2

Разложим искомое классическое решение краевой задачи (5.1.39) в ряд 
Фурье по ортогональному базису из найденных собственных функций {Yn}n=0

ТО
u(x, y) = £ Xn(x) sin(2n + 1)y (5.1.43)

n=0

16Точнее, элеменами пространства L2(0, п/2) являются не сами функции, а классы эквивалентных 
на (0, п/2) функций, т.е. совпадающих на (0, п/2), за исключением подмножества меры Жордана ноль. 
Нулевым элементом в £2(0, п/2) служит класс функций, эквивалентых нулю на (0,п/2). Такое опре
деление позволяет избежать нарушения одной из аксиом скалярного произведения и порождаемой им 
нормы.
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с коэффициентами Фурье
тг/2

Хп{х) = —u(x,y) sin(2n + 1)т/ dy. (5.1.44)
о

Умножим теперь уравнение Гельмгольца (5.1.39) скалярно в /^(0,7г/2) 
на собственную функцию Yn с нормирующим коэффициентом 4/л, и поль
зуясь классической гладкостью искомого решения, вынесем производные 
по х за знак одного интеграла по у и проинтегрируем дважды по частям по 
у в другом. При этом получим обыкновенное дифференциальное уравнение

X" - [(2n + I)2 - 2]ХП = О, ж > 0, п > 0. (5.1.45)

А переходя в (5.1.44) к пределу при х -Д 0, получим краевые условия для 
коэффициетнов Фурье Хп искомого решения

тг/2

ХДО) = an d= — /а(т/) sin(2n + V)ydy, х > 0, п > 0. (5.1.46)

о
Класс единственности.

Найдем класс единственности в краевой задаче (5.1.39). Для этого нужно 
сначала при каждом п > 0 найти класс единственности в краевой задаче

X" — [(2n + I)2 — 2]Х„. = 0, ./•>().
(5.1.47) 

ХДО) = о,

с коэффициентом (2n + l)2 — 2 = 4n(n + l) — 1.
Случаи п = 0 и n > 1 рассматриваются отдельно. Случай n > 1 проще 

из-за разницы в характере поведения при х -д оо решений фундаменталь
ной системы {еА‘пЖ, е~11г,х} для уравнения X" — рдХп = 0 с коэффициентом 
fin = y/4n(n + 1) — 1 > 0. Точнее, для краевой задачи

X" — д2Х„. = 0, х > 0,
(5.1.48) 

ХД0) = 0, n > 1,
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с общим видом решения

Хп(х) = Сп-(еФпХ -e~^x), ж>0, п>1, (5.1.49)

для каждого п 1 искомое условие на бесконечности имеет вид

Хп(х) = о(е^пХ) при ж ос. (5.1.50)

Действительно, из (5.1.50) сразу же следует, что Сп = 0, т.е. однородная 
краевая задача (5.1.48) имеет в классе (5.1.50) только тривиальное решение. 
При этом замена в (5.1.50) о-маленъкого на О-болъшое приводит к потере 
единственности, в чем легко убедиться, полагая Сп = 1. Таким образом, 
условие (5.1.50) определяет класс единственности решений краевой задачи
(5.1.48) для каждого п 1.

Случай п = 0 сложнее из-за одинакового характера поведения при х -д 
ос решений фундаментальной системы {е’ф е~гх} для уравнения Xq +/1qXo = 
О с коэффициентом /то = 1, так как любое из двух условий

{Хо = о(егж), х -д ос} или {Хо = о(е_гж), х -д ос}

«обнуляет» значения сразу обеих констант общего вида решения

Х0(х) = aeix + (3e~ix (5.1.51)

уравнения Xq + Хо = О, причем без участия однородного краевого условия 
Хо(О) = 0, что приводит к потере разрешимости в общем случае неоднород
ных данных задачи. В такой ситуации, во избежание потери разрешимости, 
в качестве условия на бесконечности для уравнения Xq + Хо = 0 обычно 
используют одно из условий излучения

Xq — /Хо = о(1), х -д ос,

Xq + /Хо = о(1), х -д ос.

Чаще всего из этих двух условий выбирают17 первое

Х'-гХ0 = о(1), ж->оо, (5.1.52) 
17Руководствуясь физическими соображениями.
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которое «обнуляет» постоянную /3 в (5.1.51), не затрагивая а. При этом из 
краевого условия Хо(О) = 0 будет следовать, что а = 0, т. е. Xq = 0, тогда 
как замена о-маленького на О-большое в условии (5.1.52) приведет к потере 
единственности, в чем легко убедиться, полагая а = 1 в общем решении

Х0(ж) = а ■ (eix - e~ix)

уравнения Xq + Xq = 0 с краевым условием Хо(О) = 0.
Замечая теперь, что на решениях уравнений ^1пХ,е~ЦпХ} при n > 1 

ограничения вида (5.1.52), т. е. условия излучения

X'n — iXn = о(1), х -д ос,

оказываются сильнее ограничений (5.1.50), заключаем, что искомым клас
сом единственности в краевой задаче (5.1.39) будет класс

щ;(ж,7/) — iu(x,y) = о(1) при х -д ос равномерно по у Е [0,7г/2], (5.1.53) 

где при замене «о-маленького» на «О-большое», как и требуется, получа
ется пример нетривиального решения u = sin ж sin?/ однородной краевой 
задачи (5.1.39), т. е. задачи (5.1.39) с краевым условием ?/|.г о = 0.

Таким образом, решения неоднороднх краевых задач

X" - ррХп = 0, х > 0,

Хп (0) — an , п 1,

Xq + Xq = 0, х > 0,

Хо(О) = по

в уже найденных классах единственности (5.1.50) и (5.1.52) имеют вид

а„е /w, ж >0, n > 1, 
Хп(х) = <

1аоем;, ж > 0, п = 0.
(5.1.54)

Подставляя коэффициенты (5.1.54) в ряд Фурье (5.1.43), получаем един
ственное в классе (5.1.53) искомое решение

00

и(х,у) = аоегх + а,„е~Мп‘г’ sin(2n + 1)т/, х 0.
П=1
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неоднородной краевой задачи (5.1.39), где рп = ^/4n(n + 1) — 1 и ап - 
коэффициенты Фурье (5.1.46) граничных данных задачи (5.1.39).

Дополнение. Однородное уравнение Гельмгольца общего 
вида.

Рассмотрим ту же краевую задачу в полуполосе для однородного урав
нения Гельмгольца общего вида

ихх + иуу + [i2u = 0, (ж, у) Е П+ =f {(х,у) Е Ж2: х > 0, 0 <у < 7г/2};

< П1у=0 — "Ф/|у=7г/2 — 0; Ж 0,
п|х=о = а(у), 0 д 7г/2;

(5.1.55) 
с вещественным коэффициентом д > 0. Уравнение (5.1.39) является част
ным случаем значения д = д/2- Без каких-либо изменений изложенная 
выше схема решения методом Фурье задачи (5.1.39) применима к задаче 
(5.1.55) для любых других значений д Е (0, 3). При этом случаи 0 < д < 1, 
д = 1, 1 < д < 3 должны рассматриваться отдельно.

Случай 0 < д < 1.

Во всех трех случаях решение задачи (5.1.55) раскладывается в ряд (5.1.43) 
с коэффициентами Фурье (5.1.44), удовлетворяющих обыкновенным диф
ференциальным уравнениям

X" — р„Хп = 0, х > 0, п 0, (5.1.56)

с вещественными коэффициентами дп = у/(2n + I)2 — д2 > 0. Класс един
ственности в задаче (5.1.55) задается условием

и(х,у) = о(еА‘0Ж) при х —> ос равномерно по у Е [0,7г/2], (5.1.57)

с коэффициентом д0 = -\/1 — д2 > 0. Решение задачи (5.1.55) в классе 
(5.1.57) имеет вид

00

и(х, у) = ane~>JnX sin(2n + 1)д, х > О, 0 < у < л/2.
п=0
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Случай [i = 1.

В обозначениях случая 0 < [1 < 1 имеем [10 = 0 и [in = 2^/n(n + 1) > 0, 
n 1. Классом единственности в задаче для коэффициента Фурье Xn при 
n > 1 будет класс (5.1.50), тогда как классом единственности в задаче

JX0 = 0, x > 0,

|х (0) = 0,

будет класс
Xn(x) = o(x) при x гс. (5.1.58)

Пересечением всех классов (5.1.50) с классом (5.1.58) будет класс (5.1.58) 
как самое сильное из всех ограничений (5.1.50),(5.1.58). Поэтому в рассмат
риваемом случае у, =1 классом единственности в задаче (5.1.55) будет 
класс

u(x,y) = o(x) при x > гс равномерно по y Е [0,п/2]. (5.1.59)

Решение задачи (5.1.55) в классе (5.1.59) имеет вид
гс

u(x,y) = a0 + ^2 ane-MnX sin(2n + 1)y, x > 0, 0 < y < n/2. 
n=1

Случай 1 < у < 3.

Для задачи (5.1.55) при любых значениях у Е (1, 3) класс единственности и 
решение в нем будут теми же, что и в подробно разобранном выше частном 
случае у = д/2.

5.2. Зональные сферические гарсмоники в методе Фу
рье для уравнения Пуассона

Уравнение Пуассона A u = f в сферических координатах

x =r cos sin 0, y = r sin sin B, z = r cos B, 

r Е [0, гс), Е [0, 2n], B Е [0,n]
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в случае азимутальной симметрии принимает вид

ш+=Rtf.
Sill 6*

(5.2.1)

где решение и = и(г, 0) и правая часть / = /(г, 9) не зависят от р. В таком 
случае метод Фурье основывается на использовании базиса из собственных 
функций дифференциального оператора18

т 1 d . nd
= ^0dOSm3dO

для построения которого решается задача Штурма-Лиувилля

Lw = Хир 0 Е (0,7г), 

w(9) = (9(1), 9 —> 0,7г,

(5.2.2)

(5.2.3)

в классической постановке, т.е. в классе решений w Е С2(0,7г). При этом 
условие ограниченности w = w(0) в окрестности концов интервала (0,7г) 
объясняется тем, что уравнение Пуассона Au = f считается изначально 
записанным в декартовых координатах для решений класса С2 в области, 
содержащей интервалы полуосей 9 = 0 и 0 = 7Г. Поэтому можно уточнить 
область определения Dl дифференциального оператра (5.2.2), заметив, что

аде = их cos 0 cos р + иу cos 0 sin р — uz sin 9

иво =uxx cos2 9 cos2 p + Uyy cos2 9 sin2 p + uzz sin2 9+

+uxy cos2 9 sin 2y — uxz sin 29 cos p — uxz sin 29 sin p

А именно, исходя из классической С2-гладкости решения в декартовых ко
ординатах во всех внутренних точках области, содержащей, в частности, 
интервалы полуосей 9 = 0 и 9 = тр можно выбрать область определения 
Рь = С2[0,тг].

Заменой переменной £ = cos О дифференциальное уравнение (5.2.3) сво
дится к уравнению Лежандра, поэтому ограниченные на [0,7г] нетривиаль
ные решения w Е С2{0,л) уравнения (5.2.3) существуют тогда и только 

18Оператор (5.2.2) является зональной составляющей оператора Лапласа-Бельтрами, который, в 
свою очередь, определяется как сферическая составляющая оператора Лапласа на единичной сфере 
в R3.
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тогда, когда А = —п(п + 1) при целых п Д 0. При этом в задаче Штурма- 
Лиувилля (5.2.3) собственными функциями оператора L, соответствующи
ми собственным числам Ап = —п(п + 1), будут тригонометрические много
члены wn(0) = P„(cos#) с многочленами Лежандра Рп = Рп(£)- Собствен
ные функции оператора Лапласа-Бельтрами называют сферическими гар
мониками, и поэтому собственные функции зональной составляющей (5.2.2) 
оператора Лапласа-Бельтрами естественно назвать зональными сфериче
скими гармониками.

В вещественном пространстве Z/2(—1,1) кваратично интегрируемых по 
Риману функций со скалярным произведением19

1

= (5.2.4)
-1

процесс ортогонализации Грама-Шмидта, при подходящем выборе норми
ровки превращает систему степеней {ф7}Хо в систему многочленов Ле
жандра. {Рп(<О}^Л0, что означает полноту последней в L?( — 1,1) ввиду пол
ноты в С[—1,1] системы {ф?}^Ро согласно теореме Вейерштра.сса. Полная 
ортогональная система. {Pn(£)}^to образует в L^—1,1) ортогональный ба
зис. Принятое для ортогональных многочленов условие стандартизации 
Pn(l) = 1, п > 0, означает, в частности, что

1
цщ|2=у \р^\2<ч =

о

Обозначим через p2,sm6»(0,7г) вещественное пространство квадратично 
интегрируемых по Риману функций с весом sin#, наделенное веовым ска

19По определению, пространство Lo(—1,1) состоит из классов эквивалентности, т. е. классов функ
ций, попарно отличающихся только на множествах меры Жордана ноль. Нулем для Щ( —1,1) служит 
класс функций эквивалентных нулю. При таком определении £ч( —Ц1) Для билинейной формы (5.2.4) 
выполнены все акиомы скалярного произведения, а для функционала ||F|| = y/(F, F) — все аксиомы 
нормы.
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лярным произведением и весовой нормой
7Г

(/,p)sin0 = y f(0)g(0)sm0d0, 

о
Система зональных гармоник {Pn(cos^)}^=0 образует в весовом простран
стве I/2,sin6>(0,7г) ортогональный базис. При этом

Vn > 0.

Ряд Фурье по ортогональному базису из сферических гармоник иногда на
зывают рядом Лапласа. В частности всякую функцию f G L‘2,sin6»(0,7г) мож
но разложить в ряд по зональным гармоникам

00

/(#) = 52 cnPn(cos 6>),
п=0

(5.2.5)

сходящийся в Z/2,sin0(0,7г), что по умолчанию означает сходимость в норме 
p2,sin6>(0,7г). Коэффициенты сп ортогонального разложения (5.2.5) опреде
ляются как коэффициенты Фурье

(/,Pn(cosfl))sin^
||Pn(cos^)||;in0

n >0. (5.2.6)

Таким образом, имеются все предпосылки для реализации стандартной схе
мы метода Фурье при решении краевых задач для уравнения (5.2.1) в таких 
областях со сферическими границами, как шар, внешность шара и сфери
ческий концентрический слой20 с любым из трех типов краевых условий 
на каждой из граничных сфер.

Займемся теперь вопросами реализация метода Фурье для уравнения 
Пуассона с использованием зональных гармоник. Заметим, что дифферен
циальный оператор L вида (5.2.2), рассматриваемый как

L- Dl — С2[0,7г] С T2?sin6»(0, 7г) -л -T2;sin0(O,7r) 

20Чаще используется сокращенное название: сферический слой.
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является симметричным оператором. Действительно,
7Г

(Lv, w)Sin6» = (sin 6v'(6))'w(0) d0 = sin$P($)w($)|o — sin$'t’(6))w,(#)|o +
o

7Г

+ У v(0) (sin 0w\0)YdO = (v, Lw)Sinо Vv,w E С2[0,7г] 

о
Пусть I — конечный или полубесконечный открытый интервал какого- 

либо одного из трех возможных видов: I = (Р^Рз) или I = (О, Р), I = 
(R,oo) с некоторыми положительными заданными Ri, R2, R. Классическое 
решение и = и(г, 0) уравнения (5.2.1) попадает в область определения Dl = 
С2 [0,7г] при любых значениях переменной г Е I, поэтому его коэффициенты 
Фурье

(5.2.7)
2т1 -|- 1 /* 

ип(г) = —-— / u(r, 0)Pn(cos в) sin в d0, п 0,
о

по ортогональному базису {Pn(cos $)}£Д0, имея гладкость un Е С2(Г), удо
влетворяют в силу (5.2.1) уравнениям

2tz -I- 1
(Rtu'n)'+—-—(Lw,Pn(cos6>))sin0 = Wn(r), г 6/, n > 0, (5.2.8)

где через fn = fn(r) обозначены коэффициенты Фурье 

правой части f = f(r,O) уравнения (5.2.1). А так как оператор L симмет
ричен и

LPn(cos0) = A„.P„(cos0) = —n(n + l)Pn(cos6>), n 0,

то в силу (5.2.7) уравнение (5.2.8) превращается в неоднородное обыкновен
ное дифференциальное уравнение Эйлера

Rtu'n + 2ггф — n(n + 1)гщ = Rtfn(r), г Е /, п R 0.
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Рассмотрим простейший частный случай степенной правой части fn(r) = 
гф т. е. уравнение Эйлера

Rtu'n + 2rv!n — п(п + l)ttn = гм+2, г G I. (5.2.9)

Замечая, что любая степенная функция будет собственной функцией опе
ратора Эйлера

заключаем, что степенная собственная функция с нулевым собственным 
числом будет решением однородного уравнения Эйлера. Для каждого п > О 
такими решениями будут -г" и и для целых п эти решения линейно
независимы. Поэтому общее решение однородного уравнения Эйлера

+ 2г'0' — п(п + 1)0 = 0, г Е I,

имеет вид

-0(r) = arn +
b

рП+1 ’ г G I,

с произвольными постоянными а, Ь.
В случае, когда степень гм+2 не явяляется решением однородного урав

нения Эйлера, частное решение неоднородного уравнения (5.2.9) ищется в 
виде ф(г) = сгА‘+2, т.е. имеет вид

(д + 2)(д + 3) - п(п + 1)’

А в случае, когда степень гм+2 будет решением однородного уравнения Эй
лера, вспоминая, что замена переменной г = eJ преобразует уравнение Эй
лера в уравнение с постоянными коэффициентами, и при этом правая часть 
оказывается экспоненциальным решением однородного уравнения второго 
порядка, т. е. частное решение ищется в виде все того же экспоненциаль
ного решения, но умноженного на t. Это означает, что в рассматриваемом 
случае частное решение следует искать в виде сгм+21пг.
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5.3. Свойства решений уравнений Лапласа и Пуассона

Одним из наиболее важных свойств решений уравнения Лапласа является 
принцип максимума, который выполняется как в слабой, так и в сильной 
форме (слабый и строгий принципы максимума). Начнем со слабого прин
ципа максимума для ограниченной области.

Определение 5.3.1. Функцию и G С1 (О.) называют гармонической в об
ласти Q с п У 2, если она удовлетворяет в Q уравнению Лапласа 
Aw = 0.

5.3.1. Слабый принцип максимума

Для ограниченной области без каких бы то ни было требований к гладкости 
границы справедлив так называемый слабый принцип максимумаю

Теорема 5.3.1 (слабый принцип максимума). Для любой ограниченной об
ласти Q С 77, Л 2, гармоническая в Q функция и G С (Гб) не принимает 
во внутренних точках Q значений как больших ее наибольшего значения 
на границе, так и меньших ее наименьшего значения на, границе, т.е., 
min и < и (х) < max и Эх G Q.ап ап
Доказательство. Введем обозначения для минимума и максимума по гра
нице ЭЭ,:

т = min?/, М = тахм. (5.3.1)ап ап
Предположим, что найдется такая точка хд G Q, что

и(х6) = М + 5 (5.3.2)

с некоторым положительным б. Вводя параметр е Е (0, 5), обозначим через 
ту однопараметрическую функцию вида
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и заметим, что р£ G C^R) для каждого значения параметра е G (0, <5), 
при этом функция т/£(и) будет финитной21 в области Q в силу определения 
(5.3.1) числа М.

Умножив равенство Ди = 0 на Т]£(и), после интегрировавания по Q с
помощью формулы Грина получим

0=/ rj£(u)/\udx = У T]£(u т)'£ (п(ж)) | Х7п(ж) 12dx,
El dEl El

где n — единичная внешняя нормаль к <9Q, а интеграл по ЭП равен нулю 
ввиду финитности функции т]£(и) в области Q при е Е (0,5). Поэтому

У 77((п(ж)) | Х7п(ж)|2Уж = 0 Vs Е (0,5),

о
откуда находим

(5.3.4)

ту'(п(ж)) | Х7п(ж)|2 = 0 Уж G Q Vs Е (0,5),

так как ту' > 0. А умножая последнее равенство на ту' получаем

ту((п(ж)) \7и(ж)|2 = 0 Уж G Q Vs G (0,5),

что эквивалентно равенству

|Ур£(и(х)) |2 = 0 Уж Е Q Vs Е (0, 5),

которое означает существование для каждого значения s Е (0,5) такой по
стоянной С£, что ту£(п(ж)) = С£ Vж Е Q, откуда в силу непрерывности 
функции /у (// ) в замыкании Q и ее финитности в области Q следует равен
ство

ту£(тфж))=О Уж Е Q Vs Е (0,5). (5.3.5)

На основании тождества (5.3.5) и явного вида (5.3.3) функции ту£ заклю
чаем, что гармоническая функция удовлетворяет неравенству

п(ж) < М + s Уж G Q Vs Е (0, 5),
21Напомним, что функцию f € C(Q) называют финитной в области Q, если / = О вне некоторого 

компакта К С Q С R". Поскольку, по определению, компакт — это ограниченное замкнутое множество, 
а область — это открытое связное множество, то dist(K, <9Q) > 0 и поэтому каждая финитная в области 
Q функция тождественно равна нулю в некоторой окрестности границы ЭЕ1.
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что противоречит предположению (5.3.12). Таким образом, неравенство

u(x) < maxu Vх Е Q (5.3.6)ш 7

доказано. Для доказательства неравенства

min и < w(t) V х Е Q (5.3.7)

достаточно заметить, что справедливость неравенства (5.3.7) вытекает из 
уже доказанного неравенства (5.3.6) при замене и на —и. Теорема доказана.

□
Замечание 1. Для неограниченных областей Q теорема, вообще говоря, 
неверна. Так, для области Q = = {ж Е R”: хп > 0}, пример задачи
Дирихле Aw = 0, w|Xjj=o = 0 с решением и(х) = хп показывает, что нера
венство (5.3.6) не выполняется ни в одной точке области Q.

Из доказанной теоремы вытекают три следствия.

Следствие 5.3.1. Гармоническая в ограниченной области Q функция и = 
w(t) удовлетворяет неравенству

max Ы < max Ы (5.3.8)

Следствие 5.3.2. Гармоническая функция, непрерывная вплоть до грани
цы и равная нулю на границе ограниченной области Q, тождественно равна 
нулю во всей области.

Следствие 5.3.3. Классическое решение и Е С2(Q)nC(Q) задачи Дирихле 
для уравнения Пуассона

Aw = /, х Е Q,

и\эа =

единственно в любой ограниченной области Q G Rn, п > 2 без каких бы то 
ни было предположений о гладкости границы 3Q.



§3. Уравнения Лапласа и Пуассона

Доказательство. Пусть имеется два решения гр и U2- Тогда их разность 
v = щ —U2 есть гармоническая функция с нулевыми условиями на границе:

Ап = 0, х G Q,

v\dQ = 0.

Следовательно, v = 0 в Q, т. е. щ = щ в Q. □

Следствие 5.3.4. Из принципа максимума вытекает непрерывная зависи
мость решения задачи Дирихле от граничных данных для произвольной 
ограниченной области Q.

Доказательство. Действительно, пусть щ и ш — какие-либо два решения 
задачи Дирихле для уравнения Лапласа в области Q с граничными данны
ми пх|ао = -01 и U20Q = '02, с оценкой разности |0х — 02, < £ по границе 
<9Q. Согласно следствию 5.3.1 имеем оценку разности решений |ui — гД < £ 
по области Q, что и требовалось доказать. □

Следствие 5.3.5. Если последовательность функций 1Лх), гармониче
ских в ограниченной области Q и непрерывных вплоть до границы, равно
мерно сходится на границе ЭН, то она равномерно сходится и в замыкании 
Q области Q.

Доказательство. Для доказательства рассмотрим последовательность гар
монических функций {ип(ж)}, и пусть {0П} — их граничные значения на 
8Q. По предположению, последовательность {0П} равномерно сходится на 
dQ. По критерию Коши это значит, что Vs > 0 существует номер А, что 
при иг, n > N всюду на. <9Q: |0П — 0т| < £. Но тогда из принципа мак
симума для этих п и пг будет следовать, что \un — Um\ < £ всюду в Q. 
Но тогда опять же по критерию Коши заключаем, что последовательность 
{«„,} равномерно сходится в Q. □
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5.3.2. Теоремы о среднем для гармонических функций по сфере
и шару.

Функцию u G 6y2(Q) называют гармонической в области Q с п > 2, 
если она удовлетворяет в Q уравнению Лапласа. Обозначим через Вр(х°) 
открытый шар радиуса р > 0 с центром в точке х° G В", т. е. Вр(хД = {х G 
Ж": |ж —2>0| < р}. Символом шп обозначим площадь поверхности единичной 
сферы в В". т. е.

где Г — это гамма-функция, т.е. + 1) = ЛДф, Г(1/2) = уГг, Г(1) = 
Г(2) = 1.

Теорема 5.3.2 (о среднем по сфере). Функция и G C2(B^(a;o)); гармони
ческая в шаре ВДхД R > 0; удовлетворяет равенству

(5.3.9)

Доказа/тельство. Для гармонической в Вд(ж°) функции и обозначим через 
МДр) ее среднее значение по единичной сфере [х Е В": |ж — ж°| = 1}, т.е.

Ы=1

и заметим, что в силу предполагаемой гладкости и производная

Ы=1

откуда, переходя к интегралу по сфере \у\ = р, находим

М'Др) = (уДх° Г у),Пу) dsy Vpe(0,B), 

где Пу =f Воспользовавшись теоремой Остроградского-Гаусса, получим 
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т. е. производная ЛД = 0 на (О, Я) и поэтому существует такая постоянная 
С, что среднее по единичной сфере Мп = С на (О, R). А тогда, переходя в
(5.3.10) к пределу при р 0, заключаем, что С = МДО) = п(х°).

Теорема доказана. □

Следствие 5.3.6 (о среднем по шару). Для функции, гармонической в 
шаре Вд(ж°), ее значение в центре шара, равно среднему арифметическому 
по шару, т. е.

u(x°} =—— / u(x) dx VpG(0,B). (5.3.11)
ВДх°)

Для доказательства достаточно умножить обе части равенства (5.3.9) 
77_  Iна шпр и проинтегрировать по р, что сразу же приводит к равенству

(5.3.11).

5.3.3. Строгий принцип максимума для гармонических функций 
и его следствия.

Утверждение следующей теоремы принято называть строгим принципом 
максимума для гармонических функций. Важно, что строгий принцип мак
симума. не нуждается в требовании ограниченности области.

Теорема 5.3.3. Пусть Q — любая область в Br<, п > 2. Тогда гармониче
ская в Q функция, отличная от тождественной постоянной, не прини
мает ни в одной внутренней точке Q значений своих верхней и нижней 
граней.

Доказательство. Предположим противное, а. именно, пусть найдется точка 
х° Е Q, в которой

и(х°) = sup и.
о

(5.3.12)



Глава 5. Эллиптические уравнения

Не ограничивая общности22, будем считать, что Q Поэтому найдется
такое число р G (0, ос), что р = dist (т°,<9П). Рассмотрим открытый шар

Вр(ж°) = [х G Q: |ж — ж°| < р}.

Из определения гармонической функции следует ее непрерывность в шаре 
Вр(х°). А тогда наличие в этом шаре точек со значениями строго мень
ше чем и(х°) означало бы, что Жорданова мера множества таких точек 
строго положительна, что противоречило бы теореме о среднем по шару 
Вр(х°). Поэтому таких точек в шаре Вр(х°) нет. А тогда рассматриваемая 
гармоническая функция и = и(х°) в шаре Вр(х°).

Используя те же рассуждения, можно добраться до любой точки х Е Q 
по конечной цепочке пересекающихся шаров, в каждом из которых рассмат
риваемая гармоническая функция и = и(х°). Тем самым будет доказано, 
что для гармонической функции, отличной от тождественной постоянной, 
предположение (5.3.12) неверно. Таким образом, доказано, что гармониче
ская функция, отличная от тождественной постоянной, не принимает ни 
в одной внутренней точке Q значение своей верхней грани. Чтобы дока
зать справедливость утверждения теоремы для значения нижней грра.ни, 
достаточно сослаться на уже доказанное утверждение теоремы для верхней 
грани, заменив функцию и на —и.

Теорема доказана □

Замечание 2. Если Q — ограниченная область, и Е C(Q), то, верхняя и 
нижняя грани значений функции и = и(х) в Q совпадают, соответственно, 
с ее максимальным и минимальным значениями в Q.

Следствие 5.3.1. Отличная от тождественной постоянной гармоническая 
в ограниченной области Q Е КТ функция и Е С(ГГ) принимает свое наи
большее и наименьшее значение только на <9Q.

22Случай Q = R" не представляет интереса ввиду наличия теорем Лиувилля, которые исключа
ют существование ограниченных или даже полуограниченных гармонических функций, отличных от 
тждественных постоянных.
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Следствие 5.3.2. Если гармоническая в ограниченной области функция 
u Е C*(Q) принимает свое наибольшее или наименьшее значение внутри 
области, то она тождественно равна постоянной.

5.3.4. Потенциалы простого и двойного слоя

Рассмотрим классическое решение иД) Е <72(Q) П С1(Й) уравнения Пуас
сона

-Aw = /(ж) (1)

в ограниченной области Q сК3 с кусочно-гладкой границей.

Лемма 5.3.1. Для любой точки х° Е Q имеет место представление:

q ад

где г = Д — т°|, п — единичная внешняя нормаль к дД a f = f(x) Е C(Q) 
такова, что первый интеграл в правой части (2) существует, например, 
f е С Щ).

Доказательство. Вырежем точку х° Е Q шаром Ве(т°) достаточно мало
го радиуса в и используем вторую формулу Грина, в которой в качестве 
функции v = иД) выберем иД) = — 1/г, где г = Д — т°|. Очевидно, = О 
в Q \ В£Д°). При этом из второй формулы Грина находим

Рассмотрим предел последнего слагаемого при в —> 0. Для единичной внеш
ней нормали к сфере радиуса в выполняется равенство

_д_1 
дпг

1
дг г

1 1
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поэтому
/* д 1
/ и-—dsx

J дп г
дВУх°}

А так как и(х)
находим

Е

д /
дВУхр

Таким образом, получаем
Г д 1

lim / и(х}——dsx = Гли{х°}. 
•о J v дпг v 7
двухр

В силу ограниченности ||^| < М в Q, имеем

< lim----47гз2 = 0.
£—>0 £

- lim [ -~y~dsj
•О J Г дп
двухр

Подставляя значения рассмотренных пределов в (3), получаем:
■ д 1 1дщ
и—--------- — ds

L дпг г дп\

X

X ч

9Q

— у* -ДшТт = 47ггфт°) + j 

b <90
Откуда, заменяя — Ди на /(ф); получаем формулу (2). Лемма доказана. □

Если бы были известны одновременно граничные данные wOq и 1Ф
Оп эп 

для решения уравнения (1), то формула (2) давала бы явное представление 
решения краевой задачи для уравнения Пуассона (1) в произвольной огра
ниченной области. Однако, мы не можем произвольно задать и эа = уд(ф) и 
ди 
дп = (в данном случае можно задать или или
му формула (2) не дает решения краевой задачи. Тем не менее, формулу 
(2) используют для представления решения краевой задачи через функ
цию Грина. Интегралы же, входящие в (2), имеют непосредственный фи
зический смысл. Так, первый из интегралов в правой части (2) называется

), и поэто-
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ньютоновским потенциалом с плотностью / = /Д). Интеграл f ^<P2(x)dsx 
до г 

называется потенциалом простого слоя с плотностью ^2(ж), а интеграл 
f (pi(x)-7~dsx называется потенциалом двойного слоя с плотностью у\(х). 

дО
С помощью потенциалов простого и двойного слоя можно строить решения 
задач Неймана и Дирихле для уравнений Лапласа (и Пуассона), сводя эти 
задачи к интегральным уравнениям.

Следствие 5.3.3 (о бесконечной дифференцируемости гармонических функ
ций). Гармоническая в Q функция и(х) имеет в каждой точке внутри об
ласти Q непрерывные производные любого порядка.

Доказательство следует из интегрального представления (5) гармониче
ской функции в виде потенциалов, так как стоящие в правой части интегра
лы можно дифференцировать по параметру х° любое число раз во всякой 
подобласти ш С Q такой, что Л С Q (т.е. когда dist(a?,<9Q) = h Л> 0), 
ввиду бесконечной дифференцируемости по х° Е Q при Д — т°| > ho > 0 
функции 

которую нзывают фундаментальным решением оператора Лапласа.



Приложение А

Некоторые справочные сведения

А.1. Лемма ДюБуа-Реймонда

А.2. Операция усреднения

А.З. Срезающие функции и разбиение единицы

А.4. Полезные неравенства

Inequalities, most frequently used throughout the text, are presented in this 
Chapter without proofs just for the reference in order to make reading the text 
easier and to avoid making additional comments.

A.4.1. Young’s Inequality

For real-valued functions G C*[0, oo), denote
X

ip(t)dt, Ф(х) = dt Ух У 0,
о о

where cp is strictly increasing such that Д0) = 0 and lim p(t} = oc whilet—»oc
ф = . The Young’s inequality

a-b < Ф(а) + Ф(6)

is valid for all a,b G [0, oo) with equality taking place if and only if b = p(a).
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The standard proof of the Young’s inequality can be found in [?] or elsewhere.
Choosing = tp~r for p E (1, сю), we arrive at the most widely known special 
case of the Young’s inequality

ap If'
a-b <---- 1—- Va,&G[0, oo)

p p'

where p' = p/(p — 1). Equality holds here if and only if ap = If'. Exponents p 
and p' are called conjugate.

A.4.2. Holder’s Inequality

Given any domain Q c Rn, n 1, let functions f E Lp(ty and g E LP>(Q), 
where exponents p E (l,oo) and p' — p/{p — 1) are called conjugate. Then 
f-gE Ti(Q) and the Holder’s inequality holds

C ||./||lp(q)IMIiv(q) •

A rather trivial standard proof of the Holder’s inequality, which reduces to 
applying the Young’s inequality, can be found in [?] or elsewhere. In special 
case of p = p' = the Holder’s inequality is often called Cauchy’s inequality, or 
Cauchy-Bunyakovskii’s inequality, or Cauchy-Schwarz’s inequality, and sometimes 
even Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz’s inequality.

A.4.3. Generalized Holder’s Inequality

Given any domain Q c R", n 1, let functions fj E LP:j(Q) where pj E (1, сю), 
j = 1,..., m, m > 2, with the sum

m

Y
>=1

1
Pj

= 1.

Then the product
m

П/.СВД,
>=1



Appendix A. Some Most Frequently Used Inequalities

and the generalized Holder’s inequality holds

The generalized Holder’s Inequality is a rather obvious corollary of its special
case m = 2, i.e. the Holder’s inequality itself.

A.4.4. Minkowski’s Inequalities for Sums

1. Triangle inequality. Let щ,, bk G C, and p g [1, oo). Then the triangle 
inequality holds for the sums

m m i m
(£ к + ьк г) T (£ и |₽)5 + (j; | h fy

k=l k=l k=l

with m being finite or infinite. The proof can be found in [?].

2. Holder’s type inequality. Let a,k,bk G C. Then the Holder’s type 
inequality holds for the sum

rn m i m i
£кЫ< (£ы<Г (£|'-Т)7
fc=l A-=l к=1

with conjugate exponents p G [1, oo) and p' = p/(p — 1), where s is finite 
or infinite. The proof can be found in [?].

A.4.5. Cauchy’s Estimates for Holomorphic Functions

Let f: G i—> В be a holomorphc function in domain G cC taking values in
Banach space B. For real positive r > 0, denote

D(a,r) = {z G C: \z — a| < r}

an open disc in the complex plane C centered at some point a G G such that
dist{adG) > r. Inequalities

тъ
—j-• ||/W(«)\\b < max ||/(г)||в \/n > 1
П\ p—a|=r
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are called the Cauchy's estimates for holomorphic function f in the disc D(a, r), 
where notation f (n) stands for the n-th order C-derivative of f. For further 
details and proofs see Ch. VII in [?].

A.5. Другие примеры задач математической физики

A.5.1. Телеграфные уравнения

A.5.2. Уравнение поперечных колебаний балки

A.5.3. Уравнение Гельмгольца в теории оптических волноводов



Приложение B

Некоторые методические 
рекомендации

B.1. Метод интегральных преобразований

B.2. Метод искусственного параметра в задаче Коши

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения

{utt = Au, (x,y,z) G R3, t > 0,
V f (B.2.1)

u|t=0 = x sin(x + y + z), ut|t=0 = 0.

Решение.
Вместо задачи (B.2.1) рассмотрим вспомогательную задачу с искусствен
ным параметром p:

[vtt = AV (x,y,z) G R^ t > 0,
< (BA2)

v|t=0 = -cos(px + y + z), vt|t=0 = 0.

Очевидно, функция F(x, y, z, p) d=ef cos(px +y +z) будет собственной функ

цией оператора Лапласа

AF = — (p2 + 2)F = A(p)F

с собственным числом A(p) = — (p2 + 2).
Решение задачи Коши (B.2.2) ищется в виде

v(x,y,z,t,p') = p(t)F (x,y,z,p) = v(t)cos(px + y + z (B.2.3)
96
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функция у? определяется как решение задачи Коши

+ (р2 + 2)p(t) = 0, t > 0,

Д0) = -1, <д(о) = о, 

которое имеет вид
ДД = -cos(ty/p2 + 2^,

откуда и из (В.2.3) находим решение вспомогательной задачи (В.2.3):

Дх,у, z,t,p) = — cos (t Др2 + 2^ cos(prr + р + 2).

А теперь, полагая u(x,y, z,t) =f , заметим, что

гф=0 = £sin(z + у + г), гцД0 = 0.

При этом, в силу построения, функция и удовлетворяет волновому уравне
нию

utt = Aw,

что завершает решение задачи (В.2.3).

2fОтвет: u(x,y,z,t) = тшт(ж+И+г) cos(/:a/3)4—7= sin(t-\/3) cos(px+y+z). 
v3

В.З. Интегрирование ДУЧП первого порядка

В.4. Как найти класс единственности для краевой за
дачи



Приложение С

Примеры решения задач методом
Фурье

С.1. Начально-краевые задачи

Пример 1. Решим начально-краевую задачу

Utt = ихх, 0 < X < 7Г, 0 < t < Г,

< Ч=о — 1, wt|t=0 — 0 , (1)

<^|х=0 -- ^|х=7Г -- 0 •

Оператор £ = с областью определения

: 'Ф е С2[0,7г] , ^(0) = V’W = 0}

симметричен (см. пример 1). Поэтому все его собственные числа веществен
ные. Так как £ — неположительно определенный оператор, все его собствен
ные числа неположительные. Задачу (1) перепишем в виде

Х"(ж) = ХХ(х), 0 < х < тг,

Х(0) =Х(тг) = 0.

Рассмотрим отдельно два случая: А = 0 и А < 0.
1. Если А = 0, то Х"(х) = 0 и Х(х) = С\х + Cz- Из краевых условий 

следует, что С\ = Cz = 0, т. е. Х(х) = 0. Следовательно, А = 0 не является 
собственным числом.
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2. Если А < 0 переобозначим А полагая А = —/т2, где /1^0- веще
ственное число. Тогда Х"(х) + ц2Х(ж) = 0 и X = С^соьрх + (£ sin fix. 
Из краевви условий находим С\ = 0 и С-> sin /ж = 0. Нетривиальные ре
шения будут существовать тогда и только тогда, когда sin /ж = 0, т. е. 
р. = k, k = Р.1, ±2, .... А чтобы решения были линейно независимые, сле
дует взять к = 1,2,.... Таким образом, найдены все собственные функции 
и собственные числа оператора £:

Хк(х) = sin кх,

Хк = —к2, к = 1,2,... .

Постоянная выбрана равной единице, поскольку решение задачи (1) 
можно нормировать ненулевым множителем.

Согласно [5], [6] система {sin кх}^=х полна в £2(0,7?). А так как оператор 
£ симметричен и все его собственные числа простые, система {sin кх}^=1 
образует ортогональный базис в £9(0,7?). Разложим обобщенное решение 
задачи (1) в ряд по полученному ортогональному базису:

u(x, t) = ТМ sin кх • (2)
к=1

Для коэффициентов разложения Tk(t) получаем задачи Коши:

ТДД) = AfeTfe(t), 0 <t <Т,

Заметим, что || sin /сж||2 = 7?/2 Vк 1 и

(1)
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т. е. при к = 2т ноль будет решением задачи (3), а других решений при 
к = 2т не будет ввиду единственности решения задачи Коши для линей
ного обыкновенного дифференциального уравнения с постоянными коэф
фициентами. Таким образом, T2m(t) = 0, а при к = 2т + 1 имеем

Т2/?)+1 (t) = Ат cos(2m + l)t + Вт sin(2m + 1)£,

где постоянные Ато, Вт определяются из условий

Т2т+1(0) = + , ^2т+1(0) = 0, m > 0,

т. е. Ат = эт(2^+1-у , Вт = 0 , m > 0. Следовательно

Tki+lW = 4 , 1А COS (2т + 1ф , 777 > 0 .
7г(2т + 1)

Подставляя (4) в (2), получаем

(4)

Обобщенное решение задачи (1) найдено и имеет вид (5). Ряд (5) схо
дится в Т2(Пу) и поточечно в Пр. Равномерно в Пу ряд (5) не сходит
ся.Классическое решение задачи (1) не существует, поскольку начальное 
условие 77ф=о = 1 не удовлетворяет необходимым условиям согласования. А 
классическая схема метода Фурье к задаче (3) не применима, так как ряд
(5) нельзя дифференцировать почленно.

С.2. Краевые задачи



Популярные Интернет-ресурсы

1. Веб-сайт EqWorld «Мир математических уравнений» — многоязычный 
общеобразовательный и справочный Интернет-ресурс по линейным и нели
нейным дифференциальным и функциональным уравнениям. Имеется биб
лиотека с книгами по математике, механике, физике, а также ссылки как 
на отдельные книги, так и на библиотеки, размещенные в Интернете: 
http://eqworld.ipmnet.ru/inclexr.htm/

2. Математическая энциклопедия — энциклопедия в 5 томах под ре
дакцией И.М. Виноградова — М., Советская энциклопедия, 1977: 
http://dic.academic.ru/dic.nsf/enc_mathematics/

3. Интерактивный веб-сайт Wolfram Alpha — инновационный подход к 
приобретению знаний и поиску ответов на вопросы из любого раздела мате
матики, основываясь не на обыденном поиске в сети Интернет, а на дина
мических вычислениях, использующих обширную коллекцию встроенных 
данных, алгоритмов и методов:
http: //www.wolframalpha.com/

4. Интерактивный веб-сайт Mathematics Stack Exchange в стиле Q&A 
(=Question-and-Answer), т.е. в стиле вопрос-ответ, является частью обшир
ной сети Stack Exchange, охватывающей более 170 веб-сайтов. Mathematics 
Stack Exchange является эффективным образовательным ресурсом для 
изучающих любой раздел математики на любом уровне — от начинающего 
до профессионала:
http: / / math.stackexchange.com
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Предметный указатель

краевые — условия
— сопряженные, ??
— самосопряженные, ?? 

лемма
— ДюБуа-Реймонда, ?? 

неравенство
— Гёльдера, ??
— Коши, ??
— Коши-Буняковского, ??
— Минковского, ??
— Юнга, ??

производная
— классическая, ??
— слабая, ??

пространство
— Лебега, ??
— Шварца, ??
— Соболева, ??

решение
— классическое, ??
— обобщенное, ??, ??
— сильное, ??, ??
— слабое, ??

теорема
— Гильберта-Шмидта
— Ковалевской, ??, ??, ??
— Коши, ??
— Коши-Ковалевской, ??

уравнение
— волновое, ??
— гиперболическое, ??
— параболичесеое, ??
— эллиптическое, ??

Фурье
— метод, ??,
— преобразование, ??, ??,
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