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Ââåäåíèå

Êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîñâÿùåíî îáøèðíîå êîëè÷åñòâî ó÷åáíèêîâ
è ìîíîãðàôèé. Òåì íå ìåíåå îíè ÷àñòî ïîñòðîåíû ïî ïðèíöèïó èëè
èçëîæåíèþ: ôèçèêà äëÿ ôèçèêîâ èëè ìàòåìàòèêà äëÿ ìàòåìàòèêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî À.Ñ.Õîëåâî è íåçàâèñèìî Á.Øóìàõåðîì è M.Âåñò-
ìîðåëåíäîì êâàíòîâîé òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ â 1996 ã. ïðèâåëî ê áóð-
íîìó ðàçâèòèþ íîâîé äèñöèïëèíû � êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
òðåáóþùåé îñîáîãî ñèíòåòè÷åñêîãî âçãëÿäà, íåðàçðûâíî ñâÿçûâàþùå-
ãî ìàòåìàòèêó è ôèçèêó.

Ïðåêðàñíûå êíèãè À.Ñ.Õîëåâî, âûøåäøèå è ïåðåèçäàííûå â ïî-
ñëåäíèå ãîäû, êîíå÷íî, çàñëóæèëè âñåîáùåå ïðèçíàíèå ñðåäè ïðîôåñ-
ñèîíàëîâ, çàíèìàþùèõñÿ êâàíòîâîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Ìåæäó òåì
â íèõ áûëè îïóùåíû íåêîòîðûå âàæíûå ÷àñòè òåîðèè, êàñàþùèåñÿ,
íàïðèìåð, äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà êàíîíè÷åñêèå íàáëþ-
äàåìûå, êâàíòîâîé òîìîãðàôèè è êâàíòîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà.

Â ïðåäëàãàåìûõ ëåêöèÿõ, òîæå íå ïðåòåíäóþùèõ íà ïîëíîòó, âîñ-
ïîëíåíû ýòè ïðîáåëû. Èçëîæåíèå ïîñòðîåíî, íà÷èíàÿ ñ àçîâ òåîðèè,
âîñõîäÿùåé ê ïèîíåðñêèì ðàáîòàì Äæ. ôîí Íåéìàíà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Èâàíó Ñåðãååâó, ñòóäåíòó ÔÎÏÔ
ÌÔÒÈ, çà ñîñòàâëåíèå ýëåêòðîííîãî êîíñïåêòà, êîòîðûé ëåã â îñíîâó
ýòîé êíèãè.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

A � ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ

S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé

P ρA � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïðÿìîé, îòâå÷àþùåå A ∈ A, ρ ∈ S

B(R) � àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé

q, p � íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

〈ψ|, |ψ〉 � âåêòîðû áðà è êåò

〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîíòåêñòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè

(·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â àáñòðàêòíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå

D(A) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A

Spect(A) � ñïåêòð îïåðàòîðà A

||f ||∞ = sup
x
|f(x)| � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà ôóíêöèè f

||A|| � ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà îïåðàòîðà A

span(Xj) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýëåìåíòîâ Xj

F (H) � ñèììåòðè÷íîå (áîçîííîå) ïðîñòðàíñòâî Ôîêà íàä îäíî÷àñòè÷-
íûì ñåïàðàáåëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H
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Ëåêöèÿ 1

1.1. Àêñèîìû Ìàêêè

Çíàìåíèòûé àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Äæîðäæ Ìàêêè ïðî÷èòàë
â 1960 ãîäó â Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñèòåòå êóðñ ëåêöèé ïî ìàòåìàòè-
÷åñêèì îñíîâàíèÿì êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ýòè ëåêöèè áûëè èçäàíû íà
àíãëèéñêîì ÿçûêå â 1963 ãîäó, à â ñêîðîì âðåìåíè ïåðåâåäåíû è íà
ðóññêèé ÿçûê [7]. Â êíèãå Ìàêêè áûëè âïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî
ñôîðìóëèðîâàíû àêñèîìû êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Èìååòñÿ äâà ìíîæåñòâà: A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ íàáëþ-
äàåìûìè, èS � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé. Äëÿ ëþáîé íàáëþäàåìîé A∈A
è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S íà àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé B (R) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ P ρA : B (R) → [0, 1],
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) P ρA (∅) = 0;
2) P ρA (R) = 1;

3) P ρA

(⋃
k

Bk

)
=
∑
k

P ρA (Bk), åñëè ìíîæåñòâà Bj∩Bk = ∅ äëÿ ëþáûõ

j 6= k.
Âåëè÷èíà P ρA (B) ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íàáëþäàåìàÿ A ïðè-

ìåò çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà B, åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ρ.

Àêñèîìà 1.1. 1) Åñëè P ρA (B) = P ρ
Ã

(B), òîãäà A = Ã.

2) Åñëè P ρA (B) = P ρ̃A (B) äëÿ âñåõ B ∈ B (R) è âñåõ A ∈ A, òîãäà
ρ = ρ̃.

Àêñèîìà 1.2. Ïóñòü A ∈ A, f : R → R � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, òî
åñòü f−1 (B) ∈ B (R) ∀B ∈ B (R). Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
íàáëþäàåìàÿ Af ∈ A òàêàÿ, ÷òî P ρ

Af
(B) = P ρA

(
f−1 (B)

)
. Ýòó íàáëþ-

äàåìóþ áóäåì îáîçíà÷àòü f (A).

Àêñèîìà 1.3. Ïóñòü ρk ∈ S � íàáîð ñîñòîÿíèé, πk ≥ 0 :
∑
k

πk = 1 �

äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Òîãäà ρ =
∑
k

πkρk ∈ S, ïðè

ýòîì ∀B ∈ B (R) âåðîÿòíîñòü P ρA (B) =
∑
k

πkP
ρk
A (B). ñîñòîÿíèå ρ

íàçûâàåòñÿ ñìåñüþ èëè ñìåøàííûì ñîñòîÿíèåì.

Çàìå÷àíèå 1.1 (ê àêñèîìå 1.2). Åñëè ïîíèìàòü íàáëþäàåìûå êàê èç-
ìåðåíèÿ, òî ï. 2) àêñèîìû 1.1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: åñëè âñå èçìåðåíèÿ äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé ñîâïàäàþò, òî ýòè
ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò.
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Çàìå÷àíèå 1.2. Â ñâÿçè ñ àêñèîìîé 1.2 âîçíèêàþò âîïðîñû î ñó-
ùåñòâîâàíèè ïîëíîãî íàáîðà èçìåðåíèé è ïîëíîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ (èçìåðåíèé) ìîæíî
ïðèâåñòè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà,
à òàêæå îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè ñïèíà íà âñåâîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ.
Òàêîé òåìàòèêîé çàíèìàåòñÿ êâàíòîâàÿ òîìîãðàôèÿ [33]. Ïðèìåðîì
ïîëíîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé ñëóæàò êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, øèðîêî
ïðèìåíÿþùèåñÿ â êâàíòîâîé îïòèêå, âîçíèêøåé áëàãîäàðÿ ïèîíåð-
ñêèì ðàáîòàì [30, 45].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü A ∈ A, f : R → R � áîðåëåâñêàÿ ôóíê-
öèÿ. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè îò íàáëþäàåìîé îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

〈f (A)〉ρ =

∫
R

f (x) dP ρA (x) ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P ρA.

Íàøåé áëèæàéøåé çàäà÷åé áóäåò ïîèñê êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ A
è S, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû Ìàêêè.

1.2. Ïîäõîäû Øð¼äèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà
ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå

1.2.1. Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà (Øð¼äèíãåð)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åäèíè÷íûå âåêòîðû
ψ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H = L2(R).

Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûå íàáëþäàåìûå � êîîðäèíàòó è èìïóëüñ:

q : (qψ) (x) = xψ (x) ,

p : (pψ) (x) = −iψ′ (x) ,

ãäå ôóíêöèè ψ ∈ S (R) ïðèíàäëåæàò âñþäó ïëîòíîìó â H ïðîñòðàí-
ñòâó Øâàðöà S (R), íà êîòîðîì êîððåêòíî çàäàíû âñåâîçìîæíûå ïîëè-
íîìû îò q è p. Ôóíêöèÿ ψ (x) ≡< x,ψ > íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé
ñîñòîÿíèÿ ψ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Çàìå÷àíèå 1.3. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ îáû÷-
íî èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû A, äëÿ êîòî-
ðûõ îïðåäåëåíû ôóíêöèè f(A), ãäå f êàê ìèíèìóì ìîæåò áûòü ëþ-
áûì ïîëèíîìîì îò A, òàê ÷òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé
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îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñòåïåíåé An, n = 1, 2, 3, . . . , ïëîòíî â H. Îïåðàòî-
ðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð
íàáëþäàåìûõ, îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì.

Ïî ôîðìóëå Áîðíà êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ (x)|2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìîé q
â ñîñòîÿíèè ψ ∈ H, òî åñòü â îáîçíà÷åíèÿõ Ìàêêè:

Pψq (B) =

∫
B

|ψ (x)|2 dx. (1.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå îò êîîðäèíàòû

〈f (q)〉ψ =

∫
R

f (x) |ψ (x)|2 dx. (1.2)

Åñëè èñïîëüçîâàòü èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè

ψ (p) =
1√
2π

∫
R

eipxψ (x) dx, (1.3)

òîãäà

〈f (p)〉ψ =

∫
R

f (p) |ψ (p)|2 dp, (1.4)

Pψp (B) =

∫
B

|ψ (p)|2 dp. (1.5)

Âîïðîñ 1.1 (Â. Ïàóëè [41]). Îäíîçíà÷íî ëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé âîëíîâîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì
ïðåäñòàâëåíèÿõ |ψ (x)|2 è |ψ (p)|2 çàäàþò âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ?

Óòâåðæäåíèå. Ìîæíî ïðèâåñòè êîíêðåòíûå ïðèìåðû, èç êîòîðûõ
ñëåäóåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ïàóëè. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ψ (x) = |ψ (x)| eiα(x). (1.6)

Ôóíêöèÿ α (x) íàçûâàåòñÿ ôàçîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Ôàçà âîëíîâîé
ôóíêöèè ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, ïîýòîìó ñàìà âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïëîòíîñòÿì âåðîÿòíî-
ñòè.
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Çàìå÷àíèå 1.4. Â ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè Âèãíåðà�Ìîéàëà
èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî äâóì ïåðåìåííûì:

〈f (q, p)〉ρ =

∫∫
W (q, p) f (q, p) dqdp. (1.7)

ÔóíêöèÿW (q, p) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âèãíåðà [47]. Ïðè ýòîì f (q) =
= f (q), åñëè ó ôóíêöèè Âèãíåðà îòñóòñòâóåò çàâèñèìîñòü îò p,
è f (p) = f (p), åñëè îòñóòñòâóåò çàâèñèìîñòü îò q. Ìîéàë ïîêàçàë [39],
÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íàáëþäàåìàÿ çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé îò êî-
îðäèíàòû è èìïóëüñà: f = f (q, p), êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü ñèì-
âîëîì íàáëþäàåìîé.

1.2.2. Ìàòðè÷íàÿ ìåõàíèêà (Ãåéçåíáåðã)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáëþäàåìûìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñàìîñîïðÿæåí-
íûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì 〈·, ·〉:H×H→C
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H, òî åñòü àíòèëèíåéíóþ ïî ïåðâîìó è ëè-
íåéíóþ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ôóíêöèþ òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
f, g, h ∈ H è α, β ∈ C âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

〈αf + βg, h〉 = α 〈f, g〉+ β 〈g, h〉 , (1.8)

〈f, g〉 = 〈g, f〉 . (1.9)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü A : H → H, A∗ : H → H � íåêîòîðûå îïå-
ðàòîðû â H ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ D (A) è D (A∗) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîð A∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A, åñëè ∀f ∈
∈ D (A) ∀g ∈ D (A∗) âûïîëíåíî 〈Af, g〉 = 〈f, A∗g〉.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè ∀f, g ∈ D (A), âû-
ïîëíåíî 〈Af, g〉 = 〈f, Ag〉

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A ñèììåòðè÷íûé,
è D (A) = D (A∗).

Çàìå÷àíèå 1.5. Âñå îãðàíè÷åííûå ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû àâòîìà-
òè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè.

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü îïåðàòîð A îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (Af) (x) =
= −if ′ (x), è åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D (A) =

{
f | f ′ ∈ L2 (R+) ,

f (0) = 0}. Òîãäà ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð A∗ çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé (A∗f) (x) = −if ′ (x), ïðè÷åì åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D (A∗) =
=
{
f | f ′ ∈ L2 (R+)

}
) D (A). Ñëåäîâàòåëüíî, A � ñèììåòðè÷íûé, íî

íå ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
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Ïóñòü {en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Ëþáîìó îïåðàòîðó A
â ýòîì áàçèñå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó anm = 〈en, Aem〉. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, òîãäà åãî ìàòðèöà
áóäåò ýðìèòîâîé anm = amn. Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå âñå ýðìèòîâû
ìàòðèöû èìåþò ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
(÷èñëî âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü ó ìàòðèöû
(anm), ïîäîáíî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ, ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λn ∈ R è íîðìèðî-
âàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû: fn ∈ H. Ëþáîé âåêòîð f ∈ H ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî áàçèñó: fn: f =

∑
n
cnfn. Òîãäà

〈A〉f = 〈f, Af〉 =
∑
n

λn |cn|2 . (1.10)

Ïî àíàëîãèè äëÿ ôóíêöèè

〈F (A)〉f =
∑
n

F (λn) |cn|2 . (1.11)

Ââåä¼ì äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

P fA ({n}) = |cn|2 . (1.12)

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ A â ñîñòîÿíèè f ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

〈F (A)〉f =
∑
n

F (λn)P fA ({n}) . (1.13)
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Ëåêöèÿ 2

2.1. Ñâÿçü ïîäõîäîâ Øð¼äèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà

Íàøà öåëü � ñâÿçàòü ïîäõîäû Øð¼äèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà. Äëÿ ýòî-
ãî ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàåìûõ A, ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé S è ôóíêöèþ 0 ≤ P ρA (B) ≤ 1 ∀B ∈ B (R) äëÿ âñåõ A ∈ A,
ρ ∈ S. Ìû âçÿëè ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû A = A∗ â êà÷åñòâå íà-
áëþäàåìûõ è åäèíè÷íûå âåêòîðû ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ψ ∈ H :
||ψ|| = 1 â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé. Â àêñèîìå 1.3 Ìàêêè èñïîëüçóþòñÿ âû-
ïóêëûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó áðàòü òîëüêî åäè-
íè÷íûå âåêòîðû â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé íåäîñòàòî÷íî.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ Äèðàêà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ψ, ϕ ∈ H. Òîãäà |ψ〉 〈ϕ| f = 〈ϕ, f〉ψ, ãäå
f ∈ H. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü |ψ〉 〈ϕ| îïåðàòîðàìè ðàíãà îäèí.

Ñëåäñòâèå 2.1. |ψ〉 〈ψ| � ïðîåêòîð íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, íàòÿíó-
òóþ íà âåêòîð ψ, ||ψ|| = 1.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ÷èñëî ñîñòîÿíèé âõîäèëè ïðîåêòîðû |ψ〉 〈ψ|.
Òîãäà èç àêñèîìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S ñîñòîèò
èç ïðîåêòîðîâ è èõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé âèäà

∑
j

πj |ψj〉 〈ψj |, ãäå πj ≥

≥ 0,
∑
j

πj = 1.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà A èS. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó.

2.2. Ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå
äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü A � ëèíåéíûé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûé) îïåðàòîð â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå îáëà-
ñòåé îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñòåïåíåé An îáðàçóåò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â H.
Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé îò îïåðàòîðà A.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A : H → H � îïåðàòîð è P (x) = anx
n+

+ · · ·+ a0 � ïîëèíîì. Òîãäà P (A) = anA
n + · · ·+ a0.

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òîãäà è P (A) �
îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ïðè÷åì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ||f (A)|| ≤ ||f ||∞ ·
||A||, ãäå ||f ||∞ = sup

x
|f(x)| � ðàâíîìåðíàÿ íîðìà.
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî λ ∈ C ïðèíàäëåæèò ñïåê-
òðó îïåðàòîðà λ ∈ SpectA, åñëè @ (A− λI)

−1
. Îáðàòíûé îïåðàòîð

(A− λI)
−1

ñóùåñòâóåò, åñëè óðàâíåíèå (A− λI) f = g èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå f ∈ H äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè g ∈ H, è íå ñó-
ùåñòâóåò â îáðàòíîì ñëó÷àå.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ñëåäñòâèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ SpectA 6= ∅.

Òåîðåìà 2.1 (î ïîëèíîìèàëüíîì îòîáðàæåíèè ñïåêòðà). Ïóñòü A
� ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå, λ ∈ SpectA òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà P (λ) ∈ Spect (P (A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ SpectA. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (x) =
= P (x) − P (λ). Çàìåòèì: F (λ) = P (λ) − P (λ) = 0, òî åñòü x = λ
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà F (x). Ïî òåîðåìå Áåçó ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí
Q (x) òàêîé, ÷òî F (x) = P (x) − P (λ) = (x− λ)Q (x). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïåðàòîð F (A) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: F (A) = P (A) − P (λ) I =

= (A− λI)Q (A). Ïî óñëîâèþ λ ∈ SpectA, òî åñòü @ (A− λI)
−1
. Ñëå-

äîâàòåëüíî, @ (P (A)− P (λ) I)
−1
, òî åñòü P (λ) ∈ Spect (P (A)). Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî èç λ ∈ SpectA ñëåäóåò P (λ) ∈ Spect (P (A)).

Ïóñòü µ ∈ Spect (P (A)). Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (x) = P (x)−
−µ. Ðàçëîæèì åãî íà ìíîæèòåëè: F (x) = P (x) − µ = a ·

∏
j

(x− λj).

Ñëåäîâàòåëüíî, F (A) = P (A)− µI = a ·
∏
j

(A− λjI). Ïî óñëîâèþ µ ∈

∈ Spect (P (A)), òî åñòü @ (P (A)− µI)
−1
. Òàêèì îáðàçîì, @

(
A− λj0I−1

)
,

òî åñòü λj0 ∈ SpectA äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà j0. Çàìåòèì F (λj0) =
= P (λj0)−µ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, µ = P (λj0) äëÿ λj0 ∈ SpectA. Òàêèì
îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî èç µ ∈ Spect (P (A)) ñëåäóåò µ = P (λj0),
ãäå λj0 ∈ SpectA.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îãðàíè÷åííîãî îïåðàòî-
ðà A íàçûâàåòñÿ r (A) = sup

λ∈SpectA
|λ|.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü H = L2 ([0, 1]). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A, îïðåäå-
ëåííûé ïî ôîðìóëå

(Af) (x) =

x∫
0

f (t) dt. (2.1)

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Âîëüòåððû. Íàéä¼ì ñïåêòð îïå-
ðàòîðà Âîëüòåððû: SpectA. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (A− λI) f = g îò-
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íîñèòåëüíî f ∈ H, ãäå g ∈ H:

x∫
0

f (t) dt− λf (x) = g (x) . (2.2)

Ïîëîæèâ x = 0 â (2.2), èìååì −λf (0) = g (0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f
è g � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(2.2) ïîëó÷èì

f (x)− λf ′ (x) = g′ (x) . (2.3)

Ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.3) ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-
ÿííîé. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ f (x) − λf ′ (x) = 0 � ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé âèäà f (x) = C · exp

(
x
λ

)
, ãäå C = const. Ïîäñòàâèì

f (x) = C (x) · exp
(
x
λ

)
â (2.3):

− λ exp
(x
λ

)
C ′ (x) = g′ (x) . (2.4)

Ðåøèì ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî C (x):

C (x) = C (0)− 1

λ

x∫
0

exp

(
− t
λ

)
g′ (t) dt. (2.5)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

C (x) = C (0)− 1

λ

[
exp

(
−x
λ

)
g (x)− g (0)

]
− 1

λ2

x∫
0

exp

(
− t
λ

)
g (t) dt.

(2.6)
Èñïîëüçóÿ −λf (0) = g (0) è f (x) = C (x) · exp

(
x
λ

)
, íàéä¼ì C (0) =

= − 1
λg (0). Ñëåäîâàòåëüíî,

C (x) = − 1

λ
exp

(
−x
λ

)
g (x)− 1

λ2

x∫
0

exp

(
− t
λ

)
g (t) dt. (2.7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ λ 6= 0 ìû äîêàçàëè ∃ (A− λI)
−1
. Ñëåäîâà-

òåëüíî, SpectA = {0}.
Îïåðàòîð Âîëüòåððû íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ñîïðÿæåííûé

ê íåìó îïåðàòîð èìååò âèä

(A∗f) (x) =

1∫
x

f (t) dt. (2.8)
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Òåîðåìà 2.2 (òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå). Ïóñòü A = A∗. Òîãäà
||A|| = r (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ðÿä Íåéìàíà:

(A− λI)
−1

= − 1

λ

(
I − A

λ

)−1
= − 1

λ

∞∑
n=0

(
A

λ

)n
. (2.9)

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ è ∃ (A− λI)
−1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |λ| >
> ||A||. Ñëåäîâàòåëüíî, r (A) ≤ ||A||.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Aψ 6= 0, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣(Aψ, Aψ

||Aψ||

)∣∣∣∣ =
|(Aψ, Aψ)|
||Aψ||

=
||Aψ||2

||Aψ||
= ||Aψ|| . (2.10)

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
||ϕ||=1

|(Aψ, ϕ)| ≥
∣∣∣∣(Aψ, Aψ

||Aψ||

)∣∣∣∣ = ||Aψ|| . (2.11)

Òàêèì îáðàçîì,

||A|| = sup
||ψ||=1

||Aψ|| ≤ sup
||ψ||=||ϕ||=1

|(Aψ, ϕ)| . (2.12)

Çàìåòèì, ÷òî

(A (ψ + ϕ) , ψ + ϕ)− (A (ψ − ϕ) , ψ − ϕ) =

= (Aψ, ψ) + (Aψ, ϕ) + (Aϕ, ψ) + (Aϕ, ϕ)−

− [(Aψ, ψ)− (Aψ, ϕ)− (Aϕ, ψ) + (Aϕ, ϕ)] =

= 2 (Aψ, ϕ) + 2 (Aψ, ϕ) = 4 (Aψ, ϕ) .

Ïóñòü ξ = ψ ± ϕ 6= 0, ãäå ||ψ|| = ||ϕ|| = 1, òîãäà

0 < ||ξ||2 = (ψ ± ϕ, ψ ± ϕ) = ||ψ||2+||ϕ||2±2Re [(ψ, ϕ)] = 2±2Re [(ψ, ϕ)] .
(2.13)

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(Aξ, ξ)| = ||ξ||2
∣∣∣∣(A ξ

||ξ||
,
ξ

||ξ||

)∣∣∣∣ ≤ (2± 2Re [(ψ, ϕ)])

∣∣∣∣(A ξ

||ξ||
,
ξ

||ξ||

)∣∣∣∣ .
(2.14)
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Äëÿ ξ = 0 èìååì (Aξ, ξ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ
âñåõ ξ ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî,

|(Aψ, ϕ)| = 1

4
|(A (ψ + ϕ) , ψ + ϕ)− (A (ψ − ϕ) , ψ − ϕ)| ≤

≤ 1

4
[|(A (ψ + ϕ) , ψ + ϕ)|+ |(A (ψ − ϕ) , ψ − ϕ)|] ≤

≤ 1

2

[∣∣∣∣(A ψ + ϕ

||ψ + ϕ||
,
ψ + ϕ

||ψ + ϕ||

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(A ψ − ϕ
||ψ − ϕ||

,
ψ − ϕ
||ψ − ϕ||

)∣∣∣∣] .
Òàêèì îáðàçîì,

||A|| ≤ sup
||ψ||=||ϕ||=1

|(Aψ, ϕ)| ≤ sup
||η||=1

|(Aη, η)| = r (A) . (2.15)

Îòêóäà âûòåêàåò ||A|| ≤ r (A) ≤ ||A||, òî åñòü ||A|| = r (A).

Èç òåîðåì 2.1 è 2.2 íåìåäëåííî ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 2.2.

||P (A)|| = sup
λ∈Spect(P (A))

|λ| = sup
λ∈SpectA

|P (λ)| = ||P ||∞ . (2.16)

Äîãîâîðèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü ôóíêöèè f è g, åñëè îíè ñîâïàäàþò
íà ñïåêòðå, òî åñòü ||f − g||∞ = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü ψ0 � åäèíè÷íûé öèêëè÷åñêèé âåêòîð äëÿ
ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà A, òî åñòü ||ψ0|| = 1, è âåêòîðû Anψ0,
n = 0, 1, 2, . . . , ïîðîæäàþò H. Òîãäà îïåðàòîð A èçîìîðôåí îïåðàòî-
ðó óìíîæåíèÿ íà êîîðäèíàòó â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H = L2(µ) ñ ìåðîé µ.

Çàìå÷àíèå 2.3. Äëÿ íàáëþäàåìîé êîîðäèíàòû A = q öèêëè÷åñêèì

âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ψ0 (x) = 1
π1/4 exp

(
−x

2

2

)
� âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâ-

íîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé C(K) íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K, èç ñëåä-
ñòâèÿ 2.2 íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿf(A) îïðåäåëåíà äëÿ ëþ-
áîãî f ∈ C(K) è êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ Spect(A). Ðàññìîòðèì
f ∈ Cc (SpectA) è îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

`ψ0

A (f) = (ψ0, f (A)ψ0) . (2.17)

Çäåñü è íèæå ìû îáîçíà÷àåì Cc(X) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî ïîëîæèòåëüíûé
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ôóíêöèîíàë, òî åñòü äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ≥ 0 çíà-

÷åíèå ôóíêöèîíàëà `ψ0

A (f) ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî
∣∣∣`ψ0

A (f)
∣∣∣ ≤ ||f (A)|| ≤

≤ ||f ||∞ · ||A||, òî åñòü `
ψ0

A (f) � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Ïðîñòðàí-
ñòâî X íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì, åñëè ëþáûå åãî äâå òî÷êè îáëàäàþò
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè. Ñïåêòð Spect(A) ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
ðîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà, ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ íåãî ïðèìåíèìà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3 (Ðèññ�Ìàðêîâ�Êàêóòàíè [10, 42]). Ëþáîé ïîëîæèòåëü-
íûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Cc(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

`ψA (f) =

∫
X

f (x) dµψA (x) , (2.18)

ãäå µψA � íåêîòîðàÿ ìåðà, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì µ(X) = 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ X = Spect(A) òåîðåìó Ðèññà�Ìàðêîâà�Êàêóòàíè ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îò îïåðàòî-
ðà A. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð ψ0 öèêëè÷åñêèé äëÿ
îïåðàòîðà A, òî åñòü çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ Anψ0

ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 2.4 (ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð A îáëàäàåò öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ψ0. Òîãäà îïåðàòîð U : H →
→ L2(µ), çàäàííûé ôîðìóëîé

Uψ0 = 1, (UAnψ0)(x) = xn, n = 1, 2, 3, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì, ïðè÷¼ì

UAU∗ = Mx,

ãäå Mx � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà x â ïðîñòðàíñòâå L2(µ).

Çàìå÷àíèå 2.4. Ìû áóäåì íàçûâàòü Mx ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà
A â L2(µ). Ôóíêöèþ ψA(x) = (Uψ)(x) áóäåì íàçûâàòü âîëíîâîé ôóíê-
öèåé ñîñòîÿíèÿ ψ â ïðåäñòàâëåíèè, ñâÿçàííîì ñ íàáëþäàåìîé A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

(UAnψ0, A
mψ0)L2(µ) =

∫
Spect(A)

xn+mdµ(x) = (ψ0, A
n+mψ0)

è
(xn, UAU∗xm)L2(µ) = (Anψ0, AA

mψ0).
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Óíèòàðíûé îïåðàòîð U ïåðåâîäèò ëþáîå ÷èñòîå
ñîñòîÿíèå ψ ∈ H â ôóíêöèþ ψA(x) = (Uψ)(x), x ∈ Spect(A) â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(µ). Ôóíêöèÿ ψA íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ñîñòîÿ-
íèÿ ψ â ïðîñòðàíñòâå L2(µ), àññîöèèðîâàííîì ñ íàáëþäàåìîé A.

Ñëåäñòâèå 2.3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L∞(Spect(A)) îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ f(A), ïðè÷¼ì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

||f(A)|| ≤ ||f ||∞||A||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H ñå-
ïàðàáåëüíîå. Åñëè ψ0 ∈ H íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì, òî
çàìûêàíèå H0 ⊂ H ëèíåéíîé îáîëî÷êè Anψ0 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòî-
âûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è H = H0 ⊕ H1, ïðè÷¼ì ψ0 ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêèì âåêòîðîì äëÿ ñóæåíèÿ A|H0 . Àíàëîãè÷íî äëÿ ψ1 ∈ H çàìû-
êàíèå H2 ⊂ H1 ëèíåéíîé îáîëî÷êè Anψ1 îïðåäåëÿåò ñóæåíèå A|H2

,
äëÿ êîòîðîãî ψ1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ

ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå H =
∞⊕
n=0

H2n äëÿ êîòîðîãî ëþáîå

ñóæåíèå A|H2n
îáëàäàåò öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì. Â ñëó÷àå íåñåïàðà-

áåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íóæíî èñïîëüçîâàòü àêñèîìó
âûáîðà.

Â ñèëó òåîðåìû 2.4 ëþáîå ñóæåíèå A|H2n
≡ An = U∗MxU . Îïðåäå-

ëèì îïåðàòîð f(An) ïî ôîðìóëå

f(An) = U∗f(Mx)U, (2.19)

ãäå
(f(Mx)ξ)(x) = f(x)ξ(x), (2.20)

ξ ∈ L2(µ). Äëÿ âñåãî îïåðàòîðà A ïîëîæèì

f(A) = ⊕nf(An).

Èç (2.19) è (2.20) íåìåäëåííî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü f : X → [0, 1], V ⊂ X, � îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî, K ⊂ X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Áóäåì ïèñàòü f ≺ V èëè
V � f , åñëè supp f ⊂ V . Áóäåì ïèñàòü f � K èëè K ≺ f , åñëè ∀x ∈ K
âûïîëíåíî f (x) = 1.

Ëåììà 2.1 (Óðûñîí). Ïóñòü X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî
ïðîñòðàíñòâî è K � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, V � îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî, K ⊂ V . Òîãäà ∃f : X → [0, 1] � íåïðåðûâíàÿ íà X ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî K ≺ f ≺ V .
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3. Ïóñòü ` : X → C. Îïðåäåëèì
ìåðó µ (V ) = sup {` (f) : f ≺ V } íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ V ⊂ X
è ìåðó ν (K) = inf {` (f) : K ≺ f} íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ K ⊂
⊂ X, ïðîäîëæèì èõ íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî X. Åñëè äëÿ ëþáîãî áîðåëåâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B (X) âûïîëíåíî µ (B) = ν (B), òî îïðåäåë¼ííàÿ
òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ áóäåò èñêîìîé ìåðîé íà X. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ðàâåíñòâà µ è ν ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Óðûñîíà.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü A = A∗ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð è f �
ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî Im f = {0, 1}. Òîãäà f (A) = f∗ (A) = f2 (A), òî
åñòü f (A) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Im f = {0, 1} ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå f (x) = χB (x), ãäå B � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òî åñòü f (x) = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x ∈ B è â îñòàëüíûõ òî÷êàõ f(x) = 0.

Èç ñëåäñòâèÿ 2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî f(A) êîððåêòíî îïðåäåëåíà. Áîëåå
òîãî, îïåðàòîð f(A) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó ⊕nf(Mn

x ), ãäå
îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ Mn

x äåéñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâàõ L2 (µn). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ψn ∈ L2 (µn) èìååì

(f (Mn
x )ψn) (x) = f (x)ψn (x) =

{
ψn (x) , x ∈ B,
0, x /∈ B.

(2.21)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîðû f (Mn
x ) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïðî-

åêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, f (A) óíèàðíî ýêâèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé
ñóììå ïðîåêòîðîâ f(Mn

x ) â ïðîñòðàíñòâàõ L2 (µn).

Äëÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Spect(A) îïðåäåëèì îïåðàòî-
ðîçíà÷íóþ ôóíêöèþ E ïî ôîðìóëå E (B) = χB (A). Ïî òåîðåìå 2.5
ýòî ïðîåêòîð, òî åñòü E (B) = E∗ (B) = E2 (B).

Òåîðåìà 2.6. Ïðîåêòîðîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ B → E(B) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè:

1) E (B) = E∗ (B) = E2 (B);

2) E (∅) = 0, E (R) = I;

3) E

(⋃
j

Bj

)
=
∑
j

E (Bj),
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åñëè ìíîæåñòâà Bj∩Bk = ∅, à ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè è íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìå-

ðîé ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëåäñòâèå òåîðåìû 2.4 îïåðàòîð A óíèòàðíî ýê-
âèâàëåíòåí îðòîãîíàëüíîé ñóììå îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ Mn

x â ïðî-
ñòðàíñòâàõ L2(µn). Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ χB(Mn

x ) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ χB(x) ìíîæåñòâà
B.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Äëÿ ïàðû A ∈ A, ρ = |ψ〉〈ψ| ∈ S ïîëîæèì

P ρA(B) = 〈ψ,E(B)ψ〉.

Ñëåäñòâèå 2.4. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ
ψj ∈ H. Ïî àêñèîìå 1.3 Ìàêêè äëÿ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé

ρ =
∑
j

πj |ψj〉 〈ψj | =
∑
j

πjρj , (2.22)

πj ≥ 0,
∑
j

πj = 1, âåðîÿòíîñòü äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

P ρA (B) =
∑
j

πjP
ρj
A (B) =

∑
j

πj 〈ψj , E (B)ψj〉 . (2.23)

Ïîñêîëüêó 0 ≤ 〈ψj , E(B)ψj〉 ≤ 1 è πj ≥ 0,
∑
j

πj = 1, ôîðìóëû (2.22)

è (2.23) êîððåêòíî îïðåäåëåíû.

Çàìå÷àíèå 2.5 (ñâÿçü ïîäõîäîâ Øð¼äèíãåðà è Ãåéçåíáåðãà). Ïóñòü
ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A îáëàäàåò öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì, êàê
ýòî èìååò ìåñòî äëÿ íàáëþäàåìûõ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà q è p, è
ïóñòü ρ = |ψ〉〈ψ| � ÷èñòîå ñîñòîÿíèå. Ðàññìîòðèì ïðîåêòîðîçíà÷íóþ
ìåðó (2.6) è ïðåäñòàâëåíèå A â ïðîñòðàíñòâå L2(µ), îïðåäåë¼ííîå â
òåîðåìå 2.4. Òîãäà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ
B ∈ B(R), îòâå÷àþùàÿ ïàðå (ρ,A), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

P
|ψ〉〈ψ|
A (B) = 〈ψ,E(B)ψ〉 (2.24)

ïðè ïîäõîäå Ãåéçåíáåðãà è ôîðìóëîé Áîðíà:

P
|ψ〉〈ψ|
A =

∫
B

|ψA(x)|2 dµ(x) (2.25)

ïðè ïîäõîäå Øð¼äèíãåðà. Ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëàìè (2.24)
è (2.25) ñîâïàäàþò â ñèëó òåîðåìû 2.4.

20



Âîïðîñ 2.1. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàåìûõ A ñîñòîèò
òîëüêî èç ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ?

Óòâåðæäåíèå. Ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàåìûõ A ìîæíî ðàñøèðèòü äî
ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîçíà÷íûõ ìåð [13].

Âîïðîñ 2.2 (Ìàêêè). Ìîæíî ëè ðàñøèðèòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé S?

Óòâåðæäåíèå. Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò òåîðåìà Ãëèçîíà [31] � âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S ðàñøèðèòü íåëüçÿ.

2.3. ßäåðíûå îïåðàòîðû

Ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P ρA äëÿ
òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà A ∈ A � ìíîæåñòâó ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ,
à ρ ∈ S, ãäå

S =

∑
j

πj |ψj〉 〈ψj | : πj ≥ 0,
∑
j

πj = 1, ||ψj || = 1

 . (2.26)

Ïîëó÷èì àáñòðàêòíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà (2.26). Ýëåìåíòû (2.26) ìû
áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè èëè ïðîñòî ñîñòîÿíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Îïåðàòîð ρ : H → H íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ H åãî îáðàç ρ (B)
� ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî (çàìûêàíèå êîìïàêòíî).

Îïðåäåëåíèå 2.9. Îïåðàòîð ρ : H → H íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn}, ||fn|| ≤ C, ñóùå-
ñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ρfn}.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Îïðåäåëåíèÿ 2.8 è 2.9 ýêâèâàëåíòíû.

Ïîñêîëüêó ïðîåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè,
S ñîñòîèò èç ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Áîëåå òîãî, ïðîåêòîðû
� êîìïàêòíûå îïåðàòîðû, òàê ÷òî ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S êîìïàêòíû, òàê
êàê ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëîì ñõîäÿùåéñÿ ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîì-
ïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñîñòîÿíèå ρ ∈ S ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 2.7. Ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð ρ :
H → H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ρ =
∑
j

λj |ψj〉 〈ψj | , (2.27)
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ãäå 〈ψj , ψk〉 = δjk, ρψj = λjψj, ?° |λ1| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ . . . , ïðè÷¼ì åñëè
ìíîæåñòâî {λn} áåñêîíå÷íî, òîãäà lim

n→∞
λn = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.2:

||ρ|| = sup
λ∈Spect ρ

|λ| = |λ1| . (2.28)

Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn},
||fn|| = 1, òàêàÿ, ÷òî ||ρfn|| → ||ρ|| ïðè n → ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ρ � êîìïàêòíûé îïåðàòîð, ñëåäîâàòåëü-
íî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ρfn}. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð ψ1 îïåðàòî-
ðà ρ, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1. Îáîçíà÷èì H1 = {Cψ1},
ρ1 = ρ |H1

, è ðàññìîòðèì ñóæåíèå ρ⊥1 = ρ |H	H1
. Îïåðàòîð ρ⊥1 ÿâëÿåò-

ñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå
ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ρ = ⊕jρj îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ H = ⊕jHj , ïðè÷¼ì ρψj = λjψj äëÿ ëþáîãî ψj ∈ Hj .

Îïðåäåëåíèå 2.10. Îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì (îáîçíà÷àåòñÿ A > 0), åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ψ ∈ H âûïîëíåíî
(ψ, Aψ) ≥ 0.

Îïåðàòîð A∗A � ñàìîñîïðÿæåííûé è ïîëîæèòåëüíûé, ñëåäîâàòåëü-
íî ôóíêöèÿ f (x) =

√
x íåïðåðûâíà íà Spect(A) è îïåðàòîð f (A∗A)

êîððåêòíî çàäàí.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ìîäóëåì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð
|A| =

√
A∗A.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü A � êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ñèíãóëÿðíû-
ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà |A|:

sj (A) = λj |A| . (2.29)

Çàìå÷àíèå 2.6. Îïåðàòîð A � êîìïàêòíûé, ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð
A∗A � êîìïàêòíûé. Áîëåå òîãî, îí ïîëîæèòåëüíûé è ñàìîñîïðÿæåí-
íûé, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 2.7 ó íåãî ñóùåñòâóåò ïîëíûé íàáîð
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì, åñëè∑
j

sj (A) < +∞. (2.30)
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Òåîðåìà 2.8 ([5]). Îïåðàòîð A : H → H ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
(ej) â H ñóììà ∑

j

〈ej , Aej〉 < +∞. (2.31)

Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà (2.31) íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà è íàçûâà-
åòñÿ ñëåäîì Tr(A) îïåðàòîðà A.

Ïðèìåð 2.2. Ñóììà (2.31) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äëÿ íåêîòîðîãî áàçè-
ñà (ej), íî îïåðàòîð ïðè ýòîì íå áóäåò ÿäåðíûì. Ïóñòü {ej}∞j=1. Îïðå-
äåëèì èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð S : H → H íà ýëåìåíòàõ áàçèñà ïî
ôîðìóëå S (ej) = ej+1 è ïðîäîëæèì äåéñòâèå S, íàçûâàåìîãî îïåðà-
òîðîì ñäâèãà, íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî H. Çàìåòèì, ÷òî â áàçèñå {en} ðÿä∑
j

〈ej , Sej〉 ñõîäèòñÿ, è åãî ñóììà ðàâíà íóëþ. Îäíàêî â îðòîíîðìèðî-

âàííîì áàçèñå {fj}, ãäå fj = 1√
2

(ej + ej+1), ðÿä
∑
j

〈fj , Sfj〉 ðàñõîäèòñÿ,

ïîñêîëüêó 〈fj , Sfj〉 = 1
2 äëÿ ëþáîãî j. Èç òåîðåìû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî S

íå ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì îïåðàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ñïåêòðàëüíûì ñëåäîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ
ñóììà åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

Ñïåêòðàëüíûé ñëåä =
∑
j

λj . (2.32)

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, è {λj (A)}nj=1 �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A (êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det (A− λE) = 0

ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè). Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

TrA =

n∑
k=1

λk (A) , (2.33)

òî åñòü ñëåä îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, dimH < +∞, ñîâïàäàåò ñ åãî ñïåêòðàëüíûì ñëåäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U
(ìàòðèöû ïåðåõîäà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó) âûïîëíåíî

det (U (A− λE)U∗) = det (A− λE) = 0, (2.34)
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òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí � èíâàðèàíò � íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñà.

Ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A èìååò æîðäàíîâó íîðìàëü-
íóþ ôîðìó A '

⊕
j

Aj , ãäå Aj � æîðäàíîâà êëåòêà, îòâå÷àþùàÿ ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λj :

Aj =


λj 1 0 . . . 0 0
0 λj 1 . . . 0 0
0 0 λj . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λj 1
0 0 0 . . . 0 λj

 . (2.35)

Â ýòîì áàçèñå TrA =
n∑
k=1

λk (A), à îïðåäåëèòåëü

det (A− λE) = detA+ · · ·+ (−1)
n−1

∑
j

λj

λn−1 + (−1)
n
λn. (2.36)

Îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ñ òî÷íî-
ñòüþ äî çíàêà, ðàâåí ñïåêòðàëüíîìó ñëåäó. Â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå
ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí TrA. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà áàçèñà ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2.7. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H ìîæåò íå ñó-
ùåñòâîâàòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Aψ = λψ, êàê â ñëó÷àå îïåðàòîðà
Âîëüòåððû (ïðèìåð 2.1).

Òåîðåìà 2.10 (Â.Á. Ëèäñêèé [6, 5]). Ïóñòü A � ÿäåðíûé îïåðàòîð.
Òîãäà ñëåä ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðàëüíûì ñëåäîì:

Tr(A) =
∑
j

λj (A) .

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà (2.26).

Òåîðåìà 2.11. Ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé S ñîñòîèò èç
ïîëîæèòåëüíûõ ÿäåðíûõ ñîñòîÿíèé ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (ψj) è (πj) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ â H è ïðîèçâîëüíîå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå

ρ =
∑
j

πj |ψj〉〈ψj | .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà (ek) â H ïîëó÷àåì∑
k

〈ek, ρek〉 =
∑
j,k,l

πj〈ek, ψj〉〈ψj , el〉 =
∑
j

πj = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ρ � ÿäåðíûé îïåðàòîð ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì ïî òåîðå-
ìå 2.8.

2.4. Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ

Îáîçíà÷èì S1(H) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëîå ìíîæåñòâî êâàí-
òîâûõ ñîñòîÿíèé S ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ
ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷å-
ñêèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ðàçëîæåíèÿ H = K⊕K⊥ âûïîëíåíî Uh = 0
äëÿ ëþáîãî h ∈ K⊥ è (Uf, Ug) = (f, g) äëÿ ëþáûõ f, g ∈ K. Ïðè ýòîì
ïðîåêòîð PK = U∗U íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì, à ïðîåêòîð PK̃ = UU∗,

ãäå K̃ = UK, � ôèíàëüíûì.

Òåîðåìà 2.12 (î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè). Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííî-
ãî îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð U
òàêîé, ÷òî A = U |A|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èìK ïîäïðîñòðàíñòâîH, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé çàìûêàíèå îáðàçà |A|H. Îïðåäåëèì äåéñòâèå îïåðàòîðà U ôîð-
ìóëàìè U (|A| f) = Af è U |K⊥ = 0. Òîãäà

〈U |A| f, U |A| g〉=〈Af, Ag〉=〈f, A∗Ag〉=〈f, |A| · |A| g〉=〈|A| f, |A| g〉 .
(2.37)

Ñëåäîâàòåëüíî, U � ÷àñòè÷íî èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, è A = U |A|.

Òåîðåìà 2.13. Îïåðàòîð A ∈ S1(H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A =

∑
j

|ξj〉 〈ηj |, ãäå
∑
j

||ξj || · ||ηj || < +∞,

ïðè÷¼ì

TrA =
∑
j

〈ηj , ξj〉 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = U |A|. Îïå-
ðàòîð |A| ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå |A| =

∑
j

sj |ψj〉 〈ψj |, ãäå {ψj} �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |A|; ñèíãóëÿðíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A òàêîâû, ÷òî sj ≥ 0, ïðè÷¼ì

∑
j

sj < +∞. Îáî-

çíà÷èì ξj = Uψj . Â ñèëó ÷àñòè÷íîé èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà U ïî-
ëó÷àåì ||ξj || ≤ ||ψj ||. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå: A =

∑
j

sj |ξj〉 〈ψj |. Îáîçíà÷èì ηj = sjψj . Òîãäà A =
∑
j

|ξj〉 〈ηj |.

Ïðè ýòîì ∑
j

||ξj || · ||ηj || ≤
∑
j

sj ||ψj ||2 =
∑
j

sj < +∞. (2.38)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.8 ñëåä ÿäåðíîãî îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì îí âû÷èñëÿåòñÿ. Íàéä¼ì ñëåä
îïåðàòîðàA â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {ψj}, ñîñòîÿùåì èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ |A|:

TrA =
∑
j

〈ψj , Aψj〉 =
∑
j

〈ψj , U |A|ψj〉 =

=
∑
j

sj 〈ψj , Uψj〉 =
∑
j

〈ηj , ξj〉 .

Ïóñòü òåïåðü íàîáîðîò: îïåðàòîðA ïðåäñòàâèì â âèäå:A=
∑
j

|ξj〉〈ηj |.

Îïåðàòîðû ðàíãà îäèí |ξj〉 〈ηj | ∈ S1(H), à ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, A ∈ S1(H).

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü C � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð è ρ ∈ S1 (H).
Òîãäà ρC ∈ S1 (H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.13 ρ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: ρ =
=
∑
j

|ηj〉 〈ξj |, ãäå
∑
j

||ξj ||||ηj || < +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ρC =
∑
j

πj |ηj〉 〈ψj |,

ãäå ψj = Cξj , ïðè÷¼ì, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà C, âûïîëíå-
íî íåðàâåíñòâî ||ψj || ≤ ||C|| · ||ξj ||. Ïðèìåíÿÿ åù¼ ðàç òåîðåìó 2.13,
ïîëó÷àåì ρC äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.14. Äëÿ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî S∗1 (H) = B (H) (àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ B (H). Äîêàæåì, ÷òî A ∈ S∗1 (H). Ðàñ-
ñìîòðèì ëþáîé ýëåìåíò ρ ∈ S1 (H). Îáîçíà÷èì fA (ρ) = Tr (ρA). Çà-
ìåòèì, ÷òî |fA (ρ)| ≤ ||A||B(H) · ||ρ||1 < +∞, òî åñòü fA � îãðàíè÷åííûé

ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå S1 (H), òî åñòü fA ∈ S1(H)∗.
Íàîáîðîò, âîçüì¼ì ôóíêöèîíàë f ∈ S∗1 (H). Äîêàæåì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò îïåðàòîð A ∈ B (H), äëÿ êîòîðîãî f (ρ) = Tr (ρA) íà âñåõ
ρ ∈ S1 (H). Ïî òåîðåìå 2.13 ëþáîé ýëåìåíò ρS1(H) ïðåäñòàâèì â âèäå
ñóììû îïåðàòîðîâ ðàíãà îäèí. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f
íà îïåðàòîðû ðàíãà îäèí f (|ξ〉 〈η|) îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàë, ëèíåéíûé
ïî η è àíòèëèíåéíûé ïî ξ. Ïî òåîðåìå Ðèññà�Ôðåøå ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé A ∈ B(H) òàêîé, ÷òî f (|ξ〉 〈η|) = 〈ξ, Aη〉. Ïîñêîëüêó ëþáîé
ρ ∈ S1(H) ïðåäñòàâèì â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ïî íîðìå ðÿäà èç îïåðàòî-
ðîâ ðàíãà îäèí, è A ∈ B(H), äåéñòâèå f ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè
íà âñ¼ S1(H).

27



Ëåêöèÿ 3

3.1. Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðîçíà÷íûå ìåðû

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6 ëþáîé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A îïðåäåëÿåò
ïðîåêòîðîçíà÷íóþ ìåðó E íà ñïåêòðå Spect(A) ⊂ R, êîòîðàÿ ó÷àñòâóåò
â îïðåäåëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P ρA(B) ≡ P ρE = Tr(ρE(B)),

îòâå÷àþùåãî ïàðå A ∈ A, ρ ∈ S, ãäå B ∈ B(R) � ïðîèçâîëüíîå áîðå-
ëåâñêîå ìíîæåñòâî. Ìåðó E ìîæíî ðàñøèðèòü íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ
ïðÿìóþ, ïîëîæèâ å¼ ðàâíîé íóëþ íà ìíîæåñòâàõ B, B∩Spect(A) = ∅.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äà¼ò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïðîåêòîðîçíà÷-
íûõ ìåð.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîëîæèòåëüíîé îïåðàòîðîçíà÷íîé ìåðîé íàçû-
âàåòñÿ ôóíêöèÿM : B(R)→ B(H) äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) M (B) ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð;

2) M (∅) = 0 � íóëåâîé îïåðàòîð, M (R) = I òîæäåñòâåííûé îïåðà-
òîð;

3) M

(⋃
j

Bj

)
=
∑
j

M (Bj), åñëè ìíîæåñòâà Bj ∩Bk = ∅ äëÿ ëþáûõ

j 6= k, ãäå ñõîäèìîñòü îïåðàòîðíîãî ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B(R) ïî ôîðìó-
ëå

P ρM (B) = Tr (ρM (B)) . (3.1)

Ôîðìóëà (3.1) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìå-
ðó íà ïðÿìîé. Íàøåé öåëüþ áóäåò âûÿñíèòü, ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü
ïðîåêòîðîçíà÷íûå ìåðû äëÿ íîâîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íàáëþäà-
åìûõ A.

3.2. Òåîðåìà Õîëåâî

Âîïðîñ 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíà àêñèîìà 1.3 Ìàêêè P
∑
πjρj

E =
∑
j

πjP
ρj
E .

Îáÿçàòåëüíî ëè áðàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íàáëþäàåìûõ A ñà-
ìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû A, îïðåäåëÿþùèå ïðîåêòîðîçíà÷íûå ìåðû
E? Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ?
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Òåîðåìà 3.1 (À.Ñ.Õîëåâî [13]). Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S
îïðåäåë¼í íàáîð âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {P ρ}, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèî-
ìå 1.3 Ìàêêè. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå M : B (R)→ B (H) èç
àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé B (R) â àëãåáðó îãðàíè÷åí-
íûõ îïåðàòîðîâ B(H), ÿâëÿþùååñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïåðàòîðîçíà÷-
íîé ìåðîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.1, òàêîå, ÷òî P ρ (B) = Tr (ρM (B)).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1. Ïðåäñòàâèì ñîñòîÿíèå â
âèäå: ρ = Re ρ + i · Im ρ, ãäå Re ρ = 1

2 (ρ+ ρ∗), Im ρ = 1
2i (ρ− ρ∗) �

ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ρ = ρ∗ ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå: ρ = ρ+ − ρ−, ãäå

ρ+ = χ+ (ρ), χ+ (x) =

{
1, x > 0;

0, x ≤ 0,

ρ− = χ− (ρ), χ− (x) =

{
0, x ≥ 0;

1, x < 0.

Îïðåäåëèì f ∈ S∗1 (H) ïî ôîðìóëå

f

(
ρ±

Tr ρ±

)
(B) = P

ρ±
Tr ρ± (B) (3.2)

è ïðîäîëæèì ïî ëèíåéíîñòè íà âñ¼ S1 (H). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.14
S∗1 (H) = B (H), ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð
M (B) äëÿ êîòîðîãî f (ρ) = Tr (ρM (B)).

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì òðè âåêòîðà ~e1, ~e2 è ~e3, ñîñòàâëÿþùèå óãëû
2π
3 äðóã ñ äðóãîì íà ïëîñêîñòè.

2π
3

2π
3

2π
3

~e1

~e2 ~e3

Ïðîåêòîð íà íàïðàâëåíèå ~e =
(
α β

)T
, ãäå |α|2 + |β|2 = 1, èìååò

âèä

|~e〉 〈~e| =
(
|α|2 αβ

αβ |β|2
)
. (3.3)
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Â íàøåì ñëó÷àå
3∑
j=1

|ej〉 〈ej | =
3

2
I. (3.4)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mj =
2

3
|ej〉 〈ej | . (3.5)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè íà ÷åòûðå áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâà R = B1∪B2∪B3∪B4 ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëîæèòåëü-
íóþ îïåðàòîðîçíà÷íóþ ìåðó ïî ôîðìóëå

M (Bj) =

{
2
3 |ej〉 〈ej | , j ∈ 1, 3;

0, j = 4.
(3.6)

Èç òåîðåìû 3.1 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1. Âìåñòî ìíîæåñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A
â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðîçíà÷íûõ ìåð M. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,
îòâå÷àþùåå ïàðå M ∈M, ρ ∈ S, çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

P ρM (B) = Tr(ρM(B)), (3.7)

B ∈ B(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó M ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðîé,
ýòî ñâîéñòâî íàñëåäóåòñÿ P ρM . Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèî-
ìû 1.2. Ïîðëîæèì

P ρ
Mf (B) = P ρM (f−1(B)) = Tr(ρM(f−1(B))), (3.8)

B ∈ B(R). Óñëîâèå B ∩ C = ∅ âëå÷¼ò f−1(B) ∩ f−1(C) = ∅ äëÿ
B,C ∈ B(R). Ñëåäîâàòåëüíî, (3.8) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðîÿñíÿåò ñòðóêòóðó ïîëîæèòåëüíûõ îïåðà-
òîðîçíà÷íûõ ìåð.

Òåîðåìà 3.2 (Ì.À. Íàéìàðê [8]). Äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé îïå-
ðàòîðîçíà÷íîé ìåðû M : B(R) → B(H) ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî K, â êîòîðîå H èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíî, è ïðîåêòî-
ðîçíà÷íàÿ ìåðà E : B(R)→ B(K) òàêàÿ, ÷òî M (B) = (PHE (B))|H .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ôóíêöèè f, g : R → H, òî
åñòü òàêèå, ÷òî f (t) =

∑
j

fjχBj (t), g (t) =
∑
k

gkχCk (t), ãäå χB (t) =

=

{
1, t ∈ B;

0, t /∈ B.
Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(f, g)K =
∑
j, k

〈fj , M (Bj ∩ Ck) gk〉H . (3.9)

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ ëèíåé-
íîé îáîëî÷êè ïðîñòûõ ôóíêöèé ïî íîðìå ||·||K =

√
(·, ·)K . Ëþáî-

ìó ýëåìåíòó f ∈ H ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò fχR (t) ∈ K, ïðè ýòîì
(fχR, gχR)K = 〈f, M (R) g〉H = 〈f, g〉H , òî åñòü ïðîñòðàíñòâî H èçî-
ìåòðè÷åñêè âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî K.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ξ ∈ K îïðåäåëèì ïðîåêòîð

(E (B) ξ) (t) =

{
ξ (t) , t ∈ B;

0, t /∈ B.
(3.10)

Çàìåòèì, ÷òî

E (B) gχR =

{
g, t ∈ B;

0, t /∈ B.
(3.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, (fχR, E (B) gχR)K = 〈f, M (B) g〉H . Òàêèì îáðàçîì,
M (B) = (PHE (B))|H .

3.3. Êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

3.3.1. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ðàññìîòðèì çíàìåíèòóþ òðîéêó Êîëìîãîðîâà (Ω, Σ, P ), ãäå Ω � ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, Σ � ñèãìà-àëãåáðà ñîáûòèé, P : Σ→
→ [0, 1] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà [35].

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ Ω → R, òî åñòü äëÿ
ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ∈ B (R) âûïîëíåíî ξ−1 (B) ∈ Σ.
Çàäàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ � çíà÷èò îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè:
P
(
ξ−1 (B)

)
.

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùèå äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.

Ïðèìåð 3.2 (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì).
Âîçüì¼ì íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bk ∈ B(R),
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äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà λk ∈ R, è îïðåäåëèì äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ïî ôîðìóëå

ξ(ω) =
∑
k

λkχBk(ω), (3.12)

ω ∈ Ω, ãäå χBk � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà Bk. Ñî ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé (3.12) àññîöèèðîâàíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

Pr(ξ = λk) = P (Bk). (3.13)

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå E(ξ) è äèñïåðñèþ Var(ξ) ïî ôîðìóëàì

E(ξ) =
∑
k

λkPr(ξ = λk) =
∑
k

λkP (Bk),

Var(ξ) = E((ξ − E(ξ))2) =
∑
k

(λk − E(ξ)2P (Bk).

Ïðèìåð 3.3 (ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ pξ(x), íàçû-
âàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Pr(ξ ∈ B), ÷òî

Pr(ξ ∈ B) =

∫
B

pξ(x)dx, B ∈ B(R).

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî. Â ýòîì ñëó-
÷àå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ) è äèñïåðñèÿ Var(ξ) îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

E(ξ) =

∫
R

xpξ(x)dx,

Var(ξ) = E((ξ − E(ξ))2) =

∫
R

(x− E(ξ))2pξdx.

3.3.2. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ïîäîáèå àêñèîìàòèêè êâàíòîâîé òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïî àíàëîãèè ñ òðîéêîé Êîëìîãîðîâà, ðàññìîòðèì
òðîéêó (H,P, µ), ãäå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, P � ìíîæåñòâî
âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â H è µ : P→ [0, 1] � íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó P ∈ P ÷èñëî 0 ≤ µ(P ) ≤ 1.
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ýëåìåíòû ξ ∈ H, ||ξ|| = 1, êîòîðûå ìîæíî îòîæ-
äåñòâèòü ñ îäíîìåðíûìè ïðîåêòîðàìè |ξ〉〈ξ|, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåí-
òàðíûìè ñîáûòèÿìè. Åñëè êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà â íåêî-
òîðîì ÷èñòîì ñîñòîÿíèè ξ, ||ξ|| = 1, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòàðíîå
ñîáûòèå ïðîèçîøëî. Ýëåìåíòû P áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèÿìè. Åñëè
êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ξ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáû-
òèå P ∈ P ïðîèçîøëî, åñëè ξ ∈ HP = PH.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Íàèìåíüøåé îáùåé ãðàíüþ P ∨Q íàçûâàåòñÿ îð-
òîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ HP ∩HQ. Íàè-
áîëüøåé îáùåé ãðàíüþ P ∧ Q íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð
íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå HP ∪HQ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Íàèìåíüøàÿ P ∨ Q è íàèáîëüøàÿ P ∧ Q ãðàíè âñå-
ãäà îïðåäåëåíû, ïîñêîëüêó HP ∩HQ ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì íóëåâîé
âåêòîð, à HP ∪ HQ ïðèíàäëåæèò H. Ìíîæåñòâî, äëÿ ëþáîãî íàáî-
ðà ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îïðåäåëåíû òî÷íàÿ íèæíÿÿ è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíè, íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïðîåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñîáûòèÿ Pk ∈ P, 1 ≤ k ≤ N, íàçûâàþòñÿ ñîâ-
ìåñòèìûìè, åñëè îíè ïîïàðíî êîììóòèðóþò [Pk, Pm] = 0. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ ñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé ëþáîå èõ ïðîèçâåäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñîáûòèåì Pk1Pk2 . . . Pkn ∈ P, 1 ≤ ks ≤ N .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ µ : P → [0, 1] âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðîé, åñëè

1) µ(0) = 0, µ(I) = 1;

2) µ (∨jPj) =
∑
j

µ(Pj), åñëè Pj ∧ Pk = 0 äëÿ j 6= k.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîéêà (H,P, µ) çàäà¼ò êâàí-
òîâîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëèH � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, P � ðåø¼òêà ïðîåêòîðîâ, ýëåìíòû êîòîðîé �
ñîáûòèÿ, è µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà P.

Âîïðîñ 3.2. Êàê çàäàòü ìåðó µ íà P?

Òåîðåìà 3.3 (Ý. Ãëèçîí, 1957 [31]). Ïóñòü µ � ìåðà íà P è dimH > 2.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ρ ∈ S òàêîå, ÷òî µ (P ) = Tr (ρP ).

Çàìå÷àíèå 3.2. Óñëîâèå dimH > 2 ñóùåñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
dimH = 2. Ôèêñèðóåì H0 ⊂ H, dimH0 = 1. Çàäàäèì ìåðó µ íà ïðî-
åêòîðàõ PK íà âñåâîçìîæíûå ïîäïðîñòðàíñòâà K ⊂ H. Åñëè K 6= H0,
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ïîëîæèì µ (PK) = 1 èëè 0 ïî æåëàíèþ (ïðîèçâîëüíî) è óñòàíîâèì

µ (PK⊥) = µ (I − PK) = 1−µ (K). Çàäàäèì µ (PH0) = µ
(
PH⊥0

)
= 1

2 . Ýòà

ìåðà íå ïðåäñòàâèìà â âèäå µ (P ) = Tr (ρP ) íè äëÿ êàêîãî ñîñòîÿíèÿ ρ.
Óêàçàííûå ìåðû íå íàøëè ïðèìåíåíèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H ôîðìóëà µ(P ) = Tr(ρP )
êîððåêòíî çàäà¼ò ìåðó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ρ ∈ S.

Äëÿ íà÷àëà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ A ñîñòî-
èò èç ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
òî åñòü, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6, A ∈ A ñîïîñòàâëåíà ïðîåêòîðîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ E. Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé áó-
äåì íàçûâàòü ýëåìåíòû A êâàíòîâûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïî-
ñêîëüêó ïðîåêòîðîçíà÷íàÿ ìåðà E çàäà¼ò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
íà ïðÿìîé R ïî ôîðìóëå

Pr(A ∈ B) = µ(E(B)) = Tr(ρE(B)), B ∈ B(R), (3.14)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.14) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà A ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç ìíî-
æåñòâà B.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eρ(A) è äèñïåðñè-
åé Varρ(A) êâàíòîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû:

Eρ(A) = Tr(ρA), Varρ(A) = Eρ((A− Tr(ρA))2).

Äëÿ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ êâàíòîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Ak ∈
∈ A, [Ak, Am] = 0, 1 ≤ k,m ≤ N, k 6= m, èõ ïðîåêòîðîçíà÷íûå ìå-
ðû, îïðåäåë¼ííûå ôîðìóëîé Ek(B) = χB(Ak), B ∈ B(R), 1 ≤ k ≤ N ,
òàêæå êîììóòèðóþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòîðû Pk = Ek(Bk) ∈ P ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè ñîáûòèÿìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.4, è ìîæíî
ââåñòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

Pr(Ak1 ∈ B1, . . . Akn ∈ Bn) = Tr(ρEk1(B1) . . . Ekn(Bn)), (3.15)

Bk ∈ B(R), 1 ≤ k, kn ≤ N .
Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé ðàññìîòðèì äâà

ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.4 (êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñêðåòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì). Ïîëîæèì A =

∑
j

λjPj ∈ A, ãäå Pj ∧ Pk = ∅, λj ∈ R, è

ñîáûòèÿ Pj ∈ P îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ
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∑
j

Pj = I. Òîãäà äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé Pr (A = λj) = µ (Pj) = Tr(ρPj), ãäå
µ � ìåðà íà P, îïðåäåëÿåìàÿ ñîñòîÿíèåì ρ ∈ S.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eρ(A) è äèñïåðñèÿ Varρ(A) îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Eρ(A) =
∑
j

λjµ(Pj),

Varρ(A) =
∑
j

(λj − Tr(ρA))2µ(Pj).

Ïðèìåð 3.5 (êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ pA(x),
íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Pr(A ∈ B), òàêàÿ, ÷òî
Pr(A ∈ B) =

∫
R
xpA(x)dx, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî A èìååò àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eρ(A)
è äèñïåðñèÿ Varρ(A) äàþòñÿ ôîðìóëàìè

Eρ(A) =

∫
R

xpA(x),

Varρ(A) = Eρ((A− Tr(ρA))2).

3.4. Êâàíòîâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
(íàáëþäàåìûå) íà ïðèìåðå êâàíòîâîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

H =
p2

2
+
q2

2
. (3.16)

Ðåøèì çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ H:

Hψ = λψ. (3.17)

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû, íàçûâàåìûå îïåðàòîðàìè ðîæ-
äåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ïî ôîðìóëå

a+ =
q − ip√

2
, a =

q + ip√
2
. (3.18)
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Îïåðàòîðû (3.18) óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ:

[a, a+] = I. (3.19)

Âûðàæàÿ p è q ÷åðåç (3.18) è ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ
â (3.16) ïîëó÷àåì

H =
1

2
I + a+a. (3.20)

Íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

a|0 >= 0 (3.21)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.17) ñ λ = 1
2 , íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñî-

ñòîÿíèåì êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è èìååò âîëíîâóþ
ôóíêöèþ:

< x|0 >=
1

π1/4
exp

(
−x

2

2

)
. (3.22)

Ïîëîæèì

|n >=
1√
n!

(a+)n|0 >, (3.23)

òîãäà, â ñèëó êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.19), |n > óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (3.17) ñ λ = 1

2 + n, íàçûâàåòñÿ n-ì âîçáóæä¼ííûì
ñîñòîÿíèåì îñöèëëÿòîðà è èìååò âîëíîâóþ ôóíêöèþ:

< x|n >=
1

π1/4n!2n
Hn(x)exp

(
−x

2

2

)
, (3.24)

ãäå

Hn(x) = (−1)nexp(x2)
dn

dxn
(exp(−x2))

� ïîëèíîìû Ýðìèòà. Â êâàíòîâîé îïòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàþò êîãå-
ðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ |α >, α ∈ C, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

a|α >= α|α > (3.25)

è èìåþùèå âîëíîâûå ôóíêöèè:

< x|α >=
1

π1/4
exp

(
− (x−

√
2Re(α))2

2
+ i
√

2Im(α)x

)
. (3.26)

Òàêæå ïîëåçíî âûðàæåíèå êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç âîçáóæä¼í-
íûå ñîñòîÿíèÿ:

|α >= exp(−|α|
2

2
)

+∞∑
n=0

αn√
n!
|n > . (3.27)
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Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè íàáëþäàåìûõ q è p â êî-
ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ ïîëó÷àåì

E|α〉(q) =
1√
2
〈α|(a+ + a)|α〉 =

√
2Re(α),

E|α〉(p) =
i√
2
〈α|(a+ − a)|α〉 =

√
2Im(α),

Var|α〉(q) =
1

2
〈α|(a+ + a)2|α〉 − 2Re(α)2 =

=
1

2
(α2 + α2 + 1− 2|α|2)− 2Re(α)2 =

1

2
,

Var|α〉(p) =
1

2
〈α| − (a+ − a)2|α〉 − 2Im(α)2 =

=
1

2
(−α2 − α2 + 1− 2|α|2)− 2Im(α)2 =

1

2
.

Ôèêñèðóåì γ 6= 0 è ââåä¼ì îïåðàòîðû

b =
γq + i 1γ p√

2
, b+ =

γq − i 1γ p√
2

. (3.28)

Îïåðàòîðû (3.28), êàê è îïåðàòîðû (3.18), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèþ

[b, b+] = I.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû (3.28) ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè (3.18) ñîîòíî-
øåíèÿìè

b = ch(α)a+ sh(α)a+, b+ = sh(α)a+ ch(α)a+, (3.29)

α = ln(γ) ïðè γ > 0. Ñîîòíîøåíèÿ (3.29) íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Áîãîëþáîâà. Íîðìèðîâàííûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

bψγ,α = α|ψγ,α〉

áóäóò ôóíêöèè

〈x|ψγ,α〉 =

√
|γ|

π1/4
exp

(
−γ

2(x−
√

2Reα)2

2
+ i
√

2γIm(α)x

)
. (3.30)

Âûðàçèì êàíîíè÷åñêèå íàáëþäàåìûå ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè-
÷òîæåíèÿ b+, b:

q =
γ√
2

(b+ + b), p =
i

γ
√

2
(b+ − b). (3.31)
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.31), ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîãåðåíò-
íûõ ñîñòîÿíèé:

Eψγ,α(q) =
√

2Re(α), Eψγ,α(p) =
√

2Im(α),

Varψγ,α(q) =
γ2

2
, Varψγ,α(p) =

1

2γ2
.

Ñîñòîÿíèÿ ψγ,α ïðè γ 6= 1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ñæàòûìè êîãåðåíòíûìè
ñîñòîÿíèÿìè. Ñîñòîÿíèå ψγ,0 ïðè γ 6= 1 íàçûâàåòñÿ ñæàòûì âàêóó-
ìîì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå àëãåáðàè÷åñêèå
ýëåìåíòû A+ è A óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ [A,A+] = 1. Ïîñòðî-
èì èõ ïðåäñòàâëåíèå â êà÷åñòâå ëèíåéíûõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
(fn, n = 0, 1, 2, . . . ) ïî ôîðìóëå

A+fn =
√
n+ 1fn+1,

Afn =
√
nfn−1, n > 0, Af0 = 0. (3.32)

Ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû A+ è A óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû îïåðàòîðàì
ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ a+ è a. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîëèíîìèàëü-
íûå ôóíêöèè îò íèõ òàêæå áóäóò óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ðàññìàòðèâàåìûå äâà îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèþ (3.19) ìû âñåãäà ìîæåì äóìàòü î íèõ êàê îá îïåðàòîðàõ ðîæäåíèÿ
è óíè÷òîæåíèÿ â ìîäåëè êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

3.4.1. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

B = a+a.

Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, îòâå÷àþùåå êâàíòîâîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå (íàáëþäàåìîé) B â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α >. Ïî-
ñêîëüêó ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä

B =

+∞∑
n=0

n|n >< n|, (3.33)

ïîëó÷àåì

Pr(B = n) =< α||n >< n||α >= | < n|α > |2 = exp(−|α|2)
|α|2

n!
. (3.34)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (3.34) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðîì |α|2, òî åñòü

E|α>(B) = Var|α>(B) = |α|2.

Íåìíîãî âèäîèçìåíèì çàäà÷ó (ýòî ïðèãîäèòñÿ íàì ïðè êîíñòðóêöèè
ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà). Ôèêñèðóåì λ > 0 è ïîëîæèì

B1 = b+b,

ãäå

b = a+
√
λI. (3.35)

Òîãäà

[b, b+] = I

è ñïåêòð B1 ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì B, íî B1 èìååò äðóãèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû. Ðåøèì óðàâíåíèå

b|0′〉 = 0. (3.36)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.35) â (3.36), ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò
êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå:

|0′〉 = | −
√
λ〉.

Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

|n′〉 =
(b+)n√
n!
|0′〉.

Òåïåðü ìû ãîòîâû âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííîå
ñ ïàðîé (B1, |0〉):

Pr(B1 = n) =

∣∣∣∣〈0 ∣∣∣∣ (b+)n√
n!

∣∣∣∣ 0′〉∣∣∣∣2 =
1

n!

∣∣∣〈(a+
√
λI)n0| −

√
λ〉
∣∣∣2 = e−λ

λn

n!
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

3.4.2. Ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

C = a+ + a.

Íàéä¼ì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
(íàáëþäàåìîé) C â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α >. Ïîñêîëüêó C =

√
2q è

39



ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà íàáëþäàåìîé q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíî-
æåíèÿ íà èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ χB ìíîæåñòâà B ∈ B(R), ïîëó÷àåì

Pr(C ∈ B) = 〈α
∣∣χ√2B

∣∣α〉 =
1√
π

∫
√
2B

exp(−(x−
√

2Re(α))2)dx =

=
1√
2π

∫
B

exp

(
− (x− 2Re(α))2

2

)
dx. (3.37)

Òàêèì îáðàçîì, (3.37) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè

E|α>(C) = 2Re(α), Var|α>(C) = 1.

3.5. Ðàíäîìèçàöèÿ

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò íà ýëåìåíòàðíîì ñîáûòèè ω íå îäíî, à öåëûé
ðÿä çíà÷åíèé ξ(ω) ∈ {ξj , 1 ≤ j ≤ n} ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè
pj , 1 ≤ j ≤ n [4]. Â êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðîëü ðàíäîìèçèðî-
âàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èãðàþò ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðîçíà÷íûå
ìåðû [13].

Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü A ∈ A � êâàíòîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî åñòü
A = A∗, è åé îòâå÷àåò ïðåêòîðîçíà÷íàÿ ìåðà E. Ðîëü ýëåìåíòàðíîãî
ñîáûòèÿ â êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èãðàåò îäíîìåðíûé ïðîåê-
òîð |ξ〉〈ξ| , ξ ∈ H, ||ξ|| = 1. Êàêîâî áû íè áûëî áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî
B ⊂ B(R), âñåãäà íàéä¼òñÿ òàêîå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ξ ∈ E(B)H,
÷òî

P ξA(B) = 〈ξ, E(B)ξ〉 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ξ çàäàíà òî÷íî.

Ïóñòü òåïåðü M ∈M � îáîáù¼ííàÿ êâàíòîâàÿ íàáëþäàåìàÿ (ïîëî-
æèòåëüíàÿ îïåðàòîðîçíà÷íàÿ ìåðà). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî
ñîáûòèÿ ξ ∈ H:

P ξM (B) = 〈ξ,M(B)ξ〉 < 1,

ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà M(B) � ïðîåêòîð. Íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå M áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ïðîåêòîðîçíà÷íîé ìåðîé.
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Ïî òåîðåìå 3.2 (Íàéìàðêà) M(B) = PHE(B)|H , H ⊂ K, ãäå E �
ïðîåêòîðîçíà÷íàÿ ìåðà. Ðàíäîìèçèðîâàííûå êâàíòîâûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõîäíàÿ êâàí-
òîâàÿ ñèñòåìà H ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé. Åñëè äîáàâèòü ê íåé ðåçåðâóàð
(ðàñøèðèòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äî K ⊃ H), òîãäà çíà÷åíèå êâàí-
òîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò ÷¼òêî îïðåäåëåíî. Çíà÷åíèå êâàíòî-
âîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿëîñü íå÷¼òêèì, ïîñêîëüêó ÷àñòü èíôîð-
ìàöèè ¾òåðÿåòñÿ¿ â ðåçåðâóàðå.

3.6. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé

Ïóñòü A, B � äâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà (íàáëþäàåìûõ), è λ ∈
∈ R. Òîãäà

0 ≤ ||(A− iλB)ψ||2 = 〈Aψ, Aψ〉 − iλ 〈Aψ, Bψ〉+

+ iλ 〈Bψ, Aψ〉+ λ2 〈Bψ, Bψ〉 . (3.38)

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

〈Aψ, Bψ〉 = 〈ψ, ABψ〉 , (3.39)

〈Bψ, Aψ〉 = 〈ψ, BAψ〉 = 〈ψ, ABψ〉, (3.40)

2Re (−iλ 〈Aψ, Bψ〉) = 2λIm (〈Aψ, Bψ〉) =
2λ

2i
〈ψ, (AB −BA)ψ〉 .

(3.41)
Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.38) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ψ ïðè óñëî-
âèè

D
4

= (Im 〈Aψ, Bψ〉)2 − 〈Aψ, Aψ〉 〈Bψ, Bψ〉 ≤ 0. (3.42)

Òàêèì îáðàçîì,

(Im 〈Aψ, Bψ〉)2 ≤
〈
ψ, A2ψ

〉 〈
ψ, B2ψ

〉
(3.43)

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî〈
ψ, A2ψ

〉 〈
ψ, B2ψ

〉
≥ 1

4
|〈ψ, [A, B]ψ〉|2 . (3.44)

Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó A 7→ A − Eψ (A) I, B 7→ B − Eψ (B) I. Òîãäà êîì-
ìóòàòîð [A, B] íå èçìåíèòñÿ, à â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîÿâÿòñÿ
äèñïåðñèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé:

Varψ (A)Varψ (B) ≥ 1

4
|〈ψ, [A, B]ψ〉|2 . (3.45)
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Ïðèìåð 3.7. Äëÿ A = q, B = p ôîðìóëà (3.45) äà¼ò ñîîòíîøåíèå
íåîïðåäåë¼ííãîñòåé:

σ2
qσ

2
p ≥

1

4
. (3.46)

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ψ � êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå.

3.7. Êëàññè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ êîâàðèàöèè

Îïðåäåëåíèå 3.8. Êîâàðèàöèÿ äâóõ êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Cov (ξ, η) = E [(ξ − Eξ) (η − Eη)] . (3.47)

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ìàòðèöåé êîâàðèàöèé äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξk, 1 ≤ k ≤ N, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè

cjk = Cov (ξj , ξk) .

Îïðåäåëåíèå 3.10. Êîâàðèàöèÿ äâóõ ñîâìåñòèìûõ íàáëþäàåìûõ A
è B, [A,B] = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Cov (A, B) = Tr [ρ (A− Tr (ρA)) (B − Tr (ρB))] . (3.48)

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ìàòðèöåé êîâàðèàöèé ïîïàðíî ñîâìåñòèìûõ íà-
áëþäàåìûõ èç ìíîæåñòâ {Aj , 1 ≤ j ≤ N} è {Bk, 1 ≤ k ≤M}, [Aj , Bk] =
= 0, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè

cjk = Cov (Aj , Bk) . (3.49)

Óòâåðæäåíèå (Á.Ñ. Öèðåëüñîí, 1980 [23]). Ñóùåñòâóåò ïðèìåð êâàí-
òîâîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé, êîòîðàÿ íå ðåàëèçóåòñÿ â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå.
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Ëåêöèÿ 4

4.1. Ñîñòàâíûå êâàíòîâûå ñèñòåìû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè êâàíòîâûå ñèñòåìû, êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâîâàëî ôèêñèðîâàííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå ìû îáîçíà÷àëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ ñ åäèíè÷íûì ñëåäîì) S áåç óêàçàíèÿ H. Òåïåðü äëÿ èçó÷åíèÿ
ñîñòàâíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, ìû ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå S(H) äëÿ ìíî-
æåñòâà âñåõ ñîñòîÿíèé â H. Íàïîìíèì, ÷òî ρ ∈ S(H) íàçûâàåòñÿ ÷è-
ñòûì, åñëè ρ = |ψ〉〈ψ| , ψ ∈ H. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå íàçû-
âàåòñÿ ñìåøàííûì.

Îïðåäåëåíèå 4.1. ÏóñòüH,K � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, {ej}∞j=1⊂
⊂ H, {hk}∞k=1 ⊂ K � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â íèõ. Òåíçîðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ H⊗K íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòî-
âî ïðîñòðàíñòâî ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {ej ⊗ hk}, òàê ÷òî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ïî ôîðìóëå

〈ej ⊗ hk, ej′ ⊗ hk′〉 = δjj′δkk′ ,

è ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü H, K � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, H×K =
= { (e, h) | e ∈ H, h ∈ K} � èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Íàçîâ¼ì ýëå-
ìåíòàðíûìè òåíçîðàìè îáúåêòû âèäà e⊗h, ãäå e ∈ H, h ∈ K. Îïðåäå-
ëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýëåìåíòàðíûõ òåíçîðàõ ïî ôîðìóëå

〈e⊗ h, ẽ⊗ h̃〉H⊗K = 〈e, ẽ〉H〈h, h̃〉K .

Òîãäà ||x|| =
√

(x, x) � ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì íîðìà. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà-
çûâàåòñÿ H ⊗K = H ×K/ ∼, ãäå ýëåìåíòû x ∼ y ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ||x− y|| = 0.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Îïðåäåëåíèÿ 4.1 è 4.2 ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå 4.1. Íå âñå ýëåìåíòû H ⊗ K ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè
òåíçîðàìè.

Ïóñòü äâóì êâàíòîâûì ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâóþò ãèëüáåðòîâû ïðî-
ñòðàíñòâà H è K ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñîñòàâíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ïîäñèñòåì îòâå÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå H⊗K. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû çàäà¼òñÿ ýëåìåíòàðíûì
òåíçîðîì e ⊗ h ∈ H ⊗ K. Òîãäà ïåðâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì
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ñîñòîÿíèè e ∈ H, à âòîðàÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè h ∈ K. Ñîñòîÿíèÿ
e⊗h íàçûâàþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè. Ñîñòîÿíèÿ íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå
ýëåìåíòàðíîãî òåíçîðà íàçûâàþòñÿ ñöåïëåííûìè (entangled) ÷èñòû-
ìè ñîñòîÿíèÿìè. Èç àêñèîì Ìàêêè ñëåäóåò, ÷òî êðîìå ÷èñòûõ ñîñòî-
ÿíèé |ψ〉 〈ψ| îïðåäåëåíû òàêæå ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ

∑
j

πj |ψj〉 〈ψj |.

Ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ íà ñåïàðàáåëüíûå è ñöåï-
ëåííûå àíàëîãè÷íî ÷èñòûì. Áîëåå ôîðìàëüíî ýòî âàæíåéøåå ïîíÿòèå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü ρ ∈ S (H ⊗K) � ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ñè-

ñòåìû. Åñëè ñóùåñòâóåò íàáîðû ñîñòîÿíèé
{
ρjH

}
⊂ S (H) è

{
ρjK

}
⊂

⊂ S (K) è íàáîð ÷èñåë {πj} ⊂ R òàêèõ, ÷òî πj > 0,
∑
j

πj = 1,

è ρ =
∑
j

πjρ
j
H⊗ρ

j
K (ñîñòîÿíèå ρ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ñîñòî-

ÿíèé ρjH⊗ρ
j
K), òî ñîñòîÿíèå ρ íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå (åñëè ñîñòîÿíèå ρ íå ïðåäñòàâèìî â òàêîì âèäå) ñîñòîÿíèå ρ íà-
çûâàåòñÿ ñöåïëåííûì.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ñóùåñòâóåò ìíîãî âàðèàíòîâ ïåðåâîäà ñëîâà entangled
íà ðóññêèé ÿçûê. Â ôèçèêå ñóùåñòâóåò òðàäèöèÿ ïåðåâîäà ïðèëàãà-
òåëüíûìè çàïóòàííîå èëè ïåðåïóòàííîå. Â ìàòåìàòèêå � ñöåïëåííîå
èëè çàöåïëåííîå. Îäèí èç âåëè÷àéøèõ ôèçèêîâ XX âåêà Ë.Â.Êåëäûø
ïåðåâîäèë ýòîò òåðìèí êàê ïåðåïëåò¼ííîå. Íåëüçÿ çàáûâàòü, ÷òî en-
tangled óæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì íà àíãëèéñêèé ÿçûê ñ íåìåöêîãî ïåð-
âîíà÷àëüíîãî òåðìèíà Verschr�aenkung, ââåä¼ííîãî Ý.Øðåäèíãåðîì.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü îáåèì ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H, dimH = 2 è {|↑〉 , |↓〉} � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â H. Òîãäà ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì H ⊗H. Ðàññìîòðèì äâà ñîñòîÿíèÿ èç H ⊗H:

|ψ0〉 =
1√
2

(|↑〉 |↓〉 − |↓〉 |↑〉) ,

|ψ1〉 =
1√
2

(|↑〉 |↑〉+ |↓〉 |↓〉) .

Ýòè ñîñòîÿíèÿ íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ýëåìåíòàðíûõ òåíçîðîâ, òî åñòü
ÿâëÿþòñÿ ñöåïëåííûìè. Â ôèçèêå ψ0 íàçûâàåòñÿ ñèíãëåòíûì ñîñòî-
ÿíèåì (ñïèí ðàâåí íóëþ), à ψ1 � òðèïëåòíûì (ñïèí ðàâåí åäèíèöå).

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü T : H → H è S : K → K � ëèíåéíûå
îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ H è K ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì T ⊗ S íàçûâàåòñÿ
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ëèíåéíûé îïåðàòîð â H ⊗K, äåéñòâóþùèé íà ýëåìåíòàðíûå òåíçîðû
ïî ôîðìóëå: (T ⊗S) (e⊗ h) = Te⊗Sh è äàëåå ïðîäîëæàþùèéñÿ íà âñ¼
H⊗K ïî ëèíåéíîñòè. Ýëåìåíòàðíûå òåíçîðû T ⊗S ïîðîæäàþò àëãåá-
ðó âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ B(H⊗K) â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ H ⊗K.

4.2. Î÷èùåíèå ñîñòîÿíèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü {|ξk〉 〈ξs| ⊗ |ηk〉 〈ηs|} � áàçèñ â B (H ⊗K),
ñîñòîÿùèé èç îïåðàòîðîâ ðàíãà îäèí. ×àñòè÷íûì ñëåäîì íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå TrK : S (H ⊗K) → S (H), îïðåäåë¼ííîå íà áàçèñíûõ
ýëåìåíòàõ ïî ôîðìóëå

TrK (|ξk〉 〈ξs| ⊗ |ηk〉 〈ηs|) = |ξk〉 〈ξs| · 〈ηs, ηk〉 . (4.1)

Íà îñòàëüíûå ýëåìåíòû B(H ⊗K) ÷àñòè÷íûé ñëåä TrK ïðîäîëæàåòñÿ
ïî ëèíåéíîñòè.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ρ ∈ S (H). Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî K è âåêòîð ψ ∈ H ⊗K òàêèå, ÷òî ρ = TrK (|ψ〉 〈ψ|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå:

ρ =

N∑
j=1

πj |ψj〉 〈ψj | ,

ãäå 〈ψj , ψk〉 = δjk, πj ≥ 0,
∑
j

πj = 1. Âîçüì¼ì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî K, dimK = N , ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {|j〉}Nj=1. Ïîëîæèì
|ψ〉 =

∑
j

√
πj |ψj〉 ⊗ |j〉 ∈ H ⊗K. Çàìåòèì, ÷òî 〈ψ, ψ〉 = 1. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ÷àñòè÷íîãî ñëåäà ïîëó÷àåì:

TrK (|ψ〉 〈ψ|) = TrK

∑
j,k

√
πjπk |ψj〉 〈ψk| ⊗ |j〉 〈k|

 =

=
∑
j,k

√
πjπk·〈j|k〉·|ψj〉 〈ψk| = =

∑
j,k

√
πjπk·δjk·|ψj〉 〈ψk| =

∑
j

πj |ψj〉 〈ψj | .
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ψ ∈ H ⊗K, ||ψ|| = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò {ej} ⊂
⊂ H, {hj} ⊂ K � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â H è K, à òàêæå íàáîð

÷èñåë

{
πj : πj ≥ 0,

∑
j

πj = 1

}
, òàê ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå:

|ψ〉 =
∑
j

√
πj |ej〉 ⊗ |hj〉 ,

íàçûâàåìîå ðàçëîæåíèåì Øìèäòà ñîñòîÿíèÿ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ρ = TrK (|ψ〉 〈ψ|). Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëü-

íîå ðàçëîæåíèå ρ =
N∑
j=1

πj |ej〉 〈ej |, ãäå 〈ej , ek〉 = δjk, πj ≥ 0,
∑
j

πj = 1.

Ïîñêîëüêó {ej ⊗ ek} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â H ⊗K,
ìîæíî íàéòè ðàçëîæåíèå ψ =

∑
j,k

λjk |ej〉 ⊗ |ek〉. Îïðåäåëèì hj ïî ôîð-

ìóëå

|hj〉 =

∑
k

λjk |ek〉√∑
k

|λjk|2
. (4.2)

Òîãäà ||hj || = 1, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå ðàçëîæåíèå |ψ〉 =
∑
j

λj |ej〉⊗

⊗ |hj〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

N∑
j=1

πj |ej〉 〈ej | = ρ = TrK (|ψ〉 〈ψ|) =
∑
j,k

λjλk |ej〉 〈ek| 〈hk, hj〉 . (4.3)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì 〈hj , hk〉 = δjk, |λj |2 =
= πj . Òàêèì îáðàçîì, |ψ〉 =

∑
j

√
πj |ej〉 ⊗ |hj〉.

Ñëåäñòâèå 4.1. Spect (TrK (|ψ〉 〈ψ|)) = Spect (TrH (|ψ〉 〈ψ|)).

Çàìå÷àíèå. Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíûå òðå-
áîâàíèÿ íà ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû. Äëÿ áîçîíîâ òðåáóåòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèììåòðèçîâàííîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå H ⊗s K, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ ôåðìèîíîâ � àíòèñèììåòðèçîâàííîå H ⊗a K. Òàêæå
äëÿ ôåðìèîíîâ íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà ñóïåðîòáîðà [18].
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4.3. Ãðàíèöà Öèðåëüñîíà

Âåðí¼ìñÿ ê êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå, ââåä¼ííîé â ï. 3.7 ïðåäûäóùåé
ëåêöèè. Ñðàçó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êâàíòîâîé òåîðèè äëÿ íàáëþ-
äàåìûõ Aj , Bk ∈ A, Eψ(Aj) = Eψ(Bk) = 0, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó:

cjk = Eψ (AjBk) ,

òîëüêî åñëè íàáëþäàåìûå ïîïàðíî êîììóòèðóþò [Aj , Bk] = 0 (òî åñòü
èçìåðèìû îäíîâðåìåííî).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü Xk, Yk ∈ R, k = 1, 2, |Xk| ≤ 1, |Yk| ≤ 1. Òîãäà
|X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2| ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èìM = |X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2|. Òî-
ãäà

M = |X1 (Y1 + Y2) +X2 (Y1 − Y2)| ≤ |X1| |Y1 + Y2|+ |X2| |Y1 − Y2| ≤
≤ |Y1 + Y2|+ |Y1 − Y2| ≤ 2.

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xk, Yk òàêèõ,
÷òî |Xk| ≤ 1, |Yk| ≤ 1, k = 1, 2, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

− 2 ≤ E (X1Y1 +X1Y2 +X2Y1 −X2Y2) ≤ 2. (4.4)

Çàìå÷àíèå 4.3. Èç ñëåäñòâèÿ 4.2 âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû êëàñ-
ñè÷åñêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû cjk = E(XjYk) óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèþ

|c11 + c12 + c21 − c22| ≤ 2. (4.5)

Óñëîâèå íà ìàòðèöó êîâàðèàöèé (4.5) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåëëà�
Êëàóçåðà�Õîðíà�Øèìîíè.

Âîïðîñ 4.1. Âåðíî ëè, ÷òî â ñëó÷àå êâàíòîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Aj , Bk ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè êàê ó Xj , Yk äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
êâàíòîâîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû cjk = Eψ (AjBk) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (4.5)?

Îòâåò: Íåò, ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê.
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Ïðèìåð 4.2. Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H,dimH = 2,
îïèñûâàþùåå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1

2 . Áàçèñ â H åñòåñòâåííî
îáîçíà÷èòü

|↑〉 =

(
1
0

)
, |↓〉 =

(
0
1

)
, (4.6)

Ââåä¼ì íàáëþäàåìóþ ¾óäâîåííàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ~a =
= (ax, ay, az)¿, êîòîðóþ îáîçíà÷èì σ(~a):

σ (~a) = axσx + ayσy + azσz =

(
az ax − iay

ax + iay −az

)
, (4.7)

ãäå σx, σy, σz � ìàòðèöû Ïàóëè:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (4.8)

Òîãäà

〈↑ |σ (~a)| ↑〉 = az, 〈↓ |σ (~a)| ↓〉 = −az, (4.9)

〈↓ |σ (~a)| ↑〉 = ax + iay, 〈↑ |σ (~a)| ↓〉 = ax − iay. (4.10)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîñòàâíóþ ñèñòåìó H ⊗K, dimH = dimK = 2.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà H è K îïèñûâàþò ñî-
ñòîÿíèÿ äâóõ ñèñòåì ñî ñïèíîì 1

2 . Òîãäà ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà H⊗K îïè-
ñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç äâóõ ôåðìèîíîâ, òàê ÷òî îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â íåé áóäåì îáîçíà÷àòü |↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉. Ðàññìîòðèì
ïàðó êîììóòèðóþùèõ íàáëþäàåìûõ A = σ(~a)⊗ I è B = I⊗ σ(~b), îòâå-

÷àþùèõ ïàðå ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ~a è ~b. Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ
â ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè:

|ψ〉 =
1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉).

Òîãäà èç (4.9) è (4.10) íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî

Eψ(A) = Eψ(B) = 0, Varψ(A) = Varψ(B) = 1, (4.11)

〈ψ |AB|ψ〉 = −~a~b. (4.12)
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π
4

3π
4

~a1

~a2

~b1

~b2

Çàäàäèì íàïðàâëåíèÿ ~aj , ~bk òàê, êàê ýòî óêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì

c11 + c12 + c21 − c22 = 2
√

2.

Òåîðåìà 4.3 (Á.Ñ. Öèðåëüñîí, 1980 [23]). Ïóñòü îïåðàòîðû Ak, Bk
(k = 1, 2) òàêîâû, ÷òî

A2
k = B2

k = I, [Ak, Bj ] = 0, {Ak, Aj} = {Bk, Bj} = c · I, (4.13)

− I < Ak ≤ I, −I < Bk ≤ I. (4.14)

Òîãäà E (A1B1 +A2B1 +A1B2 −A2B2) ≤ 2
√

2. Âåëè÷èíà 2
√

2 íàçûâà-
åòñÿ ãðàíèöåé Öèðåëüñîíà.

Çàìå÷àíèå 4.4. Çäåñü [·, ·] � êîììóòàòîð, {·, ·} � àíòèêîììóòàòîð.
Íåðàâåíñòâî A < I îçíà÷àåò, ÷òî I − A > 0, òî åñòü îïåðàòîð I − A
ïîëîæèòåëüíûé. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî A <
< ||A|| I, ñëåäîâàòåëüíî ñðàâíåíèå ñ I êîððåêòíî.

Íèæå äàíî äîêàçàòåëüñòâî èç [23]. Áîëåå èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî
ïðèâåäåíî â [16].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èìM = A1B1+A2B1+A1B2−A2B2. Òîãäà

M =
1√
2

(
A2

1 +A2
2 +B2

1 +B2
2

)
−

−
√

2− 1

8

{((√
2 + 1

)
(A1 −B1) +A2 −B2

)2
+
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+
((√

2 + 1
)

(A1 −B2)−A2 −B1

)2
+

+
((√

2 + 1
)

(A2 +B2)−A1 −B1

)2}
≤

≤ 1√
2

(
A2

1 +A2
2 +B2

1 +B2
2

)
≤ 4√

2
= 2
√

2.

Çàìå÷àíèå. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ãðàíèöà Öèðåëüñîíà äîñòèãàåòñÿ
íà ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè â çàäà÷å î ñèñòåìå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1

2 .
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Ëåêöèÿ 5

5.1. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, îïðåäåë¼ííîå äëÿ ôóíêöèé ψ ∈
∈ L1(R) ôîðìóëîé

F [ψ] (y) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−ixyψ (x) dx. (5.1)

Äåéñòâèå F ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L2(R),
÷òî áóäåò ÷àñòíûì ñëó÷àåì òîãî, ÷òî ìû ïîëó÷èì â ýòîì ïóíêòå. Ðàñ-
ñìîòðèì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ââåä¼ííûå íàìè ïðè
ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î êâàíòîâîì ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå:

a =
q + ip√

2
, a+ =

q − ip√
2
.

Èç (5.1) ñëåäóåò, ÷òî

F ◦ q = −p ◦ F , F ◦ p = q ◦ F . (5.2)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî òîæäåñòâî

F ◦ a = ia ◦ F . (5.3)

Òåì ñàìûì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

a|0〉 = 0

ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F|0〉 = |0〉. (5.4)

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (5.4) èìååò åäèíñòâåííîå íîðìèðîâàííîå ðå-
øåíèå:

〈x|0〉 =
1

π
1
4

exp

(
−x

2

2

)
,

íàçûâàåìîå îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî (5.3) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòî íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî
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åäèíñòâåííàÿ (íîðìèðîâàííàÿ) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F . Àíàëîãè÷íî,
ïîñêîëüêó

a|α〉 = α|α〉

äëÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà |α〉, α ∈ C, ñ âîëíîâûìè
ôóíêöèÿìè

〈x|α〉 =
1

π1/4
exp

(
− (x−

√
2Re(α))2

2
+ i
√

2Im(α)x

)
ïîëó÷àåì

F|α〉 = −iα| − iα〉,

α ∈ C. Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

E|α〉(q) = E|α〉(p) = 0,

Var|α〉(q) = Var|α〉(p) =
1

2
,

÷òî ìèíèìèçèðóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé:

Varρ(q)Varρ(p) ≥
1

4
.

Ðàññìîòðèì âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà:

|n〉 =
(a+)n√
n!
|0〉, n = 1, 2, 3, . . . (5.5)

Òåîðåìà 5.1. Ñèñòåìà îñíîâíîãî è âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé îñöèë-
ëÿòîðà îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå:

F|n〉 = (−i)n|n〉, n = 0, 1, 2, . . . (5.6)

Çàìå÷àíèå 5.1. Èç òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îñ-
öèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå 5.2. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ F îáðàçóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(R), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F , çàäàííîå
ïåðâîíà÷àëüíî ôîðìóëîé (5.1), êîððåêòíî çàäàííîé â L1(C), ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(R). Áîëåå
òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

||F(ψ)||L2(R) = ||ψ||L2(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

F ◦ a+ = −ia+ ◦ F .

Òàêèì îáðàçîì, èç (5.5) âûòåêàåò âûïîëíåíèå (5.6). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà
èç îñíîâíîãî è âîçáóæä¼ííûõ ñîñòîÿíèé îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â L2(R), çàêëþ÷àåì, ÷òî ìû ïîëíîñòüþ îïèñàëè ñïåêòð ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå.

5.2. Äåéñòâèå ãðóïïû óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ,
ñâÿçàííîé ñ êâàíòîâûì ãàðìîíè÷åñêèì
îñöèëëÿòîðîì, íà êàíîíè÷åñêèå íàáëþäàåìûå

Ðàññìîòðèì ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ρ = |ψ〉 〈ψ| ∈ S è A ∈ A � íàáëþäàåìàÿ
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, îáëàäàþùàÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì
ψ0 ∈ H (çàìûêàíèå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé Anψ0 ïîðîæäàþò âñ¼ H).
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4, ïàðå (|ψ〉, A) îòâå÷àåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ψA (x). Äëÿ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû q è èìïóëüñà p ôóíêöèÿ

ψ0 (x) =
1

π
1
4

exp

(
−x

2

2

)
(îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà) ÿâëÿåò-
ñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì. Â ñëó÷àå, êîãäà A = q èëè p, ãîâîðÿò, ÷òî
ψq(x) è ψp(x) � âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ â êîîðäèíàòíîì è èì-
ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâåííî.

Âîëíîâûå ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè
ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

ψp (y) = F [ψq] (y) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−ixyψq (x) dx. (5.7)

Êàê óæå áûëî ïîäìå÷åíî (âîïðîñ 1.1), çíàíèå |ψq|2 è |ψp|2 íå ïîçâîëÿåò
âîññòàíîâèòü ñîñòîÿíèå ψ.

Âîïðîñ 5.1. Ñêîëüêî íàáëþäàåìûõ A íåîáõîäèìî âçÿòü, ÷òîáû ïî êâàä-
ðàòàì ìîäóëåé |ψA(x)|2 ìîæíî áûëî âîññòàíîâèòü ñîñòîÿíèå ψ?

Óòâåðæäåíèå ([33]). Äîñòàòî÷íî çíàòü |ψA (x) |2 äëÿ âñåõ íàáëþäàå-
ìûõ âèäà A = cosϕ · q + sinϕ · p, ãäå ϕ ∈ [0, π].
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Îáîçíà÷èì H = q2+p2

2 ãàìèëüòîíèàí êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð H � ñàìîñîïðÿæåííûé, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñëåäîâàòåëüíî ê íåìó ïðèìåíèìà ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà è äëÿ
ôóíêöèè fϕ(x) = exp(−iϕx) êîððåêòíî îïðåäåë¼í îïåðàòîð fϕ(H) =
= exp (−iϕH), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì â ñèëó òîãî, ÷òî
Spect(fϕ(H)) = fϕ(Spect(H)) = {eiϕx, x ∈ R} â ñèëó òåîðåìû îá îòîá-
ðàæåíèè ñïåêòðà. Íàì áóäåò óäîáíî îïðåäåëèòü ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ
îïåðàòîðîâ ôîðìóëîé

Uϕ = e
i
2ϕfϕ(H), (5.8)

ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå Uπ
2

= F ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå 5.3. Èç îïðåäåëåíèÿ Uϕ ñëåäóåò Uϕ1+ϕ2 = Uϕ1Uϕ2 , òî
åñòü {Uϕ} � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå âñåõ óíèòàð-
íûõ îïåðàòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî f ∈ H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Uϕ+δf →
→ Uϕf ïðè δ → 0, ÷òî íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ îðáèò â ñìûñ-
ëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.

Òåîðåìà 5.2.

UϕqU
∗
ϕ = cosϕq + sinϕp,

UϕpU
∗
ϕ = − sinϕq + cosϕp,

t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû q è èìïóëüñà
p ðàâåí

[q, p] = qp− pq = i. (5.9)

Èñïîëüçóÿ (5.9), âû÷èñëèì[
q2, p

]
= q2p−pq2 = q2p− (qp− i) q = q2p+ iq−q (qp− i) = 2iq. (5.10)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì [
p2, q

]
= −2ip. (5.11)

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

[f (q) , p] = if ′ (q) , [f (p) , q] = −if ′ (p) (5.12)

äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f .
Îáîçíà÷èì

∆ϕ = UϕpU
∗
ϕ = exp (iϕH) q exp (−iϕH) . (5.13)
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Òîãäà
∆′ϕ
∣∣
ϕ=0

= i (Hp− pH) = i [H, p] = −q. (5.14)

Èç ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà Uϕ1+ϕ2 = UϕUϕ ñëåäóåò, ÷òî ∆ϕ óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dϕ
∆ϕ = i [H, ∆ϕ] , (5.15)

íàçûâàåìîìó óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ�ôîí Íåéìàíà. Ïîñòàâèì äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (5.15) íà÷àëüíîå óñëîâèå Êîøè:

∆0 = q. (5.16)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (5.15) � (5.16) â âèäå

∆ϕ = α(ϕ) · q + β(ϕ) · p. (5.17)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.17) â óðàâíåíèå (5.15) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (5.10)
è (5.11) ïîëó÷àåì

α′′(ϕ) = −β(ϕ), β′′(ϕ) = α(ϕ), (5.18)

α(0) = 1, β(0) = 0. (5.19)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (5.18) � (5.19) ïîëó÷àåì α(ϕ) = cos(ϕ), β(ϕ) = sin(ϕ).
Äåéñòâèå íà îïåðàòîð èìïóëüñà p ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå 5.4. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà
Uϕ = exp (iϕH) , ϕ 6= 0, ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(Uϕψ) (x) =

=
1√

2π |sinϕ|
exp

(
i cosϕ · x2

2 sinϕ

) +∞∫
−∞

exp

(
i cosϕ · y2

2 sinϕ
− ixy

sinϕ

)
ψ (y) dy,

(5.20)
ψ ∈ L1(R).

Çàìå÷àíèå 5.5. Â ñèëó ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà Uϕ1+ϕ2
= Uϕ1

Uϕ2
ïîëó-

÷àåì
(U π

2n
)n = Uπ

2
= F ,

òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå U π
2n

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-é ñòåïåíè èç ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå F . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãðóïïà {Uϕ} íàçûâàåòñÿ äðîáíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå [40]. Ïîñêîëüêó îñíîâíîå è âîçáóæä¼ííûå ñî-
ñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé ãàìèëüòîíèàíà H, ïîëó÷àåì

Uϕ|n >= eiϕn|n >, n = 0, 1, 2, . . . (5.21)

55



5.3. Ñåìåéñòâî óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
êàíîíè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ

Îïðåäåëèì ìîäèôèöèðîâàííûå îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà:

qµ,ν = µ · q − ν · p,
pµ,ν = ν · q + µ · p,

µ, ν ∈ R. Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó äëÿ èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ [q, p] = i,
ìîäèôèöèðîâàííûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

[qµ,ν , pµ,ν ] = i(µ2 + ν2).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ µ, ν ∈ R, ν 6= 0, îïðåäåëèì
èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Fµ,ν â ïðîñòðàíñòâå L1(R) ôîðìóëîé

Fµ,ν [ψ] (x) =
1√

2π |ν|
exp

(
iµx2

2ν

) +∞∫
−∞

exp

(
iµy2

2ν
− ixy

ν

)
ψ (y) dy.

(5.22)

Çàìå÷àíèå 5.6. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå (5.22) ÿâëÿåòñÿ êîìïîçè-
öèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ ñ
åäèíè÷íîì ìîäóëåì, îíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî L2(R) è ñî-
õðàíÿåò íîðìó

||Fµ,ν(ψ)||L2(R) = ||ψ||L2(R).

Ëåììà 5.1.

Fµ,ν ◦ q = qµ,ν ◦ Fµ,ν ,

Fµ,ν ◦ p = pµ,ν ◦ Fµ,ν .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå òîæäåñòâî.

(µq + νp) ◦ Fµ,ν [ψ](x) =

=
1√

2π |ν|
exp

(
iµx2

2ν

) +∞∫
−∞

exp

(
iµy2

2ν
− ixy

ν

)
(µx− µx+ y)ψ (y) dy.

Âòîðîå òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ëåêöèÿ 6

6.1. Çàäà÷à áåçîøèáî÷íîãî êîäèðîâàíèÿ

Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êëàññè÷åñêèé êàíàë ñâÿçè íåîðèåíòèðîâàííûì
ãðàôîì, â êîòîðîì âåðøèíû èçîáðàæàþò ïåðåäàâàåìóþ èíôîðìàöèþ,
à ð¼áðà � èñêàæåíèå èíôîðìàöèè. Åñëè âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû
ðåáðîì, òîãäà ïðè ïåðåäà÷å v ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî u âìåñòî v è ïðè
ïåðåäà÷å u ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî v âìåñòî u.

Çàäà÷à 6.1. Êàêîå êîäèðîâàíèå íóæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû ïîñëå ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè å¼ ìîæíî áûëî áåçîøèáî÷íî äåêîäèðîâàòü?

Ïðèìåð 6.1. Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí:

V = {A, B, C, D}

è ìíîæåñòâîì ð¼áåð:

E = {(A, B) , (C, D) , (D, E)} .

Â ãðàôå G âîçìîæíû ñëåäóþùèå èñêàæåíèÿ ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìà-
öèè: A→ B, B → A, C → D, D → C, D → E è E → D. Åñëè èñïîëüçî-
âàòü äëÿ êîäèðîâàíèÿ âåðøèíû A è E, òî ïî ïîëó÷åííîìó ñîîáùåíèþ
ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü îòïðàâëåííîå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà
âåðøèí [A] è [B], â êîòîðûå ìîãóò ïåðåéòè ñîîáùåíèÿ A è B, íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ êîäèðîâàíèÿ A, C
è E, îòïðàâëåííàÿ èíôîðìàöèÿ íå âñåãäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷-
íî, ïîñêîëüêó ïðè ïîëó÷åíèè D íåëüçÿ äîñòîâåðíî çàêëþ÷èòü, áûëî
ëè îòïðàâëåíî E èëè C.

Íàáîð âåðøèí, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ áåçîøèáî÷íîé ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè íàçûâàåòñÿ àíòèêëèêîé.

6.2. Êîäèðîâàíèå êâàíòîâîé èíôîðìàöèè

Íîñèòåëåì êâàíòîâîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ íàáîð ñîñòîÿíèé ψ ∈ H.
Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà-
ìè ¾ãðàôà¿, îòâå÷àþùåãî êàíàëó ñâÿçè, ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ψk ∈ H,
k ∈ 1, N . Òîãäà ð¼áðàìè òàêîãî ¾ãðàôà¿ (îøèáêàìè) ñëåäóåò ñ÷èòàòü
óíèòàðíûå îïåðàòîðû ψk 7→ Uψk. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ¾îøèáîê¿ U .
Â ñèëó òîãî, ÷òî âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, ìîãóò ïåðåõîäèòü
äðóã â äðóãà ïî óñëîâèþ, ïîëó÷àåì òðåáîâàíèå U ∈ U , êîòîðîå âëå-
÷¼ò U∗ ∈ U . Îáÿçàòåëüíî íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêàæåíèå ìîæåò
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è íå ïðîèñõîäèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, I ∈ U . Êîíå÷íî, ïðèâåä¼ííûå âûøå
ñîîáðàæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè è íóæíû òîëüêî
äëÿ òîãî, ÷òîáû âûçâàòü óäîáíûå àññîöèàöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V, ñîñòîÿùåå èç îãðàíè-
÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH, íàçûâàåòñÿ íåêîì-
ìóòàòèâíûì îïåðàòîðíûì ãðàôîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1) åñëè îïåðàòîð A ∈ V, òîãäà A∗ ∈ V;

2) òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I ∈ V.

Çàìå÷àíèå 6.1. Îïðåäåëåíèå íåêîììóòàòèâíîãî îïåðàòîðíîãî ãðàôà
â êîíòåêñòå êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè áûëî äàíî â [27]. Íà ñàìîì
äåëå, â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå íåêîììóòàòèâíûå îïåðàòîðíûå ãðà-
ôû èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì îïåðàòîðíûõ ñèñòåì [22]. Áîëåå ïîëíîå
îáñóæäåíèå òåîðèè êâàíòîâûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè ìîæíî
íàéòè â [15, 16].

Òåîðåìà 6.1 ([26]). Â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
V ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì îïåðàòîðíûì ãðàôîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð îïåðàòîðîâ Mj ∈ V, Mj > 0,

∑
j

Mj =

= I, òàêîé, ÷òî V = span {Mj}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V = span {Mj}. Òîãäà âñå ñâîéñòâà èç îïðå-
äåëåíèÿ íåêîììóòàòèâíîãî îïåðàòîðíîãî ãðàôà âûïîëíåíû.

Ïóñòü, íàîáîðîò, V � íåêîììóòàòèâíûé îïåðàòîðíûé ãðàô. Òîãäà,
â ñèëó ñâîéñòâà 1 èç îïðåäåëåíèÿ ãðàôà, â V ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñà-
ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Òàêîé áàçèñ áóäåò ñîñòîÿòü èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH.
Ïîñêîëüêó I + A

||A|| > 0 äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A,

ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñ ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè S.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïðîåêòîð P â H òàêîé, ÷òî dim (PH) ≥ 2, íàçûâà-
åòñÿ àíòèêëèêîé äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî îïåðàòîðíîãî ãðàôà V, åñëè
dim (PVP ) = 1, òî åñòü äëÿ ëþáîãî X ∈ V âûïîëíåíî PXP = λP , ãäå
λ ∈ C.

Çàìå÷àíèå 6.2. Îáîçíà÷èì HP = PH. Ïóñòü {ξj} � îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â HP . Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

〈ξj , Xξj〉 = 〈ξk, Xξk〉 ∀j, k ∀X ∈ V; (6.1)

〈ξj , Xξk〉 = 0 ∀j 6= k ∀X ∈ V. (6.2)
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Çàìå÷àíèå 6.3. Åñëè U ∈ U � óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî äëÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî áàçèñà {ξj} âûïîëíåíî Uξk ⊥ ξj .

Ñëåäñòâèå. Ñîñòîÿíèÿ {ξj}dimP
j=1 ìîæíî âûáðàòü äëÿ êîäèðîâàíèÿ

èíôîðìàöèè.

Îñíîâû èçëàãàåìîé òåîðèè çàëîæåíû â [36]. Ñëåäóåò òàêæå óïîìÿ-
íóòü ïèîíåðñêóþ ðàáîòó [43].

Ïðèìåð 6.2. Ïóñòü H = C2 � êóáèò è óíèòàðíûå îïåðàòîðû, ïîðîæ-
äàþùèå ãðàô (îøèáêè), � ìàòðèöû Ïàóëè:

σ0 = I, σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (6.3)

Îïèøåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë îøèáîê. Ìàòðèöà σx îòâå÷àåò ïåðåâî-
ðîòó íàïðàâëåíèÿ ñïèíà (�ip): |↑〉 7→ |↓〉, |↓〉 7→ |↑〉. Ìàòðèöà σz îòâå÷àåò
ñäâèãó ïî ôàçå íà π (phase shift): |↑〉 7→ |↑〉, |↓〉 7→ − |↓〉. Ìàòðèöà σy
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ïåðåâîðîòà è ñäâèãà ïî ôàçå. ÊîäØî-
ðà [43] ñòðîèòñÿ èç äåâÿòè êóáèòîâ è ñïîñîáåí èñïðàâèòü ïðîèçâîëüíóþ
îøèáêó, îñóùåñòâëÿåìóþ ìàòðèöàìè Ïàóëè, êîòîðàÿ âîçäåéñòâóåò íà
îäèí èç íèõ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåóäèâèòåëüíà, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííûé
êîä âêëàäûâàåòñÿ â îáùóþ òåîðèþ [36].

Óòâåðæäåíèå 6.1. Åñëè dimV = (dimH)
2
, òî åñòü V � àëãåáðû âñåõ

ìàòðèö, òî íå ñóùåñòâóåò àíòèêëèêè P .

Óòâåðæäåíèå 6.2. Åñëè V � ìàêñèìàëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåá-
ðà, òî íå ñóùåñòâóåò àíòèêëèêè P .

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü dimV · (dimV + 1) ≤ dimH
rankP , òîãäà ñóùåñòâóåò

àíòèêëèêà P ðàçìåðíîñòè rankP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåòñÿ îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ðàäîíà [37].

Ïðèìåð 6.3. Ðàññìîòðèì äâóõêóáèòíîå ïðîñòðàíñòâî H = C2 ⊗ C2

è ïðîñòðàíñòâî îøèáîê V = span {I, T, U, V, W}, ãäå T = σx ⊗ I,
U = σy ⊗ I, V = I ⊗ σy, W = I ⊗ σz.

Ïîëîæèì

f+ =

(
1
0

)
⊗
(

1
1

)
, f− =

(
0
1

)
⊗
(

1
−1

)
. (6.4)

Òîãäà
〈f±, Xf±〉 = 〈f∓, Xf±〉 = 0. (6.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòîð P íà ïîäïðîñòðàíñòâî HP = PH = {Cf±} �
àíòèêëèêà äëÿ V.
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6.3. Êîâàðèàíòíûå ïîëîæèòåëüíûå
îïåðàòîðîçíà÷íûå ìåðû

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî-êîìïàêòíóþ õàóñäîðôîâó òîïîëîãè÷åñêóþ ãðóï-
ïó G è σ-êîëüöî B(G), ïîðîæä¼ííîå å¼ êîìïàêòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè.
Ôèêñèðóåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è îáîáùèì îïðåäåëåíèå 3.1
ìåðû íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Îòîáðàæåíèå M : B(G)→ B(H) íàçûâàåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíîé îïåðàòîðîçíà÷íîé ìåðîé íà ãðóïïå G:

1) M (B) ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð äëÿ ëþáîãî B ∈ B(G);

2) M (∅) = 0 � íóëåâîé îïåðàòîð, M (G) = I � òîæäåñòâåííûé îïå-
ðàòîð;

3) M

(⋃
j

Bj

)
=
∑
j

M (Bj), åñëè ìíîæåñòâà Bj ∩Bk = ∅ äëÿ ëþáûõ

j 6= k, ãäå ñõîäèìîñòü îïåðàòîðíîãî ðÿäà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.

Ïðèìåð 6.4. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1 äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî îïåðàòîð-
íîãî ãðàôà V â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íàéä¼ò-
ñÿ áàçèñ {Mj , 0 ≤ j ≤ N}, ñîñòîÿùèé èç ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ

Mj > 0, îáðàçóþùèõ ðàçëîæåíèå åäèíèöû
N−1∑
j=0

Mj = I, òàêèõ, ÷òî

V = span {Mj , 0 ≤ j ≤ N}. Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó

ZN = {0, 1, . . . , N − 1}

è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå íà G ïî ôîðìóëå

M({j}) = Mj , 0 ≤ j ≤ N. (6.6)

Òîãäà (6.6) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëîæèòåëüíîé
îïåðàòîðîçíà÷íîé ìåðû íà G.

Ïóñòü, òåïåðü Gνg → Ug � ïðîåêòèâíîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû G â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïåðàòîðîçíà÷íàÿ ìåðà {M(B),
B ∈ B(G)} íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ {Ug, g ∈
∈ G}, åñëè

UgM(B)U∗g = M(gB, g ∈ G, B ∈ B(G).
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Òåîðåìà 6.3 ([13]). Ïóñòü G � ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ ãðóïïà ñ ìåðîé
Õààðà ν, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H êîíå÷íîìåðíî è

{M(B), B ∈ B(G)}

� ïîëîæèòåëüíàÿ îïåðàòîðîçíà÷íàÿ ìåðà, êîâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëü-
íî {Ug, g ∈ G}. Òîãäà â H íàéä¼òñÿ òàêîé îïåðàòîð M0 > 0, ÷òî

M(B) =

∫
B

UgM0U
∗
g dν(g), B ∈ B(G).

Öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ZN ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãðóïïó ìàê-
ñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû âðàùåíèé åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T.
Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ZN ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîòû íà óãëû
2πj
N , 0 ≤ j ≤ N − 1. Ïðèìåð 6.4 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ïðèìåð 6.5 ([19]). Çàäàäèì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âðàùå-
íèé T = {ϕ, ϕ ∈ [0, 2π]} â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = C2 ⊗ C2.
Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû P0 è P1 ïî ôîðìóëàì

P0 =
1

2
(|00〉+ |11〉 >)(〈00|+ 〈11|) +

1

2
(|01〉+ |10〉)(〈01|+ 〈10|), (6.7)

P1 =
1

2
(|00〉 − |11〉 >)(〈00| − 〈11|) +

1

2
(|01〉 − |10〉)(〈01| − 〈10|) (6.8)

è ïîëîæèì

Uϕ = P0 + eiϕP1, ϕ ∈ T.

Îïðåäåëèì ïðîåêòîð Q ôîðìóëîé

Q = |00〉〈00|+ |01〉〈01|, (6.9)

òîãäà íåêîììóòàòèâíûé îïåðàòîðíûé ãðàô

V = span{UϕQU∗ϕ, ϕ ∈ T}

èìååò àíòèêëèêè P0 è P1 ðàíãà 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ZN âêëàäûâàåòñÿ â äèñ-
êðåòíóþ íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó Ãåéçåíáåðãà�ÂåéëÿG2, êîòîðàÿ äëÿ
N = 4 ñâîäèòñÿ ê ãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé ìàòðèöàìè Ïàóëè.
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Ïðèìåð 6.6 ([20]). Îïåðàòîðû, êðàòíûå åäèíè÷íîìó, I, −I, iI, −iI
âìåñòå ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè (6.3) îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó G2. Îïðåäåëèì ïðèâîäèìîå
óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå G2 â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH = C2⊗C2

ïî ôîðìóëå
UmI = mI, m ∈ {1,−1, i,−i},

Uσx = |00〉〈11|+ |11〉〈00|+ |01〉〈10|+ |10〉〈01|,

Uσz = |00〉〈00| − |11〉〈11|+ |01〉〈01| − |10〉〈10|.

Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ σy îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: σy = iσzσx. Âîçüì¼ì
òîò æå ïðîåêòîð (6.9) è îïðåäåëèì íåêîììóòàòèâíûé îïåðàòîðíûé
ãðàô ôîðìóëîé

V = span{UgQU∗g , g ∈ G2}.

Àíòèêëèêàìè äëÿ íåãî ÿâëÿþòñÿ òå æå ïðîåêòîðû P0 è P1, ÷òî â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå (6.7) � (6.8).
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Ëåêöèÿ 7

7.1. Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Öåëüþ ëåêöèè áóäåò ðàññêàç î òîì, êàê êëàññè÷åñêèå âèíåðîâñêèé
è ïóàññîíîâñêèé ñëó÷àéíûå ïðîöåññû âêëàäûâàþòñÿ â ñèììåòðè÷íîå
(áîçîííîå) ïðîñòðàíñòâî Ôîêà. ×òî êàñàåòñÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà,
èäåîëîãèÿ òàêîãî âëîæåíèÿ ñëåäóåò ðàçëîæåíèþ Âèíåðà�Èòî ïðîñòðàí-
ñòâà L2-ôóíêöèîíàëîâ îò áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ [12]. Âëîæåíèå ïóàñ-
ñîíîâñêîãî ïðîöåññà áûëî ïðåäëîæåíî â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [32].

Âñþäó íèæå T îáîçíà÷åíî îäíî èç ìíîæåñòâ R,R+,Z èëè Z+.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí {ξt, t ∈ T} íàçûâàåòñÿ (êëàññè÷åñêèì) ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì,
åñëè çàäàíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

Pr(ξt1 ∈ B1, . . . , ξtn ∈ Bn)

äëÿ ëþáîãî âûáîðà èíäåêñîâ tj ∈ T è ïîäìíîæåñòâ Bj ∈ B(R).

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïðîöåññ {ξt, t ∈ T} íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðî-
öåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξt1 − ξs1 è ξt2 − ξs2 íåçàâèñèìû ïðè ëþáîì âûáîðå íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ èíòåðâàëîâ (s1, t1) ∩ (s2, t2).

Ïðèìåð 7.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
{ξt, t ∈ R+} íàçûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì, åñëè ξt− ξs ∈ N (0, t− s)), s < t,
òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξt − ξs ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì:

Pr(ξt − ξs ∈ B) =
1√

2π(t− s)

∫
B

exp

(
− x2

2(t− s)

)
dx,

s < t, B ∈ B(R+).

Ïðèìåð 7.2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
{ξt, t ∈ R+} íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì, åñëè ξt − ξs ∈ P(t− s), s < t,
òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ξt − ξs ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì:

Pr(ξt − ξs = k) = e−t+s
(t− s)k

k!
,

s < t, k = 0, 1, 2, . . .

63



Îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî íà êâàíòîâûé ñëó÷àé â ñëåäó-
þùåé ôîðìå:

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïàðà ({Xt, t ∈ T}, ρ), ñîñòîÿùàÿ èç ñåìåéñòâà
íàáëþäàåìûõ Xt ∈ A è ñîñòîÿíèÿ ρ ∈ S, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì ñëó-
÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè ïðèðàùåíèÿ
ïðîöåññà Xst = Xt −Xs êîììóòèðóþò (íàáëþäàåìûå ñîâìåñòèìû):

[Xs1t1 , Xs2t2 ] = 0

äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (s1, t1)∩ (s2, t2) = ∅ è êëàññè÷åñêèå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξsjtj ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, îïðåäåëÿå-
ìûì ôîðìóëîé (ñì. îïðåäåëåíèå 3.15):

Pr(ξs1t1 ∈ B1, . . . , ξsntn ∈ Bn) = Tr(ρE1(B1) . . . En(Bn)),

ãäå (Ej) � ïðîåêòîðîçíà÷íûå ìåðû, îòâå÷àþùèå íàáëþäàåìûì (Xsjtj ),
íåçàâèñèìû.

7.2. Ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà

Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå H⊗
n

, ñîñòîÿùåå èç n êîïèé ãèëü-
áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H⊗

n

çàäà¼òñÿ
íà ýëåìåíòàðíûõ òåíçîðàõ ôîðìóëîé

〈f1 ⊗ · · · ⊗ fn, g1 ⊗ · · · ⊗ gn〉H⊗n =

n∏
j=1

〈fj , gj〉H ,

fj , gj ∈ H, è ïðîäîëæàåòñÿ çàòåì íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ïî ëèíåéíîñòè.
Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð Ps : H⊗

n → H⊗
n

ïî ôîðìóëå

Pse1 ⊗ e2 ⊗ · · · ⊗ en =
1

n!

∑
s∈S

es(1) ⊗ · · · ⊗ es(n),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ìíîæåñòâó S, ñîñòîÿùåìó èç âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, . . . , n} è ej ∈ H.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïîäïðîñòðàíñòâî H⊗
n
s = PsH

⊗n íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðèçîâàííûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì n êîïèé ïðîñòðàíñòâà H.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî:

F (H) = {CΩ} ⊕
+∞⊕
n=1

H⊗
n
s
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íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (áîçîííûì) ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà. Ôèê-
ñèðîâàííûé âåêòîð Ω íàçûâàåòñÿ âàêóóìíûì, ïðîñòðàíñòâî H � îäíî-
÷àñòè÷íûì, à ïðîñòðàíñòâà H⊗

n
s � n-÷àñòè÷íûìè.

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà. Íàøåé öåëüþ òåïåðü áóäåò ïîñòðîåíèå ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà êâàíòîâûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå F (H). Ìîäåëü, êîòîðóþ ìû ïîñòðîèì, áóäåò ñâîäèòñÿ
ê åäèíè÷íîìó îñöèëëÿòîðó, êîãäà dimH = 1. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
äà¼ò àíàëîã êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ F (H).

Îïðåäåëåíèå 7.6. Äëÿ f ∈ H ýëåìåíò e(f) ∈ F (H), îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé

e(f) =

+∞∑
n=0

f⊗
n

√
n!
,

íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåêòîðîì.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ âåêòîðîâ ðàâíî

〈e(f), e(g)〉F (H) = e〈f,g〉H . (7.1)

Ëåììà 7.1. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåêòîðîâ èç
ìíîæåñòâà

{e(f), f ∈ H}

ïëîòíû â F (H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

dn

dtn
(e(tf))|t=0 =

√
n!f⊗

n

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòàðíûõ
òåíçîðîâ âèäà f⊗

n

ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ëþáîé ýëåìåíòàðíûé òåíçîð
èç H⊗

n
s . Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 2 ïîëó÷àåì

f ⊗ g + g ⊗ f = (f + g)⊗ (f + g)− f ⊗ f − g ⊗ g. (7.2)

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n. Äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1. Ðàññìîò-
ðèì ýëåìåíò h, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñèììåòðèçîâàííîå òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå f è g⊗n:

h = f ⊗ g⊗
n

+ g ⊗ f ⊗ g⊗
n−1

+ · · ·+ g⊗
n

⊗ f, (7.3)
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ãäå f, g ∈ H. Óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè èç ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

〈h, u⊗
n+1

〉H⊗n+1 = 0 (7.4)

äëÿ ëþáîãî u ∈ H ñëåäóåò, ÷òî

h = 0.

Çàìåòèì, ÷òî

〈h, u⊗
n+1

〉H⊗n+1 = (n+ 1)〈f, u〉H〈g, u〉nH . (7.5)

Ïîëîæèì u = f , òîãäà èç (7.4) � (7.5) âûòåêàåò 〈g, f〉H = 0 äëÿ âñåõ
f ∈ H, òàê ÷òî g = 0. Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâëÿÿ u = g, ïîëó÷àåì, ÷òî
f = 0. Òåì ñàìûì h = 0.

Â ñèëó ëåììû 7.1 ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð â F (H) äîñòàòî÷íî çà-
äàòü íà ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåêòîðàõ. Ýêñïîíåíöèàëüíûå âåêòîðà îáëà-
äàþò åù¼ îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå íàì ïîòðåáóåòñÿ â äàëü-
íåéøåì.

Ëåììà 7.2. Îòîáðàæåíèå U : F (H ⊕K) → F (H) ⊗ F (K), çàäàííîå
íà ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåêòîðàõ ôîðìóëîé

U(e(f ⊕ g)) = e(f)⊗ e(g), f ∈ H, g ∈ K,

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî U ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

〈e(f1)⊗e(g1), e(f2)⊗e(g2)〉F (H)⊗F (K) = 〈e(f1), e(f2)〉F (H)〈e(g1), e(g2)〉F (K) =

= e〈f1,f2〉H+〈g1,g2〉K , fj ∈ H, gk ∈ K.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈e(f1 ⊕ g1), e(f2 ⊕ g2)〉F (H⊕K) = e〈f1,f2〉H+〈g1,g2〉H ,

fj ∈ H, gk ∈ K.

Äëÿ f ∈ H îïðåäåëèì îïåðàòîð a(f) íà ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåêòîðàõ
ïî ôîðìóëå

a(f)e(g) = 〈f, g〉e(g), g ∈ H. (7.6)
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Èç ôîðìóëû (7.6) ñëåäóåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ
àíàëîãîì êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà. Îïåðàòîð a+(f), ñîïðÿæ¼ííûé ñ a(f), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

〈e(g), a+(f)e(h)〉F (H) = 〈a(f)e(g), e(h)〉 = 〈f, g〉He
〈f,g〉H . (7.7)

Îïåðàòîðû a+(f), a(g), f, g ∈ H íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ â ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå Ôîêà F (H). Ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ ïîëåçíî äëÿ òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ.

Ëåììà 7.3.

a+(f)e(g) =
d

dt
(e(g + tf))|t=0. (7.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

d

dt
〈e(h), e(g + tf)〉F (H) =

d

dt
e〈h,g〉H+t〈h,f〉H = 〈h, f〉He〈h,g〉H+t〈h,f〉H .

Òåîðåìà 7.1. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ a+(f), a(g), f,
g ∈ H, óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíè-
ÿì:

a(f)a+(g)− a+(g)a(f) = 〈f, g〉HI,

a(f)a(g)− a(g)a(f) = 0, a+(f)a+(g)− a+(g)a+(f) = 0, (7.9)

f, g ∈ H.

Çàìå÷àíèå 7.1. Òîæäåñòâà (7.9) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè êîììó-
òàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (7.9). Îñòàëüíûå
äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Çàìåòèì, ÷òî

〈e(v), a+(f)a(g)e(u)〉F (H) = 〈a(f)e(v), a(g)e(u)〉F (H) =

= 〈f, v〉H〈g, u〉He
〈v,u〉H .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ëåììó 7.3, ïîëó÷àåì

〈e(v), a(g)a+(f)e(u)〉F (H) =
d

dt
〈e(v), a(g)e(u+ tf)〉F (H)|t=0 =

=
d

dt

(
〈g, u+ tf〉He〈v,u+tf〉H

)
|t=0 = (〈g, f〉H + 〈g, u〉H〈v, f〉H)e〈v,u〉H .
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7.3. Ðåàëèçàöèÿ âèíåðîâñêîãî è ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññîâ â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà

Íàøåé öåëüþ áóäåò ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðèìåðîâ 7.1
è 7.2 â âèäå ëèíåéíûõ íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â ñèììåòðè÷íîì
ïðîñòðàíñòâå Ôîêà. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíî÷àñòè÷íîå
ïðîñòðàíñòâî Ôîêà H = L2(R). Îáîçíà÷èì

Hst = {Cχ[s,t]}

îäíîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà èíäèêàòîðíóþ
ôóíêöèþ

χ[s,t](x) =

{
1, x ∈ [s, t];
0, x /∈ [s, t].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ôîêà F (Hst) ⊂ F (H). Ââåä¼ì ñåìåéñòâà îïå-
ðàòîðîâ

A+
st = a+(χ[s,t]), Ast = a(χ[s,t]). (7.10)

Ëåììà 7.4. Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ (7.10) îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëå-
íèÿ

F (Hst ⊕H⊥st) ∼= F (Hst)⊗ F (H⊥st)

èìååò âèä

A+
st
∼= A+

st|F (Hst) ⊗ IF (H⊥st)
, Ast ∼= Ast|F (Hst) ⊗ IF (H⊥st)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ
A+
st è Ast íà ýêñïîíåíöèàëüíûå âåêòîðû (7.6) � (7.8) è ëåììû 7.2.

Ïîëîæèì
Qt = A+

0t +A0t.

Òåîðåìà 7.2. Ïàðà (Qt, |Ω〉) îïðåäåëÿåò âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû A+
st è Ast

óäîâëåòâîðÿþò êàíîíè÷åñêîìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ âèäà

[Ast, A
+
st] = (t− s)I.

Åñëè îòîæäåñòâèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â F (Hst) ñ îñíîâíûì
è âîçáóæä¼ííûì ñîñòîÿíèÿìè êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ñîãëàñíî ïðà-
âèëó

|0〉 = |Ω〉, |n〉 =
1√

(t− s)n
χ⊗

n

[s,t],
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ïîëó÷èì, ÷òî îïåðàòîð A+
st + Ast =

√
t− sC, ãäå îïåðàòîð C ðàññìîò-

ðåí â ïðèìåðå 3.4.2.. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà Qt −Qs =
= A+

st+Ast ∈ N (0, t−s) â ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì âàêóóìíûì âåêòî-
ðîì |Ω〉. Êîììóòàòèâíîñòü íàáëþäàåìûõ, âõîäÿùèõ â ïðîöåññ
[Qt, Qs] = 0, ñëåäóåò èç êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
òåîðåìû 7.1. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ïîðîæä¼ííûå Qt1 −Qs1 è Qt2 −Qs2 â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè, íåçà-
âèñèìû. Äëÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåçàâèñèìîñòü ñëåäóåò
èç íåêîððåëèðîâàííîñòè. Çàìåòèì, ÷òî

Covρ(Qt1 −Qs1 , Qt2 −Qs2) = 〈Ω|(A+
s1t1 +As1t1)(A+

s2t2 +As2t2)|Ω〉F (H) =

= 〈A+
s1t1Ω|A+

s2t2Ω〉F (H) = 〈χ[s1,t1], χ[s2,t2]〉H = 0,

åñëè (s1, t1) ∩ (s2, t2) = ∅ â ñîñòîÿíèè ρ = |Ω〉〈Ω|.

Ðàññìîòðèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ:

Λst =
1

t− s
(
A+
stAst

)
, s < t.

Ëåììà 7.5. Äëÿ ëþáîãî âûáîðà s ≤ r ≤ t ñïðàâåäëèâî

Λsr + Λrt = Λst.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ A+
st è Ast ïîëó÷àåì

Λst|Ω〉 = 0,

Λstχ
⊗n
[s,t] = nχ⊗

n

[s,t].

Â ñèëó ëåììû 7.4 ïîëó÷àåì

Λst ∼= Λst|F (Hst) ⊗ IF (H⊥st)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Λst ∼= Λsr|F (Hsr) ⊗ IF (Hrt) ⊗ IF (H⊥st)
+

+ IF (Hsr) ⊗ Λrt|F (Hrt) ⊗ IF (H⊥st)
.

Ôèêñèðóåì λ > 0 è ïîëîæèì

Nt = Λ0t +
√
λQt + λtI.
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Òåîðåìà 7.3. Ïàðà (Nt, |Ω〉) îïðåäåëÿåò ïóàññîíîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ ñ ðàñïðåäåëåíèåì:

Nt −Ns ∈ P(λ(t− s)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 7.5 äëÿ ïðèðàùåíèé Nt ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

Nt −Ns =

(
1√
t− s

A+
st +

√
λ(t− s)I

)(
1√
t− s

Ast +
√
λ(t− s)I

)
.

Òîãäà èç ïðèìåðà 3.4.1. ïîëó÷àåì

Nt −Ns ∈ P(λ(t− s)).

Ïîïàðíàÿ êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ Nt ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.1.
Îñòàëîñü äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïîðîæä¼ííûõ ïðèðàùåíèÿìè Nt1−Ns1 è Nt2−Ns2 â âàêóóìíîì ñîñòîÿ-
íèè äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (s1, t1)∩ (s2, t2) = ∅. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåêîððåëèðîâàííîñòü â ñîñòîÿíèè ρ = |Ω〉〈Ω|.
Çàìåòèì, ÷òî〈

Ω

∣∣∣∣( 1√
t1 − s1

A+
s1t1 +

√
λ(t1 − s1)I

)(
1√

t1 − s1
As1t1 +

√
λ(t1 − s1)I

)
×

×
(

1√
t2 − s2

A+
s2t2 +

√
λ(t2 − s2)I

)(
1√

t2 − s2
As2t2 +

√
λ(t2 − s2)I)

∣∣∣∣Ω〉=

=
(√

λ〈χ[s1,t1]|+ λ(t1 − s1)〈Ω|
)(√

λ|χ[s2,t2]〉+ λ(t2 − s2)|Ω〉
)

=

= λ2(t1 − s1)(t2 − s2)

äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (s1, t1)∩(s2, t2) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî,

Covρ(Nt1 −Ns1 , Nt2 −Ns2) =

= Eρ(Nt1 −Ns1 − λ(t1 − s1), Nt2 −Ns2 − λ(t2 − s2)) = 0.
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Ëåêöèÿ 8

8.1. Òîìîãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé
ìåõàíèêè

Ïîä òîìîãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìû ïî-
íèìàåì íåêîòîðóþ ïðîöåäóðó ïðè êîòîðîé óäà¼òñÿ ïåðåéòè îò îïåðà-
òîðîâ ñîñòîÿíèé è íàáëþäàåìûõ ê ôóíêöèÿì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà
ïåðåìåííûõ. Ðàçðàáîòêà òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâåëî ê
ñîçäàíèþ ñëåäóþùåãî ôîðìàëèçìà [25, 38]. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ U(x) è D(x), çàâèñÿùèõ îò
n-ìåðíîãî âåêòîðà x = (x1, x2, ..., xn) òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïåðàòîðó A
íà H ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

fA(x) = Tr (U(x)A) , (8.1)

íàçûâàåìàÿ åãî ñèìâîëîì, è îïåðàòîð ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî
ñâîåìó ñèìâîëó ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû

A =

∫
D(x)fA(x)dx. (8.2)

Ñåìåéñòâà U(x) è D(x) ïîëó÷èëè íàçâàíèÿ äå-êâàíòèçàòîðà è êâàí-
òèçàòîðà ñîîòâåòñòâåííî.

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H (ñïèíîâàÿ òîìîãðàôèÿ) òàêîé
ïîäõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ìàòåìàòè÷åñêè áåçóïðå÷íî [28]. Ýòîãî
íåëüçÿ ñêàçàòü ïðî áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà ñåìåéñòâà U(x)
è D(x) ôàêòè÷åñêè ñîñòîÿò íå èç îïåðàòîðîâ, à ëèøü îïðåäåëÿþò ëè-
íåéíûå ôîðìû:

A→ Tr(U(x)A), A→ Tr(D(x)A), (8.3)

ñìûñë êîòîðûõ íåîáõîäèìî ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî îáúÿñíÿòü. Ïðè÷èíà
ñëîæíîñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 2.14,
ïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ S1(H) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñîïðÿæåííûì
ê àëãåáðå âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ (B(H)∗ = S1(H). Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â êà÷åñòâå íàáëþ-
äàåìûõ, àëãåáðà íàáëþäàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì
ê ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû íåîãðàíè÷åííûå îïå-
ðàòîðû âõîäèëè â ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàåìûõ A è ïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé S îáëàäàëî ñâîéñòâîì (S)′ = A, ìû äîëæíû âçÿòü íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî â S1(H). Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêîãî ïîäõîäà.
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8.2. Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Â ñëó÷àå dimH < +∞ äå-êâàíòèçàòîð (8.1) è êâàíòèçàòîð (8.2) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H. Èç ñîîòíî-
øåíèé (8.1) è (8.2) òóò æå ñëåäóåò, ÷òî åñëè

fρ(x) = Tr(U(xρ), gA(x) = Tr(D(x)A) (8.4)

äëÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ρ,A ∈ B(H), òîãäà

Tr(ρA) =

∫
gA(x)fρ(x)dx. (8.5)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëó (8.5) ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê äåéñòâèå ôóíê-
öèîíàëà A íà ýëåìåíò ρ, òàê ÷òî îíà îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â êîíå÷-
íîìåðíîì ñëó÷àå B(H)∗ ∼= B(H).

Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû äå-êâàíòèçàòîðîâ è êâàíòèçàòîðîâ äëÿ êîíå÷-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíû â [28, 29]. Ìû íå áóäåì çäåñü èõ âñå
âîñïðîèçâîäèòü è îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì dimH = 2, êî-
ãäà ôîðìóëû âûãëÿäÿò íàèáîëåå ïðîñòî. Ïîëîæèì x := (m,α, β), ãäå
m = ± 1

2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ
âåëè÷èíû ñïèíà ïî íàïðàâëåíèþ, çàäàâàåìîìó óãëàìè Ýéëåðà: α ∈
∈ [0, 2π], β ∈ [0, π]. Òîãäà äå-êâàíòèçàòîð è êâàíòèçàòîð åðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè:

U(x) =
1

2

(
1 0
0 1

)
+m

(
cosβ −eiα sinβ

−e−iα sinβ − cosβ

)
, (8.6)

D(x) = 3U(x)− I. (8.7)

Çäåñü íóæíî ïîëîæèòü∫
dx :=

1/2∑
m=−1/2

1

2π

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sinβ dβ. (8.8)

8.3. Ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè

Îáîçíà÷èì S(Rn) ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, óáûâàþùèõ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè íà áåñ-
êîíå÷íîñòè, ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé äëÿ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü
H = L2(R). Ïðîñòðàíñòâî S(R) ïëîòíî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âñåõ ñòå-
ïåíåé îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû (qψ)(x) = xψ(x) è èìïóëüñà (pψ)(x) =
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= −idψdx (x). Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a† = q−ip√
2

è óíè÷òîæåíèÿ a = q+ip√
2
.

Îïåðàòîð T ∈ B(H) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Øâàðöà [34], åñëè îí
îãðàíè÷åí îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïîëóíîðì:

||T ||n,m,ψ = ||qnpmTψ||, (8.9)

n,m = 0, 1, 2, . . . , ψ ∈ S(R). Îáîçíà÷èì S ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ
Øâàðöà. Â [34] áûëî ïîêàçàíî: äëÿ òîãî ÷òîáû T ∈ S, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí èìåë âèä

(Tψ)(x) =

∫
ρ(x, y)ψ(y)dy, (8.10)

ãäå ÿäðî ρ(·, ·) ∈ S(R2). Ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå
îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ïîëóíîðì (8.9).

Óíèòàðíûå îïåðàòîðû:

W (x, y) = exp(i(xq + yp)) (8.11)

â ïðîñòðàíñòâå H = L2(R) íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè Âåéëÿ. Â êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 8.1 (ôîðìóëà Áåéêåðà�Êýìïáåëëà�Õàóñäîðôà). Ïóñòü [A,B] =
= cI (ïðîïîðöèîíàëåí òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó), òîãäà

exp(A+B) = exp(A) exp(B) exp

(
−1

2
[A,B]

)
.

Çàìå÷àíèå 8.1. Èç ëåììû 8.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

exp(ixq + iyp) = exp(ixq) exp(iyp) exp(ixy/2). (8.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç [A,B] = cI ñëåäóåò

[A,F (B)] = cF ′(B),

÷òî âëå÷¼ò
[A, exp(B)] = c exp(B).

Òîãäà
exp(−B)A exp(B) = A+ cI

è
exp(−B) exp(A) exp(B) = exp(A+ cI) = exp(A) exp(c).
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Â èòîãå
exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) exp([A,B]). (8.13)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ:

Ut = exp(tA) exp(tB) exp

(
− t

2

2

)
. (8.14)

Ïðèìåíÿÿ ê îïåðàòîðàì tB è sA ñîîòíîøåíèå (8.13), ïîëó÷àåì äëÿ
(8.14):

UtUs = Ut+s,

òàê ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (8.14) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè:

dUt
dt

= (A+B)Ut, t ≥ 0, U0 = I. (8.15)

Ðåøåíèåì òîé æå ñèñòåìû (8.15) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ:
exp(t(A+B)), îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä:

Ut = exp(t(A+B)), t ≥ 0.

Ïîäñòàíîâêà t = 1 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëîæèì x = (x, y) è îïðåäåëèì äå-êâàíòèçàòîð ñ ïîìîùüþ îïåðà-
òîðà Âåéëÿ: U(x, y) = W (x, y). Òîãäà ìîæíî ââåñòè ñèìâîë îïåðàòîðà
ρ ∈ S1(H) ïî ôîðìóëå

fWρ (x, y) = Tr(W (x, y)ρ). (8.16)

Â ñëó÷àå ρ ∈ S(H), ñèìâîë (8.16) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ ρ [13]. Ñîîòâåòñòâóþùèé êâàíòèçàòîð äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé [13]:

D(x, y) =
1

2π
W (−x,−y). (8.17)

Ìû áóäåì íàçûâàòü (8.16) âåéëåâñêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé
îïåðàòîðà ρ ∈ S1(H).

Ëåììà 8.2. Ïóñòü ρ ∈ S. Òîãäà âåéëåâñêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ fWρ ∈ S(R2). Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f ∈ S(R2), òîãäà
ïîëó÷åííûé èç íåå ñ ïîìîùüþ êâàíòèçàòîðà îïåðàòîð T ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (8.12) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

W (x, y) = e
i
2xyVxUy, (8.18)
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ãäå
(Vxψ)(z) = eixzψ(z), (Uyψ)(z) = ψ(z + y), (8.19)

ψ ∈ H. Ïîñêîëüêó ρ ∈ S, â ñèëó (8.10) ïîëó÷àåì

fWρ (x, y) = Tr(W (x, y)ρ) =

=

∫
R

e
i
2xyeixtρ(t+ y, t)dt =

∫
R

eixtρ
(
t+

y

2
, t− y

2

)
dt. (8.20)

Ôóíêöèÿ ρ̃(t, y) = ρ(t + y
2 , t −

y
2 ) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà

S(R2). Ñëåäîâàòåëüíî, å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé t òàêæå
ïðèíàäëåæèò S(R2).

Ïóñòü òåïåðü íàîáîðîò: f ∈ S(R2). Ïîëîæèì

T =
1

2π

∫
f(x, y)W (−x,−y)dxdy. (8.21)

Îïðåäåëèì, êàê äåéñòâóåò T íà ôóíêöèþ ψ ∈ H.

(Tψ)(t) =
1

2π

∫ ∫
R2

f(x, y)e−
i
2xye−ix(t−y)ψ(t− y)dxdy =

= − 1

2π

∫
R2

f(x, t− s)e− i
2x(t−s)e−ixsψ(s)dxds =

∫
R

ρ(t, s)ψ(s)ds, (8.22)

ãäå ÿäðî îïåðàòîðà ρ(t, s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ρ(t, s) = − 1

2π

∫
R

e−
i
2 txf(x, t− s)dx. (8.23)

Ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f → ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ
ñäâèãà è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðà-
çîì, ρ ∈ S(R2) è T òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Øâàðöà.

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîðìóëó (8.16),
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

fWρ (x, y) = fWρ (z) = Tr(exp(za† − za)ρ), (8.24)

ãäå

z =
y + ix√

2
. (8.25)
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Â êâàíòîâîé ôèçèêå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè [24]:

fPρ (x, y) = fPρ (z) = Tr(exp(za†) exp(−za)ρ) (8.26)

è
fQρ (x, y) = fQρ (z) = Tr(exp(−za) exp(za†)ρ), (8.27)

íàçûâàåìûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ãëàóáåðà�Ñóäàðøàíà è õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé Õóñèìè. Ôóíêêöèè (8.16), (8.26) è (8.27)
ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

fWρ (z) = fPρ (z)e
−|z|2

2 = fQρ (x)e
|z|2
2 . (8.28)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Ãëàóáåðà�Ñóäàðøàíà è Õóñèìè òàêæå
ìîæíî ñ÷èòàòü ñèìâîëàìè îïåðàòîðà ρ. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (êâàí-
òèçàòîð) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ (8.28) è êâàíòèçàòîðà äëÿ
âåéëåâñêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ââåä¼ì ìíîæåñòâà S±(R2),
ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé ψ±, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

ψ±(x, y) = exp

(
±x

2 + y2

4

)
ψ(x, y),

ãäå ψ ∈ S(R2). Ëåììà 8.2 è (8.28) âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
íèæå.

Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü ρ ∈ S. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
fPρ ∈ S+(R2), fQρ ∈ S−(R2). Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíàäëå-
æèò ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó, òîãäà ïîëó÷åííûé èç íåå ñ ïîìî-
ùüþ êâàíòèçàòîðà îïåðàòîð T ∈ S.

8.4. Ïðåäñòàâëåíèå êâàçèðàñïðåäåëåíèÿìè

Äëÿ âåéëåâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñò-
âî [13]:

1

(2π)2

∫
R2

fWρ (x, y)fWσ (x, y)dxdy = Tr(ρσ), (8.29)

ρ, σ ∈ S. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (8.29) ìîæíî ðàñøèðèòü îòîáðàæå-
íèå ρ→ fWρ ñ S äî S ′. Â ýòîì ñëó÷àå ñèìâîëàìè ïîëèíîìîâ îò îïåðàòî-
ðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà q è p ñòàíóò ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñèíãó-
ëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé δ(n)(x)δ(m)(y) [1]. Ïî-âèäèìîìó, ïîýòîìó
èñòîðè÷åñêè [47, 39] áûë âûáðàí äðóãîé ñèìâîë, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè fW .
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Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F ôóíêöèè f ∈ S(R2):

F (f)(q, p) ≡ f̂(q, p) =
1

(2π)2

∫
R2

e−iqx−ipyf(x, y)dxdy. (8.30)

Ôóíêöèÿ
W (q, p) = f̂Wρ (q, p) (8.31)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âèãíåðà. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïå-
ðåâîäèò S(R2) â ñåáÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.3. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà Wρ ∈ S(R2) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïåðàòîð ρ, ïî êîòîðîìó îíà ïîñòðîåíà, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
Øâàðöà.

Îáîçíà÷èì
Ŝ−(R2) = F (S−(R2)). (8.32)

Ëåììà 8.4. Ýëåìåíòàìè Ŝ−(R2) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ψ, ïðåäñòàâè-
ìûå â âèäå ñâåðòêè:

ψ = ξ0 ? ξ, (8.33)

ãäå ξ0(q, p) = exp(−q2 − p2) è ξ ∈ S(R2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå óìíîæåíèå íà ôóíê-
öèþ ïåðåõîäèò â ñâ¼ðòêó. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

äëÿ f0(x, y) = e−
x2+y2

4 èìååì F (f0)(q, p) = 1
2π e
−q2−p2 .

Ïîëîæèì

α =
q + ip√

2
. (8.34)

Òîãäà ôóíêöèÿ
Qρ(α) = f̂Qρ (q, p) (8.35)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Õóñèìè. Êàê èçâåñòíî,

Qρ(α) =
1

π
(ψα, ρψα). (8.36)

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ Õóñèìè ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäó-
þùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 8.5. Ôóíêöèÿ Õóñèìè Qρ ∈ Ŝ(R2) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïåðàòîð ρ, ïî êîòîðîìó îíà ïîñòðîåíà, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
Øâàðöà.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (8.30) ìîæíî ðàñøèðèòü íå
òîëüêî íà îáîáùåííûå ôóíêöèè ìåäëåííîãî ðîñòà êëàññà S′(R2), íî
è íà ôóíêöèè êëàññà S+(R2). Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ψ+ ∈
∈ S+(R2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé F (ψ+) ∈ Ŝ′−(R2), òàê ÷òî

< F (ψ+), F (ψ−) >:=< ψ+, ψ− >=

∫
R2

ψ+(x, y)ψ−(x, y)dxdy, (8.37)

ãäå ψ± ∈ S±(R2). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé (8.34), ìîæíî îïðåäåëèòü

Pρ(α) = f̂Pρ (q, p), (8.38)

íàçûâàåìóþ P -ôóíêöèåé Ãëàóáåðà�Ñóäàðøàíà. Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâà-
ëÿ ñëåäóåò, ÷òî ∫

C

Pρ(α)Qσ(α)d2α = Tr(ρσ) (8.39)

äëÿ äâóõ ρ, σ ∈ S. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà:

ρ =

∫
C

Pρ(α)|ψα >< ψα|d2α. (8.40)

8.5. Ïðåäñòàâëåíèå îïòè÷åñêèìè òîìîãðàììàìè
è äóàëüíîå ê íåìó

Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà [21] òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ Øâàðöà. Èñïîëüçóÿ ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà (8.10) ìîæíî âûðàçèòü îïòè÷åñêóþ òîìîãðàììó â âèäå [17]:

ωρ(x, ϕ) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

eis(t cosϕ−x)ρ

(
t− s sinϕ

2
, t+

s sinϕ

2

)
dtds. (8.41)

Åñëè îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå

Ωρ(x, ϕ) =

+∞∫
0

+∞∫
−∞

tei(x+t sinϕ)sρ

(
t− s sinϕ

2
, t+

s sinϕ

2

)
dtds, (8.42)

ïîëó÷èì [17]:

2π∫
0

+∞∫
0

Ωρ(x, ϕ)ωσ(x, ϕ)dxdϕ = Tr(ρσ), (8.43)
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ãäå ρ, σ ∈ S. Îïòè÷åñêèé òîìîãðàôè÷åñêèé ñèìâîë îáëàäàåò ñâîéñò-
âîì: ωρ(−x, ϕ) := ωρ(x, ϕ+π). Îáîçíà÷èì Sopt îáðàç S(R2) ïðè îòîáðà-
æåíèè (8.41). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [17]:

Òåîðåìà 8.1. Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Sopt îáëàäàåþò ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

(i) ωρ(·, ϕ) ∈ S(R) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ϕ ∈ [0, 2π];
(ii) ωρ(x, ·) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R.
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Ëåêöèÿ 9

9.1. Êâàíòîâûå äèíàìè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ : B(H)→ B(H), çàäàííîå íà àë-
ãåáðå âñåõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ B(H) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H:

� îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
A > 0 âûïîëíåíî Φ (A) > 0;

� îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ n-ïîëîæèòåëüíûì, åñëè

Φ⊗ idn : B(H)⊗Mn (C)→ B(H)⊗Mn (C)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì;

� îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì, åñëè îíî
n-ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî n.

Òî, ÷òî äëÿ íåêîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíîñòü îòëè÷àåòñÿ
îò n-ïîëîæèòåëüíîñòè, çàìåòèë Â.Ô.Ñòàéíñïðèíã, êîòîðîìó è ïðèíàä-
ëåæèò îïðåäåëåíèå ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 9.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå Φ : B (H) → B (H)
áûëî âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ
ëþáîãî âûáîðà Yj ∈ B(H) è ξj ∈ H âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:∑

j,k

〈
ξj ,Φ(Y ∗j Yk)ξk

〉
≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Φ⊗ id : B (H)⊗B (K)→ B (H)⊗
⊗B (K), ãäå dimK = n, � ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü äëÿ
ëþáîãîX ∈ B (H)⊗B (K), òàêîãî ÷òîX > 0, âûïîëíåíî (Φ⊗ id) (X) >
> 0. Ïîëîæèì

X =

 X11 . . . X1n

. . . . . . . . .
Xn1 . . . Xnn

 , (9.1)

ãäå Xij ∈ B (H). Òîãäà

(Φ⊗ id) (X) =

 Φ (X11) . . . Φ (X1n)
. . . . . . . . .

Φ (Xn1) . . . Φ (Xnn)

 . (9.2)
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Ïóñòü ξ = (f1, . . . , fn)
T ∈ H ⊗K, ãäå fj ∈ H. Èç óñëîâèÿ

(Φ⊗ id) (X) > 0

ñëåäóåò
〈ξ, (Φ⊗ id) (X) ξ〉 ≥ 0, (9.3)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ∑
i,j

〈fi, Φ (Y ∗i Yj) fj〉 ≥ 0, (9.4)

ïîñêîëüêó äëÿ X > 0 ñóùåñòâóåò íàáîð îïåðàòîðîâ {Yi} òàêîé, ÷òî

X =

 Y ∗1
...
Y ∗n

( Y1 . . . Yn
)
. (9.5)

Ïðèìåð 9.1. Îòîáðàæåíèå Φ (X) = XT ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì,
íî íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûì, ïîñêîëüêó ýëåìåíò

X =


(

0 0
0 1

2

) (
0 0
1
2 0

)
(

0 1
2

0 0

) (
1
2 0
0 0

)
 > 0 (9.6)

ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì Φ â

Φ (X) =


(

0 0
0 1

2

) (
0 1

2
0 0

)
(

0 0
1
2 0

) (
1
2 0
0 0

)
 6> 0. (9.7)

Óòâåðæäåíèå 9.1. Ïóñòü dimH = n <∞, òîãäà ïîëíàÿ ïîëîæèòåëü-
íîñòü ýêâèâàëåíòíà n-ïîëîæèòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíûì, åñëè îíî
ñîõðàíÿåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð

Φ (I) = I.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå π : B(H)→ B(K) íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì B(H) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå K, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ∗-ìîðôèçìîì, òî åñòü

π(A∗) = (π(A))∗, π(AB) = π(A)π(B),

äëÿ âñåõ A,B ∈ B(H).
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Òåîðåìà 9.2 (Ñòàéíñïðèíã [44]). Îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ïîëîæèòåëüíûì è óíèòàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóþò èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå V : H ↪→ K è ïðåäñòàâëåíèå
π : B(H)→ B(K) òàêèå, ÷òî

Φ (A) = V ∗π (A)V, (9.8)

ãäå ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå V ∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

〈V f, ξ〉K = 〈f, V ∗ξ〉H . (9.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ïàð (f, A), ãäå f ∈ H,
A ∈ B (H), äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ

〈(f, A) , (g, B)〉K
def
= 〈f, Φ (A∗B) g〉H , (9.10)

ëèíåéíóþ ïî âòîðîìó è àíòèëèíåéíóþ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòàì. Ïîïîë-
íÿÿ {(f, A)} ïî íîðìå, îïðåäåëåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (9.10),
ïîëó÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî K. Îïðåäåëèì âëîæåíèå V : f 7→
7→ (f, I) è ïðåäñòàâëåíèå π (A) : (f, B) 7→ (f, AB).

Ñëåäñòâèå 9.1. Äëÿ ëþáîãî âïîëíå ïîëîæèòåëüíîãî óíèòàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ Φ : B(H) → B(H) íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
Vj ∈ B(H) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Φ(A) =
∑
j

V ∗j AVj ,
∑
j

V ∗j Vj = I. (9.11)

Çàìå÷àíèå 9.1. Ïðåäñòàâëåíèå (9.11) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
Êðàóñà, à îïåðàòîðû (Vj) � îïåðàòîðàìè Êðàóñà. Ïðåäñòàâëåíèå Êðà-
óñà íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî îïåðàòî-
ðîâ Êðàóñà â (9.11) äëÿ çàäàííîãî Φ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ×îÿ (M.D.Choi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V è π � îïåðàòîð èçîìåòðè÷åñêîãî âëîæå-
íèÿ è ïðåäñòàâëåíèå, îïðåäåë¼ííûå â òåîðåìå Ñòàéíñïðèíãà. Èç òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî H0, dimH0 ≥ 0, ÷òî π ' π̃, ãäå π̃ � ïðåäñòàâëåíèå B(H) â
B(H ⊗H0) âèäà π̃(A) = A⊗ I. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Vj ôîðìóëîé

〈f, Vjg〉H
def
= 〈f ⊗ ej , V g〉H⊗H0

, (9.12)
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ãäå {ej} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H0. Òîãäà

Φ(A) =

dimH0∑
j=1

V ∗j AVj , A ∈ B(H).

Îïðåäåëåíèå 9.3. Îòîáðàæåíèå Φ∗ : S(H)→ S(H) íàçûâàåòñÿ ïðåä-
ñîïðÿæåííûì ê îòîáðàæåíèþ Φ : B(H)→ B(H), åñëè

Tr (Φ∗ (ρ)A) = Tr (ρΦ (A)) , (9.13)

ãäå ρ ∈ S (H), A ∈ B (H).

Îïðåäåëåíèå 9.4. Îòîáðàæåíèå Φ∗ íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì êàíàëîì,
åñëè Φ � âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå óíèòàëüíîå îòîáðàæåíèå.

Çàìå÷àíèå 9.2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå Φ∗ íà âñþ
àëãåáðó îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ B (H).

Çàìå÷àíèå 9.3. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Êðàóñà (9.11) äëÿ Φ íåìåäëåííî
âûòåêàåò, ÷òî

Φ∗(ρ) =
∑
j

VjρV
∗
j , ρ ∈ S(H).

9.2. Äåôàçèðóþùèå êàíàëû

Â ýòîì ïóíêòå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû [14, 2].

Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïóñòü {ej} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Äå-
ôàçèðóþùèì íàçûâàåòñÿ êàíàë

Φ (|en〉 〈em|) = λ (n, m) |en〉 〈em| , (9.14)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) λ (n, n) = 1 (ñîõðàíåíèå ñëåäà);

2)
∑
n,m

λ (n, m) cncm ≥ 0, cn ∈ C (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü).

Îïðåäåëåíèå 9.6. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x, y ∈ R îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå |x〉 〈y| : C(R)× C(R)→ C ïî ôîðìóëå

〈f |x〉 〈y|g〉 def= f (x)g (y) , (9.15)

òî åñòü |x〉 〈y| îòîáðàæàåò êàæäóþ ïàðó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f, g ∈
∈ C(R) â êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì îòîáðàæåíèå ëèíåéíî ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó è àíòèëèíåéíî ïî ïåðâîìó.
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Ïóñòü H = L2(R). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà�Ôðåøå, äëÿ ëþ-
áîãî îïåðàòîðà A ∈ B(H) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ρA(x, y), ÷òî

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ρA (x, y) f (x)f (y) dxdy = 〈f, Ag〉 . (9.16)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 9.6 ìîæíî ïåðåïèñàòü (9.16) â âèäå

A =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ρA (x, y) |x〉 〈y| dxdy. (9.17)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Φ (|x〉 〈y|) = λ (x, y) |x〉 〈y| , (9.18)

ïîíèìàÿ åãî â òîì ñìûñëå, ÷òî

〈f, Φ (|x〉 〈y|) g〉 =

+∞∫∫
−∞

λ (x, y) f (x)g (y) dxdy, (9.19)

ãäå f, g ∈ H. Òîãäà

Φ (A) =

+∞∫∫
−∞

ρA (x, y)λ (x, y) |x〉 〈y| dxdy. (9.20)

Îïðåäåëåíèå 9.7. Îòîáðàæåíèå (9.20) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííûì äå-
ôàçèðóþùèì êàíàëîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) λ (x, x) = 1 (ñîõðàíåíèå ñëåäà);

2)
∫∫

λ (x, y) c (x)c (y) dxdy ≥ 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü).

Îïðåäåëåíèå 9.8. Êàíàëû, äåìïôèðóþùèìè ôàçó, íàçûâàþòñÿ äå-
ôàçèðóþùèìè êàíàëàìè (9.14), äëÿ êîòîðûõ

λ (n, m) = λ (n−m) , λ (−n) = λ (n).

Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå êàíàëû, äåìïôèðóþùèå ôàçó, íàçûâàþòñÿ îáîá-
ù¼ííûìè äåôàçèðóþùèìè êàíàëàìè (9.20) äëÿ êîòîðûõ

λ (x, y) = λ (x− y) , λ (−x) = λ (x).
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Îïðåäåëåíèå 9.9. Ïóñòü G �ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.
Òîãäà ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Ĝ, äóàëüíàÿ ê G, ñîñòî-
èò èç îòîáðàæåíèé c : G → C, íàçûâàåìûõ õàðàêòåðàìè, òàêèõ, ÷òî
c(gh) = c(g)c(h), g, h ∈ G.

Òåîðåìà 9.3 (Ñ. Áîõíåð [11]). Ïóñòü λ : G→ C � ôóíêöèÿ íà ëîêàëü-
íî êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1)
∫
G

∫
G

λ (x− y) c (x)c (y) dµ (x) dµ (y) > 0, ãäå µ � ìåðà Õààðà íà ãðóï-

ïå G;

2) λ (−x) = λ (x), λ (0) = 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðà ν íà äóàëüíîé ãðóïïå Ĝ òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
λ èìååò âèä

λ (g) =

∫
Ĝ

〈h, g〉 dν (h) . (9.21)

Ðàññìîòðèì, êàê ðàáîòàåò òåîðåìà Áîõíåðà â òð¼õ âàæíûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ.

� dimH = N < +∞, G = ZN . Òîãäà Ĝ = ZN è

λ (n) =

N−1∑
k=0

exp

(
2πnki

N

)
πk, (9.22)

ãäå πk ≥ 0,
N−1∑
k=0

πk = 1 � íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Ïîëîæèì π1 = 1 (è âñå îñòàëüíûå � íóëè). Òîãäà

λ (n) = exp

(
2πni

N

)
. (9.23)

Ðàññìîòðèì êàíàë, äåìïôèðóþùèé ôàçó, îïðåäåë¼ííûé (9.23):

Φ (|en〉 〈em|) = exp

(
2π (n−m) i

N

)
|en〉 〈em| . (9.24)

Êàíàë Φ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ (ρ) =

N−1∑
k=0

πkU
kρU−k, (9.25)

ãäå

U |en〉 = exp

(
2πni

N

)
|en〉 .
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� dimH = +∞, G = Z. Òîãäà Ĝ = T = [0, 2π] è

λ (n) =

∫
T

exp (nti) dν (t) , (9.26)

ãäå ν � íåêîòîðàÿ ìåðà íà T. Ðàññìîòðèì êàíàë, äåìïôèðóþùèé
ôàçó, îïðåäåë¼ííûé (9.26). Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

Φ (ρ) =

∫
T

UtρU
∗
t dν (t) , (9.27)

ãäå
Ut |en〉 = exp (nti) |en〉 .

� dimH = +∞, G = R. Òîãäà Ĝ = R è

λ(x) =

∫
R

exp(itx)dν(t), (9.28)

ãäå ν � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R. Ðàññìîòðèì êàíàë,
äåìïôèðóþùèé ôàçó, îïðåäåë¼ííûé (9.28). Äëÿ íåãî ñïðàâåäëè-
âî ïðåäñòàâëåíèå:

Φ(ρ) =

∫
R

UtρU
∗
t dν(t), (9.29)

ãäå
(Utf)(x) = exp(itx)f(x), f ∈ H.
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Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ çàíÿòèé âñåì ðåêîìåíäóþ èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñà
http://arxiv.org, ãäå â ðàçäåëå ¾quant-ph¿ âûêëàäûâàþòñÿ âñå çíà÷è-
ìûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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