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Ïðåäèñëîâèå

Ýòî ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé ïî êóð-
ñó àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ
àâòîðîì íà ôàêóëüòåòå îáùåé è ïðèêëàäíîé ôèçèêè ÌÔÒÈ ñ 2007
ãîäà.

Ïî òðàäèöèè, ñëîæèâøåéñÿ íà Ôèçòåõå, ìàòðèöû è ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àþòñÿ äî ââåäåíèÿ àáñòðàêò-
íûõ ïîíÿòèé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ïðè äàëüíåéøåì îñâîåíèè àáñòðàêòíûõ ïîíÿòèé ìàòðèöû, íàðÿäó
ñ íàãëÿäíîé ãåîìåòðèåé, ñòàíîâÿòñÿ èñòî÷íèêîì ìîòèâèðîâîê è ïðè-
ìåðîâ. Òàêàÿ ìåòîäèêà ïðåïîäàâàíèÿ îòðàæåíà â ýòîì èçäàíèè.

Èçëîæåíèå â îñíîâíîì òåêñòå âåäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêîé è îñ-
íîâàìè òåîðèè ìíîæåñòâ (íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ñîáðàíû
â ïðèëîæåíèè). Îñíîâíîé òåêñò ñíàáæåí ñíîñêàìè-êîììåíòàðèÿìè,
ìíîãèå èç êîòîðûõ äàíû ñ öåëüþ ñâÿçàòü èçëàãàåìûé ôðàãìåíò òåî-
ðèè ñ äðóãèìè ñþæåòàìè èç àëãåáðû è ãåîìåòðèè.

Â òåêñòå ñèìâîëàìè ◃ è � îòìå÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî è
êîíåö äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ïðåäëîæåíèé è ëåìì). Â
ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè A ⇔ B óñëîâèé A è B ñèì-
âîëû ⇒ è ⇐ îáîçíà÷àþò íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäñòâèé A ⇒ B è B ⇒ A. Êóðñèâîì âûäåëÿþòñÿ ôîðìóëèðîâêè
óòâåðæäåíèé, à òàêæå îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ.

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîèì ó÷èòåëÿì è êîëëåãàì èç ÌÃÓ èÌÔÒÈ, â
ïðîöåññå ðàáîòû ñ êîòîðûìè ñêëàäûâàëèñü ïîíèìàíèå ìàòåìàòèêè è
ñòèëü åå ïðåïîäàâàíèÿ. Òàêæå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì
ñëóøàòåëÿì � èíòåðåñ ê ïðåäìåòó è óâëå÷åííîñòü ìíîãèõ ñòóäåíòîâ
ÌÔÒÈ ñïîñîáñòâîâàëè ðàáîòå íàä ýòèì èçäàíèåì.

Äîöåíò ÌÔÒÈ
Ï. Êîæåâíèêîâ
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Ââåäåíèå

Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n. Ìàòðèöåé ðàçìåðà m× n
áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç mn äåéñòâèòåëüíûõ1 ÷èñåë
� ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, çàïèñàííûé â âèäå òàáëèöû ñ m ñòðîêàìè è
n ñòîëáöàìè.

Ìíîæåñòâî ìàòðèö (ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè) ðàçìåðà m× n
áóäåì îáîçíà÷àòü2 Mm×n. Ìàòðèöû ðàçìåðà 1× 1 èíîãäà ïîçâîëèì
ñåáå îòîæäåñòâëÿòü ñ ÷èñëàìè.3

Ìàòðèöà A ∈ Mm×n ñ ýëåìåíòàìè aij , ãäå i = 1, 2, . . . ,m, j =
= 1, 2, . . . , n, âûãëÿäèò òàê:

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn

 . (1)

Êîðîòêî ïèøåì A = (aij). Ñòðîêó ñ íîìåðîì i áóäåì îáîçíà÷àòü ai •:
ai• =

(
ai1 ai2 . . . ain

)
. Ñòîëáåö ñ íîìåðîì j áóäåì îáîçíà÷àòü a•j :

a•j =


a1j
a2j
...

amj

. Ñòðîêè è ñòîëáöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû ðàç-

ìåðà 1×n èm×1: ai• ∈ M1×n, a•j ∈ Mm×1. Ñòðîêè è ñòîëáöû èíîãäà

1Èçëàãàåìàÿ çäåñü òåîðèÿ îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé äëÿ ìàòðèö ñ ðàöèîíàëü-
íûìè èëè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, èëè ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîãî
ïîëÿ K. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íå
÷èñëà, à äðóãèå îáúåêòû � íàïðèìåð âåêòîðû, èëè äàæå íåêîòîðûå îòîáðàæå-
íèÿ. Âñòðå÷àþòñÿ è òàê íàçûâàåìûå áëî÷íûå ìàòðèöû � ìàòðèöû, ýëåìåíòû
êîòîðûõ ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè.

2Âî ìíîãèõ êíèãàõ äëÿ ìíîæåñòâà ìàòðèö ðàçìåðà m × n ñ ýëåìåíòàìè èç
ïîëÿ (èëè êîëüöà) K ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå Matm×n(K).

3Êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâî Mm×n åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ Rmn (èçîìîðôíî Rmn).
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íàçûâàþò âåêòîðàìè-ñòðîêàìè è âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè. Äëÿ ìàò-

ðèöû (1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòðî÷íóþ çàïèñü A =


a1 •
a2 •
...

am •

, èëè
ñòîëáöîâóþ çàïèñü A =

(
a•1 a•2 · · · a•n

)
.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû A, íàõîäÿùèåñÿ íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ
ñòðîê ai1 •, ai2 •, . . . , aik • (1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 m) è íåêîòîðûõ
ñòîëáöîâ a•j1 , a•j2 , . . . , a•jl (1 6 j1 < j2 < . . . < jl 6 n), îáðàçóþò
ïîäìàòðèöó (ðàçìåðà k × l):

ai1j1 ai1j2 . . . ai1jl
ai2j1 ai2j2 . . . ai2jl
...

...
. . .

...
aikj1 aikj2 . . . aikjl

 .

Â ÷àñòíîñòè, ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ åå ïîäìàòðèöà-
ìè.4 Ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìàòðèöû òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîä-
ìàòðèöåé ðàçìåðà 1× 1.

Åñëè m = n, òî ìàòðèöà A ∈ Mm×n íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé,
÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû.

Â ìàòðèöå A = (aij) ∈ Mm×n ýëåìåíòû a11, a22, . . . , akk, ãäå
k = min{m,n}, íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, îíè îáðàçóþò ãëàâíóþ
äèàãîíàëü.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ âåðõíå-
òðåóãîëüíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ 1 6 j < i 6 n âûïîëíåíî aij = 0.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàòðèöà âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, åñëè âñå åå ýëåìåíòû ïîä
ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íèæ-
íåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû êàê êâàäðàòíûå ìàòðèöû, â êîòîðûõ âñå
ýëåìåíòû íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ðàâíû íóëþ. Êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà A = (aij) ∈ Mn×n íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè ïðè i ̸= j
âûïîëíåíî aij = 0. Òàêèì îáðàçîì, â äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå âñå
ýëåìåíòû âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè íóëåâûå. Äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

4Èíîãäà ïîäìàòðèöó k× l íàçûâàþò ìèíîðîì k× l, õîòÿ ÷àùå ìèíîðîì íàçû-
âàþò îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ïîäìàòðèöû.



10 λ1 0 ··· 0
0 λ2 ··· 0

...
...
. . .

...
0 0 ··· λn

, ó êîòîðîé aii = λi äëÿ i = 1, 2, . . . , n, îáîçíà÷àåì

diag(λ1, λ2, . . . , λn). Ìàòðèöà diag(λ, λ, . . . , λ) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé,
à ìàòðèöà diag(1, 1, . . . , 1) � åäèíè÷íîé. Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿä-
êà n áóäåì îáîçíà÷àòü En èëè E, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñåí åå ïîðÿäîê.

Ìàòðèöû A = (aij) ∈ Mm×n è B = (bij) ∈ Mk×l ñ÷èòàþòñÿ
ðàâíûìè (ïèøåì A = B), åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðû, è
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ ó íèõ ðàâíûå ýëåìåíòû (òî åñòü k = m,
l = n è aij = bij äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n).

Â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ íàì âñòðåòÿòñÿ íàáîðû, èëè ñè-
ñòåìû ìàòðèö (â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòðîê è âåêòîðîâ-
ñòîëáöîâ).5 Åñëè â êîíå÷íîé ñèñòåìå ìàòðèö çàôèêñèðîâàí ïîðÿäîê,
â êîòîðîì îíè ïåðå÷èñëÿþòñÿ, òî ãîâîðÿò îá óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå
ìàòðèö.

§ 1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè,
òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî

Ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü, ìàòðèöó ìîæ-
íî óìíîæàòü íà ÷èñëî. Ýòè îïåðàöèè îïðåäåëåíû ñàìûì åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì � "ïîêîìïîíåíòíî".

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A,B ∈ Mm×n, A = (aij), B =
= (bij). Ìàòðèöà (cij) ∈ Mm×n íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö A è B,
åñëè cij = aij + bij äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ∈ Mm×n, A = (aij), è ÷èñëî
λ ∈ R. Ìàòðèöà (dij) ∈ Mm×n íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû
A íà ÷èñëî λ, åñëè dij = λaij äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

5Îòëè÷èå ñèñòåìû (íàáîðà) îò ìíîæåñòâà â òîì, ÷òî â íåé îäèí ýëåìåíò ìî-
æåò ñîäåðæàòüñÿ â íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðàõ. Àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ïîäìíîæåñòâà
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîäñèñòåìû (ïîäíàáîðà). Ìîæíî ãîâîðèòü îá îïåðàöèÿõ îáú-
åäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñèñòåì.



11

Ñóììó ìàòðèö A è B îáîçíà÷èì A+B, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A
íà ÷èñëî λ îáîçíà÷èì λA.

Îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ ïàðå ìàòðèö A è B ìàòðèöó A+B,
áóäåì íàçûâàòü ñëîæåíèåì, à îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ ìàòðèöå
A ïðîèçâåäåíèå A íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî λ, áóäåì íàçûâàòü óìíî-
æåíèåì 6 íà ÷èñëî λ.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà èç Mm×n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0,
íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé.

Íóëåâûå ìàòðèöû îáû÷íî îáîçíà÷àþò O.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà (−1)A íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé äëÿ
ìàòðèöû A.

Ìàòðèöó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äëÿ ìàòðèöû A, îáîçíà÷àåì −A.
Ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ, òî åñòü ãîâîðèòü î ðàçíîñòè

ìàòðèö, ïîëàãàÿ A−B = A+ (−B).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. ∀ A,B,C ∈ Mm×n, ∀ λ, µ ∈ R âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà:7

1) (A+B) + C = A+ (B + C);
2) A+B = B +A;
3) A+O = A (çäåñü O ∈ Mm×n � íóëåâàÿ ìàòðèöà);
4) A+ (−A) = O;
5) (λ+ µ)A = λA+ µA;
6) λ(A+B) = λA+ λB;
7) 1 ·A = A;
8) (λµ)A = λ(µA).

◃ Âñå ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ëåãêî âûòåêàþò èç ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñâîéñòâ äëÿ ÷èñåë � òàê êàê îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî âûïîëíÿþòñÿ "ïîêîìïîíåíòíî". �

6Áîëåå òî÷íî, ñëîæåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå ψ : Mm×n × Mm×n → Mm×n,
ïðè êîòîðîì ψ(A,B) = A + B, à óìíîæåíèå íà λ � îòîáðàæåíèå δλ : Mm×n →
→ Mm×n, ïðè êîòîðîì δλ(A) = λA.

7Çíàêîìûå ñ íà÷àëàìè ëèíåéíîé àëãåáðû ëåãêî ïåðåôîðìóëèðóþò ýòî ïðåä-
ëîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî Mm×n ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Ñâîéñòâà 1) è 2) íàçûâàþòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ è êîììóòàòèâíîñòüþ ñëîæå-
íèÿ, 5) è 6) � ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòè, èëè äèñòðèáóòèâíîñòè.
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Ñëåäñòâèå. ∀ A,B ∈ Mm×n, ∀ λ, µ ∈ R âûïîëíåíî:

1) 0 ·A = λ ·O = O;

2) −(λA) = (−λ)A = λ(−A);

3) (λ− µ)A = λA− µA;

4) λ(A−B) = λA− λB.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A1, A2, . . . , Ak ∈ Mm×n, λ1, λ2, . . . , λk ∈ R.

Ñóììà
k∑

i=1

λiAi íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìàòðèö A1, A2, . . .

. . . , Ak ñ êîýôôèöèåíòàìè λ1, λ2, . . . , λk.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ â ñóììå
k∑

i=1

λiAi íå ðà-

âåí 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåòðèâèàëüíàÿ. ßñíî,
÷òî òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå. Åñ-
ëè ìàòðèöà B ∈ Mm×n ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö

8 A1, A2,
. . . , Ak, ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà B ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî A1, A2, . . . , Ak,
èëè ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç A1, A2, . . . , Ak.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ñèñòåìà ìàòðèö èç Mm×n. Ìíîæåñòâî
ìàòðèö èç Mm×n, êîòîðûå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî
(êîíå÷íîå ÷èñëî) ìàòðèö èç A, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñè-
ñòåìû A.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà9 ñèñòåìû A îáîçíà÷àåòñÿ ⟨A⟩. Â ÷àñòíîñòè,
⟨A1, A2, . . . , Ak⟩ � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîé ñèñòåìû ìàòðèö A1,
A2, . . . , Ak.

8Ñâîéñòâà èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî â ñóììå
k∑

i=1
λiAi

ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

9Â òåðìèíàõ ëèíåéíîé àëãåáðû ⟨A⟩ � ýòî íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû èçA. Ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü

⟨A⟩ =
{

k∑
i=1

λiAi

∣∣ k ∈ N, A1, A2, . . . , Ak ∈ A, λ1, λ2, . . . , λk ∈ R

}
.
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Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ B ∈ ⟨A⟩ ⇔ B ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
íåñêîëüêî ìàòðèö èç A. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ⟨∅⟩ = O. ßñíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Mm×n âûïîëíåíî A ⊂ ⟨A⟩. Òàêæå ïî-
íÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ìàòðèö A âûïîëíåíî O ∈ ⟨A⟩.

Òðàíñïîíèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ∈ Mm×n, A = (aij). Ìàòðè-
öà (bij) ∈ Mn×m íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå A, åñëè
bij = aji äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.

Ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê A, áóäåì îáîçíà÷àòü AT .
Îïåðàöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîé ìàòðèöå A ìàòðèöó AT , áó-

äåì íàçûâàòü òðàíñïîíèðîâàíèåì.10

Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü òðàíñïîíèðîâàíèå íàãëÿäíî: ýòî ñèììåò-
ðèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñòîëáöû ìàòðèöû AT � ýòî

òðàíñïîíèðîâàííûå ñòðîêè ìàòðèöû A, òî åñòü åñëè A =


a1 •
a2 •
...

am •

, òî
AT =

(
aT1 • aT2 • . . . aTm •

)
.11

Ïðåäëîæåíèå 1.2. ∀ A,B ∈ Mm×n, ∀ λ ∈ R âûïîëíåíî: 12

1) (AT )T = A;
2) (A+B)T = AT +BT

3) (λA)T = λAT .

◃ Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.13 �

10Ãîâîðÿ áîëåå òî÷íî, òðàíñïîíèðîâàíèå � ýòî îòîáðàæåíèå (î÷åâèäíî, áèåê-
òèâíîå) φ : Mm×n → Mn×m, ïðè êîòîðîì φ(A) = AT .

11Ïî ýòîìó ïðàâèëó óäîáíî âûïèñûâàòü ìàòðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê äàí-
íîé.

12Ñâîéñòâà 2) è 3) îçíà÷àþò, ÷òî îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ëèíåéíà.
13Ñâîéñòâî 1) î÷åâèäíî. Äëÿ 2) è 3) ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîâåðêó:

2) Ïóñòü A = (aij), B = (bij), A
T = (cij), B

T = (dij), A + B = S = (sij),
ST = (rij). Òîãäà rij = sji = aji + bji = cij + dij , ÷òî è òðåáóåòñÿ.
3) Ïóñòü A = (aij), λA = B = (bij), B

T = (cij), A
T = (dij). Òîãäà cij = bji =

= λaji = λdij .
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå A+ 3BT , ãäå A =

(
4 −2 0
2 −5 −1

)
, B =

−3 3
2 −6
1 7

.
2. Óêàæèòå íåêîòîðóþ ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ ìàòðèö A1, A2, A3,

A4 ∈ M2×2 òàêóþ, ÷òî ⟨A1, A2, A3, A4⟩ = M2×2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ñòðîê {(x1, x2, x3, x4) |x1 + x2 + x3 +
+ x4 = 0} ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñòðîê (−1, 1, 0, 0),
(−1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1).

4. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ñòîëáöîâ èç Mn×1. Äîêàæè-
òå, ÷òî ⟨⟨A⟩⟩ = ⟨A⟩.

5. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè
AT = A, è êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè AT = −A. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì â âèäå ñóììû B + C, ãäå B � ñèììåòðè÷åñêàÿ, à C �
êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöû.

§ 2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è ðàíã

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïóíêòàõ ðå÷ü ïîéäåò î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
è ðàíãå äëÿ ñèñòåì âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ. Âñå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäå-
íèÿ áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòðîê.14

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak èç Mm×1 íàçûâà-
åòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ðàâíà O, è ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

14Âñå îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, è âîîáùå äëÿ ñè-
ñòåì ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ âåêòîðîâ ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èìååò ñëå-
äóþùèé ñìûñë: ñèñòåìà èç äâóõ âåêòîðîâ a1,a2 ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ a1 è a2

êîëëèíåàðíû; ñèñòåìà èç òðåõ âåêòîðîâ a1,a2,a3 ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ a1,a2,a3

êîìïëàíàðíû.
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Ïîëàãàþò, ÷òî ïóñòàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà � ôîðìàëüíî ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ñèñòåìà ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak ∈ Mm×1

(k > 2) ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ ñðåäè ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak íàéäåò-
ñÿ ñòîëáåö, êîòîðûé ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

◃ ⇒ Ïóñòü
k∑

i=1

λiAi = O, è íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, ñêà-

æåì, λk ̸= 0. Òîãäà ïîäåëèì ðàâåíñòâî íà −λk è ïåðåíåñåì Ak â

äðóãóþ ÷àñòü; ïîëó÷èì Ak =
k−1∑
i=1

µiAi, ãäå µi = − λi

λk
, i = 1, 2, . . .

. . . , k − 1.
⇐ Ïóñòü, ñêàæåì, Ak ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòîëáöàì A1, A2, . . . ,

Ak−1: Ak =
k−1∑
i=1

µiAi. Òîãäà
k−1∑
i=1

µiAi−Ak � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ O. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. 1) Åñëè â ñèñòåìå A1, A2, . . . , Ak ∈ Mm×1

íåêîòîðàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåé-
íî çàâèñèìà.

2) Ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà.

◃ 1) Ïóñòü, ñêàæåì, äëÿ ñèñòåìû ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak åå
ïîäñèñòåìà A1, A2, . . . , As (s 6 k) ëèíåéíî çàâèñèìà, è íåêîòî-

ðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
s∑

i=1

µiAi ðàâíà O. Òîãäà

s∑
i=1

µiAi + 0 ·As+1 + . . .+ 0 ·Ak � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ, ðàâíàÿ O.
2) Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ 1). �

Ñëåäñòâèå. 1) Ñèñòåìà ñòîëáöîâ èç Mm×1, ñîäåðæàùàÿ O, ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.

2) Ñèñòåìà ñòîëáöîâ èç Mm×1, ñîäåðæàùàÿ äâà îäèíàêîâûõ
ñòîëáöà, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.
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Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü äàíû ñòîëáåö B ∈ Mm×1 è ëèíåéíî

íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà A1, A2, . . . , Ak ∈ Mm×1. Åñëè B =
k∑

i=1

λiAi,

òî êîýôôèöèåíòû λ1, λ2, . . . , λk îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

◃ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ðàçëîæåí ïî ñòîëáöàì A1, A2, . . . , Ak åùå

êàêèì-òî ñïîñîáîì: B =
k∑

i=1

µiAi. Âû÷èòàÿ èç îäíîãî ðàçëîæåíèÿ

äðóãîå, ïîëó÷àåì
k∑

i=1

(λi − µi)Ai = O. Òàê êàê A1, A2, . . . , Ak � ëè-

íåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà �
òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, îòêóäà λi = µi, i = 1, 2, . . . , k. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ñèñòåìà âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èçMm×1. Êî-
íå÷íóþ ïîäñèñòåìó A1, A2, . . . , Ar ñèñòåìû A áóäåì íàçûâàòü áà-
çèñíîé äëÿ A, åñëè îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è ëþáîé ñòîëáåö èç A
ïðèíàäëåæèò ⟨A1, A2, . . . , Ar⟩.

Íèæå äàäèì îïèñàíèå áàçèñíûõ15 ïîäñèñòåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñèñòåì âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, à ïîêà óêàæåì ïðèìåð áàçèñíîé ïîäñè-
ñòåìû â Mm×1. Â ìíîæåñòâå Mm×1 ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñòîëáöîâ

e1 =


1
0
...
0

, e2 =


0
1
...
0

, . . . , em =


0
0
...
1

 (ó ñòîëáöà ei íà i-ì ìåñòå

åäèíèöà, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ñèñòåìà ñòîëáöîâ e1, . . . , em ÿâëÿåòñÿ áàçèñ-
íîé ïîäñèñòåìîé16 â Mm×1.

15Ïðåäëàãàåìûé òåðìèí "áàçèñíàÿ ïîäñèñòåìà"íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ îáùå-
ïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì áàçèñà â ëèíåéíîé àëãåáðå: äåéñòâèòåëüíî, óïîðÿäî÷åí-
íàÿ áàçèñíàÿ ïîäñèñòåìà â ñèñòåìå A � ýòî áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ⟨A⟩. Äëÿ
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ : Rn → Rm, çàäàííîì ìàòðèöåé A, áàçèñíàÿ ñèñòåìà
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A � ýòî áàçèñ â Imφ.

16Óïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó ñòîëáöîâ e1, . . . , em íàçûâàþò ñòàíäàðòíûì áàçè-

ñîì â Rm = Mm×1.
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◃ Èç ðàâåíñòâà
m∑
i=1

λiei =


λ1

λ2

...
λm

 âèäíî, ÷òî åñëè
m∑
i=1

λiei = O, òî

λ1 = λ2 = . . . = λm = 0, ïîýòîìó e1, . . . , em � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà. Èç òîãî æå ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ëþáîé ñòîëáåö èç Mm×1

ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòîëáöàì e1, . . . , em. �

Ðàíã

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì
íåïóñòîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé) ñèñòåìû A âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èç
Mm×1, åñëè â A ìîæíî âûáðàòü r ñòîëáöîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé, íî íåëüçÿ âûáðàòü r + 1 ñòîëáöîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàíãà:17 rgA. Â ÷àñòíîñòè, rg(A1, A2, . . . , Ak) �
ðàíã êîíå÷íîé ñèñòåìû ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak.

Èòàê, ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ A � ýòî ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü â ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîé ïîäñèñòåìå A. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
íóëåâûõ ñòîëáöîâ èìååò ðàíã 0. ßñíî, ÷òî ðàíã îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé
êîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ è íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà
ñòîëáöîâ â ñèñòåìå.18 Â ñëó÷àå, åñëè â ñèñòåìå èìåþòñÿ íåñêîëüêî
ðàâíûõ ñòîëáöîâ, ìîæíî îñòàâèòü îäèí èç íèõ, óäàëèâ "êîïèè� ðàíã
ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà A, ñîñòîÿùàÿ èç k ñòîëá-
öîâ, ëèíåéíî íåçàâèñèìà ⇔ rgA = k.

◃ Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. �

17Åñëè A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ðàíã ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà A è îáîçíà÷àòü dimA.

18Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî è äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ
èç Mm×1 îïðåäåëåí ðàíã, ïðè÷åì ýòîò ðàíã íå ïðåâîñõîäèò m. Â îòëè÷èå îò
ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ âûñîòû m, ñóùåñòâóþò âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåð-
æàùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ðàíãà (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r
ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó èç r âåêòîðîâ).



18

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü A1, A2 � äâå ñèñòåìû ñòîëáöîâ èç
Mm×1, ïðè÷åì rgA1 = r1, rgA2 = r2. Òîãäà rg(A1

∪
A2) 6 r1 + r2.

◃ Ïóñòü ýòî íå òàê, è â îáúåäèíåíèè íàáîðîâ A1 è A2 íàøëàñü
ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r1 + r2 + 1 ñòîëáöîâ. Íî (ïî
îïðåäåëåíèþ ðàíãà è ïðåäëîæåíèþ 2.2) ñðåäè ýòèõ ñòîëáöîâ íå áîëåå
r1 ñòîëáöîâ èç A1 è íå áîëåå r2 ñòîëáöîâ èç A2. Ïðîòèâîðå÷èå. �
Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïóñòü A,B � äâå ñèñòåìû ñòîëáöîâ èçMm×1,
ïðè÷åì A ⊂ B è rgB = r. Òîãäà rgA 6 r.

◃ Ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. �
Ïðåäûäóùåå ïðåäëîæåíèå ïî÷òè î÷åâèäíî: åñëè ê ñèñòåìå ñòîëá-

öîâ A äîáàâèòü íåêîòîðûå ñòîëáöû (ðàñøèðèòü A äî ñèñòåìû B),
òî ðàíã íå óìåíüøèòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ðàíã íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê A
äîáàâëÿòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ èç A (è íàîáîðîò, ðàíã
íå èçìåíèòñÿ, åñëè èç ñèñòåìû ñòîëáöîâ óäàëèòü ñòîëáåö, êîòîðûé
ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îñòàâøèìñÿ ñòîëáöàì). Îáîáùåíèå ýòîãî ôàêòà
ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé îñíîâíîé òåîðåìû î ðàíãàõ. Äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì äâå ëåììû (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåìû).

Ëåììà 1. Ïóñòü A � ñèñòåìà âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èç Mm×1, ïðè-
÷åì rgA = r. Òîãäà ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r
ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé äëÿ A.

◃ Ïóñòü A1, A2, . . . , Ar � íåêîòîðàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñè-
ñòåìà â A, A � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö èç A. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû A1, A2, . . . , Ar.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà èç r + 1 ñòîëáöîâ A,
A1, A2, . . . , Ar ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà µ, λ1, . . . ,

λr ∈ R, íå âñå ðàâíûå íóëþ è òàêèå, ÷òî µA+
r∑

i=1

λiAi = O. Ïðè ýòîì

µ ̸= 0, èíà÷å ñèñòåìà A1, A2, . . . , Ar áûëà áû ëèíåéíî çàâèñèìîé.

Îòñþäà A = −
r∑

i=1

λi

µ
Ai. �

Ëåììà 2. Ïóñòü A1, A2, . . . , Ak � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ-
ñòîëáöîâ èç Mm×1, B ∈ ⟨A1, A2, . . . , Ak⟩. Òîãäà rg(A1, A2, . . . , Ak) =
= rg(A1, A2, . . . , Ak, B).
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◃ Ïîëîæèì r = rg(A1, A2, . . . , Ak) (r 6 k). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå íåâåðíî, è â ñèñòåìå A1, A2, . . . , Ak, B íàøëàñü ëè-
íåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r + 1 âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ. Òîãäà
îäèí èç ýòèõ r + 1 ñòîëáöîâ � ýòî B (òàê êàê â ñèñòåìå A1, A2,. . .
. . . , Ak íåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû èç r + 1 âåêòîðîâ-
ñòîëáöîâ). Èòàê, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè B,A1, A2, . . . , Ar � ëè-
íåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòå-
ìà A1, A2, . . . , Ar ëèíåéíî íåçàâèñèìà, çíà÷èò, ïî ëåììå 1 êàæäûé èç
âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak ëåæèò â ⟨A1, A2, . . . , Ar⟩. Ïî óñëî-
âèþB ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Ak:

B =
k∑

i=1

λiAi. Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå ðàçëîæåíèÿ A1, A2, . . .

. . . , Ak ïî ñòîëáöàì A1, A2, . . . , Ar, ïîëó÷èì, ÷òî B ðàñêëàäûâàåòñÿ
ïî âåêòîðàì-ñòîëáöàì A1, A2, . . . , Ar. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû B,A1, A2, . . . , Ar (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1). �

Òåîðåìà 2.1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðàíãàõ). Ïóñòü A è B � äâå
òàêèå ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èç Mm×1, ÷òî A ⊂ B. Ïóñòü
rgA = r. Òîãäà rgB = r ⇔ ëþáîé ñòîëáåö èç B ïðèíàäëåæèò ⟨A⟩.

◃ ⇒ Â ñèñòåìå A çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìóþ ïîäñèñòåìó A1, A2, . . . , Ar èç r ñòîëáöîâ. Òàê êàê A1, A2, . . .
. . . , Ar ∈ B è rgB = r, òî ïî ëåììå 1 (ïðèìåíåííîé ê ñèñòåìå B)
ëþáîé ñòîëáåö èç B ëåæèò â ⟨A1, A2, . . . , Ar⟩ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ⟨A⟩.

⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî, è â ñèñòåìå B íà-
øëàñü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà èç r + 1 âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ
B1, B2, . . . , Br+1. Êàæäûé èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåñêîëü-
êî (êîíå÷íîå ÷èñëî) âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èçA, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íóþ ñèñòåìó ñòîëáöîâ A1, A2, . . . , Al èç A, ÷åðåç êîòîðûå ëè-
íåéíî âûðàæàåòñÿ êàæäûé èç âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ B1, B2, . . . , Br+1.
Òîãäà rg(A1, A2, . . . , Al, B1, B2, . . . , Br+1) > rg(B1, B2, . . . , Br+1) =
= r + 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ìíîãîêðàòíî ëåììó 2, èìå-
åì: rg(A1, A2, . . . , Al, B1, B2, . . . , Br+1) = rg(A1, A2, . . . , Al, B1, B2, . . .
. . . , Br) = rg(A1, A2, . . . , Al, B1, B2, . . . , Br−1) = . . . = rg(A1, A2, . . .
. . . , Al) 6 rgA = r. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 1 (îïèñàíèå áàçèñíûõ ïîäñèñòåì). Ïóñòü A � ñèñòå-
ìà âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èç Mm×1, è rgA = r. Òîãäà áàçèñíûìè äëÿ
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A ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû èç r
âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ èç Mm×1

åå ðàíã îïðåäåëåí, ïðè÷åì rgA 6 m.

◃ Î÷åâèäíî, rgA 6 rgMm×1. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.4, â ìíî-
æåñòâå Mm×1 âñåõ ñòîëáöîâ âûñîòû m èìååòñÿ áàçèñíàÿ ïîäñèñòåìà
èç m ñòîëáöîâ. Îòñþäà rgMm×1 = m. �

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ A èç Mm×1

âûïîëíåíî rgA = rg⟨A⟩.

Ðàíã ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå. Ñòîëáöîâûì (ñòðî÷íûì) ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâà-
åòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ (ñòðîê).

Ñòîëáöîâûé è ñòðî÷íûé è ðàíã ìàòðèöû A îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî rgv A è rgh A. Èòàê, äëÿ ìàòðèöû (1) ïî îïðåäåëåíèþ rgv A =
= rg{a•1, a•2, . . . , a•n}, rgh A = rg{a1 •, a2 •, . . . , am •}. Â § 4 ìû äîêà-
æåì, ÷òî ñòðî÷íûé è ñòîëáöîâûé ðàíãè ëþáîé ìàòðèöû ðàâíû, ïîñëå
÷åãî ñìîæåì ãîâîðèòü î ðàíãå ìàòðèöû rgA (íå óòî÷íÿÿ, êàêîé èç
ðàíãîâ rgv A è rgh A èìååòñÿ â âèäó).

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Åñëè A′ � íåêîòîðàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A,
òî rgv A

′ 6 rgv A è rgh A
′ 6 rgh A.

◃ Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè (èëè
ñòîëáöà) ðàíãè rgv è rgh íå óâåëè÷àòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè rgh íå óâåëè÷èòñÿ.
Ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà

ñòîëáöîâ îñòàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé (åñëè íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ ñòîëáöîâ áûëà ðàâíà O, òî ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ è ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè), ñëåäîâàòåëüíî,
rgv íå óâåëè÷èâàåòñÿ. �

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïóñòü A,B ∈ Mm×n. Òîãäà rgv(A + B) 6
6 rgv A+ rgv B (è rgh(A+B) 6 rgh A+ rgh B).
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◃ Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A + B ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ñòîëáöû a•1, a•2, . . . , a•n, b•1, b•2, . . . , b•n. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü òåî-
ðåìîé 2.1, rgv(A + B) 6 rg⟨a•1, a•2, . . . , a•n, b•1, b•2, . . . , b•n⟩ =
= rg(a•1, a•2, . . . , a•n, b•1, b•2, . . . , b•n). Íî èç ïðåäëîæåíèÿ 2.6 ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñëåäíèé ðàíã íå ïðåâîñõîäèò rg(a•1, a•2, . . . , a•n) +
+ rg(b•1, b•2, . . . , b•n) = rgv A+ rgv B.

Ðàññóæäåíèÿ äëÿ rgh àíàëîãè÷íû. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûé ñòîëáåö B ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
ñòîëáöàì A1, A2, . . . , Ak åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äîêàæèòå, ÷òî
ñèñòåìà A1, A2, . . . , Ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

2. Ïóñòü A,B ∈ Mm×n. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî rgA = 10, rgB =
5, rg(A+B) = 3?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöó ðàíãà r ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû r ìàòðèö ðàíãà 1.

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìàòðèö, êîòîðîå ìîæåò áûòü
â ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìå à) ñèììåòðè÷åñêèõ; á) êî-
ñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó â ñè-
ñòåìå A ñòîëáöîâ âûñîòû n ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñíîé ïîä-
ñèñòåìû.

§ 3. Óìíîæåíèå ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà è ïðèìåðû

Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ñòðîêè äëèíû n íà ñòîëáåö âûñîòû n.
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Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì
(
a1 a2 . . . an

)

b1
b2
...
bn

 íàçûâàåòñÿ

÷èñëî (òî åñòü ìàòðèöà ðàçìåðà 1× 1) c =
n∑

i=1

aibi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A = (aij) ∈ Mm×n íà ìàò-
ðèöó B = (bjk) ∈ Mn×p íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà (cik) ∈ Mm×p, â êîòîðîé
cik = ai •b•k äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . ,m}, k ∈ {1, 2, . . . , p}.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, åñëè ÷èñëî ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû A ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðèöû B. Îïåðàöèþ, ñîïîñòàâ-
ëÿþùóþ óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ìàòðèö A è B èõ ïðîèçâåäåíèå, áóäåì
íàçûâàòü îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ.19

Òåîðåìà 3.1. ∀ A,A′ ∈ Mm×n, ∀ B,B′ ∈ Mn×p, ∀ C ∈ Mp×q,
∀ λ ∈ R âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:20

1) (AB)C = A(BC);
2) A(B +B′) = AB +AB′;
3) (A+A′)B = AB +A′B;
4) λ(AB) = (λA)B = A(λB);
5) (AB)T = BTAT .

19Áîëåå òî÷íî, óìíîæåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå φ : Mm×n × Mn×p → Mm×p,
ïðè êîòîðîì φ(A,B) = AB.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ìîòèâèðóþùèõ òàêîå îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ
ìàòðèö.
1. Åñëè X è Y � êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû âåêòîðîâ a è b â îðòîíîðìèðîâàííîì
áàçèñå, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (a,b) ðàâíî XTY .
2. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê e′ è îò e′ ê e′′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò e ê e′′.
3. Ìàòðèöà êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ýòèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.
4. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü áèëèíåéíîé ôóíêöèè XTBY , ãäå X è Y � êîîðäèíàòíûå
ñòîëáöû âåêòîðîâ, àB � ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôóíêöèè. Òàêæå â ìàòðè÷íîì âèäå
èíîãäà óäîáíî çàïèñûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè, óðàâíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.
5. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü AX = b ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ñì. §5.

20Ñâîéñòâî 1) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, ñâîéñòâà 2) è 3) � äèñòðèáóòèâ-
íîñòè óìíîæåíèÿ ïî ñëîæåíèþ.
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◃ Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.21 �
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìàòðèöû, óìíîæåíèå íà êîòîðûå âûãëÿ-

äèò îñîáåííî ïðîñòî.
Óìíîæåíèå ëþáîé ìàòðèöû ñïðàâà èëè ñëåâà íà íóëåâóþ ìàò-

ðèöó (ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà) î÷åâèäíî ïðèâîäèò ê íóëåâîé ìàòðèöå
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû A = (aij) ∈ Mm×n ñëåâà íà
diag(λ1, λ2, . . . , λm) i-ÿ ñòðî÷êà óìíîæàåòñÿ íà λi, à ïðè óìíîæå-
íèè íà diag(µ1, µ2, . . . , µn) ñïðàâà j-é ñòîëáåö óìíîæàåòñÿ íà µj .

22

Òàê, óìíîæåíèå ìàòðèöû ñëåâà èëè ñïðàâà íà ñêàëÿðíóþ ìàòðèöó
diag(λ, λ, . . . , λ) ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ íà λ, â ÷àñòíîñòè, EmA =
= AEn = A.23

Êàê ñëåäóåò èç ïóíêòà 1) òåîðåìû 3.1, ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ
ìàòðèö (åñëè ýòî ïðîèçâåäåíèå âîçìîæíî âûïîëíèòü) A1A2 . . . Ak íå
çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê.24

Åñëè A ∈ Mn×n, òî ìîæíî îïðåäåëèòü s-þ ñòåïåíü ìàòðèöû äëÿ
íàòóðàëüíûõ s: As = AA . . . A︸ ︷︷ ︸

s áóêâ A

. Òàêæå ïîëîæèì A0 = E. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ s, t âåðíû ðàâåíñòâà As+t =
= AsAt, Ast = (As)t.

Ðàâåíñòâî AB = BA äëÿ ìàòðèö, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî.
Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå AB ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî, à BA � íåò. Â

21Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, 1), 3) è 5). Ïóñòü A = (aij), A
′ = (a′ij), B = (bjk),

C = (ckl).
1) Ïóñòü AB = (dik), (AB)C = (fil), BC = (gjl), A(BC) = (hil). Òîãäà fil =

=
p∑

k=1
dikckl =

p∑
k=1

n∑
j=1

aijbjkckl =
n∑

j=1

p∑
k=1

aijbjkckl =
n∑

j=1
aijgjl = hil.

3) Ïóñòü AB = (dik), A+A′ = (fij), (A+A′)B = (gik), A
′B = (d′ik), AB+A′B =

= (hik). Òîãäà gik =
n∑

j=1
fijbjk =

n∑
j=1

(aij +a
′
ij)bjk =

n∑
j=1

aijbjk+
n∑

j=1
a′ijbjk = dik+

+ d′ik = hik.

5) Ïóñòü AB = (dik), (AB)T = (fki), A
T = (gji), B

T = (hkj), B
TAT = (tki).

Òîãäà fki = dik =
n∑

j=1
aijbjk =

n∑
j=1

gjihkj = tki.

22Îáùàÿ ñèòóàöèÿ âèäíà â ïðåäëîæåíèè 3.2.
23Îòñþäà ïîíÿòåí ñìûñë òåðìèíîâ "ñêàëÿðíàÿ"è "åäèíè÷íàÿ".
24Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî ïðîâåñòè òàê æå, êàê è â

ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé (ñì. ïðèëîæåíèå).
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ñëó÷àå A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×m, m ̸= n, îáà ïðîèçâåäåíèÿ AB è BA
îïðåäåëåíû, íî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Äàæå åñëè A
è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n (òîãäà îáà ïðîèçâåäåíèÿ AB
è BA îïðåäåëåíû è ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n),
âîçìîæíî AB íå ðàâíî BA, íàïðèìåð:

(
0 1
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)
, íî

(
0 0
0 1

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà âèäèì òàêæå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåíó-
ëåâûõ ìàòðèö ìîæåò îêàçàòüñÿ íóëåâîé ìàòðèöåé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû A è B ïåðåñòàíîâî÷íû, åñëè AB = BA.

Ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) =

n∑
i=0

aix
i îò êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû A: ïîëîæèì f(A) =
n∑

i=0

aiA
i. Íåòðóäíî ïîâåðèòü,

÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f , g, h òàêèõ, ÷òî h(x) = f(x)g(x), âåðíî h(A) =
= f(A)g(A) = g(A)f(A). Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà A ïåðåñòàíîâî÷íà ñ
ëþáûì ìíîãî÷ëåíîì îò íåå.

Èíîãäà ìàòðèöû åñòåñòâåííî ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè. Íàïðèìåð,

ðàññìîòðèì áëî÷íóþ ìàòðèöó A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, ãäå Aij ∈ Mki×lj

(k1, k2, l1, l2 � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü "áëî÷íîå"ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö ñ ñîãëàñîâàííîé áëî÷-
íîé ñòðóêòóðîé. Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö AB, ãäå

B � áëî÷íàÿ ìàòðèöà B =

(
B1

B2

)
(B1 ∈ Ml1×p, B2 ∈ Ml2×p), ìîæíî

âû÷èñëÿòü25 êàê AB =

(
A11B1 +A12B2

A21B1 +A22B2

)
.

25Â îáùåì ñëó÷àå, ïóñòü A = (Aij), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . n, ãäå Aij

� ìàòðèöà ðàçìåðà ri × sj , B = (Bjk), j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . p, ãäå Bjk �

ìàòðèöà ðàçìåðà sj×tk. Òîãäà AB = (Cik), ãäå Cik =
n∑

j=1
AijBjk. Äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
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Îáðàòèìûå ìàòðèöû. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Äëÿ íåêîòîðûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö óäàåòñÿ îïðåäåëèòü îïåðàöèþ
îáðàùåíèÿ.26

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà B ∈ Mn×n íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ìàò-
ðèöû A ∈ Mn×n, åñëè BA = AB = E.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà A ∈ Mn×n íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè
äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ìîæíî ïîïðîáîâàòü îñëàáèòü óñëîâèå îáðàòèìîñòè: ñêàæåì, ÷òî
ìàòðèöà B ∈ Mn×n ÿâëÿåòñÿ ëåâîé îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A ∈
∈ Mn×n, åñëè BA = E; êâàäðàòíûå ìàòðèöû, èìåþùèå ëåâóþ îáðàò-
íóþ, íàçîâåì îáðàòèìûìè ñëåâà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îáðàòèìûå
ñïðàâà ìàòðèöû. Îäíàêî íèæå áóäåò äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 4.3), ÷òî
äëÿ îáðàòèìîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû îíà áûëà îáðàòèìà ñëåâà èëè ñïðàâà.27

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Äëÿ îáðàòèìîé ìàòðèöû A ∈ Mn×n ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëåâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà è åäèíñòâåííàÿ
ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì îíè ðàâíû.

◃ Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ëåâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ A, C �
íåêîòîðàÿ ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ A. Òîãäà B = BE =
= B(AC) = (BA)C = EC = C. Èòàê, êàæäàÿ ëåâàÿ îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà ñîâïàäàåò ñ C, è, çíà÷èò, îíà åäèíñòâåííà. Àíàëîãè÷íî, ïðàâàÿ
îáðàòíàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà. �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáðàòèìîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà (îíà æå åäèíñòâåííàÿ ëåâàÿ îáðàòíàÿ è åäèí-
ñòâåííàÿ ïðàâàÿ îáðàòíàÿ) � áóäåì îáîçíà÷àòü åå A−1.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü A,B ∈ Mn×n � îáðàòèìûå ìàòðèöû. Òîãäà
1) A−1 îáðàòèìà, ïðè÷åì (A−1)−1 = A;

26Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî íåâîçìîæíîñòü îáðàòèòü ìàòðèöó ýêâèâàëåíòíà åå
âûðîæäåííîñòè (§ 4) èëè ðàâåíñòâó íóëþ îïðåäåëèòåëÿ (§ 6).

27Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (ââèäó ñîîòâåòñòâèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö
è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé), íî íåâåðíîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé � ñì.
ïðèëîæåíèå.
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2) AB îáðàòèìà, ïðè÷åì (AB)−1 = B−1A−1;
3) AT îáðàòèìà, ïðè÷åì (AT )−1 = (A−1)T .

◃ Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû A, B−1A−1,
(A−1)T ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äëÿ ìàòðèö A−1, AB, AT ñîîòâåòñòâåí-
íî.28 �

Ñëåäñòâèå. Åñëè A1, A2, . . . , Ak ∈ Mn×n � îáðàòèìûå ìàòðèöû,
òî A1A2 . . . Ak îáðàòèìà, ïðè÷åì (A1A2 . . . Ak)

−1 = A−1
k A−1

k−1 . . .

. . . A−1
1 .

Åñëè A ∈ Mn×n � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü As

è äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ s: ïîëîæèì A0 = En, A
s = (A−1)−s,

åñëè s � öåëîå îòðèöàòåëüíîå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∀ s, t ∈ Z
âåðíû ðàâåíñòâà As+t = AsAt è Ast = (As)t.

Óìíîæåíèå ìàòðèö è ðàíã

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×p. Òîãäà
1) êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû AB ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ñòîëáöû ìàòðèöû A;
2) êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû AB ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ñòðîêè ìàòðèöû B.

◃ 1) Ïóñòü B = (bjk), è (a•1 . . . a•n), (c•1 . . . c•p) � ñòîëáöîâûå
çàïèñè ìàòðèö A è C = AB. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ ìàò-

ðèö c•k =
n∑

j=1

a•jbjk, òî åñòü k-é ñòîëáåö ìàòðèöû C ðàâåí ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ A ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû
B.

2) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 1), ëèáî ñâîäèòñÿ ê 1) òðàíñïîíèðî-
âàíèåì ìàòðèö ((AB)T = BTAT ). �

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×p. Òîãäà rgv(AB) 6
6 rgv A è rgh(AB) 6 rgh B.

28Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, 2) è 3).
2) (B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1EB = B−1B = E. Àíàëîãè÷íî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî (AB)(B−1A−1) = E.
3) (A−1)TAT = (AA−1)T = ET = E. Àíàëîãè÷íî AT (A−1)T = E.



27

◃ Äîêàæåì íåðàâåíñòâî ïðî rgh (ðàññóæäåíèÿ ïðî rgv àíàëîãè÷-
íû).

Ïóñòü c1 •, c2 •, . . . , cm • � ñòðîêè ìàòðèöû AB. Ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 3.2, êàæäàÿ èç ñòðîê c1 •, c2 •, . . . , cm • ðàâíà ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ñòðîê b1 •, b2 •, . . . , bn•, ïîýòîìó rgh(AB) = rg(c1 •, c2 •, . . .
. . . , cm •) 6 rg⟨b1 •, b2 •, . . . , bn•⟩. Íî èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî
rg⟨b1 •, b2 •, . . . , bn•⟩ = rg(b1 •, b2 •, . . . , bn•) = rgh B. �

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàíã íå ìåíÿåòñÿ ïðè
äîìíîæåíèè íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü B ∈ Mm×n � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, à
A ∈ Mm×m è C ∈ Mn×n � îáðàòèìûå ìàòðèöû. Òîãäà rgh(AB) =
= rgh B è rgv(BC) = rgv B.

◃ Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3 rgh B > rgh(AB) > rgh(A
−1AB) =

= rgh(EB) = rgh B. Àíàëîãè÷íî, rgv B > rgv(BC) > rgv(BCC−1) =
= rgh(BE) = rgv B. �

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Ïîëîæèì A =

(
1 −2 0
2 3 −1

)
, C =

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

. Âû÷èñëè-
òå ACAT .

2. Âû÷èñëèòå (SAS−1)100, åñëè A =

(
2 0
0 −1

)
, S =

(
1 1
1 −1

)
.

3. Ñóììà âñåõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ
åå ñëåäîì è îáîçíà÷àåòñÿ trA. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàò-
ðèö A ∈ Mm×n è B ∈ Mn×m âûïîëíåíî ðàâåíñòâî tr(AB) =
= tr(BA).

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû.

5. Äëÿ A ∈ Mn×n ïîëîæèì CA = {X ∈ Mn×n |AX = XA}.
à) Äîêàæèòå, ÷òî CA = Mn×n ⇔ A � ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà.
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á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A = diag(λ1, . . . , λn), ãäå λ1, . . . , λn �
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, òî CA � ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëü-
íûõ ìàòðèö n× n.

6. Ïóñòü A = diag(λ1, . . . , λn), ãäå λi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò A.29

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàò-
ðèö � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ∈ Mn×n � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàò-
ðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0, òî
An = O.

â) Âû÷èñëèòå (E +A)10, åñëè A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

.
8. Ïóñòü A ∈ Mn×n òàêîâà, ÷òî Am = O. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà

E −A îáðàòèìà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m < n ìàòðèöà A ∈ Mm×n íå ìîæåò èìåòü
"ëåâîé îáðàòíîé"ìàòðèöû (òî åñòü íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû B ∈
∈ Mn×m òàêîé, ÷òî BA = En).

§ 4. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ
ïðèìåíåíèå

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ýëåìåíòàðíûå

ìàòðèöû

Îïðåäåëèì òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé30 ñòðîê ìàò-
ðèöû A ∈ Mm×n. (Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñòîëáöîâ.)

29Èíòåðåñåí âîïðîñ îá îïèñàíèè âñåõ ìàòðèö A, äëÿ êîòîðûõ CA (ñì. çàäà÷ó
5) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ îò A.

30Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, êàæäîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå � ýòî îòîáðàæåíèå
Mm×n → Mm×n.
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I òèï: ñòðîêè ai • è aj• (i ̸= j) ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (îñòàëüíûå ñòðî-

êè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ). Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå P̃ij .
II òèï: ñòðîêà ai • óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî λ ̸= 0. Îáîçíà÷èì ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå D̃i(λ).
III òèï: ê ñòðîêå ai • ïðèáàâëÿåòñÿ ñòðîêà λaj• (i ̸= j, λ ∈ R) (âñå

ñòðîêè, êðîìå i-é, îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ). Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðà-

çîâàíèå T̃ij(λ).

Îïðåäåëèì êâàäðàòíûå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà m òðåõ
òèïîâ êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå E = Em ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

I òèï: Pij = P̃ij(E). Çàìåòèì, ÷òî Pij îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé
ìàòðèöû ëèøü â ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðåñå÷åíèè
i-é è j-é ñòðîê ñ i-ì è j-ì ñòîëáöàìè; ñêàæåì, äëÿ m = 5 èìååì

P14 =


0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 .

II òèï: Di(λ) = D̃i(λ)(E) = diag(1, 1, . . . , 1, λ, 1, . . . , 1) (λ íà i-ì
ìåñòå).

III òèï: Tij(λ) = T̃ij(λ)(E).Ìàòðèöà Tij(λ) îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷-
íîé ìàòðèöû ëèøü ýëåìåíòîì, ðàâíûì λ, ðàñïîëîæåííûì íà ïåðå-
ñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ñêàæåì, äëÿ m = 5 èìååì

T25(λ) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 λ
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 .

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè S � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà, òî ST �
ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà òîãî æå òèïà, ÷òî è S.

◃ PT
ij = Pij ; Di(λ)

T = Di(λ); Tij(λ)
T = Tji(λ). �
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Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê ðàâíî-
ñèëüíî óìíîæåíèþ ñëåâà íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòàðíóþ
ìàòðèöó.

◃ Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ Mm×n íåïîñðåäñòâåííî ïðî-

âåðÿþòñÿ (êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.2) ðàâåíñòâà P̃ij(A) =

= PijA, D̃i(λ)(A) = Di(λ)A, T̃ij(λ)(A) = Tij(λ)A. �

Ïðåäëîæåíèå 4.3. 1) Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê îáðà-
òèìî, ïðè÷åì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê.

2) Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà, ïðè÷åì îáðàòíàÿ ìàòðè-
öà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

◃ 1) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî P̃−1
ij = P̃ij , D̃i(λ)

−1 = D̃i(λ
−1),

T̃ij(λ)
−1 = T̃ij(−λ).

2) Èç 1) è ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ñëåäóåò,31 ÷òî Pij
−1 = Pij , Di(λ)

−1
=

= Di(λ
−1), Tij(λ)

−1
= Tij(−λ). �

Ìåòîä Ãàóññà

Â êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêå ìàòðèöû ìîæíî âûäåëèòü ïåðâûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü âåäóùèì. Òàêèì îáðà-
çîì, ýëåìåíò aij ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ýëåìåíòîì íåíóëåâîé
ñòðîêè ai •, åñëè aij ̸= 0 è ai1 = ai2 = . . . = ai j−1 = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ìàòðèöà A ∈ Mm×n ñòóïåí÷àòàÿ (èëè
èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} åå
ïåðâûå r ñòðîê íåíóëåâûå, à ïîñëåäíèåm−r ñòðîê íóëåâûå, è, êðîìå
òîãî, âåäóùèå ýëåìåíòû a1j1 , a2j2 , . . . , arjr ïåðâûõ r ñòðîê òàêîâû,
÷òî j1 < j2 < . . . < jr.

Íàïðèìåð, ìàòðèöà âèäà


0 ∗ x y z t
0 0 0 ∗ u v
0 0 0 0 ∗ w
0 0 0 0 0 0

 , ãäå çâåçäî÷êàìè

îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå ÷èñëà � âåäóùèå ýëåìåíòû ñòðîê, ÿâëÿåòñÿ

31Íåòðóäíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.
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ñòóïåí÷àòîé. Çâåçäî÷êè è ýëåìåíòû ïðàâåå íèõ îáðàçóþò "ñòóïåíü-
êè"; ïîä "ñòóïåíüêàìè"âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî â ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå êâàäðàòíàÿ
ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ r
ñòðîê a1•, a2•, . . . , ar• è ñòîëáöîâ a•j1 , a•j2 , . . . , a•jr , ÿâëÿåòñÿ âåðõ-
íåòðåóãîëüíîé ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà A ∈ Mm×n èìååò
óïðîùåííûé âèä, åñëè â íåé âåäóùèå ýëåìåíòû a1j1 , a2j2 , . . . , arjr âñåõ
íåíóëåâûõ ñòðîê ðàâíû 1, è äëÿ k = 1, 2, . . . r â ñòîëáöå a•jk âñå
ýëåìåíòû, çà èñêëþ÷åíèåì akjk , ðàâíû 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ìàòðèöå óïðîùåííîãî âèäà êâàä-
ðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåð-
âûõ r ñòðîê a1•, a2•, . . . , ar• è ñòîëáöîâ a•j1 , a•j2 , . . . , a•jr , ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íîé ìàòðèöåé Er.

Îïèøåì ìåòîä Ãàóññà ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó è óïðîùåííîìó âèäó. Íèæå ìû
óâèäèì ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà).

Åñëè A � íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî ïðîöåññ îêîí÷åí.

Èíà÷å âûïîëíèì ñëåäóþùèé øàã ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà.
Íàéäåì íåíóëåâîé ñòîëáåö a•j ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì j. Ïåðåñòà-
íîâêîé ñòðîê è óìíîæåíèåì ïåðâîé ñòðîêè íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî äî-
áüåìñÿ, ÷òîáû ýëåìåíò, ñòîÿùèé â ïåðâîé ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, ñòàë
ðàâíûì 1. Èòàê, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a1j = 1. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T̃21(−a2j), T̃31(−a3j), . . . , T̃m1(−amj), ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïåðâûå j − 1 ñòîëáöîâ îñòàëèñü íóëåâûìè, à â j-ì ñòîëáöå
òåïåðü ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò a1j = 1. Øàã çàâåðøåí.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà ó ìàòðèöû ìûñëåííî îòáðàñûâàåì
ïåðâóþ ñòðîêó. Åñëè îñòàâøàÿñÿ ìàòðèöà íåíóëåâàÿ, âûïîëíÿåì øàã
äëÿ íåå.

Ïðîäîëæàåì òàê äàëåå, ïîêà íå çàêîí÷àòñÿ ñòðîêè ìàòðèöû èëè
ïîêà íå ïîëó÷èì ïîñëå î÷åðåäíîãî øàãà íóëåâóþ ìàòðèöó.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âñåé ïðîöåäóðû äåéñòâèòåëüíî ïîëó-
÷èì ñòóïåí÷àòûé âèä, òàê êàê íà êàæäîì íîâîì øàãå ðàáîòàåì ñ
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ìàòðèöåé, ó êîòîðîé íîìåð ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñòîëáöà áîëüøå, ÷åì
ó ìàòðèöû íà ïðåäûäóùåì øàãå.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê ê óïðîùåííîìó âèäó (îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà).

Ïóñòü ìû óæå ïîëó÷èëè (ñì. ïðåäûäóùèé àëãîðèòì) ñòóïåí÷à-
òóþ ìàòðèöó A = (aij) ∈ Mm×n, â êîòîðîé íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ
ïåðâûå r ñòðîê, a1j1 , a2j2 , . . . , arjr � âåäóùèå ýëåìåíòû ýòèõ ñòðîê
(j1 < j2 < . . . < jr), ïðè÷åì a1j1 = a2j2 = . . . = arjr = 1.

Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî T̃1r(−a1jr ), T̃2r(−a2jr ), . . . ,

T̃r−1 r(−ar−1 jr ) (ýòî øàã îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà), ïðå-
âðàùàåì â 0 âñå ýëåìåíòû jr-ãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì arjr = 1.
Ïðè ýòîì ìàòðèöà îñòàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ
jr−1-ãî, . . . , j2-ãî ñòîëáöîâ.

Èòàê, ìû êîíñòðóêòèâíî äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1. Ìàòðèöà A ∈ Mm×n ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê 1) ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó;
2) ê óïðîùåííîìó âèäó.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàíã

Ïóñòü ìàòðèöà A = (a•1 . . . a•n) ïîñëå íåêîòîðîãî ýëåìåíòàð-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ïåðåøëà â ìàòðèöó A′ = (a′•1 . . . a′•n).
Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ a•j1 , . . . , a•jl ðàâ-

íà O:
l∑

s=1
λsa•js = O, òî åñòü

l∑
s=1

λsaijs = 0 äëÿ âñåõ i. Òîãäà, êàê

íåòðóäíî âèäåòü,
l∑

s=1
λsa

′
ijs

= 0 äëÿ âñåõ i, òî åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ ñòîëáöîâ a′•j1 , . . . , a
′
•jl ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè λ1, . . . , λl

ðàâíà O. Èç ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïóñòü 1 6 j1 < j2 < . . . < jl 6 n. Ïðè ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû A ∈ Mm×n ñîõðàíÿåòñÿ
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü èëè íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ñòîëáöîâ ñ íî-
ìåðàìè j1, j2, . . . , jl.
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◃ Ïóñòü ìàòðèöà A = (a•1 . . . a•n) ïîñëå íåêîòîðîãî ýëåìåíòàð-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ïåðåøëà â ìàòðèöó A′ = (a′•1 . . . a′•n).

Åñëè ïîäñèñòåìà ñòîëáöîâ a•j1 , . . . , a•jl ìàòðèöû A ∈ Mm×n ëè-
íåéíî çàâèñèìà, òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, ïîäñèñòåìà ñòîëáöîâ a′•j1 ,
. . . , a′•jl òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà ñòîëáöîâ a•j1 , . . . , a•jl ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Åñëè ñèñòåìà a′•j1 , . . . , a

′
•jl ëèíåéíî çàâèñèìà, òî, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ îáðàòíîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñì. ïðåäëîæåíèå
4.3), ïîëó÷àåì ïî äîêàçàííîìó, ÷òî è ñèñòåìà ñòîëáöîâ a•j1 , . . . , a•jl
ëèíåéíî çàâèñèìà � ïðîòèâîðå÷èå íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. �

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ñòîëáöîâûé ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû.

◃ Ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé ðîâíî
r íåíóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà rgv A = r.

◃ Ïóñòü ïîñëå óäàëåíèÿ íóëåâûõ ñòðîê èç ìàòðèöû A ïîëó÷àåòñÿ
ìàòðèöà A′. Òîãäà rgv A = rgv A

′ è r > rgv A
′, ïîñêîëüêó â ìàòðèöå A′

ñòîëáöû âûñîòû r (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.4). Ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî õî-
äà ìåòîäà Ãàóññà èç A′ ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó óïðîùåííîãî âèäà
B, èìåþùóþ ïîäìàòðèöó Er (ñì. àëãîðèòì). Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæå-
íèÿ 4.5, 2.8, èìååì rgv A

′ = rgv B > rgv Er = r. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî r > rgv A = rgv A

′ > r, çíà÷èò rgv A = r. �

Ïðåäëîæåíèå 4.6. Ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê.

◃ Ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 3.4 è 4.2. �

Òåîðåìà 4.2 (î ðàíãå ìàòðèöû). Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mm×n

âûïîëíåíî rgv A = rgh A.

◃ Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû rgv A > rgh A.
Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèâåäåì A ê ñòóïåí-

÷àòîìó âèäó A′, è ïóñòü â A′ ðîâíî r íåíóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà rgh A
′ 6

6 r, rgv A
′ = r (ñì. ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå). Èç ñîõðàíåíèÿ ðàíãîâ
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ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (ïðåäëîæåíèÿ 4.5 è 4.6) ñëåäóåò,
÷òî rgv A = rgv A

′ è rgh A = rgh A
′, îòêóäà rgv A = r > rgh A.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì íåðàâåíñòâîì äëÿ AT , èìååì
rgh A = rgv(A

T ) > rgh(A
T ) = rgv A. �

Òåïåðü âìåñòî rgv A è rgh A ìû èñïîëüçóåì îäíî îáîçíà÷åíèå rgA.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A âûïîëíåíî rgA = rgAT .

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò

ÀËÃÎÐÈÒÌ íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû è íåêîòîðîé áàçèñíîé
ïîäñèñòåìû ñòîëáöîâ.32

Äàííóþ ìàòðèöó A ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó A′ (ìåòîäîì Ãàóññà).

Ïóñòü â A′ ðîâíî r íåíóëåâûõ ñòðîê (r "ñòóïåíåê"), è j1 < j2 <
< . . . < jr � íîìåðà ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ âåäóùèå ýëåìåíòû ñòðîê.

Òîãäà rgA = r (ñì. ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 4.5).
Êðîìå òîãî, ñòîëáöû ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , jr ÿâëÿ-

þòñÿ áàçèñíîé ïîäñèñòåìîé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñòóïåí÷àòîì (è â óïðîùåííîì) âèäå ñòîëáöû ñ

íîìåðàìè j1, j2, . . . , jr îáðàçóþò áàçèñíóþ ïîäñèñòåìó, òîãäà (ñì.
ïðåäëîæåíèå 4.4) è â èñõîäíîé ìàòðèöå A ñèñòåìà ñòîëáöîâ ñ íîìå-
ðàìè j1, j2, . . . , jr ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé.

Íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn×n íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé, åñëè rgA = n, è âûðîæäåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èíà÷å ãîâîðÿ, â íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå ñèñòåìà âñåõ ñòîëáöîâ
(èëè ñòðîê) ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Òåîðåìà 4.3 (êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè-1). Äëÿ êâàäðàòíîé
ìàòðèöû A ∈ Mn×n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � íåâûðîæäåííàÿ;

32Êîíå÷íî, â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííàÿ áàçèñíàÿ ïîäñè-
ñòåìà.
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2) A ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê åäè-
íè÷íîé ìàòðèöå En;

3) A ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö;

4) A � îáðàòèìàÿ;

5) A � îáðàòèìàÿ ñëåâà; 5') A � îáðàòèìàÿ ñïðàâà.

◃ 5) (èëè 5')) ⇒ 1) Åñëè BA = E (èëè AC = E), òî èç ïðåäëî-
æåíèÿ 3.3 î ðàíãå ïðîèçâåäåíèÿ èìååì: rgA > rgE = n.

1) ⇒ 2) Ïðèâåäåì A ê óïðîùåííîìó âèäó A′. Òàê êàê rgA′ =
= rgA = n, òî A′ äîëæíà ñîäåðæàòü åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà
n, çíà÷èò, A′ = E.

2) ⇒ 3) Èç 2) è ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî SkSk−1 . . .
. . . S1A = E, ãäå Si � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Òîãäà äîìíîæàÿ ýòî
ðàâåíñòâî ñëåâà ïîñëåäîâàòåëüíî íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû S−1

k , . . . ,
S−1
1 (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.3), ïîëó÷èì A = S−1

1 S−1
2 . . . S−1

k .

3) ⇒ 4) Âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.2 (ïðîèçâåäåíèå îáðàòèìûõ ìàò-
ðèö � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà).

4) ⇒ 5) (èëè 5')) Î÷åâèäíî. �

Ïðåäëîæåíèå 4.7. Ïóñòü A ∈ Mn×n � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, B ∈
∈ Mn×p. Ïóñòü (áëî÷íàÿ) ìàòðèöà (AB) ∈ Mn×(n+p) ïðèâåäåíà
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê âèäó (En C). Òîãäà C =
= A−1B.33

◃ Âûïîëíåíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýêâèâàëåíòíî äî-
ìíîæåíèþ ñëåâà íà íåêîòîðóþ (îáðàòèìóþ) ìàòðèöó R ∈ Mn×n (ñì.
ïðåäëîæåíèå 4.2): (E C) = R(AB). Òîãäà RA = E, RB = C ⇒ R =
= A−1 è C = A−1B. �

Ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå äàåò, â ÷àñòíîñòè,

ÀËÃÎÐÈÒÌ îòûñêàíèÿ A−1.

Ê äàííîé ìàòðèöå A ∈ Mn×n ïðèïèøåì ñïðàâà åäèíè÷íóþ ìàò-
ðèöó E = En, ïîëó÷èì ìàòðèöó (AE). Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè ñòðîê (ìåòîä Ãàóññà) ïðèâîäèì ìàòðèöó (AE) ê âèäó

33Ýòî ïðåäëîæåíèå äàåò, â ÷àñòíîñòè, ðåöåïò ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
AX = B ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A.
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(A′ B), ãäå A′ � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Åñëè â A′ êîëè÷åñòâî "ñòóïå-
íåê"ìåíüøå n, òî rgA < n (ñì. àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ðàíãà), è, çíà-
÷èò, ìàòðèöà A íå èìååò îáðàòíîé. Èíà÷å, ïðîäîëæèâ ìåòîä Ãàóññà,
ïðèâåäåì ìàòðèöó (AE) ê óïðîùåííîìó âèäó (E C). Òîãäà C = A−1.

Ïóñòü ïîäìàòðèöà ðàçìåðà k × k ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííàÿ íà
ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðîé ñèñòåìû k ñòîëáöîâ è k ñòðîê, îêàçàëàñü
íåâûðîæäåííîé. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èç k ñòîëáöîâ (ñòðîê)
ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìà, â ÷àñòíîñòè, k 6 rgA. Îêàçûâàåòñÿ,
äëÿ ïîäìàòðèö ðàçìåðà r×r, ãäå r = rgA, âåðíî è îáðàòíîå: â ëþáîé
ìàòðèöå ðàíãà r íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r.34

Òåîðåìà 4.4 (î áàçèñíîì ìèíîðå). Ïóñòü A ∈ Mm×n è rgA = r. Òî-
ãäà êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, ïîëó÷åííàÿ íà ïåðåñå÷åíèè
íåêîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû èç r ñòîëáöîâ è íåêîòî-
ðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû èç r ñòðîê, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé.

◃ Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìà ïåðâûõ r ñòðîê a1 •, a2 •,
. . . , ar • ëèíåéíî íåçàâèñèìà (òî åñòü áàçèñíàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû
ñòðîê ìàòðèöû A), è ñèñòåìà ïåðâûõ r ñòîëáöîâ a•1, a•2, . . . , a•r ëè-
íåéíî íåçàâèñèìà. Äîêàæåì, ÷òî ïîäìàòðèöà A′ ∈ Mr×r, ïîëó÷åííàÿ
â ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ r ñòðîê è ïåðâûõ r ñòîëáöîâ, íåâûðîæäåííàÿ.

Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ èç ñòðîê ar+1 •, . . . , am •
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê a1 •, a2 •, . . . , ar •. Ïîýòîìó
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè III òèïà ìîæíî ñòðîêè ar+1 •, . . .
. . . , am • ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàòü íóëåâûìè (âû÷åñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåðâûõ r ñòðîê). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà èìååò âèä

(
A′ B
O O

)
. Íî ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 4.4, ñèñòåìà ïåðâûõ r ñòîëáöîâ îñòàëàñü ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìîé, òî åñòü rg

(
A′

O

)
= r. Ïðè îòáðàñûâàíèè íóëåâûõ ñòðîê ðàíã íå

èçìåíèòñÿ, ïîýòîìó rgA′ = r. �

34Èíîãäà òàêóþ ïîäìàòðèöó íàçûâàþò áàçèñíûì ìèíîðîì.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê I òèïà ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì íåñêîëüêèõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê II è III òèïà.

2. Íàéäèòå ðàíã ìàòðèöû A =


0 0 2 1 −1 2
0 0 −4 −2 2 −4
3 −6 5 1 2 5
−1 2 5 3 −7 2

 .

Óêàæèòå â íåé íåêîòîðóþ áàçèñíóþ ïîäñèñòåìó ñòîëáöîâ,
ñòðîê. Íàéäèòå íåâûðîæäåííóþ ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà rgA.

3. Äàíà âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà A, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Äîêàæèòå, ÷òî A íåâûðîæäåííàÿ
(= îáðàòèìàÿ), ïðè÷åì A−1 òàêæå âåðõíåòðåóãîëüíàÿ.

4. à) Âûðàçèòå ðàíã áëî÷íîé ìàòðèöû

(
A −3B
2A B

)
÷åðåç ðàíãè

ìàòðèö A ∈ Mm×n è B ∈ Mm×p.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Mn×n ðàíã áëî÷-

íîé ìàòðèöû

(
A En

BA B

)
ðàâåí n.

5. Äîêàæèòå óñèëåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.4: Ïóñòü B ∈ Mm×n � ïðî-
èçâîëüíàÿ ìàòðèöà, à A ∈ Mm′×m è C ∈ Mn×n′ � òàêèå ìàò-
ðèöû, ÷òî rgA = m è rgC = n. Òîãäà rg(AB) = rgB = rg(BC).

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöó A ∈ Mm×n ðàíãà r ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ BC, ãäå B ∈ Mm×r, C ∈ Mr×n.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê äàí-
íóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíñòâåííîìó óïðîùåííîìó
âèäó.

á) Ìàòðèöû A,B ∈ Mm×n ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðó-
ãà óìíîæåíèåì ñëåâà íà íåêîòîðûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × m
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B ïðîâîäÿòñÿ ýëåìåíòàðíû-
ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê îäíîìó è òîìó æå óïðîùåííîìó
âèäó.
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8. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ XA =
B ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A.

§ 5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ôîðìû çàïèñè è êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2)

ãäå aij è bi � íåêîòîðûå ÷èñëà.
Ñèñòåìà (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îäíîãî ìàòðè÷íîãî ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ AX = b, ãäå A ∈ Mm×n � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ,
X ∈ Mn×1 � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ, b ∈ Mm×1 � ñòîëáåö ïðàâûõ
÷àñòåé:

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 . . . amn

 , X =


x1

x2

x3

...
xn

 , b =


b1
b2
...
bm

 .

Ñèñòåìà (2) çàäàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (A | b) ∈ Mm×(n+1).
Èòàê, ñèñòåìó (2) êîðîòêî çàïèñûâàþò â âèäå AX = b èëè (A | b).

Òàêæå ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñòîëáöîâîé çàïèñè:
n∑

j=1

xja•j = b. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (2): ñòîëáåö b

ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè x1, x2, . . . , xn. Òàêèì îáðàçîì, ðåøèòü ñèñòåìó (2) � çíà÷èò íàéòè
âñå ðàçëîæåíèÿ ñòîëáöà ïðàâûõ ÷àñòåé b ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A. Èç
ñòîëáöîâîé çàïèñè âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (2) íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè i-é è j-é ñòîëáöû ìàòðèöû A è îäíîâðåìåííî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè xi è xj â ñòîëáöå íåèçâåñòíûõ X.
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Îïðåäåëåíèå. Ñòîëáåö X0 ∈ Mn×1 íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì
(èíîãäà ïðîñòî ðåøåíèåì) ñèñòåìû AX = b, åñëè AX0 = b.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû AX = b
íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå � ýòî ïîäìíîæåñòâî {X|AX = b}
â ìíîæåñòâå ñòîëáöîâ Mn×1. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû AX = b äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü Sol(A | b).35

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà AX = b íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè
Sol(A | b) ̸= ∅ (òî åñòü èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå).

Îïðåäåëåíèå. Äâå ñîâìåñòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå îáùåå ðå-
øåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = b ñîâ-
ìåñòíà ⇔ b ∈ ⟨a•1, a•2, . . . , a•n⟩.

◃ ßñíî èç ñòîëáöîâîé çàïèñè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. �

Òåîðåìà 5.1 (êðèòåðèé Êðîíåêåðà�Êàïåëëè). Ñèñòåìà AX = b
ñîâìåñòíà ⇔ rgA = rg(A | b).

◃ Ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû î ðàíãàõ 2.1 è ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ. �

Äàëåå ìû îïèøåì ñòðóêòóðó è àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðå-
øåíèÿ. 36

35Ñèñòåìà óðàâíåíèé è åå îáùåå ðåøåíèå èìååò è äðóãèå èíòåðïðåòàöèè â ëè-
íåéíîé àëãåáðå. Íàïðèìåð, Sol(A | b) � ýòî ïîëíûé ïðîîáðàç ñòîëáöà b ïðè ëèíåé-
íîì îòîáðàæåíèè φ : Rn → Rm, çàäàííîì ìàòðèöåé A. Â ÷àñòíîñòè, Sol(A |O)
� ýòî ÿäðî îòîáðàæåíèÿ φ.

36Ïðîÿñíèì ñâÿçü ñ ïðåäûäóùèì, ðàññìîòðåâ ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìàòðèöà
A êâàäðàòíàÿ (òî åñòüm = n) è íåâûðîæäåííàÿ (= îáðàòèìàÿ). Òîãäà óðàâíåíèå
AX = b ëåãêî ðàçðåøèòü â ìàòðè÷íîì âèäå, äîìíîæèâ ñëåâà íà A−1: A−1AX =
= X = A−1b. Ðåøåíèå X = A−1b (ïîäñòàíîâêîé A(A−1b) = b óáåæäàåìñÿ, ÷òî
íàéäåííûé ñòîëáåö â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì Ãàóñ-
ñà � ñì. ïðåäëîæåíèå 4.7. Íèæå ìåòîä Ãàóññà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ.
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà AX = b íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè b = O
(òî åñòü ñòîëáåö b íóëåâîé).

Âìåñòå ñ êàæäîé ñèñòåìîé AX = b áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó AX = O. ßñíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, òàê êàê íóëåâîé ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ åå ðå-
øåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè X1, X2, . . . , Xk � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû AX = O, òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
k∑

i=1

λiXi òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.37

◃ Ñðàçó ñëåäóåò èç ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà (ñì. òåîðåìó 3.1)

A(
k∑

i=1

λiXi) =
k∑

i=1

λiAXi = O. �

Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííóþ áàçèñíóþ ïîäñèñòåìó ñòîëáöîâ â
ìíîæåñòâå Sol(A |O) íàçûâàåì ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøå-
íèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = O (äàëåå � ÔÑÐ ñèñòåìû AX = O).

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà Φ ∈ Mn×s íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
ìàòðèöåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = O, åñëè åå ñòîëáöû îáðàçóþò
ÔÑÐ.

Åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò òîëüêî íó-
ëåâîå ðåøåíèå, òî ïîëàãàåì, ÷òî ÔÑÐ ïóñòà.38

Ïðåäëîæåíèå 5.3. 1) Äëÿ ëþáîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = O
ñóùåñòâóåò ÔÑÐ.

37Äëÿ çíàêîìûõ ñ ïîíÿòèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîäïðîñòðàíñòâà: ýòî
ïðåäëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî Sol(A |O) � ïîäïðîñòðàíñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Mn×1.

38Äëÿ çíàêîìûõ ñ íà÷àëàìè ëèíåéíîé àëãåáðû: ÔÑÐ ñèñòåìû AX = O � ýòî
áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Sol(A |O). Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåâîå, òî áàçèñ ñ÷èòàåì
ïóñòûì � â ñîãëàñèè ñ ðàâåíñòâîì ⟨∅⟩ = O.
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2) Êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â ÔÑÐ ñèñòåìû AX = O íå çàâèñèò
îò âûáîðà ÔÑÐ è ðàâíî ðàâíî rg(Sol(A |O)).

◃ Âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1. �
Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû î ñòðóêòóðå îá-

ùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 5.2. Îáùåå ðåøåíèå Sol(A |O) îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

{
s∑

i=1

λiXi |λi ∈ R
}
, ãäå X1, X2, . . . , Xs �

íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ÔÑÐ.

◃ Ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 è îïðåäåëåíèÿ ÔÑÐ. �
Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì ìàòðè÷íîì âèäå:
Sol(A |O) = ΦΛ, ãäå Φ ∈ Mn×s � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, à Λ =

=


λ1

λ2

...
λs

 � ñòîëáåö ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5.3. Îáùåå ðåøåíèå Sol(A | b) ñîâìåñòíîé ñèñòåìû AX =
= b èìååò âèä X0 + X, ãäå X0 � íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû Sol(A | b), à X ïðîáåãàåò Sol(A |O).39

◃ Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö âûñîòû n. Ïîëîæèì X =
= X −X0, ãäå X0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (A | b). Èìååì AX = b
⇔ A(X0 +X) = b ⇔ AX0 +AX = b ⇔ b+AX = b ⇔ AX = O. �

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì

Ãàóññà

Ââåäåì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé òðåõ òèïîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì

39Â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ: åñëè AX = b ñîâìåñòíà, è Sol(A |O) � s-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî Sol(A | b) ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèãîì ïîäïðîñòðàíñòâà
Sol(A |O) íà âåêòîð, òî åñòü Sol(A | b) � s-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü.
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ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A | b): ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;
óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ íà λ ̸= 0; ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ
äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà λ.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû (A | b) îáùåå ðåøåíèå Sol(A | b) íå ìåíÿåòñÿ.

◃ Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé I è II òèïà ýòî î÷åâèäíî.

Ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè III òèïà (A | b) III→ (A′|b′) ïîÿâëÿ-
åòñÿ íîâîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (A | b),
ïîýòîìó Sol(A | b) ⊂ Sol(A′ | b′). Ðàññìàòðèâàÿ îáðàòíîå ýëåìåíòàð-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, äîêàçûâàåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå Sol(A′ | b′) ⊂
⊂ Sol(A | b). �

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèì ïðåäëîæåíèåì, îïèøåì

ÀËÃÎÐÈÒÌ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàäàíà ðàñøèðåííîé ìàòðè-

öåé (A | b).
1) Ïðèâîäèì ìàòðèöó (A | b) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ñòðîê ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (âûïîëíÿåì ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà).
Óæå ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû ìîæíî äàòü îòâåò íà âîïðîñ î ñîâìåñò-

íîñòè ñèñòåìû. Åñëè ïîñëåäíÿÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà â ñòóïåí÷àòîì âèäå
èìååò âèä (0, . . . , 0|t), ãäå t ̸= 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå 0 = t
ïðîòèâîðå÷èâî, è ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Èíà÷å ïðîäîëæèì äåéñòâèÿ
è óâèäèì, ÷òî îíè ïðèâåäóò íàñ ê íåïóñòîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé.40

Ïóñòü â ïîëó÷åííîì ñòóïåí÷àòîì âèäå ðîâíî r íåíóëåâûõ ñòðîê
(íóëåâûå ñòðîêè ìîæíî ïðîñòî îòáðîñèòü), è j1 < j2 < . . . < jr 6 n
� íîìåðà ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ âåäóùèå ýëåìåíòû ñòðîê. Íàçîâåì
ãëàâíûìè íåèçâåñòíûìè íåèçâåñòíûå xj1 , . . . , xjr , à îñòàëüíûå íåèç-
âåñòíûå � ñâîáîäíûìè.

2) Ïðèâîäèì (A | b) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê
óïðîùåííîìó âèäó (âûïîëíÿåì îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà).

40Ýòè íàáëþäåíèÿ î ñîâìåñòíîñòè íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ êðèòåðèåì
Êðîíåêåðà�Êàïåëëè: åñëè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó îäèí èç âå-
äóùèõ ýëåìåíòîâ ñòðîê ðàñïîëîæåí â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, òî rg(A | b) = rgA+ 1,
è ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; èíà÷å rg(A | b) = rgA, è ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Ôàêòè÷åñêè
ïðèâîäèìûé çäåñü àëãîðèòì äàåò äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Êðîíåêåðà�
Êàïåëëè.
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3) (Èçìåíåíèå ïîðÿäêà íåèçâåñòíûõ.) Ïåðåîáîçíà÷èì íåèçâåñò-
íûå òàê, ÷òîáû x′

1 = xj1 , x′
2 = xj2 , . . . , x′

r = xjr ñòàëè ãëàâíû-
ìè, à x′

r+1, x
′
r+2, . . . , x

′
n � ñâîáîäíûìè, îäíîâðåìåííî ìåíÿÿ ìåñòàìè

ñòîëáöû ìàòðèöû. Ïîñëå ýòîãî åäèíè÷íàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r ïå-
ðåìåñòèòñÿ â ïåðâûå r ñòîëáöîâ, è ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

áóäåò èìåòü (áëî÷íûé) âèä
(
Er R | b̃

)
, ãäå R ∈ Mr×(n−r) � íåêîòî-

ðàÿ ìàòðèöà. Òåïåðü ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ER)X ′ = b̃,

ãäå X ′ =

x′
1
...
x′
n

.
4) (ðåçóëüòàò) Îêàçûâàåòñÿ, òåïåðü îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìî-

æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå41

X ′ =

(
b̃
O

)
+

(
−R
En−r

)
Λ, (3)

ãäå Λ =

 λ1

...
λn−r

 � ñòîëáåö ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæåì, ÷òî ýòî

äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå EX ′
ãë. + RX ′

ñâ. = b̃

⇔ X ′
ãë.+RX ′

ñâ. = b̃, ãäå X ′
ãë. =

x′
1
...
x′
r

 è X ′
ñâ. =

x′
r+1
...
x′
n

 � ñòîëáöû

ãëàâíûõ è ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ.
ÏîëîæèìX ′

ñâ. = O,X ′
ãë. = b̃, ïîëó÷àåì âåðíîå ðàâåíñòâî, çíà÷èò,

â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü (áëî÷íûé) ñòîëáåö

(
b̃
O

)
.

Îñòàåòñÿ íàéòè îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû X ′
ãë. +

+RX ′
ñâ. = O. Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå çíà-

÷åíèÿ, òî åñòü ïîëàãàÿ X ′
ñâ. = Λ =

 λ1

...
λn−r

, îäíîçíà÷íî íàõîäèì

41Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííîé â òåîðåìå 5.3
ñòðóêòóðîé îáùåãî ðåøåíèÿ.
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X ′
ãë. = −RΛ. Îòñþäà X ′ =

(
X ′
ãë.

X ′
ñâ.

)
=

(
−RΛ
Λ

)
=

(
−R
En−r

)
Λ. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî Φ =

(
−R
En−r

)
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé

ñèñòåìû X ′
ãë. + RX ′

ñâ. = O (ñòîëáöû ìàòðèöû Φ îáðàçóþò ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, òàê êàê Φ ñîäåðæèò ïîäìàòðèöó En−r).

5) (Âîçâðàò ê èñõîäíîìó ïîðÿäêó íåèçâåñòíûõ.) Â ìàòðè÷íîì ðà-
âåíñòâå (3) íàäî ïåðåñòàâèòü ñòðîêè òàê, ÷òîáû ïåðâûé ñòîëáåö ñòàë

ñòîëáöîì X =

x1

...
xn

.
Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ïóñòü A ∈ Mm×n, rgA = r. Òîãäà

1) ÷èñëî ñòîëáöîâ â (ëþáîé) ÔÑÐ ñèñòåìû AX = O ðàâíî n− r.

2) rg(Sol(A |O)) = n− r.42

◃ 1) Èç îïèñàííîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò, ÷òî îäíà èç ÔÑÐ ñèñòå-
ìû AX = O ñîäåðæèò ðîâíî n− r ñòîëáöîâ.43

2) Ñëåäóåò èç 1) è ïðåäëîæåíèÿ 5.3. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè n > m (÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñëà óðàâíå-
íèé), òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà AX = O èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Äâîéñòâåííîñòü

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû íàó÷èëèñü ïî ìàòðèöå A ∈ Mm×n îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû AX = O íàõîäèòü òàêóþ ìàòðèöó Φ, äëÿ êîòî-
ðîé Sol(A |O) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñòîëáöîâ Φ. Îêàçûâàåò-
ñÿ ìàòðèöà AT èãðàåò àíàëîãè÷íóþ ðîëü äëÿ ΦT , èíûìè ñëîâàìè,
âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè.

42Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóììà ðàçìåðíîñòåé ÿäðà
è îáðàçà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ φ : Rn → Rm, çàäàííîãî ìàòðèöåé A, ðàâíà n.

43Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.3, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ëþáàÿ äðóãàÿ ÔÑÐ ñèñòå-
ìû AX = 0 ñîäåðæèò ðîâíî n− r ñòîëáöîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A =

a1 •
...

am •

 ∈ Mm×n

è B =

b1 •
...

bp •

 ∈ Mp×n. Òîãäà Sol(A |O) = ⟨bT1 •, . . . , b
T
p •⟩ ⇔ ⇔

Sol(B |O) = ⟨aT1 •, . . . , a
T
m •⟩.44

◃ Äîêàæåì ⇒ (îáðàòíîå ñëåäñòâèå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå).

Ïóñòü Sol(A |O) = ⟨bT1 •, . . . , b
T
p •⟩. Òàê êàê bTj• � ðåøåíèÿ ñèñòåìû

AX = O, òî ai •b
T
j• = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p. Òðàíñ-

ïîíèðîâàíèå ýòèõ ðàâåíñòâ äàåò bj•a
T
i • = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m,

j = 1, . . . , p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû aTi • ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñè-
ñòåìû BX = O: aT1 • . . . a

T
m • ∈ Sol(B |O). Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 5.2

⟨aT1 • . . . a
T
m •⟩ ⊂ Sol(B |O).

Òàêæå (ïî ïðåäëîæåíèþ 5.5 è òåîðåìå 2.1) n − rgA =
= rg(Sol(A |O)) = rg(bT1 •, . . . , b

T
p •) = rgB, îòêóäà rg(Sol(B |O)) =

= n− rgB = rgA = rg(aT1 • . . . a
T
m •) = rg⟨aT1 • . . . a

T
m •⟩.

Èç äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà ðàíãîâ è âêëþ÷åíèÿ ⟨aT1 • . . . a
T
m •⟩ ⊂

⊂ Sol(B |O) ïîëó÷àåì (ñíîâà ïî òåîðåìå 2.1) ⟨aT1 • . . . a
T
m •⟩ =

= Sol(B |O). �
Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì

ÀËÃÎÐÈÒÌ âîññòàíîâëåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ïî ìíîæåñòâó
åå ðåøåíèé.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ñòîëáöîâ X1, . . . , Xs ∈ Mn×1. Íàéäåì íåêî-
òîðóþ ìàòðèöó45 A òàêóþ, ÷òî Sol(A |O) = ⟨X1, . . . , Xs⟩.

Äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ìàòðèöó Φ, ñîñòîÿùóþ èç ñòîëáöîâ X1, . . .
. . . , Xs, íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Ψ ñèñòåìû ΦTX = O, è
âçÿòü A = ΨT .

44Ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òðàêòîâêó ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå
Mn×1 ââåäåíà ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñî "ñòàíäàðòíûì"ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (X,Y ) = XTY . Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà Sol(A |O) è ⟨aT1 •, . . . , a

T
m •⟩

� îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ äðóã äëÿ äðóãà.
45Âîîáùå, òàêèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Ðåøèòå ñèñòåìó


2x3 + x4 − x5 = 2,

−4x3 − 2x4 + 2x5 = −4,

3x1 − 6x2 + 5x3 + x4 + 2x5 = 5,

−x1 + 2x2 + 5x3 + 3x4 − 7x5 = 2.

2. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó îäíîðîäíóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé ⟨


0
−3
2
1

 ,


2
1
0
−1

 ,


4
−1
2
−1

⟩.

3. Ðåøèòå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AXB = C, ãäå C ∈ Mm×n �
ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, à A ∈ Mm×m è B ∈ Mn×n � íåâûðîæ-
äåííûå ìàòðèöû.

4. Ïóñòü Φ ∈ Mn×s � íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ
ñèñòåìû AX = O. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ìàòðèö èìååò âèä ΦS, ãäå S ïðîáåãàåò âñå íåâûðîæ-
äåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêà s.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äâå ñîâìåñòíûå ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå óðàâíåíèå îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé äðóãîé ñèñòåìû.

6. Ïóñòü A ∈ Mm×n. Ïóñòü Φ ∈ Mn×s � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ñèñòåìû Sol(A |O). Ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû Φ ñ íîìåðà-
ìè j1, j2, . . . , js ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé äëÿ Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñèñòåìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ïîëó-
÷åííàÿ ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , js.

§ 6. Îïðåäåëèòåëü (äåòåðìèíàíò)
Äåòåðìèíàíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ðàç-

ëè÷íûìè ýêâèâàëåíòíûìè ïóòÿìè. Êàê ìû óâèäèì íèæå, äåòåðìè-
íàíò ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé
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ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìàòðèöû.46 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìîæ-
íî äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ïðèâîäÿò (îòñëåæèâàÿ èçìåíåíèå îïðåäåëèòå-
ëÿ) ìàòðèöó ê ìàòðèöå âåðõíåòðåóãîëüíîãî èëè íèæíåòðåóãîëüíîãî
âèäà, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë, ñòîÿùèõ
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå

Ïîäìàòðèöó ðàçìåðà (m − 1) × (n − 1), ïîëó÷åííóþ èç ìàòðè-
öû A ∈ Mm×n âû÷åðêèâàíèåì ñòðîêè ai • è ñòîëáöà a•j , íàçîâåì
äîïîëíèòåëüíîé ïîäìàòðèöåé, îòâå÷àþùåé ýëåìåíòó aij . Äîïîëíè-
òåëüíóþ ïîäìàòðèöó, îòâå÷àþùóþ ýëåìåíòó aij , áóäåì îáîçíà÷àòü
Aij .

Êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî,
íàçûâàåìîå îïðåäåëèòåëåì èëè äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû A. Îïðå-
äåëèòåëü îáîçíà÷àþò |A| èëè detA.

Äëÿ ìàòðèöû A = (a11) ïîðÿäêà 1 ïîëîæèì |A| = a11.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äåòåðìèíàíò óæå îïðåäåëåí äëÿ êâàäðàòíûõ

ìàòðèö ïîðÿäêà n − 1, çàäàäèì |A| äëÿ ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà
n ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó:

|A| =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1|Ai1|. (4)

Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Òåîðåìà 6.1. Åñëè A = (aij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà n, òî |A| = a11a22 . . . ann.

◃ Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 1 óòâåðæäåíèå
âåðíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n− 1.

46Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ýòî è äðóãèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ íàõîäÿòñÿ â ñîãëà-
ñèè ñ åãî ñëåäóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé. Ïóñòü â íåêîòîðîì áàçèñå
e1, . . . , en n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà n âåêòîðîâ a1, . . . ,an çàäàíû êî-
îðäèíàòíûìè ñòîëáöàìè, êîòîðûå çàïèñàíû â ìàòðèöó A ðàçìåðà n × n. Òîãäà
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A � ýòî îòíîøåíèå îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ
V±(a1, . . . ,an)

V±(e1, . . . , en)
.
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Âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, êðîìå âîçìîæíî a11,
ðàâíû 0, ïîýòîìó |A| = a11|A11|. Íî A11 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðè-
öà ïîðÿäêà n − 1 ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè a22, . . . , ann, çíà÷èò,
|A11| = a22 . . . ann. �

Ñëåäñòâèå. | diag(λ1, λ2, . . . , λn)| = λ1λ2 . . . λn, â ÷àñòíîñòè, |E| =
= 1; |Di(λ)| = λ.

Òåîðåìà 6.2 (ëèíåéíîñòü ïî ñòðîêàì). Ïóñòü äàíû êâàäðàòíûå

ìàòðèöû A =

a1 •
...

an•

, A′ =

a′1 •
...

a′n•

, A′′ =

a′′1 •
...

a′′n•

 , êîòîðûå îò-

ëè÷àþòñÿ òîëüêî â îäíîé ñòðîêå, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà
k âûïîëíåíî ai • = a′i • = a′′i• ïðè i ̸= k. Òîãäà

1) åñëè ak • = a′k • + a′′k •, òî |A| = |A′|+ |A′′|;
2) åñëè ak • = λa′k •, òî |A| = λ|A′|.

◃ Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 1 óòâåðæäåíèå
âåðíî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n−
1, äîêàæåì åãî äëÿ ìàòðèö A, A′, A′′ ïîðÿäêà n.

1) Çàïèøåì ðàçëîæåíèå |A| ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, âûäåëèâ îòäåëü-
íî k-å ñëàãàåìîå: |A| =

∑
i ̸=k

(−1)i+1ai1|Ai1|+(−1)k+1ak1|Ak1|. Ïðè i ̸= k

ìàòðèöû Ai1, A
′
i1 è A′′

i1, îòëè÷àþòñÿ â îäíîé ñòðîêå, ïðè÷åì ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû Ai1 ðàâíà ñóììå ñòðîê ìàòðèö A′

i1 è A′′
i1.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè |Ai1| = |A′
i1| + |A′′

i1| ïðè i ̸= k.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ak1 = A′

k1 = A′′
k1 è ai1 = a′i1 = a′′i1 ïðè i ̸= k, èìååì

|A| =
∑
i ̸=k

(−1)i+1ai1(|A′
i1|+ |A′′

i1|) + (−1)k+1(a′k1 + a′′k1)|Ak1| =

=

∑
i ̸=k

(−1)i+1ai1|A′
i1|+ (−1)k+1a′k1|Ak1|

+

+

∑
i̸=k

(−1)i+1ai1|A′′
i1|+ (−1)k+1a′′k1|Ak1|

 =
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=

∑
i ̸=k

(−1)i+1a′i1|A′
i1|+ (−1)k+1a′k1|A′

k1|

+

+

∑
i ̸=k

(−1)i+1a′′i1|A′′
i1|+ (−1)k+1a′′k1|A′′

k1|

 = |A′|+ |A′′|.

2) Àíàëîãè÷íî 1), |A| =
∑
i ̸=k

(−1)i+1ai1|Ai1|+ (−1)k+1ak1|Ak1| =

=
∑
i̸=k

(−1)i+1a′i1(λ|A′
i1|) + (−1)k+1(λa′k1)|A′

k1| =

= λ

(∑
i ̸=k

(−1)i+1a′i1|A′
i1|+ (−1)k+1a′k1|A′

k1|

)
= λ|A′|. �

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñòðîê D̃i(λ) II òèïà îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà λ.

Ñëåäñòâèå 2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íóëåâîé ñòðîêîé ðàâåí 0.

◃ Â óòâåðæäåíèè 2) òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü λ = 0. �
Äàëåå äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü èçìåíèò çíàê, åñëè ïîìåíÿòü

ìåñòàìè äâå ñòðîêè ìàòðèöû. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ñî-
ñåäíèõ ñòðîê.

Ëåììà. Ïóñòü êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è A′ òàêîâû, ÷òî (äëÿ

íåêîòîðîãî íîìåðà k) P̃k k+1(A) = A′. Òîãäà |A′| = −|A|.

◃ Äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 1 íå÷åãî äîêàçûâàòü. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n−1, äîêàæåì åãî äëÿ ìàò-
ðèö ïîðÿäêà n.

Ïîëîæèì A =

a1 •
...

an•

, A′ =

a′1 •
...

a′n•

, ãäå a′i • = ai • ïðè i ̸= k, k+1,

è a′k • = ak+1•, a
′
k+1 • = ak •.
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Çàïèøåì ðàçëîæåíèå |A| ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, âûäåëèâ îò-
äåëüíî k-å è (k + 1)-å ñëàãàåìûå: |A| =

∑
i ̸=k,k+1

(−1)i+1ai1|Ai1| +

+ (−1)k+1ak1|Ak1| + (−1)k+2ak+1 1|Ak+1 1|. Ïðè i ̸= k, k + 1 ìàòðèöû
Ai1 è A′

i1 ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñîñåäíèõ
ñòðîê, çíà÷èò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè |Ai1| = −|A′

i1|. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî Ak1 = A′

k+1 1, Ak+1 1 = A′
k1, ak1 = a′k+1 1, ak+1 1 = a′k1 è

ai1 = a′i1 ïðè i ̸= k, k + 1, èìååì |A| =
∑

i ̸=k,k+1

(−1)i+1a′i1(−|A′
i1|) +

+(−1)k+1a′k+1 1|A′
k+1 1|+(−1)k+2a′k 1|A′

k 1| = −
∑

i ̸=k,k+1

(−1)i+1a′i1|A′
i1|−

− (−1)k+2a′k+1 1|A′
k+1 1| − (−1)k+1a′k 1|A′

k 1| = −|A′|. �

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A
ïðèìåíåíèåì ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê II òèïà. Òîãäà
|A′| = −|A|.

◃ Ïîëîæèì A′ = P̃kl(A). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè k < l. Òîãäà

P̃kl ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ P̃k k+1, P̃k+1 k+2, . . .

. . ., P̃l−2 l−1, P̃l−1 l, P̃l−2 l−1, . . . , P̃k+1 k+2, P̃k k+1. Òàêèì îáðàçîì, P̃kl

ìîæíî îñóùåñòâèòü çà (2(l − k) − 1) îáìåíîâ ñîñåäíèõ ñòðîê. Íî èç
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå íå÷åòíîãî ÷èñëà îáìåíîâ ñîñåäíèõ
ñòðîê |A| ïîìåíÿåòñÿ íà −|A|. �

Ñëåäñòâèå 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîäåðæàùåé äâå ðàâíûå
ñòðîêè, ðàâåí 0.47

Ñëåäñòâèå 2. |Pij | = −1.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A
ïðèìåíåíèåì ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê III òèïà. Òîãäà
|A′| = |A|.

◃ Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A =

a1 •
...

an•

 ïðåîá-

47Ýòî óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò áûòü ñëåäñòâèåì äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñ ýëåìåíòàìè
èç ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 2.
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ðàçîâàíèåì T̃kl(λ), òî åñòü A′ =

a′1 •
...

a′n•

, ãäå a′i • = ai • ïðè i ̸= k, è

a′k• = ak• + λal•. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A′′ =

a′′1 •
...

a′′n•

, êîòîðàÿ ïîëó-

÷àåòñÿ èç A çàìåíîé k-é ñòðîêè íà l-þ, òî åñòü a′′i • = ai • ïðè i ̸= k,
è a′′k• = al•. Ïî òåîðåìå 6.2 èìååì |A′| = |A|+λ|A′′|, íî ïî ñëåäñòâèþ
1 èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1, |A′′| = 0. �

Ñëåäñòâèå. |Tij(λ)| = 1.

Òåîðåìà 6.3 (êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè-2). Äëÿ ìàòðèöû A ∈
Mn×n ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: A íåâûðîæäåííàÿ (= îá-
ðàòèìàÿ) ⇔ |A| ̸= 0.

◃ Êàê ìû ïîêàçàëè â ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿõ, óñëîâèå |A| =
= 0 íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê. Åñëè A
íåâûðîæäåííàÿ, òî ïî òåîðåìå 4.3 A ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå, ïîýòîìó |A| ≠ 0. Åñëè
æå A âûðîæäåíà, òî îíà ïðèâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ñòðîê ê íåêîòîðîé ìàòðèöå A′ óïðîùåííîãî âèäà, ñîäåðæàùåé
ñòðîêó íóëåé. Ïîýòîìó (ñì. ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 6.2) |A′| = 0 ⇒
|A| = 0. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.48

Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó (ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû).

Ëåììà. Ïóñòü S,A ∈ Mn×n, ïðè÷åì S � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà.
Òîãäà |SA| = |S| · |A|.

◃ Êàê íàì èçâåñòíî (ïðåäëîæåíèå 4.2), SA � ýòî ìàòðèöà, ïî-
ëó÷åííàÿ èç A ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

48Ýòà òåîðåìà èìååò ñëåäóþùóþ òðàêòîâêó. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ φ : Rn → Rn è ψ : Rn → Rn, çàäàííûå (â íåêîòîðîì áàçèñå) ìàòðèöàìè A
è B. Òîãäà |A| � êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ïðè âûïîë-
íåíèè φ, |B| � ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò äëÿ ψ, |AB| � ñîîòâåòñòâóþùèé
êîýôôèöèåíò äëÿ φψ.
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ñòðîê. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2 è ïðåäëîæåíèÿì 6.1, 6.2, èìååì: åñëè
S = Pij , òî |S| = −1, |SA| = |P̃ij(A)| = −|A|; åñëè S = Di(λ), òî

|S| = λ, |SA| = |D̃i(λ)(A)| = λ|A|; åñëè S = Tij(λ), òî |S| = 1,

|SA| = |T̃ij(λ)(A)| = |A|. Êàê âèäèì, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî
|SA| = |S| · |A| âûïîëíåíî. �
Òåîðåìà 6.4 (ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé). ∀ A,B ∈ Mn×n âûïîë-
íåíî |AB| = |A| · |B|.

◃ 1) Åñëè |A| = 0, òî ïî òåîðåìå 6.3 rgA < n ⇒ (ïî ïðåäëîæåíèþ
3.3) rg(AB) < n ⇒ (ïî òåîðåìå 6.3) |AB| = 0.

2) Åñëè |A| ̸= 0, òî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö (òåîðåìà 4.3): A = S1S2 . . . Sk. Òî-
ãäà èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî |A| = |S1| · |S2 . . . Sk| = |S1| · |S2| · |S3 . . .
. . . Sk| = . . . = |S1| · |S2| · |S3| · . . . · |Sk|. Òàêæå |AB| = |S1S2 . . . SkB| =
= |S1| · |S2 . . . SkB| = |S1| · |S2| · |S3 . . . SkB| = . . . = |S1| · |S2| · |S3| · . . .
. . . · |Sk| · |B| = |A| · |B|. �
Ñëåäñòâèå. Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî
|A−1| = |A|−1.

◃ AA−1 = E ⇒ |A||A−1| = 1. �

Òåîðåìà 6.5 (òðàíñïîíèðîâàíèå îïðåäåëèòåëÿ). ∀ A ∈ Mn×n âû-
ïîëíåíî |AT | = |A|.

◃ 1) Åñëè |A| = 0, òî rgA < n ⇒ rg(AT ) < n ⇒ |AT | = 0.
2) Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.1), ÷òî ðàâåíñòâî |ST | =

= |S| âåðíî äëÿ ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû S. Åñëè |A| ̸= 0, òî A ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö:
A = S1S2 . . . Sk. Òîãäà |A| = |S1S2 . . . Sk| = |S1| · |S2| . . . |Sk|; |AT | =
= |ST

k S
T
k−1 . . . S

T
1 | = |ST

k | · |ST
k−1| . . . |ST

1 | = |Sk| · |Sk−1| · . . . · |S1|. �
Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

◃ Ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1. �
Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò "ðàâíîïðàâèå"ìåæäó ñòðî-

êàìè è ñòîëáöàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò âî ìíîãèõ äîêàçàííûõ óòâåðæäåíè-
ÿõ ñòðîêè çàìåíèòü íà ñòîëáöû. Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
â ñëåäóþùóþ òåîðåìó.



53

Òåîðåìà 6.6. Ïðè âûïîëíåíèè ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñòðîê è ñòîëáöîâ
I òèïà � îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê;
II òèïà (óìíîæåíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà λ) � îïðåäåëèòåëü
óìíîæàåòñÿ íà λ;
III òèïà � îïðåäåëèòåëü íå èçìåíÿåòñÿ.

◃ Ñëåäóåò èç òåîðåì 6.5, 6.2 è ïðåäëîæåíèé 6.1, 6.2. �
Ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ (4), ìîæåò áûòü çàïèñàíà è äëÿ ëþáîãî

ñòîëáöà èëè ñòðîêè.

Òåîðåìà 6.7 (ðàçëîæåíèå ïî ëþáîìó ñòîëáöó èëè ñòðîêå). Äëÿ
ìàòðèöû A = (aij) ∈ Mn×n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

1) |A| =
n∑

i=1

(−1)i+jaij |Aij | äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , n;

2) |A| =
n∑

j=1

(−1)i+jaij |Aij | äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n.

◃ 1) Ïðèìåíèì j − 1 ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ
I òèïà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîìåíÿâ ñòîëáöû ñ íîìåðàìè j è j−1, j−1 è
j−2, è ò. ä., 2 è 1. Òàêèì îáðàçîì, j-é ñòîëáåö ïåðåìåñòèëñÿ íà ìåñòî
1-ãî; ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü óìíîæèëñÿ íà (−1)j−1. Òåïåðü íóæíîå
ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4).

2) Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 6.5. Òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó (ïðè
ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ïîäìàòðèöû òîæå òðàíñïî-
íèðóþòñÿ) è ïðèìåíèì ðàâåíñòâî, äîêàçàííîå â ïåðâîì ïóíêòå. �

ßâíîå ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ

Ïóñòü (i1, i2, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë a1 < a2 < . . . < an
(ò. å. ÷èñëà a1, a2, . . . , an, çàïèñàííûå â íåêîòîðîì ïîðÿäêå). ×å-
ðåç S(a1, a2, . . . , an) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë
a1, a2, . . . , an.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ik, il, ãäå 1 6 k < l 6 n, ÿâëÿåò-
ñÿ èíâåðñèåé, åñëè ik > il. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ïåðåñòàíîâêå
(i1, i2, . . . , in) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ÷èñëî èíâåðñèé; îáîçíà÷èì åãî
N(i1, i2, . . . , in). Åñëè N(i1, i2, . . . , in) � ÷åòíîå ÷èñëî, òî ïåðåñòàíîâ-



54

êà (i1, i2, . . . , in) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå÷åò-
íîé.

Òåîðåìà 6.8. Äëÿ ìàòðèöû A = (aij) ∈ Mn×n âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî

|A| =
∑

(i1,i2,...,in)∈
S(1,2,...,n)

(−1)N(i1,i2,...,in)ai11ai22 . . . ainn. (5)

◃ Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà èíäóêöèè òðèâèàëüíà.
Ïåðåñòàíîâêè (i1, i2, . . . , in) èç S(1, 2, . . . , n), äëÿ êîòîðûõ i1 ðàâíî

ôèêñèðîâàííîìó i ∈ {1, 2, . . . , n}, èìåþò âèä (i, i2, . . . , in), ãäå (i2, . . .
. . . , in) � ïåðåñòàíîâêà èç S(1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n). Çàìåòèì, ÷òî
N(i, i2, . . . , in) = N(i2, . . . , in) + i − 1, òàê êàê i1 = i âõîäèò ðîâíî â
i− 1 èíâåðñèé. Îòñþäà ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (5) ðàâíà

n∑
i=1

∑
(i,i2,...,in)∈
S(1,2,...,n)

(−1)N(i,i2,...,in)ai1ai22 . . . ainn =
n∑

i=1

ai1Si1, ãäå

Si1 =
∑

(i2,...,in)∈
S(1,...,i−1,i+1,...,n)

(−1)N(i2,...,in)+i−1ai22 . . . ainn =

= (−1)i+1
∑

(i2,...,in)∈
S(1,2,...,i−1,i+1,...,n)

(−1)N(i2,...,in)ai22 . . . ainn.

Êàê âèäèì, ñóììà Si1 ðàâíà (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè)
(−1)i+1|Ai1| (â ïîäìàòðèöå Ai1 ñòðîêè íóìåðóþòñÿ ÷èñëàìè 1, 2, . . .
. . . , i − 1, i + 1, . . . , n, à ñòîëáöû � ÷èñëàìè 2, 3, . . . , n), ïîýòîìó (5)
ñëåäóåò èç (4). �

Ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëèòåëÿ

Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mn×n è ñòîëáöà t =


t1
t2
...
tn

 ÷åðåç Ak(t) îáîçíà-

÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé k-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö t.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 6.7 ñóììà
n∑

i=1

(−1)i+kti|Aik| ðàâíà îïðåäå-

ëèòåëþ |Ak(t)|.

Ïðåäëîæåíèå 6.3 (ïðàâèëî Êðàìåðà). Ïóñòü A ∈ Mn×n � íåâû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà, è ñòîëáåö X =


x1

x2

...
xn

 ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåí-

íûì) ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = b. Òîãäà xk =

=
|Ak(b)|
|A|

(äëÿ k = 1, 2, . . . , n).49

◃ Äîìíîæèì i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû íà (−1)i+k|Aik|, è ñëîæèì

âñå ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
n∑

j=1

cjxj = d, ãäå

cj =
n∑

i=1

(−1)i+k|Aik|aij = |Ak(a•j)|, d =
n∑

i=1

(−1)i+k|Aik|bi = |Ak(b)|.

Ïðè j ̸= k ìàòðèöà Ak(a•j) èìååò äâà ðàâíûõ ñòîëáöà (j-é è k-é),
ïîýòîìó cj = |Ak(a•j)| = 0. Ïîñêîëüêó Ak(a•k) = A, èìååì |A|xk =
= |Ak(b)|. �

Ïðåäëîæåíèå 6.4 (ôîðìóëà îáðàòíîé ìàòðèöû). Ïóñòü A =
= (aij) ∈ Mn×n � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, A−1 = (xij). Òîãäà

xij =
(−1)i+j |Aji|

|A|
(äëÿ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n).

◃ Èç ðàâåíñòâà AA−1 = E ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáåö x•j îáðàòíîé
ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax•j = ej , ãäå â ñòîëáöå ej âñå
ýëåìåíòû, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíèöû íà j-ì ìåñòå � íóëè. Ïî ïðà-

âèëó Êðàìåðà xij =
|Ai(ej)|
|A|

. Ðàñêëàäûâàÿ |Ai(ej)| ïî i-ìó ñòîëáöó,

ïîëó÷àåì, ÷òî |Ai(ej)| = (−1)i+j |Aji|. �

49Ïðàâèëî Êðàìåðà ïîêàçûâàåò, ÷åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ïî
âåêòîðà ïî áàçèñó â òåðìèíàõ îðèåíòèðîâàííûõ îáúåìîâ.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 . . . 2
2 1 2 . . . 2
2 2 1 . . . 2
...

...
...

. . .
...

2 2 2 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . .
0 0 . . . 2 1
0 0 . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Äàíû ìàòðèöû A ∈ Mm×m, B ∈ Mn×n, C ∈ Mm×n. Äîêàæèòå,

÷òî îïðåäåëèòåëü áëî÷íîé ìàòðèöû ñ "óãëîì íóëåé"

(
A C
O B

)
ðàâåí |A| · |B|.

3. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ∈ Mn×n, åñëè à) ïåðå-
ñòàâèòü åå ñòðîêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå; á) "îòðàçèòü"ìàòðèöó
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà; â) "ïîâåðíóòü"ìàòðèöó
íà 90◦ îòíîñèòåëüíî öåíòðà; ã) îòðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè?

4. à) Âûðàçèòå |−A| ÷åðåç |A| (â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà n ìàòðè-
öû A). á) Äîêàæèòå, ÷òî êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà íå÷åò-
íîãî ïîðÿäêà âñåãäà âûðîæäåííàÿ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî (ïðè n > 2) â ÿâíîì ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ
êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì "+"è ñî çíàêîì "−"ðàâíû.

6. Ïóñòü âñå ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöà A� öåëûå ÷èñëà, ïðè-
÷åì âñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íå÷åòíûå, à âíå ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè ÷åòíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A íåâûðîæäåí-
íàÿ.

7. Äàíà îáðàòèìàÿ ìàòðèöàA, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé � öåëûå ÷èñ-
ëà. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A−1 � öåëûå ÷èñëà
⇔ |A| = ±1.



57

Ïðèëîæåíèå

Ëîãèêà

Â ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå çíàêè.

⇒ � çíàê ñëåäñòâèÿ (èìïëèêàöèè); íàïðèìåð, çàïèñü A ⇒ B
îçíà÷àåò, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ A ñëåäóåò óòâåðæäåíèå B.

⇔ � çíàê ýêâèâàëåíòíîñòè (ðàâíîñèëüíîñòè), íàïðèìåð, çàïèñü
A ⇔ B îçíà÷àåò, ÷òî óòâåðæäåíèå A âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåðíî óòâåðæäåíèå B.

∀ � êâàíòîð âñåîáùíîñòè; îí çàìåíÿåò ñëîâà "äëÿ ëþáîãî "ïðè
ëþáûõ"è ò.ä.

∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ; îí çàìåíÿåò ñëîâî "ñóùåñòâóåò".

Èíîãäà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé T1, T2, T3, . . . ,
ïðî êîòîðóþ èçâåñòíî, ÷òî

1) T1 âåðíî (áàçà èíäóêöèè);

2) èç òîãî, ÷òî Tn âåðíî, âûòåêàåò, ÷òî Tn+1 âåðíî (äëÿ n =
= 1, 2, 3, . . .) (ïåðåõîä èëè øàã èíäóêöèè).

Òîãäà âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç âåðíûõ óòâåðæäåíèé.

Âîçìîæíà âàðèàöèÿ óñëîâèÿ 2): èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèÿ T1, T2, . . . , Tn âåðíû, âûòåêàåò, ÷òî Tn+1 âåðíî (äëÿ n =
= 1, 2, 3, . . .).

Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî� ýòî ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ýòè îáúåêòû
íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè äàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Âêëþ÷åíèå a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó A; a /∈ A � ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.
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Ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò, íàçûâàþòñÿ íåïó-
ñòûìè; ïóñòîå ìíîæåñòâî (òî åñòü ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëå-
ìåíòîâ) îáîçíà÷àåòñÿ ∅.

Åñëè â ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, òî ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íûì. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò çàäàâàòüñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ñâîèõ
ýëåìåíòîâ, ñêàæåì, A = {a1, a2, . . . , an}.

Ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ N, Z, Q, R ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ìíîæåñòâ
íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëü-
íûõ) ÷èñåë.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
A (èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî B âëîæåíî â A), åñëè x ∈ B ⇒ x ∈ A. Îáîçíà-
÷åíèå: B ⊂ A èëè B ⊆ A. Çàìåòèì, ÷òî ∅ ⊆ A äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îäíîâðåìåííî B ⊆
⊆ A è A ⊆ B. Ïîäìíîæåñòâî ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûì óñëîâèåì.
Äëÿ ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ X , ïðèìåì îáîçíà÷åíèå {a ∈ A | X}. Íàïðèìåð, ïîäìíîæåñòâî
÷åòíûõ (öåëûõ) ÷èñåë ìîæíî çàäàòü çàïèñüþ {n ∈ Z | ∃k ∈ Zn = 2k}
èëè áîëåå êîðîòêî {2k | k ∈ Z}.

Íàä ìíîæåñòâàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè.
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x, äëÿ

êîòîðûõ èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ âêëþ÷åíèé: x ∈ A, x ∈
∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A

∪
B. Ìîæíî îïðåäåëèòü îáúåäèíåíèå

∪
i∈I

Ai (i

ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I) êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàä-
ëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, i ∈ I.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x, äëÿ
êîòîðûõ èìåþò ìåñòî îáà âêëþ÷åíèÿ: x ∈ A, x ∈ B. Îáîçíà÷åíèå:
A
∩
B. Èíà÷å ãîâîðÿ, A

∩
B = {x ∈ A |x ∈ B} (èëè A

∩
B = {x ∈

∈ B |x ∈ A}. Â ñëó÷àå A
∩
B = ∅ ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B

íåïåðåñåêàþùèåñÿ. Ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðåñå÷åíèå
∩
i∈I

Ai êàê ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç ìíîæåñòâ Ai, i ∈ I.
Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {x ∈ A |x /∈

/∈ B}. Îáîçíà÷åíèå: A \B.
Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. Îáîçíà÷åíèå: A × B.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 × A2 × . . . ×
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× An êàê ìíîæåñòâî n-îê {(a1, a2, . . . , an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.
Åñëè A1 = A2 = . . . = An = A, òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A1 ×A2 ×
× . . .×An îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå An.

Çíàê ñóììèðîâàíèÿ

Ñóììó a1 + a2 + . . .+ an êîðîòêî îáîçíà÷àþò
n∑

i=1

ai. Ñóììó ÷èñåë

ai, ãäå i ïðîáåãàåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I, îáîçíà÷àþò
∑
i∈I

ai.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà çíàêà ñóììèðîâàíèÿ.

(Ëèíåéíîñòü çíàêà ñóììèðîâàíèÿ) Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a1, a2, . . .
. . . , an, b1, b2, . . . , bn âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

1)
n∑

i=1

(ai + bi) =
n∑

i=1

ai +
n∑

i=1

bi; 2)
n∑

i=1

λai = λ
n∑

i=1

ai.

(Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ïðè äâîéíîì ñóììèðîâàíèè) Äëÿ mn
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a11, a12, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
m∑
i=1

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

m∑
i=1

aij.

◃ Çàïèøåì ÷èñëà â òàáëèöó (ìàòðèöó). Âû÷èñëèì ñóììó âñåõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïðîñóììèðîâàâ ýëåìåíòû ïî ñòîëáöàì, à çàòåì
ïî ñòðîêàì. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîñóììèðî-
âàâ âíà÷àëå ïî ñòðîêàì, à çàòåì ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà. �

Ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî
îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y (èëè îòîáðàæåíèå èç
X â Y ), åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y . Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ: f :

X → Y èëè X
f→ Y .

Îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà X ′ ⊂ X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {f(x) |x ∈ X ′}. Îáîçíà÷åíèå: f(X ′). Îáðàç f(X)
âñåãî ìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y íàçûâàåòñÿ òàêæå
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îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ f . Ïîìèìî f(X) äëÿ îáðàçà îòîáðàæåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Im f .

Îòîáðàæåíèå f : X → X ìíîæåñòâà X â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå
ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà X. Ïðåîáðàçîâàíèå f : X → X íàçû-
âàåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè ∀x ∈ X f(x) = x.
Îáîçíà÷åíèå: IX .

Ïóñòü äàíû íåêîòîðûå ìíîæåñòâà X, Y , Z è îòîáðàæåíèÿ f :
X → Y , g : Y → Z. Îòîáðàæåíèå h : X → Z, çàäàííîå ∀x ∈ X
ðàâåíñòâîì h(x) = g(f(x)), íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé g
è f èëè ïðîèçâåäåíèåì g íà f . Êîìïîçèöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ g ◦ f èëè
gf .

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
àññîöèàòèâíîñòè.

Ïóñòü äàíû íåêîòîðûå ìíîæåñòâà X, Y , Z, T è îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → T . Òîãäà h(gf) = (hg)f .

◃ Ïîëüçóÿñü ìíîãîêðàòíî îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè îòîáðàæå-
íèé, ∀x ∈ X èìååì: (h(gf))(x) = h((gf)(x)) = h(g(f(x))). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ((hg)f)(x) = (hg)(f(x)) = h(g(f(x))). �

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå:

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà X1, X2, . . . , Xn+1 è îòîáðàæåíèÿ fi :
Xi → Xi+1, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå fnfn−1 . . . f1 îïðåäå-
ëåíî è íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ êîìïîçèöèé (íå çàâèñèò
îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê).

◃ Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà: n = 3 (ñì. ïðåäûäóùåå
óòâåðæäåíèå). Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ êîìïîçèöèè 3, 4, . . . , n−
1 îòîáðàæåíèé. Ïóñòü â ïðîèçâåäåíèè fnfn−1 . . . f1 Ñêîáêè ðàññòàâ-
ëåíû äâóì ñïîñîáàìè: g = (fnfn−1 . . . fk+1)(fkfk−1 . . . f1) è h =
(fnfn−1 . . . fl+1)(flfl−1 . . . f1) (â êàæäîì èç ñïîñîáîâ ìû îòìåòèëè ïî-
ñëåäíþþ îïåðàöèþ êîìïîçèöèè, â îñòàëüíîì îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå).

Òàê êàê k < n, òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè îòîáðàæå-
íèå (fkfk−1 . . . f1) : X1 → Xk+1 íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûïîëíå-
íèÿ êîìïîçèöèè (òî åñòü ñêîáêè â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî ðàññòàâ-
ëÿòü êàê óãîäíî, îíî îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ). Òàêîå æå çàìå÷àíèå
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ñïðàâåäëèâî è äëÿ îòîáðàæåíèé (fnfn−1 . . . fk+1) : Xk+1 → Xn+1,
(flfl−1 . . . f1) : X1 → Xl+1, (fnfn−1 . . . fl+1) : Xl+1 → Xn+1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè k = l, òî ñðàçó ïîëó÷àåì g = h.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè k < l.

Òîãäà g = ((fnfn−1 . . . fl+1)(flfl−1 . . . fk+1))(fkfk−1 . . . f1),
h = (fnfn−1 . . . fl+1)((flfl−1 . . . fk+1)(fkfk−1 . . . f1)). Èç ïðåäûäóùå-
ãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê òðåì îòîáðàæåíèÿì (fkfl−1 . . .
. . . f1) : X1 → Xk+1, (flfl−1 . . . fk+1) : Xk+1 → Xl+1, (fnfn−1 . . .
. . . fl+1) : Xl+1 → Xn+1, ïîëó÷àåì, ÷òî g = h. �

Äîêàçàííîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿåò äëÿ
ëþáîãî n ∈ N êîððåêòíî îïðåäåëèòü n-þ ñòåïåíü ïðåîáðàçîâàíèÿ
f : X → X êàê fn = ff . . . f︸ ︷︷ ︸

n áóêâ f

. Èç ïðåäûäóùåãî ÿñíî, ÷òî ∀m,n ∈ N

âåðíû ðàâåíñòâà fm+n = fmfn è fmn = (fm)n. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ
îòîáðàæåíèé ðîëü "åäèíèöû"èãðàåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Îòîáðàæåíèå g : Y → X íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) îáðàòíûì
äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , åñëè gf = IX (fg = IY ). Íå äëÿ âñÿêîãî
îòîáðàæåíèÿ f : X → Y íàéäåòñÿ ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè
îíî íàéäåòñÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f îáðàòèìî ñëåâà. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, îáðàòèìûå ñïðàâà. Îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿ-
þùèåñÿ îäíîâðåìåííî îáðàòèìûìè ñïðàâà è ñëåâà, áóäåì íàçûâàòü
îáðàòèìûìè.

Äëÿ îáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå è åäèíñòâåííîå ïðàâîå îá-
ðàòíîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì îíè ðàâíû.

◃ Ïóñòü g : Y → X � íåêîòîðîå ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ
f , h : Y → X � íåêîòîðîå ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ f . Òîãäà
g = gIY = g(fh), ÷òî ðàâíî (gf)h = IXh = h. Èòàê, êàæäîå ëåâîå
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g ñîâïàäàåò ñ h, è çíà÷èò îíî åäèíñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî, êàæäîå ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå h ñîâïàäàåò ñ g,
è, çíà÷èò, îíî åäèíñòâåííî. �

Äëÿ îáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y åãî åäèíñòâåííîå ëåâîå
(îíî æå è åäèíñòâåííîå ïðàâîå) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåì íàçû-
âàòü îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì è îáîçíà÷àòü f−1.
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Ïóñòü äàíû íåêîòîðûå ìíîæåñòâà X, Y , Z è îáðàòèìûå îòîá-
ðàæåíèÿ f : X → Y è g : Y → Z. Òîãäà

1) f−1 îáðàòèìî, ïðè÷åì (f−1)−1 = f ;
2) gf îáðàòèìî, ïðè÷åì (gf)−1 = f−1g−1.

◃ 1) Ðàâåíñòâà ff−1 = IY , f
−1f = IX îçíà÷àþò, ÷òî f � îáðàò-

íîå îòîáðàæåíèå äëÿ f−1.
2) Íóæíîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ
(f−1g−1)(gf) = f−1(g−1g)f = f−1IY f = f−1f = IX ,
(gf)(f−1g−1) = g(ff−1)g−1 = gIY g

−1 = gg−1 = IZ . �
Ñëåäñòâèå:

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà X1, X2, . . . , Xn+1 è îáðàòèìûå îòîá-
ðàæåíèÿ fi : Xi → Xi+1, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå
fnfn−1 . . . f1 îáðàòèìî, ïðè÷åì (fnfn−1 . . . f1)

−1 = f−1
1 f−1

2 . . . f−1
n .

Åñëè f : X → X � îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ìîæíî îïðå-
äåëèòü n-þ ñòåïåíü è äëÿ íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ n: ïîëîæèì
f0 = IX , f

−m = (f−1)m, åñëè m ∈ N. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
âñåõ m,n ∈ Z âåðíû ðàâåíñòâà fm+n = fmfn è fmn = (fm)n.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ
1) èíúåêòèâíûì (èëè èíúåêöèåé), åñëè èç ðàâåíñòâà f(x) = f(x′)

âûòåêàåò, ÷òî x = x′;
2) ñþðúåêòèâíûì (èëè ñþðúåêöèåé), åñëè f(X) = Y ;
3) áèåêòèâíûì (èëè áèåêöèåé, èëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîò-

âåòñòâèåì), åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ñþðúåêöèåé, è èíúåê-
öèåé.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî
1) f : X → Y èíúåêòèâíî ⇔ f îáðàòèìî ñëåâà;
2) f : X → Y ñþðúåêòèâíî ⇔ f îáðàòèìî ñïðàâà;
3) f : X → Y áèåêòèâíî ⇔ f îáðàòèìî.
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Îòâåòû, óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ

§ 1
1. Îòâåò:

(
−5 4 3
11 −23 20

)
.

2. Íàïðèìåð, A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
,

A4 =

(
0 0
0 1

)
.50 Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà

(
λ1 λ2

λ3 λ4

)
ðàâ-

íà
4∑

i=1

λiAi.

3. Íåòðóäíî âèäåòü,51 ÷òî ñòðîêà (x1, x2, x3, x4) ñ óñëîâèåì x1 +
+ x2 + x3 + x4 = 0 ðàâíà x2(−1, 1, 0, 0) + x3(−1, 0, 1, 0) +
+ x4(−1, 0, 0, 1).

4. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòîëáöîâ èç A
ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ èç A.52

5. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå A =
A+AT

2
+

A−AT

2
.53

§ 2
50Ýòî ñòàíäàðòíûé áàçèñ â M2×2.
51Âîîáùå, ýòà çàäà÷à � ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ñì. § 5.
52Ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è: ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-

íûì ïðîñòðàíñòâîì.
53Ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è: âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Mn×n ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ M+
n×n è M−

n×n ñèììåòðè÷åñêèõ è êîñî-
ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.
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1. Ïóñòü A1, A2, . . . , Ak � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà. Òîãäà ïðè-
áàâèâ ê ðàçëîæåíèþ B ïî âåêòîðàì A1, A2, . . . , Ak íåòðèâèàëü-
íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ðàâíóþ O, ïîëó÷èì äðóãîå ðàçëî-
æåíèå B.

2. Îòâåò: íåò. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó îá îöåíêå ðàíãà
ñóììû äëÿ ìàòðèö C = A+B è D = −B.

3. Íàéäóòñÿ r ôèêñèðîâàííûõ ñòîëáöîâ a1, . . . , ar, ïî êîòîðûì
ðàñêëàäûâàþòñÿ âñå ñòîëáöû äàííîé ìàòðèöû A. Ïîëüçóÿñü

ýòèìè ðàçëîæåíèÿìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå A =
r∑

i=1

Ai,

ãäå âñå ñòîëáöû ìàòðèöû Ai ïðîïîðöèîíàëüíû ai.

4. Îòâåò: rgM+
n×n =

n(n+ 1)

2
, rgM−

n×n =
n(n− 1)

2
.

Äîñòàòî÷íî óêàçàòü áàçèñíûå ïîäñèñòåìû â M+
n×n è M−

n×n.
Ïóñòü E(k, l) � ìàòðèöà, â êîòîðîé ýëåìåíò íà ïåðåñå÷åíèè
k-é ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ðàâíû 0. Òîãäà
ìàòðèöû E(i, j) + E(j, i), 1 6 i 6 j 6 n, îáðàçóþò áàçèñíóþ

ïîäñèñòåìó â M+
n×n, à ìàòðèöû E(i, j) − E(j, i), 1 6 i < j 6 n,

îáðàçóþò áàçèñíóþ ïîäñèñòåìó â M−
n×n. Ìîæíî ðåøèòü çàäà-

÷ó è â äóõå § 5, çàäàâàÿ M+
n×n è M−

n×n ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

5. Åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà A1, . . . , Ak íå ÿâëÿåò-
ñÿ áàçèñíîé äëÿ A, òî íàéäåòñÿ Ak+1 ∈ A \ ⟨A1, . . . , Ak⟩. Òî-
ãäà ìîæíî "íàðàñòèòü" ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó äî
A1, . . . , Ak, Ak+1. Äàëåå ìîæíî ïðîäîëæàòü ïðîöåäóðó.

§ 3

1. Îòâåò:

(
−13 4
4 −10

)
.

2. Âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì (SAS−1)n = SAnS−1.
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3. Äëÿ ìàòðèö A = (aij) è B = (bji) êàæäîå èç âûðàæåíèé tr(AB)

tr(BA) ðàâíî äâîéíîé ñóììå
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbji.

4. Âîñïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì (AB)T = BTAT .

5. à) Â êà÷åñòâå ìàòðèöû X âîçüìèòå ìàòðèöû âèäà E(i, j) (íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà åäèíèöà, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû 0).

á) Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà diag(λ1, . . . , λn) ñëåâà
i-ÿ ñòðîêà óìíîæàåòñÿ íà λi, à ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà � j-é
ñòîëáåö óìíîæàåòñÿ íà λj .

6. Èñïîëüçóéòå ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé ïðèíèìàåò
çàäàííûå çíà÷åíèÿ â äàííûõ n òî÷êàõ.

7. à) è á) ñëåäóþò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

â) Îòâåò:


1 10 45 120
0 1 10 45
0 0 1 10
0 0 0 1

.
Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà (îíà ïðè-
ìåíèìà, ïîñêîëüêó ìàòðèöû A è E ïåðåñòàíîâî÷íû) è ðàâåí-
ñòâîì A4 = O.

8. Ïðîâåðüòå, ÷òî îáðàòíîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà
m−1∑
k=0

Ak.54

9. Ðàâåíñòâî BA = En ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 3.3 îá îöåíêå
ðàíãà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

§ 4
54Âîîáùå, åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî ðÿä èç ìàòðèö

∞∑
k=0

Ak, ñõî-

äèòñÿ, ñóììà ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû E−A. Çäåñü
ìîæíî ïðîâåñòè ïàðàëëåëü ñ ðàçëîæåíèåì ïî Òåéëîðó ôóíêöèè (1− x)−1.
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1.


:
a
:
b
:

 III→


:

a+ b
:
b
:

 III→


:

a+ b
:

−a
:

 III→


:
b
:

−a
:

 II→


:
b
:
a
:

.
2. Âûïîëíèì öåïî÷êó ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, ïðè-

âîäÿùóþ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, íàïðèìåð:( 0 0 2 1 −1 2
0 0 −4 −2 2 −4
3 −6 5 1 2 5
−1 2 5 3 −7 2

)
T̃21(2)→ T̃34(3)→

(
0 0 2 1 −1 2
0 0 0 0 0 0
0 0 20 10 −19 11
−1 2 5 3 −7 2

)
P̃12→ P̃14→ D̃1(−1)→(

1 −2 −5 −3 7 −2
0 0 2 1 −1 2
0 0 20 10 −19 11
0 0 0 0 0 0

)
T̃32(−10)→

(
1 −2 −5 −3 7 −2
0 0 2 1 −1 2
0 0 0 0 −9 −9
0 0 0 0 0 0

)
.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî rgA = 3, è â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
îäíà èç áàçèñíûõ ïîäñèñòåì � ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 3, 5. Ïî
òåîðåìå î áàçèñíîì ìèíîðå, ìîæíî îòûñêàòü íåâûðîæäåííóþ

ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà 3 äàæå â ìàòðèöå B =

(
0 2 −1
0 −4 2
3 5 2
−1 5 −7

)
, îáðà-

çîâàííîé 1-ì, 3-ì è 5-ì ñòîëáöàìè ìàòðèöû A. Îñòàåòñÿ íàéòè
íåêîòîðóþ áàçèñíóþ ïîäñèñòåìó ñòðîê ìàòðèöû B. Äëÿ óäîá-
ñòâà, ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìàòðèöó BT ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê:(

0 0 3 −1
2 −4 5 5
−1 2 2 −7

)
T̃23(2)→ P̃13→

(−1 2 2 −7
0 0 9 −9
0 0 3 −1

)
D̃(1/9)→ T̃32(−3)→

(−1 2 2 −7
0 0 1 −1
0 0 0 2

)
.

Â ñèñòåìå ñòîëáöîâ ìàòðèöû BT îäíà èç áàçèñíûõ ïîäñèñòåì
� ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 3, 4. Çíà÷èò, â ìàòðèöå B, à ñëåäî-
âàòåëüíî è â ìàòðèöå A, îäíà èç áàçèñíûõ ïîäñèñòåì ñòðîê �
ñòðîêè ñ íîìåðàìè 1, 3, 4.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì âûäåëèòü îäíó èç âîçìîæíûõ
íåâûðîæäåííûõ ïîäìàòðèö ïîðÿäêà 3 â ìàòðèöå A:

0 0 2 1 −1 2
0 0 −4 −2 2 −4
3 −6 5 1 2 5
−1 2 5 3 −7 2

.
3. Èñïîëüçóéòå àëãîðèòì îòûñêàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

4. à) Îòâåò: rgA+ rgB.
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Èñïîëüçóÿ "áëî÷íûå"ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê (îä-
íî áëî÷íîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê ðàâíîñèëüíî m

îáû÷íûì), ïðèâåäèòå ìàòðèöó ê âèäó

(
A C
O B

)
.

á) Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.2, ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿìè ñòðîê äàííàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

(
A E
O O

)
.

5. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà rg(AB) = rgB äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü íåðàâåíñòâî rgAB > rgB (îáðàòíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíå-
íî âñåãäà). Ìîæíî âûäåëèòü â ìàòðèöå A "áàçèñíûé ìèíîð"K
ïîðÿäêà m, òîãäà â ìàòðèöå AB åñòü ïîäìàòðèöà KB ðàíãà
rgB, ñëåäîâàòåëüíî rgAB > rgB.

6. Â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ìîæíî âçÿòü áàçèñíóþ ïîä-
ñèñòåìó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, è ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
ìàòðèöó C.

7. à) Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîáðàæåíèå èç íà÷àëà ïóíêòà "Ýëå-
ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàíã": ðàâåíñòâî íóëþ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî-
õðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

á) Èñïîëüçóéòå ïóíêò à), ïðåäëîæåíèå 4.2 è òîò ôàêò, ÷òî îá-
ðàòèìàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëü-
êèõ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

8. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå XA = B ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
ATXT = BT .

§ 5
1. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû(

0 0 2 1 −1 | 2
0 0 −4 −2 2 | −4
3 −6 5 1 2 | 5
−1 2 5 3 −7 | 2

)
. Âûïîëíèâ ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóñ-

ñà, ïîëó÷èì (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 èç § 4)
(

1 −2 −5 −3 7 | −2

0 0 1 1
2 − 1

2 | 1

0 0 0 0 1 | 1

)
.
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Äàëåå, âûïîëíÿåì îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà:(
1 −2 −5 −3 7 | −2

0 0 1 1
2 − 1

2 | 1

0 0 0 0 1 | 1

)
T̃23(− 1

2 )→ T̃13(−7)→
(

1 −2 −5 −3 0 | −9

0 0 1 1
2 0 | 3

2

0 0 0 0 1 | 1

)
T̃12(5)→(

1 −2 0 − 1
2 0 | − 3

2

0 0 1 1
2 0 | 3/2

0 0 0 0 1 | 1

)
.

Ââåäåì íîâûé ïîðÿäîê íåèçâåñòíûõ: x1, x3, x5, x2, x4. Â íî-

âîì ïîðÿäêå ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä:

(
1 0 0 −2 − 1

2 | − 3
2

0 1 0 0 1
2 | 3

2

0 0 1 0 0 | 1

)
, è

ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå:

(
x1
x3
x5
x2
x4

)
=

− 3
2

3
2
1
0
0

 +

 2 1
2

0 − 1
2

0 0
1 0
0 1

 (
λ1

λ2

)
.

Âîçâðàùàÿñü ê èçíà÷àëüíîìó ïîðÿäêó íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷àåì

îòâåò:


x1

x2

x3

x4

x5

 =


− 3

2
0
3
2
0
1

 +


2 1

2
1 0
0 − 1

2
0 1
0 0


(
λ1

λ2

)
.

2. Çàïèøåì äàííûå ñòîëáöû â ìàòðèöó Φ è íàéäåì ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ìàòðèöó Ψ ñèñòåìó (ΦT |O): ΦT =
(

0 −3 2 1
2 1 0 −1
4 −1 2 −1

)
P̃12→

T̃31(2)→
(

2 1 0 −1
0 −3 2 1
0 −3 2 1

)
T̃32(−1)→

D̃2(− 1
3 )→ T̃12(−1)→

D̃1(
1
2 )→
(

1 0 1
3 − 1

3

0 1 − 2
3 − 1

3
0 0 0 0

)
. Îò-

ñþäà Ψ =

(
− 1

3
1
3

2
3

1
3

1 0
0 1

)
, è ñèñòåìà (ΨT |O) =

(
− 1

3
2
3 1 0 | 0

1
3

1
3 0 1 | 0

)
èëè(

−1 2 3 0 | 0
1 1 0 3 | 0

)
èìååò çàäàííîå ðåøåíèå.

3. Äîìíîæàÿ ðàâåíñòâî AXB = C íà A−1 ñëåâà è íà B−1 ñïðà-
âà, íàõîäèì X = A−1CB−1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííàÿ
ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óðàâíåíèþ.

4. Óêàçàíèå: ñòîëáöû ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Φ′ � ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ Φ.55

55Ìàòðèöó S ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà ê áà-
çèñó â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Sol(A |O).
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5. Åñëè êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (A′ | b′) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (A | b), òî èç AX = b ñëåäó-
åò A′X = b′. Àíàëîãè÷íî, èç A′X = b′ ñëåäóåò AX = b. Òàêèì
îáðàçîì, ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû. Íàîáîðîò, ïóñòü äâå ñèñòåìû
(A | b) è (A′ | b′) èìåþò îäíî è òî æå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé X0 + Sol(A |O). Òîãäà ïðè äîáàâëåíèè ê ñòðîêàì ìàòðè-
öû (A | b) ñòðîê ìàòðèöû (A′ | b′) ðàíã íå èçìåíèòñÿ (îí ðàâåí
n− rg(Sol(A |O)). Äàëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíîé òåî-
ðåìîé î ðàíãàõ.

6. Îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñîîáðà-
æåíèè: óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ñòðîê ìàòðè-
öû Φ ñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , js îçíà÷àåò, ÷òî íåèçâåñòíûå xj1 ,
. . . , xjs ìîãóò (íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà) ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ, òî åñòü èõ ìîæíî âçÿòü çà ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå.

§ 6

1. à) Îòâåò: (−1)n−1(2n− 1).

Ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå âñå îñòàëüíûå, ïîëó÷èì

(2n− 1)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1 ... 1
2 1 2 ... 2
2 2 1 ... 2
... ... ...

2 2 ... 1 2
2 2 ... 2 1

∣∣∣∣∣∣. Â ïîñëåäíåì îïðåäåëèòåëå òåïåðü èç êàæ-

äîé ñòðîêè (êðîìå ïåðâîé) âû÷òåì óäâîåííóþ ïåðâóþ. Ïîëó-
÷èì âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ ÷èñëàìè 1,−1,−1, . . . ,−1 ïî
äèàãîíàëè.

á) Îòâåò: n+ 1.

Îáîçíà÷àÿ äàííûé îïðåäåëèòåëü ÷åðåç Kn, èç ðàçëîæåíèÿ
ïî ïåðâîìó ñòîëáöó ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó
Kn+1 = 2Kn − Kn−1, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Kn} � àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

2. Ìîæíî ïðèâåñòè äàííóþ ìàòðèöó ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó,
èñïîëüçóÿ òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäíèõ n
ñòðîê è ïåðâûõ m ñòîëáöîâ.
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3. à) Ïåðåñòàâèòü ñòðîêè ìàòðèöû â îáðàòíîì ïîðÿäêå ìîæíî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ìåíÿÿ ìåñòàìè ïåðâóþ ñòðîêó ñ n-é, âòîðóþ � ñ
(n−1)-é, è ò.ä. � âñåãî

[
n
2

]
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê

I òèïà. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà (−1)[
n
2 ].

á) ×òîáû îòðàçèòü ìàòðèöó ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî åå öåí-
òðà, ìîæíî ñíà÷àëà ïåðåñòàâèòü ñòðîêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå (èç

à) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿ íà (−1)[
n
2 ]),

à ïîòîì ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ïðè ýòîì

îïðåäåëèòåëü åùå ðàç óìíîæèòñÿ íà (−1)[
n
2 ]). Òàêèì îáðàçîì,

îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ.

â) "Ïîâîðîò"ìàòðèöû íà 90◦ ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíèâ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå èç ïóíêòà à) è òðàíñïîíèðîâàíèå.

ã) Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè ìîæíî ïîëó-
÷èòü, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïóíêòîâ
â) è à).

4. à) Îòâåò: | −A| = (−1)n|A|.
á) Ñëåäóåò èç à) è òåîðåìû 6.5.

5. Ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî
ïåðâîìó ñòîëáöó.

6. Â ÿâíîì ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ |A| áóäåò îäíî íå÷åòíîå ñëà-
ãàåìîå, à âñå îñòàëüíûå ÷åòíûå.

7. Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ öåëûìè ÷èñëàìè ðà-
âåí öåëîìó ÷èñëó. Â îäíó ñòîðîíó íóæíîå óòâåðæäåíèå äàåò
ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 6.4. ×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé îáðàòíîé ìàòðèöû (ñì.
ïðåäëîæåíèå 6.4).
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Ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé

⇒ çíàê ñëåäñòâèÿ
⇔ çíàê ýêâèâàëåíòíîñòè (ðàâíîñèëüíîñòè)
∀ êâàíòîð âñåîáùíîñòè
∃ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

a ∈ A a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A
a /∈ A a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A
∅ ïóñòîå ìíîæåñòâî
A = {a1, a2, . . . , an} ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè a1, a2, . . . , an
N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Z ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë
R ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
B ⊂ A B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A
B ⊆ A B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A
{a ∈ A | X} ïîäìíîæåñòâî A, çàäàííîå óñëîâèåì X∪

îáúåäèíåíèå (ìíîæåñòâ)∩
ïåðåñå÷åíèå (ìíîæåñòâ)

A \B ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B
× äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå (ìíîæåñòâ)∑

çíàê ñóììèðîâàíèÿ
f : X → Y îòîáðàæåíèå èç X â Y

Mm×n ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m× n
M+

n×n ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû n× n
M−

n×n êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû n× n
(aij) ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè aij
ai • ñòîêà ñ íîìåðîì i ìàòðèöû (aij)
a•j ñòîëáåö ñ íîìåðîì j ìàòðèöû (aij)
diag(λ1, λ2, . . . , λn) äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
E åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
En åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n
A+B ñóììà ìàòðèö A è B
λA ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ÷èñëî λ
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O íóëåâàÿ ìàòðèöà (íåêîòîðîãî ðàçìåðà)
−A ìàòðèöà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ìàòðèöå A
AT ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå A
AB ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B
A−1 ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå A
⟨A1, A2, . . . , Ak⟩ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû A1, A2, . . . , Ak

⟨A⟩ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû A
rgA ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ (ñòðîê, ìàòðèö) A
rgA ðàíã ìàòðèöû A
rgh A ñòðî÷íûé ðàíã ìàòðèöû A (= rgA)
rgv A ñòîëáöîâûé ðàíã ìàòðèöû A (= rgA)
trA ñëåä ìàòðèöû A

P̃ij ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê I òèïà

D̃i(λ) ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê II òèïà

T̃ij(λ) ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîê III òèïà
Pij ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà I òèïà
Di(λ) ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà II òèïà
Tij(λ) ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà III òèïà
AX = b ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû
(A | b) ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöû ñèñòåìû
Sol(A | b) îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû
|A| îïðåäåëèòåëü (äåòåðìèíàíò) ìàòðèöû A
detA îïðåäåëèòåëü (äåòåðìèíàíò) ìàòðèöû A
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