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Ãëàâà 1

Âåêòîðû è ñèñòåìû êîîðäèíàò

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé, ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
P1, P2, P3 (èëè P , åñëè ðå÷ü èäåò î ëþáîì èç ìíîæåñòâ P1, P2, P3). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
P1 ⊂ P2 ⊂ P3.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê X,Y ∈ P îïðåäåëÿåò íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−−→
XY (íàïðàâ-

ëåííûå îòðåçêè è âåêòîðû îáîçíà÷àåì ñòðåëêîé èëè æèðíûì øðèôòîì, íàïðèìåð,
−−→
XY èëè

a). Òî÷êè X è Y íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëîì è êîíöîì íàïðàâëåííîãî îòðåçêà. Äëÿ
íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ îïðåäåëåíî (èçâåñòíûì îáðàçîì) ïîíÿòèå ðàâåíñòâà, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì (äëÿ ëþáûõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ a,b, c):

1. a = a (ðåôëåêñèâíîñòü);

2. åñëè a = b, òî b = a (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. åñëè a = b è b = c, òî a = c (òðàíçèòèâíîñòü).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ðàñïàäàåòñÿ íà êëàññû ðàâíûõ íà-
ïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Ýòè êëàññû íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, èëè ñâîáîäíûìè âåêòîðàìè.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç V1, V2, V3 (èëè V , åñëè ðå÷ü èäåò î ëþáîì èç ìíîæåñòâ V1, V2, V3). Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî V1 ⊂ V2 ⊂ V3. Ìíîæåñòâî V áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (ýòî
íàçâàíèå äàíî â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì àáñòðàêòíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå
ïðèíÿòî â àëãåáðå).

Âåêòîðàìè ìû, îäíàêî, áóäåì èíîãäà íàçûâàòü è íàïðàâëåííûå îòðåçêè. (Ïðè ýòîì èç
êîíòåêñòà áóäåò ÿñíî, ôèêñèðîâàíû ëè êîíöû ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðà, òî åñòü èìååì ëè
ìû â âèäó ñâîáîäíûé âåêòîð èëè íàïðàâëåííûé îòðåçîê.) ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî îò ëþáîé òî÷êè ìîæíî îòëîæèòü åäèíñòâåííûé âåêòîð, ðàâíûé äàííîìó.

Íà ìíîæåñòâå V èçâåñòíûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì (∀ a,b, c ∈ V , ∀ λ, µ ∈ R):

1. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (àññîöèàòèâíîñòü);

2. a+ b = b+ a (êîììóòàòèâíîñòü);

3. ∃ 0 ∈ V (íóëåâîé âåêòîð), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó a+ 0 = a;

4. a+(−1)a = 0 (âåêòîð (−1)a îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå −a è íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì
âåêòîðó a).

5. (λ+ µ)a = λa+ µa (ëèíåéíîñòü ïî êîíñòàíòàì);

6. λ(a+ b) = λa+ λb (ëèíåéíîñòü ïî âåêòîðàì);

7. 1 · a = a;

8. (λµ)a = λ(µa).

Îòìåòèì åùå òîæäåñòâà 0 · a = λ · 0 = 0, −(λa) = (−λ)a = λ(−a). Îïåðàöèþ âû÷è-
òàíèÿ âåêòîðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê a − b = a + (−b), ïðè ýòîì (λ − µ)a = λa − µa,
λ(a− b) = λa− λb.

Íåñêîëüêî âåêòîðîâ èç V3 êîëëèíåàðíû, åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, êîòîðîé îíè ïàðàë-
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ëåëüíû. Íåñêîëüêî âåêòîðîâ èç V3 êîìïëàíàðíû, åñëè ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, êîòîðîé îíè
ïàðàëëåëüíû. (Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîé âåêòîð ïàðàëëåëåí ëþáîé ïðÿìîé è ëþ-
áîé ïëîñêîñòè, â ÷àñòíîñòè íóëåâîé âåêòîð êîëëèíåàðåí ëþáîìó âåêòîðó.) Îáîçíà÷åíèå
äëÿ êîëëèíåàðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ a è b: a ∥ b. Ñîîòâåòñòâåííî, çàïèñü a ∦ b îçíà÷àåò,
÷òî âåêòîðû a è b íå êîëëèíåàðíû. Îòìåòèì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó êîëëèíåàðíîñòüþ è
óìíîæåíèåì íà ÷èñëî. Ïóñòü a,b ∈ V , a ̸= 0. Òîãäà a ∥ b ⇔ ∃λ ∈ R: b = λa.

Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b èç V3 ðàâåí óãëó AOB ìåæäó íàïðàâëåí-

íûìè îòðåçêàìè
−→
OA = a è

−−→
OB = b (ãäå O � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà; êàê íåòðóäíî âèäåòü,

îïðåäåëåíèå óãëà íå çàâèñèò îò åå âûáîðà). Îáîçíà÷åíèå: ∠(a,b). Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè
âåêòîðàìè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, π]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó íóëåâûì
âåêòîðîì è ëþáûì äðóãèì íå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, òî åñòü ñ÷èòàåì âåðíûì ðàâåíñòâî

∠(a,0) = α ïðè ëþáûõ a ∈ V è α ∈ [0, π]. Åñëè ∠(a,b) = π

2
, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðû a è b

ïåðïåíäèêóëÿðíûå, èëè îðòîãîíàëüíûå (îáîçíà÷åíèå: a⊥b). Åñëè ∠(a,b) = 0, òî ãîâîðÿò,
÷òî âåêòîðû a è b ñîíàïðàâëåííûå (îáîçíà÷åíèå: a � b). Åñëè ∠(a,b) = π, òî ãîâîðÿò, ÷òî
âåêòîðû a è b ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå (îáîçíà÷åíèå: a ↑↓ b). Â ÷àñòíîñòè, ∀ a ∈ V3

èìååì: a⊥0, a � 0, a ↑↓ 0. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåêòîðîâ a ̸= 0 è b èç V3 ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ: a � b ⇔ ∃λ > 0: b = λa; a ↑↓ b ⇔ ∃λ 6 0: b = λa.

Åñëè çàôèêñèðîâàíà åäèíèöà èçìåðåíèÿ, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíà äëèíà, èëè íîðìà (îáîçíà÷åíèå: |a| èëè ∥a∥). ßñíî, ÷òî (∀ a,b ∈ V , ∀ λ ∈ R):

|a| = 0 ⇔ a = 0;
|λa| = |λ||a|;
|a+ b| 6 |a|+ |b| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Èíîãäà óïîòðåáëÿþò âûðàæåíèå

”
íîðìèðîâàòü íåíóëåâîé âåêòîð a“, îçíà÷àþùåå

”
çà-

ìåíèòü âåêòîð a íà ñîíàïðàâëåííûé åäèíè÷íûé âåêòîð
1

|a|
a“.

Â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ íàì âñòðåòÿòñÿ íàáîðû èëè ñèñòåìû âåêòîðîâ (îòëè÷èå
íàáîðà îò ìíîæåñòâà â òîì, ÷òî â íàáîðå îäèí ýëåìåíò ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â íåñêîëüêèõ
ýêçåìïëÿðàõ). Ïóñòü a1, a2, . . . , ak ∈ V � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ai1 , ai2 , . . . , ail , ãäå 1 6 i1 < i2 < . . . < il 6 k, ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé
ñèñòåìû a1, a2, . . . , ak. Åñëè â êîíå÷íîé ñèñòåìå âåêòîðîâ çàôèêñèðîâàí ïîðÿäîê, â êîòîðîì
ïåðå÷èñëÿþòñÿ âåêòîðû, òî ãîâîðÿò îá óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå âåêòîðîâ.

Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé, åñëè ai ⊥ aj äëÿ âñåõ i, j òàêèõ, ÷òî 1 6 i < j 6 k. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè
|a1| = |a2| = . . . = |ak| = 1.

§ 1.Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñèñòåì âåêòîðîâ. Áàçèñ

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , ak ∈ V , λ1, λ2, . . . , λk ∈ R. Ñóììà

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak (1.1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ñ êîýôôèöèåíòàìè
λ1, λ2, . . . , λk.

Åñëè |λ1| + |λ2| + . . . + |λk| > 0 (òî åñòü õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ íå ðàâåí 0),
òî ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (1.1) íåòðèâèàëüíàÿ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé).
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà b ∈ V ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak, òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî b ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak èëè ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
âåêòîðû a1, a2, . . . , ak.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (1.1) èíîãäà óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî ïåðåìíîæåíèÿ

ñòðîêè èç âåêòîðîâ íà ñòîëáåö ÷èñåë: (a1 a2, . . . an)


λ1

λ2
...
λn

.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ∈ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé,
åñëè íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà 0, è ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåðîì ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæà-
ùàÿ 0. Ïîëàãàþò, ÷òî ïóñòàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà (ôîðìàëüíî ýòî
ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì).

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak ∈ V (k > 2) ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔
ñðåäè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak íàéäåòñÿ âåêòîð, êîòîðûé ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
îñòàëüíûå k − 1 âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû.

◃ ⇒ Ïóñòü λ1a1 + λ2a2 + . . . + λkak = 0, è íå âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0, ñêà-
æåì λk ̸= 0. Òîãäà ïîäåëèì ðàâåíñòâî íà −λk è ïåðåíåñåì ak â äðóãóþ ÷àñòü; ïîëó÷èì

ak = µ1a1 + µ2a2 + . . .+ µk−1ak−1, ãäå µi = − λi

λk

, i = 1, 2, . . . , k − 1.

⇐ Ïóñòü, ñêàæåì, âåêòîð ak ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak−1:
ak = µ1a1 + µ2a2 + . . . + µk−1ak−1. Òîãäà µ1a1 + µ2a2 + . . . + µk−1ak−1 − ak � íåòðè-
âèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ 0. �

Ïðåäëîæåíèå 1.2. 1) Åñëè â êîíå÷íîé ñèñòåìå âåêòîðîâ èç V èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ëè-
íåéíî çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà, òî è âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà.

2) Ïîäñèñòåìà êîíå÷íîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

◃ 1) Ïóñòü, ñêàæåì, äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak åå ïîäñèñòåìà a1, a2, . . . , am

(ãäå m 6 k) ëèíåéíî çàâèñèìà, è íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
µ1a1 + µ2a2 + . . .+ µmam ðàâíà 0. Òîãäà µ1a1 + µ2a2 + . . .+ µmam + 0 · am+1 + . . .+ 0 · ak �
íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ 0.

2) Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ 1). �

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû a1, a2, . . . , ak.
Òîãäà êîýôôèöèåíòû λi â ðàâåíñòâå

b = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak (1.2)

îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ⇔ ñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

◃ ⇒ Ïðåïîëîæèì, ÷òî íàïðîòèâ, ñèñòåìà a1, a2, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà ê
ïðàâîé ÷àñòè (1.2) ìîæíî ïðèáàâèòü íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ
a1, a2, . . . , ak, ðàâíóþ 0. Ïîëó÷èì ëèíåéíîå âûðàæåíèå b ÷åðåç a1, a2, . . . , ak, îòëè÷àþùååñÿ
îò (1.2) õîòÿ áû â îäíîì êîýôôèöèåíòå. Ïðîòèâîðå÷èå.

⇐ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð b ðàçëîæåí ïî âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak åùå êàêèì-òî ñïî-
ñîáîì:

b = µ1a1 + µ2a2 + . . .+ µkak. (1.3)
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Âû÷èòàÿ (1.2) èç (1.3), ïîëó÷àåì (λ1 − µ1)a1 + (λ2 − µ2)a2 + . . . + (λk − µk)ak = 0. Òàê
êàê a1, a2, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà �
òðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, îòêóäà λi = µi, i = 1, 2, . . . , k. �

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äàâàëîñü "àëãåáðàè÷åñêè òî åñòü ÷åðåç
ôîðìóëû, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè. Âûÿñíèì òåïåðü ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. 1) Ïóñòü b ∈ V ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî êîëëèíåàðíûì âåêòîðàì
a1, a2, . . . , ak èç V . Òîãäà âåêòîðû a1, a2, . . . , ak,b êîëëèíåàðíû.

2) Ïóñòü b ∈ V ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî êîìïëàíàðíûì âåêòîðàì a1, a2, . . . , ak èç V . Òîãäà
âåêòîðû a1, a2, . . . , ak,b êîìïëàíàðíû.

◃ 1) Ïóñòü âåêòîðû a1, a2, . . . , ak ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé l. Îòëîæèì èõ îò òî÷êè O ∈ l.
Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî âåêòîð (1.2), îòëîæåííûé
îò òî÷êè O, ëåæèò íà ïðÿìîé l.

2) Ïóñòü âåêòîðû a1, a2, . . . , ak ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè σ. Îòëîæèì èõ îò òî÷êè O ∈ σ.
Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî âåêòîð (1.2), îòëîæåííûé
îò òî÷êè O, ëåæèò â ïëîñêîñòè σ. �

Ïðåäëîæåíèå 1.5. 1) Ïóñòü âåêòîðû a1 è b òàêîâû, ÷òî a1 ̸= 0 è a1 ∥ b. Òîãäà b
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1.

2) Ïóñòü âåêòîðû a1, a2 è b òàêîâû, ÷òî a1 ∦ a2 è âåêòîðû a1, a2,b êîìïëàíàðíû.
Òîãäà b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2.

3) Ïóñòü a1, a2, a3 � òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ èç V . Òîãäà ëþáîé âåêòîð
b ∈ V ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2, a3.

◃ 1) Î÷åâèäíî.
2) Ïóñòü âåêòîðû a1, a2,b ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè σ. Îòëîæèì îò íåêîòîðîé òî÷êè O ∈ σ

âåêòîðû
−−→
OA1 = a1,

−−→
OA2 = a2 è

−−→
OB = b. Òîãäà òî÷êè A1, A2, B ëåæàò â ïëîñêîñòè σ.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìóþ l ∥ OA2, è ïóñòü ïðÿìûå l è OA1 (îíè íå ïàðàëëåëüíû)

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Òîãäà
−−→
OB =

−−→
OB1 +

−−→
B1B. Ïðè ýòîì

−−→
OB1 ∥ a1 è

−−→
B1B ∥ a2. Èç

ïóíêòà 1) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò (òàê êàê a1 è a2 íåíóëåâûå), ÷òî
−−→
OB1 = λ1a1 è−−→

B1B = λ2a2 äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë λ1 è λ2. Òåì ñàìûì,
−−→
OB = λ1a1 + λ2a2.

3) Îòëîæèì îò íåêîòîðîé òî÷êè O âåêòîðû
−−→
OA1 = a1,

−−→
OA2 = a2,

−−→
OA3 = a3 è

−−→
OB = b.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B ïðÿìóþ l ∥ OA3, è ïóñòü ïðÿìàÿ l è ïëîñêîñòü OA1A2 (îíè íå

ïàðàëëåëüíû) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Òîãäà
−−→
OB =

−−→
OB1 +

−−→
B1B. Ïðè ýòîì

−−→
OB1 ëåæèò

â ïëîñêîñòè OA1A2, è çíà÷èò (êàê ñëåäóåò èç ïóíêòà (2) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ) ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç (íå êîëëèíåàðíûå) âåêòîðû a1 è a2:
−−→
OB1 = λ1a1+λ2a2. Òàê êàê

−−→
B1B ∥ a3,

òî èç ïóíêòà (1) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò (òàê êàê a3 ̸= 0), ÷òî
−−→
B1B = λ3a3 äëÿ

íåêîòîðîãî λ3 ∈ R. Òåì ñàìûì,
−−→
OB = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3. �

Òåîðåìà 1.1 (êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). 1) Ñèñòåìà èç îäíîãî âåêòîðà a1 ëèíåéíî
çàâèñèìà ⇔ a1 = 0.

2) Ñèñòåìà èç äâóõ âåêòîðîâ a1, a2 ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ a1 ∥ a2.
3) Ñèñòåìà èç òðåõ âåêòîðîâ a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìà ⇔ a1, a2, a3 êîìïëàíàðíû.
4) Ñèñòåìà èç ëþáûõ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ a1, a2, a3, a4 (â ïðîñòðàíñòâå V3) ëèíåéíî çà-

âèñèìà.

◃ 1) Î÷åâèäíî.
2) ⇒ Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç âåêòîðîâ a1, a2 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç äðóãîé. Ïóñòü, ñêàæåì, a2 = λa1. Íî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a1 ∥ a2.
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⇐ Åñëè a1 = 0, òî ñèñòåìà èç îäíîãî âåêòîðà a1 ëèíåéíî çàâèñèìà ⇒ ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 1.2 ñèñòåìà a1, a2 òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìà.

Åñëè æå a1 ̸= 0, òî èç êîëëèíåàðíîñòè a1 ∥ a2 âûòåêàåò (ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5), ÷òî a2

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1 ⇒ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ñèñòåìà a1, a2 ëèíåéíî çàâèñèìà.
3) ⇒ Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç âåêòîðîâ a1, a2, a3 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç äðóãîé. Ïóñòü, ñêàæåì, a3 ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì a1 è a2. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ
1.4 ñëåäóåò (òàê êàê äâà âåêòîðà âñåãäà êîìïëàíàðíû), ÷òî a1, a2, a3 êîìïëàíàðíû.

⇐ Åñëè a1 ∥ a2, òî ñèñòåìà èç äâóõ âåêòîðîâ a1, a2 ëèíåéíî çàâèñèìà (ïî ïóíêòó (2)
ýòîé òåîðåìû) ⇒ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 ñèñòåìà a1, a2, a3 òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìà.

Åñëè æå a1 ∦ a2, òî èç êîìïëàíàðíîñòè a1, a2, a3 âûòåêàåò (ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5), ÷òî a3

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1 è a2 ⇒ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ñèñòåìà a1, a2, a3 ëèíåéíî
çàâèñèìà.

4) Åñëè a1, a2, a3 êîìïëàíàðíû, òî ñèñòåìà èç òðåõ âåêòîðîâ a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñè-
ìà (ïî ïóíêòó (3) ýòîé òåîðåìû) ⇒ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 ñèñòåìà a1, a2, a3, a4 òàêæå
ëèíåéíî çàâèñèìà.

Åñëè æå a1, a2, a3 íå êîìïëàíàðíû, òî (ïî ïðåäëîæåíèþ 1.5) a4 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç a1, a2 è a3 ⇒ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ñèñòåìà a1, a2, a3 ëèíåéíî çàâèñèìà. �

Áàçèñ

Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ e = (e1, e2, . . . , en) èç V íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñëè îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, è ëþáîé âåêòîð èç
V ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî âåêòîðàì ýòîé ñèñòåìû.

Â ÷àñòíîñòè, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ � ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ áàçèñîì, à îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ñîêðàùåííî � ÎÍÁ) � ýòî îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ, ÿâëÿþùàÿñÿ áàçèñîì.

Òåîðåìà 1.2 (îïèñàíèå áàçèñîâ). Óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà èç n âåêòîðîâ (e1, e2, . . . , en)
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V ⇔

1) â ñëó÷àå V = V1: n = 1 è e1 ̸= 0;
2) â ñëó÷àå V = V2: n = 2 è e1 ∦ e2;
3) â ñëó÷àå V = V3: n = 3 è e1, e2, e3 íå êîìïëàíàðíû.

◃ 1) Î÷åâèäíî, ÷òî áàçèñ â V1 äîëæåí ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé âåêòîð.
Èç ï. 2) òåîðåìû 1.1 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ â V1 íå ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå,

÷åì èç îäíîãî âåêòîðà.
Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: áàçèñ ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåê-

òîðà. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ áàçèñà
â V1.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñ â V2 ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, è ïóñòü
ýòè âåêòîðû ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïðÿìîé l. Òîãäà âåêòîð a ∦ l íå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
âåêòîðàì áàçèñà � ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ â â V2 ñîäåðæèò
íå ìåíåå äâóõ âåêòîðîâ.

Èç ï. 3) òåîðåìû 1.1 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ â V2 íå ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå,
÷åì èç äâóõ âåêòîðîâ.

Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: áàçèñ ìîæåò ñîñòîÿòü èç äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ
âåêòîðîâ. Èç ï. 2) òåîðåìû 1.1 è ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 1.5 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà èç äâóõ íåêîë-
ëèíåàðíûõ âåêòîðîâ â V2 óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ áàçèñà.

3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñ â V3 ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ, è ïóñòü
ýòè âåêòîðû ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè σ. Òîãäà âåêòîð a ∦ σ íå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
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âåêòîðàì áàçèñà � ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ â â V3 ñîäåðæèò
íå ìåíåå òðåõ âåêòîðîâ.

Èç ï. 4) òåîðåìû 1.1 è ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ â V3 íå ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå,
÷åì èç òðåõ âåêòîðîâ.

Îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: áàçèñ ìîæåò ñîñòîÿòü èç òðåõ íåêîìïëàíàðíûõ
âåêòîðîâ. Èç ï. 3) òåîðåìû 1.1 è ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 1.5 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà èç òðåõ íåêîì-
ïëàíàðíûõ âåêòîðîâ â V3 óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ áàçèñà. �

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íàøè îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ â áà-
çèñå: êàæäûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vn (n = 1, 2, 3) ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà â áàçèñå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çàôèêñèðîâàí áà-
çèñ e = (e1, e2, . . . , en). Êîýôôèöèåíòû α1, α2, . . . , αn â ðàçëîæåíèè
a = α1e1 + α2e2 + . . . + αnen âåêòîðà a ∈ V ïî ýòîìó áàçèñó íàçûâàþòñÿ êîîð-
äèíàòàìè âåêòîðà a â áàçèñå e.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð êîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñå îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåí. Äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà êîîðäèíàò èìååòñÿ âåêòîð èç V
èìåííî ñ òàêèì íàáîðîì êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çà-
ôèêñèðîâàí áàçèñ e = (e1, e2, . . . , en), òî èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
âåêòîðàìè a èç V è óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè (α1, α2, . . . , αn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñòîë-

áåö α =


α1

α2
...
αn

 íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì, èëè ñòîëáöîì êîîðäèíàò âåêòîðà a â

áàçèñå e. Çàïèñü

a = eα

áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî a èìååò êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö α â áàçèñå e (ýòà çàïèñü ñîãëàñóåòñÿ ñ

ñèìâîëè÷åñêèì óìíîæåíèåì ìàòðèö: (e1 e2 . . . en)


α1

α2
...
αn

 ).

Ïðåäëîæåíèå 1.6 (ëèíåéíîñòü ñîïîñòàâëåíèÿ êîîðäèíàò). Ïóñòü â Vn çàôèêñèðîâàí áà-
çèñ e = (e1, e2, . . . , en). Òîãäà ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ñêëà-
äûâàþòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî λ ∈ R ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû
óìíîæàþòñÿ íà λ.

(Òî åñòü åñëè a = e


α1

α2
...
αn

 è b = e


β1

β2
...
βn

, òî a+ b = e


α1 + β1

α2 + β2
...

αn + βn

 è λa = e


λα1

λα2
...

λαn

.)

◃ Ïî óñëîâèþ a = α1e1+α2e2+. . .+αnen, b = β1e1+β2e2+. . .+βnen. Ñëîæèâ ðàâåíñòâà,
èìååì a + b = (α1 + β1)e1 + (α2 + β2)e2 + . . . + (αn + βn)en. Óìíîæèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà
λ, èìååì λa = (λα1)e1 + (λα2)e2 + . . .+ (λαn)en. �
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Çàìåíà áàçèñà

Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) è e′ = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n) � äâà áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn.

(Óñëîâíî íàçîâåì èõ ñòàðûé è íîâûé.)

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà S ðàçìåðà n×n, j-ûé ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí êîîðäèíàòíîìó
ñòîëáöó âåêòîðà e′j â áàçèñå e, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′.

Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óìíî-
æåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñòðîêè èç âåêòîðîâ e = (e1, e2, . . . , en) è e′ = (e′1, e

′
2, . . . , e

′
n):

e′ = eS.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü a ∈ Vn èìååò â áàçèñàõ e = (e1, e2, . . . , en) è e′ = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n)

êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû α è α′. Òîãäà

α = Sα′ ,

ãäå S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′.

◃ "Ñèìâîëè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî"(ïðîâåðüòå ýòó âûêëàäêó â êîîðäèíàòàõ) âûãëÿäèò
òàê: a = e′α′ = (eS)α′ = e(Sα′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sα′ ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì
âåêòîðà a â áàçèñå e, òî åñòü ñîâïàäàåò ñî ñòîëáöîì α. �

1. Åñëè e = e′, òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′ èìååò âèä S = En, ãäå En � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà.
2. Åñëè e = (e1, e2) � ÎÍÁ íà ïëîñêîñòè, à áàçèñ e′ = (e′1, e

′
2) ïîëó÷åí èç e ïîâîðî-

òîì íà óãîë φ (â íàïðàâëåíèè îò e1 ê e2), òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′ èìååò âèä

S =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü e, e′, e′′ � òðè áàçèñà â V . Ïóñòü S � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò
e ê e′, à R � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e′ ê e′′. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′′ ðàâíà SR.

◃ Ñèìâîëè÷åñêîå "äîêàçàòåëüñòâî": e′′ = e′R = (eS)R = e(SR). �

§ 2.Ñèñòåìû êîîðäèíàò

Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ïðè ôèêñàöèè íà÷àëà êîîðäèíàò O ïîëîæåíèå òî÷êè M çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàäèóñ-

âåêòîðîì
−−→
OM .

Îïðåäåëåíèå. Äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (ïðèìåì ñîêðàùåíèå ÄÑÊ) íà ïðÿ-
ìîé, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå áóäåì íàçûâàòü ïàðó (O, e), ãäå O ∈ P � íåêî-
òîðàÿ òî÷êà, íàçûâàåìàÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à e � íåêîòîðûé áàçèñ â V .

Îïðåäåëåíèå. ÄÑÊ (O, e) áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîóãîëüíîé (ïðèìåì ñîêðàùåíèå
ÏÄÑÊ), åñëè e � ÎÍÁ.
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Îïðåäåëåíèå. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (O, e) íà-

çûâàþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−→
OM â áàçèñå e.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö òî÷êèM â ÄÑÊ (O, e)� ýòî êîîðäèíàòíûé ñòîë-

áåö âåêòîðà
−−→
OM â áàçèñå e. Òîò ôàêò, ÷òî òî÷êà M ∈ P èìååò â ÄÑÊ (O, e) êîîðäèíàòíûé

ñòîëáåö X =


x1

x2
...
xn

 áóäåì çàïèñûâàòü M
←→
(O,e)X. Òàêèì îáðàçîì,

M
←→
(O,e)X ⇔

−−→
OM = eX.

Ñîõðàíÿåòñÿ ïðèâû÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ: äëÿ ÄÑÊ â P3 êîîðäèíàòû x1, x2, x3 íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî àáñöèññà, îðäèíàòà, àïïëèêàòà è ÷àñòî îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè x, y, z. Ïðÿ-
ìûå Ox, Oy, Oz, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O ïàðàëëåëüíî áàçèñíûì âåêòîðàì
e1, e2, e3, íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò, à ïëîñêîñòè Oxy, Oyz, Ozx � êîîðäèíàòíûìè ïëîñ-
êîñòÿìè. Ïîìèìî îáîçíà÷åíèÿ (O, e) ÄÑÊ íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå áóäåì îáîçíà÷àòü
Oxy è Oxyz.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü (O, e) � ÄÑÊ, M è N � íåêîòîðûå òî÷êè, ïðè÷åì

M
←→
(O,e)


x1

x2
...
xn

, N
←→
(O,e)


y1
y2
...
yn

. Òîãäà
−−→
MN = e


y1 − x1

y2 − x2
...

yn − xn

.

◃ Ñëåäóåò èç âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà
−−→
MN =

−−→
ON −

−−→
OM è ïðåäëîæåíèÿ 1.6. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2 (Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè). Ïóñòü (O, e) � ÄÑÊ, M è N

� íåêîòîðûå òî÷êè, ïðè÷åì M
←→
(O,e)


x1

x2
...
xn

, N
←→
(O,e)


y1
y2
...
yn

. Ïóñòü òî÷êà P äåëèò îòðåçîê

MN â îòíîøåíèè λ ∈ R, òî åñòü
−−→
MP = λ

−−→
MN . Òîãäà P

←→
(O,e)


(1− λ)x1 + λy1
(1− λ)x2 + λy2

...
(1− λ)xn + λyn

.

◃ Ñëåäóåò èç âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà
−→
OP =

−−→
OM + λ

−−→
MN = (1− λ)

−−→
OM + λ

−−→
ON è ïðåäëî-

æåíèÿ 1.6. �

Çàìåíà äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æå òî÷êè â ðàçíûõ ÄÑÊ.

Òåîðåìà 2.1 (î çàìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò). Ïóñòü (O, e) è (O′, e′) � äâå ÄÑÊ, ïðè÷åì

O′
←→
(O,e) γ =


γ1
γ2
...
γn

, à ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′ ðàâíà S.
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Ïóñòü òî÷êà M èìååò â ÄÑÊ (O, e) êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö X =


x1

x2
...
xn

, à â ÄÑÊ

(O′, e′) êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö X ′ =


x′1
x′2
...
x′n

. Òîãäà

X = SX ′ + γ.

◃ Ïî óñëîâèþ
−−→
OO′ = eγ,

−−→
OM = eX,

−−→
O′M = e′X ′. Èç òåîðåìû 1.3 î çàìåíå áàçèñà âûòå-

êàåò, ÷òî
−−→
O′M = e(SX ′). Èç ðàâåíñòâà

−−→
OM =

−−→
O′M +

−−→
OO′, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ

1.6, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî X = SX ′ + γ. �

Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ÏÄÑÊ Oxy. Äëÿ òî÷êè M(x, y) îáîçíà÷èì
r =

√
x2 + y2 � ïîëÿðíûé ðàäèóñ. Åñëè r ̸= 0, òî ïóñòü φ � óãîë ïîâîðîòà ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè îò e1 äî
−−→
OM (ïîëÿðíûé óãîë). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ ∈ [0, 2π) èëè ÷òî φ îïðåäå-

ëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî âèäà 2πk, k ∈ Z. Ïàðà (r, φ) � ýòî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
òî÷êè M .

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê ñîãëàñîâàííîé ÏÄÑÊ:

{
x = r cosφ,

y = r sinφ.

Öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà íåêîòîðàÿ ÏÄÑÊ Oxyz, à â ïëîñêîñòè Oxy ââåäåíû ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû, ñîãëàñîâàííûå ñ ÏÄÑÊ Oxy.

Ïóñòü ïðîåêöèÿ M ′ òî÷êè M(x, y, z) íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy èìååò ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû (r, φ). Ïîëîæåíèå òî÷êè M îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé M ′ è àïïëèêàòîé z.

Òðîéêà (r, φ, z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y, z) (ñî-
ãëàñîâàííûå ñ äàííîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò).

Ïóñòü R = |
−−→
OM |. Ïî ïîëîæåíèþ òî÷êè M îïðåäåëèì θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè z > 0 è M ′ ̸= O, ïîëîæèì θ = ∠MOM ′ (â ÷àñòíîñòè, θ = 0, åñëè M ∈ Oxy, M ̸= O);

åñëè z < 0 è M ′ ̸= O, ïîëîæèì θ = −∠MOM ′; åñëè z > 0 è M ′ = O, ïîëîæèì θ =
π

2
;

åñëè z < 0 è M ′ = O, ïîëîæèì θ = −π

2
; åñëè M = O, ñ÷èòàåì, ÷òî θ ðàâíî ïðîèçâîëüíîìó

çíà÷åíèþ èç îòðåçêà
[
−π

2
,
π

2

]
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî z = R sin θ, r = R cos θ. Ïî ýòèì ôîðìóëàì ìîæíî, èñõîäÿ èç öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, âû÷èñëèòü R,φ, θ, è íàîáîðîò, çíàÿ R,φ, θ, îïðåäåëèòü öèëèíäðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû.

Òðîéêà (R,φ, θ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè M(x, y, z) (ñîãëàñî-
âàííûå ñ äàííîé ÏÄÑÊ).

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê ÏÄÑÊ:


x = R cosφ cos θ,

y = R sinφ cos θ,

z = R sin θ.
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§ 3.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a,b � âåêòîðû èç V , è φ � óãîë ìåæäó íèìè. ×èñëî |a|·|b| cosφ
íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b îáîçíà÷àåòñÿ (a,b) (èíîãäà ïèøóò ab), òåì
ñàìûì, îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé

(a,b) = |a| · |b| cosφ .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü a,b ∈ V . Òîãäà
1) (a, a) = |a|2;
2) a⊥b ⇔ (a,b) = 0 .

◃ Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ a è b �
íóëåâîé, òî (a,b) = 0. �

Ïðîåêöèþ âåêòîðà a íà ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì b ̸= 0 áóäåì îáîçíà÷àòü
prb a.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü a,b ∈ V , b ̸= 0. Òîãäà

prb a =
(a,b)

|b|2
b .

◃ Ïðîåêöèÿ prb a äëèíó |a| · | cosφ|, ãäå φ = ∠(a,b). Êðîìå òîãî, îíà ñîíàïðàâëåíà ñ
b â ñëó÷àå cosφ > 0 è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíà âåêòîðó b â ñëó÷àå cosφ < 0. Ïîýòî-

ìó prb a = (|a| cosφ) b

|b|
. (Âåëè÷èíà |a| cosφ èíîãäà íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïðîåêöèåé

âåêòîðà a íà íàïðàâëåíèå b). Ïðåîáðàçóåì: prb a = (|a| · |b| cosφ) b

|b|2
=

(a,b)

|b|2
b, ÷òî è

òðåáîâàëîñü. �
Â ÷àñòíîñòè, åñëè |b| = 1, òî ïî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ prb a = (a,b)b.

Òåîðåìà 3.1. ∀ a,b, c ∈ V , ∀λ ∈ R âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) (a, a) > 0 , ïðè÷åì (a, a) = 0 ⇔ a = 0.

2) (b, a) = (a,b) (ñèììåòðè÷íîñòü);

3à) (a+ b, c) = (a, c) + (b, c) ;

3á) (λa, c) = λ(a, c) .

◃ 1) è 2) ñëåäóåò ñðàçó èç îïðåäåëåíèé.
3) Ðàâåíñòâà î÷åâèäíû, åñëè c = 0. Åñëè æå c ̸= 0, ðàññìîòðèì ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà

c. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ëèíåéíà. (Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-

ðèì íàïðàâëåííûå îòðåçêè
−→
AB = a è

−−→
BC = b. Ïóñòü A′, B′, C ′ � ïðîåêöèè ñîîòâåò-

ñòâåííî òî÷åê A, B, C íà ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ c. Òîãäà prc a =
−−→
A′B′, prc b =

−−→
B′C ′,

prc(a+ b) = prc
−→
AC =

−−→
A′C ′, prc(λa) = λ

−−→
A′B′).

Èìååì prc(a + b) =
(a+ b, c)

|c|2
c, prc a + prc b =

(a, c)

|c|2
c +

(b, c)

|c|2
c. Îòñþäà

(a+ b, c)

|c|2
c =

(a, c)

|c|2
c +

(b, c)

|c|2
c. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè c è äîìíîæàÿ íà |c|2,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (a+ b, c) = (a, c) + (b, c).
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Àíàëîãè÷íî,
(λa, c)

|c|2
c = prc(λa) = λ prc(a) = λ

(a, c)

|c|2
c, îòêóäà (λa, c) = λ(a, c). �

Ðàâåíñòâà 3) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà 2) ñëåäóåò ëèíåéíîñòü è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü e � ÎÍÁ â V , è a = e


α1

α2
...
αn

, b = e


β1

β2
...
βn

 Òîãäà

(a,b) = α1β1 + α2β2 + . . .+ αnβn.

◃ (a,b) = (α1e1 + α2e2 + . . . + αnen, β1e1 + β2e2 + . . . + βnen). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê
(ïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ � ñì. ïðåäûäóùóþ òåîðåìó), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî (ei, ej) ðàâíî 0
äëÿ ðàçëè÷íûõ i è j, è ðàâíî 1 äëÿ ðàâíûõ i è j, ïîëó÷àåì íóæíîå âûðàæåíèå. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü e = (e1, e2, . . . , en) � ÎÍÁ â V , è a = e


α1

α2
...
αn

. Òîãäà

αi = (a, ei).

Òåîðåìà 3.2 äàåò ðåöåïò äëÿ âû÷èñëåíèé â ÏÄÑÊ äëèí âåêòîðîâ èëè ðàññòîÿíèé ìåæäó

òî÷êàìè (èáî |a| =
√
(a, a)), óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè (ïîñêîëüêó cos∠(a,b) = (a,b)

|a| · |b|
) è

ïðîåêöèé âåêòîðà íà çàäàííîå íàïðàâëåíèå.

Çàìå÷àíèå.Ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðî-
èçâîëüíîì áàçèñå (ðàñêðûâàÿ ñêîáêó (a,b) = (α1e1+α2e2+. . .+αnen, β1e1+β2e2+. . .+βnen)).

Â ìàòðè÷íîì âèäå ôîðìóëà èìååò âèä (a,b) = αTΓβ , ãäå a = eα, b = eβ (ò.å. α è β �

êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû âûêòîðîâ a è b), à Γ � ìàòðèöà Ãðàìà (γij), ãäå γij = (ei, ej).
(Ìàòðèöó Ãðàìà ìîæíî íàçâàòü òàáëèöåé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.)

§ 4.Îðèåíòèðîâàííûå îáúåìû è ïëîùàäè

Îðèåíòàöèÿ íà ïëîñêîñòè

Íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå ââåäåì ïîíÿòèå îðèåíòàöèè áàçèñà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëîñêîñòü P2 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå P3. Ïóñòü â ïëîñêîñòè P2

âûáðàí áàçèñ, òî åñòü çàôèêñèðîâàíà óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ a è
b. Äëÿ óäîáñòâà îòëîæèì ýòè âåêòîðû îò îäíîé òî÷êè O. Îäíî èç ïîëóïðîñòðàíñòâ, íà
êîòîðûå P2 äåëèò ïðîñòðàíñòâî, îáúÿâèì ïîëîæèòåëüíûì. Ñóùåñòâóåò ïîâîðîò ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðè âçãëÿäå èç ïîëîæèòåëüíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà) âîêðóã O íà óãîë
φ ∈ (0, 2π), ïåðåâîäÿùèé âåêòîð a â âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì b. (Ýòîò óãîë
φ èíîãäà íàçûâàþò óãëîì ïîâîðîòà (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) îò âåêòîðà a äî âåêòîðà
b). Åñëè φ ∈ (0, π), òî áàçèñ a,b íàçîâåì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå (òî åñòü åñëè φ ∈ (π, 2π)) � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
äàííîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Áàçèñû a,b è b, a èìåþò ðàçíóþ îðèåíòàöèþ.
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◃ Ñëåäóåò ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ñóììà óãëà ïîâîðîòà îò a äî b è óãëà
ïîâîðîòà îò b äî a ðàâíà 2π. �

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îðèåíòàöèÿ áàçèñà íà ïëîñêîñòè çàâèñèò îò âûáîðà ïîëîæèòåëüíîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Åñëè â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà âûáðàòü ïðîòèâîïî-
ëîæíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, òî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå áàçèñû ñòàíóò îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííûìè, è íàîáîðîò.

Îðèåíòàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå âûáðàí áàçèñ a, b, c. Îòëîæèì ýòè âåêòîðû îò îäíîé òî÷êè O, òî

åñòü ïîñòðîèì âåêòîðû
−→
OA = a,

−−→
OB = b,

−→
OC = c. Èç äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè OAB, îáúÿâèì ïîëîæèòåëüíûì òî, êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷êó C. Òåì ñàìûì ìû
ââîäèì îðèåíòàöèþ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè
OAB. Åñëè â îïèñàííîé ñèòóàöèè óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåêòîðîâ a,b ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íî îðèåíòèðîâàííîé, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ a,b, c ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí,
èëè ÷òî òðîéêà a,b, c ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé òðîéêîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a,b, c íàçîâåì îòðè-
öàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì, èëè ëåâîé òðîéêîé. ßñíî, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íå
çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè b, c, a è c, a,b èìåþò òó æå îðèåíòàöèþ,
÷òî è òðîéêà a,b, c, à òðîéêè b, a, c, c,b, a, a, c,b èìåþò îðèåíòàöèþ, ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ îðèåíòàöèè òðîéêè a,b, c.

◃ Ïóñòü, îïðåäåëåííîñòè, òðîéêà a,b, c ïðàâàÿ (äëÿ ëåâîé òðîéêè äîêàçàòåëüñòâî àíà-

ëîãè÷íî). Ïóñòü âåêòîðû îòëîæåíû îò îäíîé òî÷êè O:
−→
OA = a,

−−→
OB = b,

−→
OC = c. Ðàññìàò-

ðèâàÿ òðåõãðàííûé óãîë âåðøèíîé O è ðåáðàìè OA, OB, OC, âèäèì, ÷òî óãîë ïîâîðîòà
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ïðè âçãëÿäå èç ïîëóïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè OBC,
ñîäåðæàùåãî òî÷êó A) îò b äî c ðàâåí ∠BOC ∈ (0, π). Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà b, c, a �
ïðàâàÿ. Òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðîéêà c, a,b � ïðàâàÿ.

Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè è ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îðèåíòàöèÿ ó
òðîåê a,b, c è b, a, c ðàçëè÷íàÿ. Òî æå âåðíî äëÿ òðîåê b, c, a è c,b, a, à òàêæå äëÿ òðîåê
c, a,b è a, c,b. �

Îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà. Îðèåíòèðîâàííàÿ

ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

Îòëîæèì âåêòîðû a, b, c îò òî÷êèO. Äîñòðîèì êîíñòðóêöèþ äî ïàðàëëåëåïèïåäà P (a,b, c),
îòâå÷àþùåãî òðîéêå a, b, c (ïàðàëëåëåïèïåä P (a,b, c) èìååò âåðøèíû, çàäàííûå ðàäèóñ-

âåêòîðàìè
−→
OO = 0,

−→
OA = a,

−−→
OB = b,

−→
OC = c,

−−→
OD = a + b,

−−→
OE = b + c,

−→
OF = c + a,−→

OG = a + b + c). Åñëè âåêòîðû a,b, c êîìïëàíàðíû, òî ó P (a,b, c) âñå âåðøèíû ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè; â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî P (a,b, c) � ïàðàëëåëåïèïåä íóëåâîãî îáúåìà
(âûðîæäåííûé).

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì ïàðàëëåëåïèïåäà P (a,b, c) íàçûâàåòñÿ
÷èñëî ±V , ãäå V � îáúåì P (a,b, c), çíàê ′′+′′ áåðåòñÿ â ñëó÷àå ïðàâîé òðîéêè a,b, c,
à çíàê ′′−′′ � â ñëó÷àå ëåâîé òðîéêè a,b, c.

Áóäåì îáîçíà÷àòü îðèåíòèðîâàííûé îáúåì V±(a,b, c) èëè ïðîñòî (a,b, c) (åñëè ýòî íå
âûçîâåò äâóñìûñëåííîñòè). ×èñëî (a,b, c) íàçûâàåòñÿ òàêæå ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì
óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè âåêòîðîâ a,b, c (ñì. òåîðåìó 5.1).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü S±(a,b) ïàðàëëåëîãðàììà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óïîðÿäî÷åííîé ïàðå âåêòîðîâ a,b ∈ V2.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Åñëè e = (e1, e2, e3) � ÎÍÁ â V3, òî V±(e1, e2, e3) = ±1, ãäå çíàê
′′+′′ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðàâîé òðîéêè e1, e2, e3, à çíàê ′′−′′ � ñëó÷àþ ëåâîé òðîéêè
e1, e2, e3.

◃ Òàê êàê P (e1, e2, e3) � ýòî åäèíè÷íûé êóá, òî |V±(e1, e2, e3)| = 1. Âûáîð çíàêà âûòå-
êàåò èç îïðåäåëåíèé. �

Ïðåäëîæåíèå 4.3.' Åñëè e = (e1, e2) � ÎÍÁ â V3, òî S±(e1, e2) = ±1, ãäå çíàê ′′+′′

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî áàçèñà, à çíàê ′′−′′ � îòðèöàòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîãî.

◃ Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ. �

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Âåêòîðû a,b, c ∈ V3 êîìïëàíàðíû ⇔ V±(a,b, c) = 0.

◃ Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. �

Ïðåäëîæåíèå 4.4.' Âåêòîðû a,b ∈ V êîëëèíåàðíû ⇔ S±(a,b) = 0.
◃ Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. �

Òåîðåìà 4.1. ∀ a,b, c,d ∈ V3, ∀λ ∈ R âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ îðèåíòèðî-
âàííûõ îáúåìîâ:
1) (a,b, c) = (b, c, a) = (c, a,b) = −(b, a, c) = −(c,b, a) = −(a, c,b) ;

2) (a,b, λc) = λ(a,b, c) ;

3) (a,b, c+ d) = (a,b, c) + (a,b,d) .

◃ 1) Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà è ïðåäëîæåíèÿ 4.2.
2), 3) Â ñëó÷àå a ∥ b ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
Ïóñòü a ∦ b. Ðàññìîòðèì òàêîé âåêòîð e, ÷òî |e| = 1, e ⊥ a, e ⊥ b, è òðîéêà a,b, e �

ïðàâàÿ òðîéêà. Èç ôîðìóëû îáúåìà (a,b, c) = |S±(a,b)| · (±h), ãäå h � âûñîòà ïàðàëëåëå-
ïèïåäà P (a,b, c). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü ±h ðàâåí àëãåáðàè÷åñêîé ïðîåêöèè âåêòîðà c
íà e. Îòñþäà (a,b, c) = |S±(a,b)| · (c, e). Òåïåðü ñâîéñòâà 2) è 3) âûòåêàþò èç ëèíåéíîñòè
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. òåîðåìó 3.1).�

Ðàâåíñòâà 2) è 3) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì ëèíååí
ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà 1) ñëåäóåò ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó èç òðåõ
àðãóìåíòîâ. Òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ ïðåäûäóùåé, âåðíà è äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïëîùàäåé.

Òåîðåìà 4.1.' ∀ a,b, c ∈ V2, ∀λ ∈ R âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) S±(a,b) = −S±(b, a) ;

2) S±(a, λb) = λS±(a,b) ;

3) S±(a,b+ c) = S±(a,b) + S±(a, c) .

◃ Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. �

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ðàñêðûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî è
òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 4.2 (îðèåíòèðîâàííûé îáúåì â êîîðäèíàòàõ). Ïóñòü e = (e1, e2, e3) � áàçèñ
(ïðîèçâîëüíûé) â V3;
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a = e

α1

α2

α3

, b = e

β1

β2

β3

 c = e

γ1
γ2
γ3

. Ïîëîæèì ∆ =

∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣. Òîãäà
V±(a,b, c) = ∆ · V±(e1, e2, e3).

Â ÷àñòíîñòè, a,b, c êîìïëàíàðíû ⇔ ∆ = 0.

◃ Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåíèåì 4.3 è òåîðåìîé 4.1, à òàê æå òåì ôàêòîì, ÷òî
(ei, ej, ek) = 0 åñëè õîòÿ áû äâà èç èíäåêñîâ i, j, k ñîâïàäàþò (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.4),
ïîëó÷àåì: (a,b, c) = (α1e1 + α2e2 + α3e3, β1e1 + β2e2 + β3e3, γ1e1 + γ2e2 + γ3e3) =
= α1β2γ3(e1, e2, e3) + α1β3γ2(e1, e3, e2) + α2β1γ3(e2, e1, e3) + α2β3γ1(e2, e3, e1)+
+α3β1γ2(e3, e1, e2) + α3β2γ1(e3, e2, e1) = α1β2γ3(e1, e2, e3)− α1β3γ2(e1, e2, e3)−
−α2β1γ3(e1, e2, e3) + α2β3γ1(e1, e2, e3) + α3β1γ2(e1, e2, e3)− α3β2γ1(e1, e2, e3) =
= ∆ · (e1, e2, e3). �

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû e � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ÎÍÁ, òî
(a,b, c) = ∆.

Òåîðåìà 4.2.' Ïóñòü e = (e1, e2) � áàçèñ (ïðîèçâîëüíûé) â V2;

a = e

(
α1

α2

)
, b = e

(
β1

β2

)
. Ïîëîæèì δ =

∣∣∣∣α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣. Òîãäà
S±(a,b) = δ · S±(e1, e2).

Â ÷àñòíîñòè, a ∥ b ⇔ δ = 0.

◃ Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû e � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ÎÍÁ, òî
S±(a,b) = δ.

§ 5.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà a íà âåêòîð b (a,b ∈ V3) íàçûâà-
åòñÿ òàêîé âåêòîð c ∈ V3, ÷òî
1) |c| = |S±(a,b)|;
2) c ⊥ a, c ⊥ b;
3) (ïðè a ∦ b) òðîéêà âåêòîðîâ a,b, c ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [a,b] (òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáî-
çíà÷åíèå a× b).

Îïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî çàäàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà [a,b] ïî âåêòîðàì a è b.
Ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè e1, e2, e3 � ïðàâûé ÎÍÁ â V3, òî [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1,
[e3, e1] = e2.

◃ Ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ åäèíè÷íîãî êóáà P (e1, e2, e3). �

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Äëÿ âåêòîðîâ a,b ∈ V3 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) a ∥ b; 2) [a,b] = 0; 3) a,b, [a,b] êîìïëàíàðíû.

18



◃ Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå a ∥ b óñëîâèÿ 2) è 3) âûïîëíåíû, à â ñëó÷àå
a ∦ b îáà ýòè óñëîâèÿ íàðóøàþòñÿ. �

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðîÿñíÿåò, ïî÷åìó îðèåíòèðîâàííûé îáúåì òàêæå íàçûâàåòñÿ ñìå-
øàííûì ïðîèçâåäåíèåì.

Òåîðåìà 5.1. ∀ a,b, c ∈ V3 âûïîëíåíî

1) (a,b, c) = ([a,b], c) ;

2) (a,b, c) = (a, [b, c]) .

◃ 1) Åñëè a ∥ b, òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû 0.
Ïóñòü a ∦ b. Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð

e, èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1, ðàâåí
d

|d|
, ãäå d = [a,b]. Îòñþäà

(a,b, c) = |S±(a,b)| · (e, c) = |[a,b]| ·
(

d

|d|
, c

)
= |d| · (d, c)

|d|
= (d, c) = ([a,b], c).

2) Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà è òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî
(a, [b, c]) = ([b, c], a) = (b, c, a) = (a,b, c). �

Òåîðåìà 5.2 (àíòèñèììåòðè÷íîñòü è ëèíåéíîñòü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). ∀ a,b, c ∈ V3,
∀λ ∈ R âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) [b, a] = −[a,b] (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);

2) [λa,b] = λ[a,b] ;

3) [a+ b, c] = [a, c] + [b, c] .

◃ 1) Åñëè a ∥ b, òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû 0.
Èíà÷å òðîéêà b, a,−[a,b] � ïðàâàÿ, è çíà÷èò âåêòîð −[a,b] óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâè-

ÿì â îïðåäåëåíèè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ b íà a.
2), 3) Ðàññìîòðèì ÎÍÁ e = (e1, e2, e3), è äîêàæåì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà âåêòîðîâ ïîêîîð-

äèíàòíî (ñì. ïðåäëîæåíèå 1.6), ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 3.2
è ëèíåéíîñòüþ îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà (òåîðåìà 4.1).

Èìååì (äëÿ i = 1, 2, 3): ([λa,b], ei) = (λa,b, ei) = λ(a,b, ei) = λ([a,b], ei), òî åñòü i-ÿ
êîîðäèíàòà âåêòîðà [λa,b] ïîëó÷àåòñÿ èç i-é êîîðäèíàòû âåêòîðà [a,b] äîìíîæåíèåì íà λ.

Äàëåå: ([a+b, c], ei) = (a+b, c, ei) = (a, c, ei) + (b, c, ei) = ([a, c], ei) + ([b, c], ei), òî åñòü
i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà [a+ b, c] ðàâíà ñóììå i-õ êîîðäèíàò âåêòîðîâ [a, c] è [b, c]. �

Ðàâåíñòâà 2) è 3) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëè-
íåéíî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà 1) ñëåäóåò ëèíåéíîñòü è ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó.

Òåîðåìà 5.3 (êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü e = (e1, e2, e3) � ïîëîæè-
òåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ÎÍÁ â V3;

a = e

α1

α2

α3

, b = e

β1

β2

β3

. Òîãäà [a,b] = e

δ1
δ2
δ3

, ãäå

δ1 =

∣∣∣∣α2 α3

β2 β3

∣∣∣∣, δ2 = ∣∣∣∣α3 α1

β3 β1

∣∣∣∣, δ3 = ∣∣∣∣α1 α2

β1 β2

∣∣∣∣.
◃ Ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 5.1 è òåîðåìîé 5.2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî [ei, ei] = 0, ïîëó÷èì

[a,b] = [α1e1 + α2e2 + α3e3, β1e1 + β2e2 + β3e3] =
= α1β2[e1, e2] + α2β1[e2, e1] + α1β3[e1, e3] + α3β1[e3, e1] + α2β3[e2, e3] + α3β2[e3, e2] =
= (α1β2 − α2β1)[e1, e2] + (α3β1 − α1β3)[e3, e1] + (α2β3 − α3β2)[e2, e3] = δ3e3 + δ2e2 + δ1e1. �
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Ðàâåíñòâî [a,b] =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
α1 α2 α3

β1 β2 β3

∣∣∣∣∣∣ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíîå ñèìâîëè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ

óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû: ðàñêðûâàåì îïðåäåëèòåëü è ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå [a,b]
ïî ïðàâîìó ÎÍÁ e.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå
èìååò âèä:

[a,b] =

∣∣∣∣∣∣
[e2, e3] [e3, e1] [e1, e2]
α1 α2 α3

β1 β2 β3

∣∣∣∣∣∣
Åå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîâòîðèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3 âïëîòü äî ïîñëåäíåãî çíàêà ðà-
âåíñòâà.

Çàâåðøàÿ ðàçãîâîð î âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè, äîêàæåì ôîðìóëó ðàñêðûòèÿ äâîéíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, â óñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ôîëüêëîðå èìåíóåìóþ "áàö ìèíóñ öàá".

Ïðåäëîæåíèå 5.3. ∀ a,b, c ∈ V3 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

[a, [b, c]] = b(a, c)− c(a,b).

◃ Âûáåðåì ïðàâûé ÎÍÁ e = (e1, e2, e3) â V3 òàê, ÷òîáû e1 è c áûëè êîëëèíåàðíû,
à âåêòîðû e1, e2 è b êîìïëàíàðíû. Òîãäà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a, b, c áóäóò âûãëÿäåòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: a = e

α1

α2

α3

, b = e

β1

β2

0

, c = e

γ
0
0

. Òîãäà (ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 5.3)

ïîëó÷àåì: [b, c] = e

 0
0

−β2γ

, [a, [b, c]] = e

−α2β2γ
α1β2γ

0

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (a, c) = α1γ, (a,b) = α1β1 + α2β2, ïîýòîìó

b(a, c)− c(a,b) = e

α1γβ1

α1γβ2

0

−

(α1β1 + α2β2)γ
0
0

 = e

−α2β2γ
α1β2γ

0

. �
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Ãëàâà 2

Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè

Â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïëîñêîñòè P2 èëè â ïðîñòðàíñòâå P3 ââåäåíà ÄÑÊ
(O, e), ãäå e = (e1, . . . , en) � áàçèñ (n = 2 äëÿ ïëîñêîñòè è n = 3 äëÿ ïðîñòðàíñòâà).
Àáñöèññû, îðäèíàòû è àïïëèêàòû òî÷åê â äàííîé ÄÑÊ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî x, y, z.
Êàê îáû÷íî, ïðÿìûå Ox,Oy,Oz íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò, à ïëîñêîñòè Oxy,Oyz,Ozx
� êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.

§ 1.Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ.

Ïðÿìàÿ l îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ òî÷êîé M0 ∈ l è íåíóëåâûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a.
Ïóñòü M0 èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r0, è ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà M èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r.

ÒîãäàM ∈ l ⇔ âåêòîðû
−−−→
M0M = r−r0 è a êîëëèíåàðíû⇔ r−r0 ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó a.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

r = r0 + ta . (2.1)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîîðäèíàòíóþ çàïèñü

{
x = x0 + α1t

y = y0 + α2t,
ãäå

(
x
y

)
,

(
x0

y0

)
,

(
α1

α2

)
�

êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû òî÷åê M , M0 è âåêòîðà a ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè α1 ̸= 0, α2 ̸= 0 óðàâíåíèå (2.1) ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

x− x0

α1

=
y − y0
α2

.1 (2.2)

Òàêæå ïðÿìàÿ l çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

Ax+By + C = 0 , (2.3)

ãäå |A|+ |B| > 0. Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ Ax+By+C
÷åðåç L(x, y) èëè L, òåì ñàìûì îáùåå óðàâíåíèå (2.3) áóäåò çàïèñûâàòüñÿ êàê L = 0.

Ñ îáùèì óðàâíåíèåì (2.3) ñâÿæåì ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð n =

(
A
B

)
. 2

1Èíîãäà çàïèñü (2.2) èñïîëüçóþò è â ñëó÷àå α1 = 0 èëè α2 = 0.
2Êàê óâèäèì äàëåå, â ïðåäëîæåíèè 1.3, äëÿ ÏÄÑÊ ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì (òî

åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíûì) ê ïðÿìîé.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1 (êðèòåðèé ïàðàëëåëüíîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð a =

(
α1

α2

)
áûë

ïàðàëëåëåí ïðÿìîé Ax+By + C = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Aα1 +Bα2 = 0 .

◃ Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 2.1 (òîëüêî ïðîùå). �

Ñëåäñòâèå 1. Âåêòîð

(
−B
A

)
ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé (2.3).

Ñëåäñòâèå 2. Ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð n íå ïàðàëëåëåí ïðÿìîé (2.3).

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Äâå ïðÿìûå, çàäàííûå îáùèìè óðàâíåíèÿìè L1 = 0, L2 = 0 âèäà (2.3)
ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò ⇔ n1 ∥ n2, ïðè÷åì ïðÿìûå ñîâïàäàþò ⇔ L1 è L2 ïðîïîðöèî-
íàëüíû.

◃ Â ñëó÷àå n1 ∥ n2 ñòîëáöû

(
A1

B1

)
è

(
A2

B2

)
ïðîïîðöèîíàëüíû, çíà÷èò óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ

èìåþò âèä A1x+B1y+C1 = 0 è λ(A1x+B1y)+C2 = 0. Ïðè C2 = λ1 ýòè óðàâíåíèÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíû, çíà÷èò çàäàþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ. Èíà÷å ñèñòåìà èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé
èìååò ïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò.å. l1 è l2 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Â ñëó÷àå n1 ∦ n2 ñèñòåìà óðàâíåíèé L1 = 0, L2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å.
ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. �

Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî

Îò íåêîòîðîé òî÷êè ïðÿìîé l, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì L = 0, îòëîæèì âåêòîð n. Òó
ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò êîíåö ýòîãî âåêòîðà (ïî ñëåäñòâèþ èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 îí
íå ëåæèò íà ïðÿìîé), îáúÿâèì ïîëîæèòåëüíîé, à äðóãóþ ïîëóïëîñêîñòü � îòðèöàòåëüíîé.
(Åñëè èçìåíèòü çíàê â óðàâíåíèè, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå −L = 0, òî ïîëîæè-
òåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóïëîñêîñòè ïîìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.)

Òåîðåìà 1.1. Òî÷êà M

(
x
y

)
ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿ-

ìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì L = 0 âèäà (2.3) ⇔ L(x, y) > 0.

◃ Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. �

Ïó÷îê ïðÿìûõ

Îïðåäåëåíèå. Ïó÷êîì ïðÿìûõ ñ öåíòðîì M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç M .

Ïó÷îê îáîçíà÷àåì Π(M). Ïó÷îê îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Li = 0 � îáùèå óðàâíåíèÿ âèäà (2.3) ïðÿìûõ li, i = 1, 2, 3, ïðè ýòîì
ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Ïðÿìàÿ l3 ïðèíàäëåæèò ïó÷êó Π(M) ⇔ ∃ λ1, λ2

òàêèå, ÷òî L3 = λ1L1 + λ2L2.

◃ Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2. �
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Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé è ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Ñ ýòîãî ìîìåíòà äî êîíöà ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÄÑÊ ïðÿìîóãîëüíàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ îáùèì óðàâíåíèåì L = 0. Òîãäà n ⊥ l.

◃ Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.4 (òîëüêî ïðîùå). �

Òàêèì îáðàçîì, â ÏÄÑÊ ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì, èëè íîð-
ìàëüíûì ê ïðÿìîé.

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (â ñèëó òåîðåìû 3.2 ãëàâû 1) ïðèîáðåòàåò âèä

(r,n) + C = 0 . (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.
Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ (òî åñòü çàäà÷àõ îá èçìå-

ðåíèè ðàññòîÿíèé è óãëîâ).

Ïðåäëîæåíèå 1.4 (pàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé). Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ íîð-
ìàëüíûì óðàâíåíèåì (2.4) èëè îáùèì óðàâíåíèåì (2.3). Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

M0

(
x0

y0

)
äî ïðÿìîé l ðàâíî ρ(M0, l) =

|(r0,n) + C|
|n|

èëè ρ(M0, l) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
ñî-

îòâåòñòâåííî.

◃ Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.5. �

Çàäà÷à ïîèñêà óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷è îòûñêàíèè óãëà ìåæäó èõ íà-
ïðàâëÿþùèìè èëè èõ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè.

§ 2.Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Ñïîñîáû çàäàíèÿ

Ïëîñêîñòü σ ⊂ P3 îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ òî÷êîé M0 ∈ σ è ïàðîé íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
a è b, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè σ. (Âåêòîðû a è b èíîãäà íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèìè äëÿ
ïëîñêîñòè σ.)

Ïóñòü M0 èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r0, è ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà M èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r.

Òîãäà M ∈ σ ⇔ âåêòîðû
−−−→
M0M = r− r0, a è b êîìïëàíàðíû ⇔ r− r0 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç âåêòîðû a è b.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

r = r0 + ta+ sb , (2.5)

ãäå a ∦ b.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîîðäèíàòíóþ çàïèñü


x = x0 + α1t+ β1s

y = y0 + α2t+ β2s

z = z0 + α3t+ β3s

, ãäå

x
y
z

,

x0

y0
z0

,

α1

α2

α3

,

β1

β2

β3

 � êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû òî÷åê M , M0 è âåêòîðîâ a è b ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì êîìïëàíàðíîñòè (ïðåäëîæåíèå 4.4 ãëàâû 1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(r− r0, a,b) = 0 . (2.6)
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Òàêæå ïëîñêîñòü σ çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

Ax+By + Cz +D = 0 , (2.7)

ãäå |A|+ |B|+ |C| > 0 (òî åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L = L(x, y, z) = Ax+By+Cz+D îòëè÷íà

îò êîíñòàíòû). Ñ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè (2.7), ñâÿæåì ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð n

A
B
C

.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 (êðèòåðèé ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðà è ïëîñêîñòè). Âåêòîð a

α1

α2

α3

 ïà-

ðàëëåëåí ïëîñêîñòè σ, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.7) ⇔ Aα1 +Bα2 + Cα3 = 0 .

◃ Ïóñòü M0

x0

y0
z0

 � íåêîòîðàÿ òî÷êà â ïëîñêîñòè σ, òàê ÷òî Ax0 +By0 +Cz0 +D = 0.

Îòëîæèì îò M0 âåêòîð a, êîíöîì ýòîãî âåêòîðà áóäåò òî÷êà M1

x0 + α1

y0 + α2

z0 + α3

.

Èìååì: a ∥ σ ⇔ M1 ∈ σ ⇔ A(x0 + α1) + B(y0 + α2) + C(z0 + α3) +D = 0 ⇔
(Ax0 +By0 + Cz0 +D) + (Aα1 +Bα2 + Cα3) = 0 ⇔ Aα1 +Bα2 + Cα3 = 0. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óðàâíåíèè (2.7) A ̸= 0, òî â êà÷åñòâå ïàðû íåêîëëèíåàðíûõ íàïðàâ-

ëÿþùèõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü âåêòîðû

−B
A
0

 è

−C
0
A

.

Ñëåäñòâèå 2. Ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð n íå ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè (2.7). 3

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé

Ïðåäëîæåíèå 2.2 (äâå ïëîñêîñòè). Ïóñòü äâå ïëîñêîñòè σ1 è σ2 çàäàíû îáùèìè óðàâíå-
íèÿìè L1 = 0 è L2 = 0 âèäà (2.7). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) σ1 ∥ σ2 èëè σ1 = σ2 ⇔ n1 ∥ n2, ïðè÷åì
σ1 = σ2 ⇔ L1 è L2 ïðîïîðöèîíàëüíû.

2) Åñëè σ1 ∦ σ2, òî ïðÿìàÿ σ1 ∩ σ2 èìååò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð d =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣. 4

◃ Â ñëó÷àå n1 ∥ n2 ñòîëáöû

A1

B1

C1

 è

A2

B2

C2

 ïðîïîðöèîíàëüíû, çíà÷èò óðàâíåíèÿ ïëîñ-

êîñòåé σ1 è σ2 èìåþò âèä A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è λ(A1x + B1y + C1z) + D2 = 0. Ïðè
D2 = λD1 ýòè óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû, çíà÷èò çàäàþò îäíó è òó æå ïëîñêîñòü. Èíà÷å
ñèñòåìà èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé èìååò ïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò.å. ïëîñêîñòè σ1 è σ2

íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

3Êàê óâèäèì äàëåå, â ïðåäëîæåíèè 2.4, äëÿ ÏÄÑÊ ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ê
ïëîñêîñòè.

4Â ÏÄÑÊ ýòî óòâåðæäåíèå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé 5.3 ãëàâû 1: d = ±[n1,n2] .
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Â ñëó÷àå n1 ∦ n2 ïðåäúÿâëåííûé â ôîðìóëèðîâêå âåêòîð d íåíóëåâîé. Íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî êîîðäèíàòû δ1 =

∣∣∣∣B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣, δ2 = ∣∣∣∣C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣, δ3 = ∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ óäîâëåòâîðÿþò
ðàâåíñòâàì Aiδ1 + Biδ2 + Ciδ2 = 0, i = 1, 2 (ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñêðûòèå

îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣∣∣
Ai Bi Ci

A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣). Ýòè ðàâåíñòâà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1, îçíà÷àþò, ÷òî d ∥ σi,

i = 1, 2. �

Ïðåäëîæåíèå 2.3 (òðè ïëîñêîñòè). Ïóñòü äàíû òðè ïëîñêîñòè σi, çàäàííûå îáùèìè
óðàâíåíèÿìè Li = 0 âèäà (2.7), i = 1, 2, 3. Ïëîñêîñòè σ1, σ2 è σ3 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå ⇔ n1, n2 è n3 íåêîìïëàíàðíû ⇔

∣∣∣∣∣∣
A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

◃ Â ñëó÷àå n1 ∥ n2 âåêòîðû n1, n2 è n3 êîìïëàíàðíû. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, â ýòîì
ñëó÷àå σ1 ∥ σ2 èëè σ1 = σ2, ïîýòîìó σ1, σ2 è σ3 íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n1 ∦ n2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2, â ýòîì ñëó÷àå σ1 ∩ σ2 � ýòî ïðÿ-

ìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì d

δ1
δ2
δ3

, ãäå δ1 =

∣∣∣∣B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣, δ2 =

∣∣∣∣C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣, δ3 =

∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ .
Â òàêîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè σ1, σ2 è σ3 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ⇔ d ∦ σ3. Â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1, ïîñëåäíåå óñëîâèå ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê A3δ1 +B3δ2 +C3δ3 ̸= 0. Íî âûðàæåíèå

A3δ1 +B3δ2 + C3δ3 ðàâíî

∣∣∣∣∣∣
A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣. �
Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî

Îò íåêîòîðîé òî÷êè ïëîñêîñòè σ, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì L = 0, îòëîæèì âåêòîð n. Òî
ïîëóïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî σ, â êîòîðîì ëåæèò êîíåö ýòîãî âåêòîðà (ïî ñëåäñòâèþ èç
ïðåäëîæåíèÿ 2.1 îí íå áóäåò ëåæàòü â σ), îáúÿâèì ïîëîæèòåëüíûì, à äðóãîå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî � îòðèöàòåëüíûì. (Åñëè èçìåíèòü çíàê â óðàâíåíèè, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå
−L = 0, òî ïîëîæèòåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.)

Òåîðåìà 2.1. Òî÷êà M1

x1

y1
z1

 ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè σ, çàäàííîé óðàâíåíèåì L = 0 âèäà (2.7) ⇔ L(x1, y1, z1) > 0.

◃ ×åðåç òî÷êó M1 ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó n. Ïóñòü ýòà ïðÿìàÿ ïåðå-

ñåêàåò ïëîñêîñòü σ â òî÷êå M0

x0

y0
z0

. Ïóñòü
−−−−→
M0M1 = λn, òîãäà x1 = x0 + λA, y1 = y0 + λB,

z1 = z0 + λC. Î÷åâèäíî, M1 ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ⇔ λ > 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, L(x1, y1, z1) > 0 ⇔ A(x0 + λA) + B(y0 + λB) + C(z0 + λC) +D > 0

⇔ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) + λ(A2 +B2 + C2) > 0 ⇔ λ(A2 +B2 + C2) > 0 ⇔ λ > 0. �

Ïó÷îê ïëîñêîñòåé

Îïðåäåëåíèå. Ïó÷êîì ïëîñêîñòåé ñ îñüþ l íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ l.
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Ïó÷îê îáîçíà÷àåì Π(l). Ïó÷îê îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü Li = 0 � îáùèå óðàâíåíèÿ âèäà (2.7) ïëîñêîñòåé σi, i = 1, 2, 3, ïðè
ýòîì ïëîñêîñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé l. Ïëîñêîñòü σ3 ïðèíàäëåæèò ïó÷êó
Π(l) ⇔ ∃ λ1, λ2 òàêèå, ÷òî L3 = λ1L1 + λ2L2.

◃ ⇐ Äëÿ ëþáîé òî÷êè M0

x0

y0
z0

, ëåæàùåé íà ïðÿìîé l, âûïîëíåíî L1(x0, y0, z0) = 0

è L2(x0, y0, z0) = 0 ⇒ λ1L1(x0, y0, z0) + λ2L2(x0, y0, z0) = 0 ⇒ L3(x0, y0, z0) = 0 ⇒ M0 ∈ σ3.
Òåì ñàìûì, l ⊂ σ3.

⇒ Ðàññìîòðèì òî÷êó M3

x3

y3
z3

, íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé l, íî ëåæàùóþ â ïëîñêî-

ñòè σ3. Ïîëîæèì µ1 = L2(x3, y3, z3), µ2 = −L1(x3, y3, z3). Õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë µ1,
µ2 íåíóëåâîå, èíà÷å M3 ∈ σ1 ∩ σ2 = l ñ ïðîòèâîðå÷èåì ñ âûáîðîì òî÷êè M3. Ïî-
ëîæèì L′3 = µ1L1 + µ2L2. Óðàâíåíèå L′3 = 0 ëèíåéíîå (èìååò âèä (2.7)) ñ êîýôè-
öèåíòàìè µ1A1 + µ2A2, µ1B1 + µ2B2, µ1C1 + µ2C2 ïðè x, y, z. Õîòÿ áû îäèí èç êî-
ýôôèöèåíòîâ íå ðàâåí 0, ïîýòîìó óðàâíåíèå L′3 = 0 çàäàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü σ′3.
Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, ïëîñêîñòü σ′3 ñîäåðæèò ïðÿìóþ l. Êðîìå òîãî,
L′3(x3, y3, z3) = µ1L1(x3, y3, z3) + µ2L2(x3, y3, z3) = µ1(−µ2) + µ2µ1 = 0, ïîýòîìó ïëîñêîñòü
σ′3 ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó M3. Çíà÷èò, σ

′
3 ñîâïàäàåò ñ σ3. �

Íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Ñ ýòîãî ìîìåíòà äî êîíöà ïàðàãðàôà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÄÑÊ ïðÿìîóãîëüíàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü σ � ïëîñêîñòü, çàäàííàÿ îáùèì óðàâíåíèåì L = 0. Òîãäà
n ⊥ σ.

◃ Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1, äëÿ ëþáîãî íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà a

α1

α2

α3

 ïëîñêîñòè σ

âåðíî ðàâåíñòâî Aα1 + Bα2 + Cα3 = 0. Ïîñêîëüêó ìû ðàáàòàåì â ÏÄÊÑ, ýòî ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî n ⊥ a. Èòàê, n îðòîãîíàëåí ëþáîìó íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó, à çíà÷èò îðòî-
ãîíàëåí ïëîñêîñòè σ. �

Òàêèì îáðàçîì, â ÏÄÑÊ ñîïóòñòâóþùèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì, èëè íîð-
ìàëüíûì ê ïëîñêîñòè.

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (â ñèëó òåîðåìû 3.2 ãëàâû 1) ïðèîáðåòàåò âèä

(r,n) +D = 0 . (2.8)

Óðàâíåíèå (2.8) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.
Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðåäëîæåíèå 2.5 (pàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè). Ïóñòü σ � ïëîñêîñòü, çà-
äàííàÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì (2.8) èëè îáùèì óðàâíåíèåì (2.7) â ÏÄÑÊ. Òîãäà

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1

x1

y1
z1

 äî ïëîñêîñòè σ ðàâíî ρ(M1, σ) =
|(r1,n) +D|

|n|
èëè

ρ(M1, σ) =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
ñîîòâåòñòâåííî.
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◃ Âûáåðåì â ïëîñêîñòè σ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M0, çàäàííóþ ðàäèóñ-âåêòîðîì r0, òàê

÷òî (r0,n)+D = 0. Çàìåòèì, ÷òî ρ(M1, σ) ðàâíî äëèíå ïðîåêöèè âåêòîðà
−−−−→
M0M1 íà íîðìàëü:

ρ(M1, σ) = | prn
−−−−→
M0M1| = | prn(r1−r0)| =

∣∣∣∣(r1 − r0,n)

|n|2
n

∣∣∣∣ = |(r1,n)− (r0,n)|
|n|2

·|n| = |(r1,n) +D|
|n|

.

�
Çàäà÷à ïîèñêà óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷è îòûñêàíèè óãëà ìåæäó èõ

íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè n1 è n2.

§ 3.Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ñïîñîáû çàäàíèÿ

Òàê æå, êàê è ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ l â ïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ òî÷êîé
M0 ∈ l è íåíóëåâûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì a. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðÿìîé íà
ïëîñêîñòè, âûâîäèì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

r = r0 + ta . (2.9)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîîðäèíàòíóþ çàïèñü


x = x0 + α1t

y = y0 + α2t

z = z0 + α3t

, ãäå

x
y
z

,

x0

y0
z0

,

α1

α2

α3


� êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû òî÷åê M , M0 è âåêòîðà a ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè α1 ̸= 0, α2 ̸= 0, α2 ̸= 0 óðàâíåíèå (2.9) ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

x− x0

α1

=
y − y0
α2

=
z − z0
α3

.5 (2.10)

Íà ñàìîì äåëå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ïëîñ-
êîñòåé. Âîîáùå, ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé äâóõ íåïðîïîðöèîíàëüíûõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
L1 = 0

L2 = 0
.

Óðàâíåíèå (2.9) ðàâíîñèëüíî êîëëèíåàðíîñòè r−r0 ∥ a, à ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.2 ãëàâû 1): [r − r0, a] = 0 èëè
[r, a] = [r0, a]. Ïîëîæèâ b = [r0, a], ìû ïîëó÷àåì çàäàíèå ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

[r, a] = b , (2.11)

ãäå a � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé, à b ⊥ a. Íàîáîðîò, ïðè a ̸= 0 è b ⊥ a óðàâ-

íåíèå (2.11) çàäàåò ïðÿìóþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ r0 =
[a,b]

|a|2
, èìååì (ñ ó÷åòîì ïðåä-

ëîæåíèÿ 5.3 ãëàâû 1 è òîãî, ÷òî (a,b) = 0) [r0, a] =
1

|a|2
[[a,b], a] = − 1

|a|2
[a, [a,b]] =

− 1

|a|2
(a(a,b)−b|a|2) = b. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.11) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó [r, a] = [r0, a],

èëè [r− r0, a] = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî r− r0 ∥ a.

5Èíîãäà çàïèñü (2.10) äîïóñêàþò è â ñëó÷àå αi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü äâå ïðÿìûå l1 è l2 â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû âåêòîðíî-
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè r = r1+ ta1 è r = r2+ ta2. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

Â ñëó÷àå a1 ∥ a2:
r2 − r1 ∦ a1 ⇔ l1 ∥ l2;
r2 − r1 ∥ a1 ⇔ l1 = l2.
Â ñëó÷àå a1 ∦ a2:
r2 − r1, a1, a2 êîìïëàíàðíû ⇔ l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ;
r2 − r1, a1, a2 íåêîìïëàíàðíû ⇔ l1 è l2 ñêðåùèâàþòñÿ.

◃ Ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà âåêòîðîâ r1, a1, r2, a2. �

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè (ïðèíàäëåæíîñòü, ïåðåñå÷åíèå â îäíîé òî÷-
êå èëè ïàðàëëåëüíîñòü) ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 2.1.

Ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Ïðåäëîæåíèå 3.2 (ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé). Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâ-
íåíèåì (2.9). Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M1, çàäàííîé ðàäèóñ-âåêòîðîì r1 äî ïðÿìîé l

ðàâíî ρ(M1, l) =
|S±(r1 − r0, a)|

|a|
èëè ρ(M1, l) =

|[r1 − r0, a]|
|a|

.6

◃ Ïîñòðîèì íà âåêòîðàõ r1 − r0 è a ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà åãî âûñîòà ê îñíîâàíèþ
äëèíû |a| ðàâíà ρ(M1, l) è íóæíàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû ïëîùàäè ïàðàëëåëî-
ãðàììà. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3 (ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè). Ïóñòü l1, l2 � ñêðå-
ùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå r = r1 + ta1 è r = r2 + ta2 (a1 ∦ a2). Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

ðàâíà ρ(l1, l2) =
|V±(r2 − r1, a1, a2)|

|S±(a1, a2)|
èëè ρ(l1, l2) =

|(r2 − r1, a1, a2)|
|[a1, a2)]|

.7

◃ Ïîñòðîèì íà âåêòîðàõ r2 − r1, a1 è a2 ïàðàëëåëåïèïåä. Ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä èìååò
ãðàíü ïëîùàäè |S±(a1, a2)|, à âûñîòà ê ýòîé ãðàíè ðàâíà ρ(l1, l2). Òîãäà íóæíàÿ ôîðìóëà
ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà. �

Çàäà÷à ïîèñêà óãëà ìåæäó ïðÿìûìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷è îòûñêàíèè óãëà ìåæäó èõ íà-
ïðàâëÿþùèìè. À ÷òîáû íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ, äîñòàòî÷íî íàéòè óãîë
ìåæäó íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé è íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè.

6Èìååòñÿ è äðóãîé âèä ôîðìóëû ρ(M1, l) = |r1 − r0 − pra(r1 − r0)|.
7Çàìåòèì, ÷òî ρ(l1, l2) = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ � ñì. ïðåäëîæåíèå 3.1. Äðóãîé

âèä ôîðìóëû ρ(l1, l2) = | pr[a1,a2](r2 − r1)|.
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