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�à¥¤¨á«®¢¨¥
�à®£à ¬¬  ªãàá  ���� á®¤¥à¦¨â ¬ â¥à¨ «, ¨á¯®«ì§ã¥-

¬ë© ¢ ä¨§¨ª¥, ¬¥å ¨ª¥ á¯«®èëå áà¥¤ ¨ ¤àã£¨å ¯à¨ª« ¤-
ëå ¤¨áæ¨¯«¨ å, ¨§ãç ¥¬ëå   à §ëå ä ªã«ìâ¥â å ����.
�®á«¥¤¨¥ £®¤ë ¢à¥¬ï   ¨§ãç¥¨¥ ªãàá  ã¬¥ìè ¥âáï, áâã-
¤¥âë ¥ ãá¯¥¢ îâ ãá¢®¨âì ®¤®¢à¥¬¥® â¥®à¨î ¨ ¯à ªâ¨ªã
à¥è¥¨ï § ¤ ç. �®á®¡¨¥  ¯¨á ® á â®© æ¥«ìî, çâ®¡ë ¤ âì
¢®§¬®¦®áâì á ¬®áâ®ïâ¥«ì® ¨ ¯®«¥¥ ®¢« ¤¥âì á¯®á®¡ ¬¨ ¨
¯à¨ñ¬ ¬¨ à¥è¥¨ï ®á®¢ëå § ¤ ç,  , § ç¨â, ¡®«¥¥ ¯à®¤ãª-
â¨¢® ¢ë¯®«ïâì ¤®¬ è¨¥ § ¤ ¨ï.

�®á®¡¨¥ ¥ á®¢á¥¬ ®¡ëç®¥. � ñ¬ ¯à¨¢¥¤¥ë, ¢ ®á®¢®¬,
â¥ § ¤ ç¨, ¯à¨ à¥è¥¨¨ ª®â®àëå ç áâ® ¢®§¨ª îâ ¢®¯à®áë ¨«¨
§ âàã¤¥¨ï. �à¨¢¥¤ñë¥ à¥è¥¨ï ¥ ¢á¥£¤  âà ¤¨æ¨®ë.
�¤®¢à¥¬¥® ¢ ñ¬ ¥áâì ¤®¢®«ì® á«®¦ë¥ ¨ £à®¬®§¤ª¨¥ § -
¤ ç¨, ¤®¢¥áâ¨ à¥è¥¨¥ ª®â®àëå ¤® ª®æ  ¥ ¢á¥ á¬®£«¨ ¡ë.

� ¯¥à¢®© £« ¢¥ ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ®¤®§ çëå äãªæ¨©
®¡à é ¥âáï ¢¨¬ ¨¥   ®¢ë¥ á¢®©áâ¢  íªá¯®¥âë, âà¨£®-
®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å äãªæ¨©, çâ®¡ë ¥ ã¤¨¢-
«ïâìáï, çâ®,  ¯à¨¬¥à, ãà ¢¥¨¥ cos2 z + 1 = 0 ¨¬¥¥â à¥è¥-
¨¥.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ àï¤®¢ �¥©«®à  ¨ �®à   ¯®¤çñàª¨¢ -
¥âáï, çâ® ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå äãªæ¨¨ à §« £ îâáï ¢ íâ¨
àï¤ë, ä®à¬ã«¨àãîâáï  ¬®£® ¯à®é¥, ç¥¬ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬
  «¨§¥. �à®¬¥ â®£®, â¥¯¥àì ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ®â¢¥âë   ¥ª®-
â®àë¥ ¢®¯à®áë ® â®¬, ¯®ç¥¬ã â®â ¨«¨ ¨®© àï¤ à áå®¤¨âáï ¨«¨
¨¬¥¥â ¨¬¥® íâ®â à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨.

� ¯®á®¡¨¨ ¬ë áç¨â ¥¬ ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ z = ∞ ¯à®ª®«®-
â®©, ¨ ¯®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì â®çªã z = ∞ ¢á¥£¤  ®á®¡®© â®ç-
ª®©.

�à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®
¯¥à¥¬¥®£® ®â¤¥«ì® à áá¬®âà¥ë á«ãç ¨, ª®£¤    ª®-
âãà¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï  å®¤¨âáï ®á®¡ ï â®çª  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
äãªæ¨¨ ª®¬¯«¥ªá®£® ¯¥à¥¬¥®£®.

�â®à ï £« ¢  ¯®á¢ïé¥  ¨§ãç¥¨î ¬®£®§ çëå äãªæ¨©.
�¢®©áâ¢  ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z ¢ë¢®¤ïâáï ¨§ â®£®, çâ®,
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¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î,
Ln z =

z∫

1

dξ

ξ
.

�â® ¤ ñâ ¢®§¬®¦®áâì ï¢® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥, ª ª ®¤ 
¢¥â¢ì Ln z ¥¯à¥àë¢® ý¯¥à¥å®¤¨âþ ¢ á«¥¤ãîéãî, ª®£¤  ¯à®-
æ¥áá ý¯à®¤®«¦¥¨ïþ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯¥à¥å®¤ã   á«¥¤ãîé¨© íª-
§¥¬¯«ïà ¯«®áª®áâ¨.

�áå®¤ï ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® z = 0
¨ z = ∞ ï¢«ïîâáï â®çª ¬¨ ¢¥â¢«¥¨ï Ln z, ¨ ¬®£®§ ç ï
äãªæ¨ï à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §-
à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï. � â¥¬ ®¯à¥¤¥«ïîâáï
â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨åáï ¢ § ¤ ç å ¬®£®-
§ çëå äãªæ¨©. �®£¤  íâ¨ äãªæ¨¨ à á¯ ¤ îâáï   à¥£ã-
«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ ¢á¥ â®çª¨
¢¥â¢«¥¨ï.

�®ª § ®, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ z = a
«î¡ãî ¢¥â¢ì f∗(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z ¬®¦® ¯à¥¤-
áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå: § ç¥¨¥ f∗(a) ¨ ¥-
ª®â®à®© ¢¥â¢¨, à §«®¦¥¨¥ ª®â®à®© ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨
¨§¢¥áâ®. � ¯à¨¬¥à,
f∗(z) = Ln∗(z) ≡ Ln∗(z − a + a) ≡ Ln∗ a

(
1 +

z − a

a

)
=

= Ln∗ a + ln
(
1 +

z − a

a

)
,

£¤¥ ln
(
1 + z − a

a

)
| íâ® â  ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨

Ln
(
1 + z − a

a

)
, ª®â®à ï ¢ â®çª¥ z = a à ¢  0 ¨ ¨¬¥¥â áâ -

¤ àâ®¥ à §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ �¥©«®à . � «®£¨çë¥ ¯à¥®¡à §®-
¢ ¨ï á¤¥« ë ¨ ¤«ï ¤àã£¨å ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨åáï ¬®£®§ ç-
ëå äãªæ¨©.

�à¥âìï £« ¢  ¯®á¢ïé¥  ª®ä®à¬ë¬ ®â®¡à ¦¥¨ï¬. � ª
ª ª íâ  â¥¬  ¢ ªãàá¥ ¯®á«¥¤ïï, â®   ¥ñ ®á®¡¥® ¥ å¢ â ¥â
¢à¥¬¥¨. �¡ëç® ¨§ãç¥¨¥ ª®ä®à¬ëå ®â®¡à ¦¥¨©  ç¨ -
¥âáï á ¤à®¡®-«¨¥©ëå. � ¤ ®¬ ¯®á®¡¨¨ á¤¥« ®  ®¡®à®â.
� ç «  ¨§ãç îâáï ®â®¡à ¦¥¨ï, ®áãé¥áâ¢«ï¥¬ë¥ á ¯®¬®éìî
ª« áá¨ç¥áª¨å í«¥¬¥â àëå äãªæ¨©. �à¨ íâ®¬ ®á®¡®¥ ¢¨-
¬ ¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ®¡à âë¬ ®â®¡à ¦¥¨ï¬, ª®â®àë¥ ®áãé¥áâ-
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¢«ïîâáï ¢¥â¢ï¬¨ ¬®£®§ çëå äãªæ¨©. �®ªà¥âë¥ ¯à¨-
¬¥àë ¯®¤çñàª¨¢ îâ, ç¥¬ ®â«¨ç îâáï ¢¥â¢¨ ¤àã£ ®â ¤àã£ . �§
ª àâ¨®ª ¡ã¤¥â å®à®è® ¢¨¤®, çâ® à §ë¥ ¢¥â¢¨ ®â®¡à ¦ îâ
®¤ã ¨ âã ¦¥ ®¡« áâì ¢ à §ë¥ ®¡« áâ¨. � â¥¬ ä®à¬ã«¨àãîâáï
â¥ á¢®©áâ¢  ¤à®¡®-«¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨©, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á-
¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¨ à¥è¥¨¨ § ¤ ç.

� ¯®á®¡¨¨ ¯à¨¢¥¤ñ ª â «®£ í«¥¬¥â àëå ®â®¡à ¦¥¨©.
� ¯®¬®£ ¥â ¯®ïâì, ª ª¨¬¨ ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ ã¤®¡® ¢®á¯®«ì-
§®¢ âìáï ¯à¨ à¥è¥¨¨ ª®ªà¥â®© § ¤ ç¨, á ç¥£®  ç âì. �®á«¥
íâ®£® ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì «î¡ë¥ § ¤ ç¨.

�â® å®à®è® ¢¨¤® ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ®â®¡à ¦¥¨© á ¯®-
¬®éìî âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å äãªæ¨©.

� â®«ìª® ¯®á«¥ íâ®£®  ç¨ îâ à¥è âìáï ¯à¨¬¥àë.
�¥¯¥àì ã¦¥ áâ ®¢¨âáï ¯®ïâ¥©, á ç¥£® ¬®¦®  ç âì à¥-

è âì âã ¨«¨ ¨ãî ª®ªà¥âãî § ¤ çã.
� ¤ ç¨ ®â®¡à ë ¥ ¢á¥£¤  á ¬ë¥ ¯à®áâë¥. �à ªâ¨ç¥áª¨

«î¡ ï ¨§ ¨å à¥ «¨§ã¥â ª ªãî-â® ¨¤¥î ¨«¨ ¬¥â®¤. �ä®à¬-
«¥¨¥ à¥è¥¨© ¯®áâà®¥® â ª, çâ®¡ë ¡ë«® ¯®ïâ®, ¯®ç¥¬ã
¯à¨¬¥¨¬ â®â ¨«¨ ¨®© ¬¥â®¤. �®£¤  § ¤ ç  à¥è ¥âáï ¤¢ã¬ï
á¯®á®¡ ¬¨.

� á¨«ã ¥¤®áâ âª  ¬¥áâ  ¨ ¢® ¨§¡¥¦ ¨¥ £à®¬®§¤ª®áâ¨ ¨§-
«®¦¥¨ï, ¥ª®â®àë¥ â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢ë¯¨á ë ¢
¥áª®«ìª® ýã¯à®éñ®©þ ä®à¬¥.

� ¯®á®¡¨¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ¯à¨¬¥àë à¥è¥¨© ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢á¥å
â¨¯®¢ § ¤ ç ¨§ ªãàá  ����, ¨§ãç ¥¬®£® ¢ ����. �á¥ § ¤ ç¨
¢§ïâë ¨§ ¢ à¨ â®¢ ®¡é¥ªãàá®¢ëå ª®âà®«ìëå à ¡®â, ¯à¥¤-
«®¦¥ëå ¢ à §ë¥ £®¤ë à §ë¬¨ á®âàã¤¨ª ¬¨  è¥© ®£à®¬-
®© ¤àã¦®© ª ä¥¤àë ¢ëáè¥© ¬ â¥¬ â¨ª¨ ����.

�®á®¡¨¥ ¨¬¥¥â ®ç¥ì ¯®¤à®¡®¥ ®£« ¢«¥¨¥, ¨§ ª®â®à®£®
«¥£ª® ¬®¦® ¯®ïâì á®¤¥à¦ ¨¥. �à¨ à¥è¥¨¨ § ¤ ç ¯à¨¢®-
¤¨âáï ¬®£® à¨áãª®¢.

�®«ìè®¥ á¯ á¨¡® ¯à®ä¥áá®àã �. �. �¥ª«¥¬¨è¥¢ã, § ¬¥ç -
¨ï ª®â®à®£® ª® ¢â®à®© £« ¢¥ ®ª § «¨áì ®ç¥ì ¯®«¥§ë¬¨, ¨
�. �. �®«®§®¢ã, ®ª § ¢è¥¬ã ¡®«ìèãî ¯®¬®éì ¯à¨ ¯®¤£®â®¢ª¥
àãª®¯¨á¨ ª ¯¥ç â¨.
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����� I. ����������� �������

§1.1. �¯¥à æ¨¨ á ª®¬¯«¥ªáë¬¨ ç¨á« ¬¨.
�¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨© zn = a, ez = b, a, b ∈ C

�¥ ¡ã¤¥¬ ¢¢®¤¨âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®¬¯«¥ªá®£® ç¨á« , ¯®â®¬ã
çâ® ¢ à §ëå ¨áâ®ç¨ª å ®® à §®¥.

�á¯®¬¨¬, çâ® ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á« , § ¯¨á ë¥ ¢  «£¥¡à -
¨ç¥áª®© ä®à¬¥ a+bi, à ¢ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë
¨å ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ¨ ¬¨¬ë¥ ç áâ¨:

a1 + b1i = a2 + b2i⇐⇒
{ a1 = a2,
b1 = b2.

� â ª®© ä®à¬¥ ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á«  ã¤®¡® áª« ¤ë¢ âì, ¢ë-
ç¨â âì, ã¬®¦ âì ¤àã£   ¤àã£ .

z1

z2

z1 + z2

�¨á. 1.1

�á¥ ¯®¬ïâ, çâ® ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢®¬ ª®¬-
¯«¥ªáëå ç¨á¥« ¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¯«®áª®áâ¨
¬®¦® ãáâ ®¢¨âì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥
á®®â¢¥âáâ¢¨¥. �á«¨ ®â«®¦¨âì ¢¥ªâ®àë
®â  ç «  ª®®à¤¨ â, â® ª®¬¯«¥ªáë¥
ç¨á«  z1, z2 áâ ®¢ïâáï â®çª ¬¨ ¯«®á-
ª®áâ¨. �®£¤  á«®¦¥¨¥ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨-
á¥« z1+z2 à ¢®á¨«ì®  å®¦¤¥¨î ¤¨ -
£® «¨ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ¯®áâà®¥®£®

  ¢¥ªâ®à å z1 ¨ z2, ¯à¨ íâ®¬ |z1 + z2| | íâ® ¤«¨  ¤¨ £® «¨.
� ª ª á ¤àã£®© ¤¨ £® «ìî?
�àã£ ï ¤¨ £® «ì | íâ® à §®áâì ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥« z2 −

− z1,   ¤«¨  ¢â®à®© ¤¨ £® «¨ à ¢  |z2 − z1|,   â®£¤  |z2 − z1|
| íâ® à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ z1 ¨ z2: |z2 − z1| = ρ(z2, z1).

�¬¥ï íâ® ¢ ¢¨¤ã, ¬®¦® ª®¬¯ ªâ® § ¯¨á âì ãà ¢¥¨¥ ¥-
ª®â®àëå ªà¨¢ëå.

� ¯à¨¬¥à,
 ) |z − z1| = |z − z2| | £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª, à ¢-

®ã¤ «ñëå ®â ¤¢ãå ¤ ëå | áà¥¤¨ë© ¯¥à¯¥-
¤¨ªã«ïà (á¬. à¨á. 1.2);

¡) |z − z0| = R | ãà ¢¥¨¥ ®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  R á
æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ z0;
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¢) �®£¨¥ ã§ îâ ¢ ãà ¢¥¨¨ |z− z1|+ |z− z2| = const >
> |z1 − z2| í««¨¯á (á¬. à¨á. 1.3).

z1

z2M

N

z

x0

y

z1

z2

z
z

�¨á. 1.2 �¨á. 1.3

£) � ¢®â ªà¨¢ãî, ª®â®à ï ®¯¨áë¢ ¥âáï ãà ¢¥¨¥¬ |z −
− z1| − |z − z2| = const < |z1 − z2| (á¬. à¨á. 1.4), ã§ îâ
¥ ¢á¥.

x

y

0

z2

z1

z

x0

y
z

z

�¨á. 1.4 �¨á. 1.5

�á«¨ const > 0, â® íâ® ¯à ¢ ï ¢¥â¢ì £¨¯¥à¡®«ë (¯à®¢¥àìâ¥!)
(á¬. à¨á. 1.4).

�à®¬¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ä®à¬ë ª®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® ¬®¦®
§ ¯¨á âì ¢ âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®©, ¨«¨ íªá¯®¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥

z = a + bi = r(cosϕ + i sinϕ) = reiϕ,
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£¤¥ r = |z| =
√

a2 + b2, ϕ = arg z,    à£ã¬¥â ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
á¨áâ¥¬®© á®®â®è¥¨©

cosϕ = a√
a2 + b2

,

sinϕ = b√
a2 + b2

.

�  ¯à ªâ¨ª¥ ¯à¨  å®¦¤¥¨¨ âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬ë
ª®ªà¥â®£® ª®¬¯«¥ªá®£® ç¨á«  «ãçè¥ ¢á¥£® ¯à¨ª¨ãâì  
íáª¨§¥, ¢ ª ª®© ç¥â¢¥àâ¨ à á¯®«®¦¥® ç¨á«® | â®£¤   à£ã¬¥â
¡ëáâà® ®¯à¥¤¥«¨âáï. � ¯à¨¬¥à (á¬. à¨á. 1.5),
z = −4 + 3i = 5

(
cos arccos

(
− 4

5

)
+ i sin arccos

(
− 4

5

))
=

= 5ei arccos(− 4
5) = 5

(
cos

(
π − arcsin

(3
5

))
+ i sin

(
π − arcsin

(3
5

)))
=

= 5ei(π−arcsin( 3
5)).

�¡à â¨¬ ¢¨¬ ¨¥   â®, çâ® ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ä®à¬ã«ã ¤«ï
ϕ ¢ë¯¨á âì ¥«ì§ï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¨á«  z1, z2, § ¯¨á ë¥ ¢ âà¨£®®¬¥â-
à¨ç¥áª®© ¨«¨ íªá¯®¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥, à ¢ë â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  à ¢ë ¨å ¬®¤ã«¨,    à£ã¬¥âë ®â«¨ç îâáï   2πk,
k ∈ Z:
r1(cosϕ1+i sinϕ1) = r2(cosϕ2+i sinϕ2)⇐⇒ r1e

iϕ1 = r2e
iϕ2 ⇐⇒

⇐⇒
{ r1 = r2,
ϕ1 − ϕ2 = 2πk, k ∈ Z. (1.1)

� â ª®© ä®à¬¥ § ¯¨á¨ ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á«  ã¤®¡® ã¬®¦ âì ¨
¢®§¢®¤¨âì ¢ æ¥«ãî áâ¥¯¥ì.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¬®£®§ çëå äãªæ¨©
®á®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥  ¬ ¯à¨¤ñâáï ã¤¥«ïâì  à£ã¬¥âã ª®¬¯«¥ªá-
®£® ç¨á« . �®íâ®¬ã ¢á¯®¬¨¬ ®¯¥à æ¨î ã¬®¦¥¨ï ª®¬¯«¥ª-
áëå ç¨á¥« ¨ á¢ï§ì  à£ã¬¥â  ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á áã¬¬®©  à£ã¬¥-
â®¢ á®¬®¦¨â¥«¥©.

�ãáâì arg z1 ¨ arg z2 | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢®§¬®¦ë¥ § ç¥¨ï
 à£ã¬¥â®¢ z1 ¨ z2. �¡®§ ç¨¬ ¨å ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ãª¢ ¬¨ ϕ1 ¨
ϕ2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤ 
z1z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1)r2(cosϕ2 + i sinϕ2) =

= r1r2 (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)) = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2).
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�® ®¯à¥¤¥«¥¨î à ¢¥áâ¢  ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«, § ¯¨á -
ëå ¢ âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬¥, ¨¬¥¥¬:

{ |z1z2| = |z1| |z2|,
arg z1z2 = ϕ1 + ϕ2 + 2πm, m ∈ Z.

(1.2)

�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ®
arg z2 = 2 arg z + 2πm, m ∈ Z,

arg zn = n arg z + 2πm, m ∈ Z.
(1.3)

�ç¥ì ¢ ¦® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ãç¨âë¢ âì, çâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,
arg z2 6= 2 arg z,

arg zn 6= n arg z.
(1.4)

� ¯à¨¬¥à, (−1)2 = 1 ⇐⇒ (eπi)2 = ei·0 ⇒ 2πi 6= 0, (−1)(1) =
= −1⇐⇒ (e−3πi)e2πi = eπi ⇒ −iπ 6= iπ ¨ â. ¤.

�¥à¨®¤ 2π ¨ª ª ¥ ¢«¨ï¥â    å®¦¤¥¨¥ § ç¥¨ï ¯à®¨§-
¢¥¤¥¨ï ¨«¨ áâ¥¯¥¨ ª®¬¯«¥ªáëå ç¨á¥«: rneinϕ ≡ rnein(ϕ+2πk).

�® â®, çâ®
arg z2 6= 2 arg z,

arg zn 6= n arg z,
áâ ®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥ë¬

â®£¤ , ª®£¤  ¡ã¤¥¬ à¥è âì ãà ¢¥¨¥ zn = a ¨«¨ ez = b, ¨«¨
à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®§ çë¥ äãªæ¨¨.

�¬¥ï áª« ¤ë¢ âì ¨ ¢ëç¨â âì ª®¬¯«¥ªáë¥ ç¨á« ,  å®¤¨âì
®¡à âë¥ ¨ ¢ëç¨á«ïâì áâ¥¯¥¨, á¬®¦¥¬ ¢ëç¨á«¨âì ¨ § ç¥¨¥
¤à®¡¨ f(z) = Pn(z)

Qn(z) .
�¥¯¥àì ¯®¯à®¡ã¥¬ à¥è¨âì ãà ¢¥¨¥ zn = a.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ èª®«ì®¬ ªãàá¥ ¥áâì ¥ª®â®àë¥ ¯à®¡«¥¬ë,

á¢ï§ ë¥ á ª®àï¬¨ çñâ®© ¨ ¥çñâ®© áâ¥¯¥¨ ¨§ ç¨á«  ¨
à æ¨® «ì®© áâ¥¯¥ìî ç¨á« .

�®à¥¬ áâ¥¯¥¨ n ¨§ ç¨á«  a  §ë¢ ¥âáï ç¨á«®, ¯®á«¥ ¢®§¢¥-
¤¥¨ï ª®â®à®£® ¢ áâ¥¯¥ì n ¯®«ãç¨âáï § ¤ ®¥ ç¨á«® a. �¤¨-
®£® ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï ª®àï áâ¥¯¥¨ n ¨§ ç¨á«  a ¢ èª®«ì®¬
ªãàá¥ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

�®á«¥ à áá¬®âà¥¨ï £à ä¨ª®¢ äãªæ¨© y = x2n ¨ y = x2n+1

¢ëïáï¥âáï, çâ® ãà ¢¥¨¥ x2n = a, a > 0 ¨¬¥¥â ¤¢  à¥è¥¨ï,
ª®â®àë¥ ®¡®§ ç îâáï ª ª x1 = 2n

√
a, x2 = − 2n

√
a; ãà ¢¥¨¥
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x2n+1 = a, a ∈ R ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥, ª®â®à®¥ ®¡®§ -
ç ¥âáï ª ª x = 2n+1

√
a. �à¨ íâ®¬ x1 = 2n

√
a  §ë¢ ¥âáï ª®à¥¬

çñâ®© áâ¥¯¥¨ ¨§ ¥®âà¨æ â¥«ì®£® ç¨á«  a, x = 2n+1
√

a  §ë-
¢ ¥âáï ª®à¥¬ ¥çñâ®© áâ¥¯¥¨ ¨§ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ç¨á«  a.
� â¥¬ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® ª®àï ¨§ ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®£® ç¨á«  a, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç ¥âáï ª ª n

√
a, a > 0, ¨,  ª®-

¥æ, ¢¢®¤¨âáï à æ¨® «ì ï áâ¥¯¥ì ¥®âà¨æ â¥«ì®£® ç¨á« 
a

m
n = n

√
am, a > 0, n ∈ N, m ∈ Z (§¤¥áì ã¦¥ a > 0, â. ª. m ¬®¦¥â

¡ëâì ®âà¨æ â¥«ìë¬). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
2n
√

a = a
1
2n , a > 0, (1.5)

â. ª. ¨ «¥¢ ï, ¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã ¦¥ ®¡« áâì
®¯à¥¤¥«¥¨ï,   2n+1

√
a, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ à ¢¥ a

1
2n+1 :

2n+1
√

a = a
1

2n+1 , a > 0, (1.6)
®

2n+1
√

a 6= a
1

2n+1 , a < 0, (1.7)
â. ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ «¥¢ ï ¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ ¨¬¥îâ à §ë¥ ®¡« áâ¨
®¯à¥¤¥«¥¨ï. � ª çâ® èª®«ì¨ªã ¥áâì £¤¥ § ¯ãâ âìáï!

� ®â«¨ç¨¥ ®â äãªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®, £à -
ä¨ª ª®â®à®© ¬ë áâà®¨¬ ¢ ¯«®áª®áâ¨, äãªæ¨ï ª®¬¯«¥ªá®£®
¯¥à¥¬¥®£® f(z) = u(x, y) + iv(x, y) § ¤ ñâ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¥ª®-
â®à®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯«®áª®áâ¨ ¢ ¬®¦¥áâ¢® â®© ¦¥ ¯«®áª®áâ¨.
�â® ã¦¥ ¡®«¥¥ á«®¦ ï § ¤ ç , ¥ñ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¢
âà¥âì¥© £« ¢¥.

�¥©ç á ¯®¯à®¡ã¥¬ à¥è¨âì ãà ¢¥¨ï zn = a, ez = b, a.b ∈ C.
�á«¨ à¥è ¥¬ ãà ¢¥¨¥ xn = a, â® ¢®§¬®¦ë à §ë¥ ¢ à¨-

 âë ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â m ¨ a:
a) x2 = 5⇐⇒ x = ±√5;
b) x3 = −3⇐⇒ x = 3

√−3 6= x
1
3 ;

c) x8 = 1⇐⇒ (x4 + 1)(x2 + 1)(x − 1)(x + 1) = 0⇐⇒ x = ±1;
d) x4 = −7⇐⇒ ∅.

�à ¢¥¨¥ 8-© áâ¥¯¥¨, ª ª ®ª § «®áì, ¨¬¥¥â ¤¢  à¥è¥¨ï.
�¥©ç á ¬ë ¢ë¢¥¤¥¬ ¥¤¨ãî ä®à¬ã«ã ¤«ï à¥è¥¨ï ãà ¢¥-

¨ï zn = a, ®âªã¤  ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ãà ¢¥-
¨¥ zn = a áâ¥¯¥¨ n ¢ C ¨¬¥¥â à®¢® n à §«¨çëå à¥è¥¨©.
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� â¥®à¨¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® «î¡®¥ ãà ¢¥¨¥ Pn(z) = 0, n ∈ N
¨¬¥¥â à®¢® n ª®à¥© ¢ C, áç¨â ï ¨å ªà â®áâì, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® «î¡®© ¬®£®ç«¥ Pn(z), n ∈ N à §« £ ¥âáï   ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨¥ ¡¨®¬®¢ ¢¨¤  (z − ai)ki , £¤¥ ki | ªà â®áâì ª®àï ai.

�â ª, à¥è ¥¬ ãà ¢¥¨¥ zn = a:
zn = a⇐⇒ rneinϕ = |a|ei arg a ⇐⇒

⇐⇒
{
rn = |a|,
nϕ − arg a = 2πk

⇐⇒

⇐⇒


r = |a| 1n ,

ϕ = arg a + 2πk
n , k ∈ Z ⇐⇒ z = |a| 1n ei arga

n ek 2πi
n , k ∈ Z.

� ¦¥âáï, çâ® ª®à¥© ¡¥áª®¥ç® ¬®£®. �à®¢¥à¨¬, â ª «¨ íâ®.
k = 0⇒ ϕ0 =

arg a

n
⇒ z = z0,

k = 1⇒ ϕ1 =
arg a

n
+

2π

n
⇒ z = z1,

k = 2⇒ ϕ2 =
arg a

n
+ 2

2π

n
⇒ z = z2,

. . .

k = n − 1⇒ ϕn−1 =
arg a

n
+ (n − 1)

2π

n
⇒ z = zn−1,

k = n⇒ ϕn =
arg a

n
+ 2π ⇒ z = z0 ¨ â. ¤.

�ª § «®áì, ª®à¥© à®¢® n, ¨ ®¨ ¢á¥ à §«¨çë | ®¨ à á¯®«®-
¦¥ë   ®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  R = |a| 1n   ã£«®¢®¬ à ááâ®ï¨¨
¤àã£ ®â ¤àã£ , à ¢®¬ 2π

n . � ª ª ª ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ãà ¢¥¨¥
zn = a ¨¬¥¥â à®¢® n à¥è¥¨©, â® ¬®¦® § ¯¨á âì

zn = a⇐⇒ zk = |a| 1n e
arga+2πk

n , k = 0, 1, 2, . . . , (n − 1). (1.8)
�â® ª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« | ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨©

ãà ¢¥¨ï zn = a, a ∈ C | ®¡®§ ç ¥âáï

z = n
√

a⇐⇒ zk = |a| 1n e
(arga+2πk)i

n , k = 0, 1, 2, . . . , (n − 1), a ∈ C.

�ë  è«¨ § ç¥¨¥ ª®àï n-© áâ¥¯¥¨ ¨§ ª®¬¯«¥ªá®£® ç¨á« 
a | ®® ¨¬¥¥â à®¢® n à §«¨çëå § ç¥¨©. �® ®âáî¤  ¡¥§ ¤®-
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¯®«¨â¥«ì®£® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¥ ïá®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ äãªæ¨ï
n
√

z,  , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ª ª ®  ¨§¬¥ï¥âáï á ¨§¬¥¥¨¥¬
 à£ã¬¥â  | ¢¥¤ì ¨§ ä®à¬ã«ë ¥ ¢¨¤®, ª ª®¢ë § ç¥¨ï ¢
ýá®á¥¤¨åþ á a â®çª å. �¡ íâ®¬ áâ ¥â ¨§¢¥áâ® ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥-
¨ï ¯®ïâ¨ï äãªæ¨¨ n

√
z ¨ ¨§ãç¥¨ï ®â®¡à ¦¥¨ï f(z) = zn

| £« ¢  II{III.
� ¬¥â¨¬, çâ®, ¥á«¨ a > 0, â® arg a = 2πn ¨

n
√

a = a
1
n = |a| 1n e

2πki
n , k = 0, 1, 2, . . . , (n − 1), a > 0. (1.9)

�¥¯¥àì à¥è¨¬ ãà ¢¥¨¥ ez = b, b ∈ C:

ez = b⇐⇒ exeiy = |b|ei arg b ⇐⇒
{
ex = |b|,
y − arg b = 2πk, k ∈ Z ⇐⇒

⇐⇒ zk = ln |b|+ i(arg b + 2πk), k ∈ Z.

�â ª,
ez = b⇐⇒ zk = ln |b|+ i(arg b + 2πk), k ∈ Z. (1.10)

�â® ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« | ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨©
ãà ¢¥¨ï ez = b |  §ë¢ ¥âáï «®£ à¨ä¬®¬ ç¨á«  b, ®® ®¡®-
§ ç ¥âáï Ln b, â. ¥.

Ln b = ln |b|+ i(arg b + 2πk), k ∈ Z. (1.11)
�âáî¤  â®¦¥ ¡¥§ ¤®¯®«¨â¥«ì®£® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¥ ïá®,

áãé¥áâ¢ã¥â «¨ äãªæ¨ï Ln z,  , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â, â® ª ª ® 
¨§¬¥ï¥âáï á ¨§¬¥¥¨¥¬  à£ã¬¥â  z | ¢¥¤ì ¨§ ä®à¬ã«ë ¥
¢¨¤®, ª ª®¢ë § ç¥¨ï ¢ ýá®á¥¤¨åþ á b â®çª å. �¡ íâ®¬ áâ -
¥â ¨§¢¥áâ® ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥¨ï ¯®ïâ¨ï äãªæ¨¨ Ln z ¨ ¨§ãç¥¨ï
®â®¡à ¦¥¨ï f(z) = ez | £« ¢  II{III.

�à¨¬¥à 1.1. �¯à®áâ¨â¥ ç¨á«® (1 − i
√

3)2017.
I �®á¯®«ì§ã¥¬áï âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬®© ç¨á«  1 − i

√
3:

(1 − i
√

3)2017 = 22017
(
cos

(
− π

3

)
+ sin

(
− π

3

))2017

=

= 22017
(
cos

(
− 2017π

3

)
+ sin

(
− 2017π

3

))
=

= 22017
(
cos

(
− π

3

)
+ sin

(
− π

3

))
= 22016(1 − i

√
3).

�â¢¥â. 22016(1 − i
√

3). J
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�à¨¬¥à 1.2. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ z8 − 1 = 0.
I �®¦®, ª®¥ç®, ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã«®© (1.8), ® à¥-
è¨¬ ý¢ «®¡þ:

z8 − 1 = 0⇐⇒ r8e8iϕ = e0i ⇐⇒
{
r = 1,
8ϕ = 0 + 2πk, k ∈ Z,

⇐⇒

⇐⇒ zk = e
πki
4 , k = 0, 1, . . . , 7.

�â¢¥â. e
πki
4 , k = 0, 1, . . . , 7. J

�à¨¬¥à 1.3. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ ez + 1 = 0.
I ez + 1 = 0⇐⇒ exeiy = eiπ ⇐⇒

{
ex = 1,
y − π = 2πk

⇐⇒ zk = ln 1 +

+ i(π + 2πk), k ∈ Z.
�â¢¥â. i(π + 2πk), k ∈ Z. J

�à¨¬¥à 1.4. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ z3 + 5 + 10i = 0.
I �à¨¤ñâáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬®©
ç¨á«  z = 5(−1 − 2i), à á¯®«®¦¥®£® ¢ âà¥âì¥© ç¥â¢¥àâ¨ (á¬.
à¨á. 1.5). �¤¥áì ¥ ®¯à¥¤¥«ñ ¨ ®¤¨ ý àªþ | ¯®íâ®¬ã ®¡ï§ -
â¥«ì® ¡ã¤¥â ª ª ï-â® áã¬¬  ¨«¨ à §®áâì ã£«®¢.

z3 + 5 + 10i = 0⇐⇒
⇐⇒ z3 = 5(−1−2i) = 5

√
5(cos(π+arctg 2)+i sin(π+arctg 2))⇐⇒

⇐⇒ zk =
√

5
(
cos

π + arctg 2 + 2πk

3
+ i sin

π + arctg 2 + 2πk

3

)
,

k = 0, 1, 2.

�®¦® § ¯¨á âì ¨ ¯®-¤àã£®¬ã:

z3 = 5(−1 − 2i) =

= 5
√

5(
(
cos

(
π + arcsin

2√
5

)
+ i sin

(
π + arcsin

2√
5

))
⇐⇒

⇐⇒ zk =
√

5e
i

(
π+arcsin 2√

5
+2πk

)

5 , k = 0, 1, 2.

�®¦® § ¯¨á âì ç¥à¥§  àªª®á¨ãá ¨ â. ¤.
�â¢¥â.

√
5e

i(π+arctg 2+2πk)
3 , k = 0, 1, 2. J
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§1.2. �®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ýáâ àëå § ª®¬ëåþ: ez,
sin z, cos z, sh z, ch z

1. �ãªæ¨¨ ez ¨ ch z, sh z, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ex, shx, chx, ï¢«ï-
îâáï â¥¯¥àì ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ á ¯¥à¨®¤®¬ T = 2πi: ez+2πi ≡ ez.
ez = exeiy = ex(cos y + i sin y) = ex(cos(y +2πk)+ i sin(y +2πk)),

�ãªæ¨¨ ez, ch z ¯¥à¥áâ «¨ ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨, ¨,  -
¯à¨¬¥à, ãà ¢¥¨ï ez + 1 = 0, ch z + 1 = 0 ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï.

2. �ãªæ¨¨ sin z, cos z ¯¥à¥áâ «¨ ¡ëâì ®£à ¨ç¥ë¬¨.
� ¯à¨¬¥à, lim

z→0+i∞
cos z = lim

z→0+i∞
ei(x+iy) + e−i(x+iy)

2 = +∞.
�ãªæ¨¨ sin z, cos z ¬®£ãâ ¯à¨¨¬ âì ª®¬¯«¥ªáë¥ § ç¥-

¨ï, ¬®£ãâ ¯à¨¨¬ âì ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï ¯® ¬®¤ã«î
¡®«ìè¨¥ 1.

3. �®§¨ª ¥â ¢®¯à®á | áâ àë¥ § ç¥¨ï, ¯® ¬®¤ã«î ¬¥ì-
è¨¥ ¨«¨ à ¢ë¥ 1, ý®¢ë¥þ sin z, cos z ¬®£ãâ ¯à¨¨¬ âì ¢ â®ç-
ª å, ®â«¨çëå ®â å®à®è® ¨§¢¥áâëå?

�ëïá¨¬,  ¯à¨¬¥à, £¤¥ Im sin z = 0.
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

e−yeix − eye−ix

2i
=

=
e−y(cosx + i sinx) − ey(cosx − i sinx)

2i
=

= sin x ch y + i cosx sh y ⇒
⇒ Im sin z = 0⇐⇒ cosx sh y = 0⇐⇒

⇐⇒



sh y = 0⇐⇒ y = 0⇒ z = x, x ∈ R, sin z = sin x;

cosx = 0⇐⇒ x =
π

2
+ kπ ⇒

⇒ z =
π

2
+ kπ + iy, y ∈ R, sin z = (−1)k ch y.

(1.12)

�â ª, sin z ¯à¨¨¬ ¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï   ¤¥©áâ-
¢¨â¥«ì®© ®á¨ ¨   ¢¥àâ¨ª «ïå x = π

2 + kπ. �à¨çñ¬,  
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ sin z = sinx,   ¢ â®çª å, ®â«¨çëå ®â
â®ç¥ª ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨, sin z = (−1)k ch y ∈ R, ® | sin z| =
=

∣∣∣(−1)k ch y
∣∣∣ > 1, â. ¥., ¥á«¨ y 6= 0, â® á¨ãá ¬®¦¥â ¯à¨¨¬ âì
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¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï, ® ¯® ¬®¤ã«î ®¨ ¡®«ìè¥ 1. �â®
¯ãªâ¨àë¥ ¢¥àâ¨ª «¨   à¨á. 1.6.

�®íâ®¬ã ýáâ àë¥þ § ç¥¨ï á¨ãá ¯à¨¨¬ ¥â â®«ìª® ¨
â®«ìª® ¢ ýáâ àëåþ â®çª å. � «®£¨ç ï á¨âã æ¨ï ¨ á cos z:

cos z =
eiz + e−iz

2
=

e−yeix + eye−ix

2
=

= cosx ch y − i sinx sh y ⇒ ln cos z = 0⇐⇒ sinx sh y = 0⇐⇒

⇐⇒



sinx = 0⇐⇒ x = πn, n ∈ Z⇒
⇒ cos z = (−1)m ch y ⇒

sh y = 0⇐⇒ y = 0⇒ cos z = cosx, x ∈ R
⇒

⇒ | cos z|x=πn, y 6=0 = ch y > 1 (1.13)
| íâ® á¯«®èë¥ ¢¥àâ¨ª «¨ (á¬. à¨á. 1.6). J

x0

y

− 3π
2

−π
2

3π
2

π
2

−π π

�¨á. 1.6

�¨¤®, çâ® ®¤®¢à¥¬¥® cos z ¨ sin z ¯à¨¨¬ îâ ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìë¥ § ç¥¨ï â®«ìª® ¨ â®«ìª®   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ |
¦¨à ï ®áì Ox   à¨á. 1.6. �®íâ®¬ã tg z ¨ ctg z ¯à¨¨¬ îâ
á¢®¨ ýáâ àë¥þ | ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ | § ç¥¨ï â®«ìª® ¢ ýáâ -
àëåþ â®çª å |   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨.

�â ª, ¢á¥ ý®¢ë¥ äãªæ¨¨þ ¯à¨¨¬ îâ á¢®¨ áâ àë¥ § ç¥-
¨ï â®«ìª® ¨ â®«ìª® ¢ ýáâ àëåþ â®çª å.

4. �®¦¥áâ¢® § ç¥¨© âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª¨å äãªæ¨©
cos z, sin z ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ch z, sh z á®¢¯ ¤ îâ, ® ®¤¨ -
ª®¢ë¥ § ç¥¨ï ¯à¨¨¬ îâáï ¢ à §ëå â®çª å.
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�¥¦¤ã ¨¬¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï á¢ï§ì:
ch z = cos iz, sh z = −i sin iz,

cos z = ch iz, sin z = −i sh iz.

� ¨¥ íâ®© á¢ï§¨ ¤ ñâ ¢®§¬®¦®áâì ¡ëáâà¥¥ à¥è¨âì ¥ª®-
â®àë¥ ãà ¢¥¨ï.

�à¨¬¥à 1.5. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ ch z = 1
2 .

I �®¥ç®, ¬®¦® à¥è âì ãà ¢¥¨¥, ¨á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥
ch z. �® ¯à®é¥ ¯¥à¥©â¨ ª ®¡ëç®¬ã ª®á¨ãáã: ch z = 1

2 ⇐⇒
⇐⇒ cos iz = 1

2 ⇐⇒ iz = ± π
3 +2πn, n ∈ Z ⇐⇒ z = i

(
± π

3 + 2πk
)
,

k ∈ Z.
�â¢¥â. i

(
± π

3 + 2πk
)
, k ∈ Z J

�à¨¬¥à 1.6. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ sh z = i
√

3
2 .

I �¤¥áì ®¯ïâì ¢¨¤® § ª®¬®¥ ç¨á«®
√

3
2 . �®íâ®¬ã ¯®¯à®¡ã¥¬

¯¥à¥©â¨ ª ®¡ëç®¬ã á¨ãáã:

sh z =
i
√

3
2
⇐⇒ − i sin iz =

i
√

3
2
⇐⇒ sin iz = −

√
3

2
⇐⇒

⇐⇒ iz = (−1)k+1 π

3
+ πk ⇐⇒ z = i

(
(−1)k π

3
+ πn

)
, n ∈ Z.

�â¢¥â. i
(
(−1)k π

3 + πn
)
, n ∈ Z. J

� ¢®â, ¥á«¨ á¯à ¢  áâ®¨â ç¨á«® ¯® ¬®¤ã«î ¡®«ìè¥ 1, â®
¯à¨¤ñâáï à¥è âì ãà ¢¥¨¥ ¯®-¤àã£®¬ã.

�à¨¬¥à 1.7. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ sin z = 3.
I �¤¥áì ã¦¥ ¯à¨¤ñâáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ®¢®©
äãªæ¨¨ sin z:

sin z = 3⇐⇒ eiz − e−iz

2i
= 3.

�¤®¡® á¤¥« âì § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå eiz = t. �®£¤  ãà ¢¥¨¥
¯à¨¬¥â ¢¨¤ t − t−1

2i = 3 ⇐⇒ t2 − 6it − 1 = 0 ⇐⇒ t = i(3 ± 2
√

2).
� ª ª ª 3 ± 2

√
2 > 0, â®

eiz = i(3 ± 2
√

2)⇐⇒ eixe−y = (3 ± 2
√

2)ei π
2 ⇐⇒
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⇔


e−y = 3 ± 2
√

2,
x − π

2 = 2πk, k ∈ Z ⇔ zk =
(π
2

+ 2πk
)
−i ln(3±2

√
2), k ∈ Z.

�â¢¥â.
(
π
2 + 2πk

)
− i ln(3 ± 2

√
2), k ∈ Z. J

�à¨¬¥à 1.8. �¥è¨â¥ ãà ¢¥¨¥ ch z + 1 = 0.
I ch z + 1 = 0 ⇐⇒ cos iz = −1 ⇐⇒ iz = −π + 2πk ⇐⇒ z =
= iπ(2m + 1), m ∈ Z.

�â¢¥â. πi(1 + 2m), m ∈ Z. J

§1.3. �¥£ã«ïàë¥ äãªæ¨¨. �ï¤ �¥©«®à 
�ãªæ¨¨ ª®¬¯«¥ªá®£® ¯¥à¥¬¥®£® f(z) = u(x, y) +

+ iv(x, y), ª ª ¨§¢¥áâ®, ¥¯à¥àë¢ë ¢ â®çª¥ z = x+ iy â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u(x, y), v(x, y) ¥¯à¥àë¢ë ¢ â®çª¥ (x, y).
� ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâìî á«®¦¥¥.

� ¯®¬¨¬, çâ® f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¢
â®çª¥ z0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«¥ë ¤¢  ãá«®¢¨ï.
1) �ãªæ¨¨ u(x, y), v(x, y) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¢ â®çª¥ (x0; y0).
2) �ë¯®«¥ë ¢ íâ®© â®çª¥ ãá«®¢¨ï �®è¨{�¨¬  :



∂u
∂x

= ∂v
∂y

,

∂u
∂y

= − ∂v
∂x

.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãªæ¨ï f(z)  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®©
(  «¨â¨ç¥áª®©, £®«®¬®àä®©) ¢ ®¡« áâ¨, ¥á«¨ ®  ¤¨ää¥à¥-
æ¨àã¥¬  ¢ «î¡®© â®çª¥ ®¡« áâ¨.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãªæ¨ï f(z)  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®©
(  «¨â¨ç¥áª®©, £®«®¬®àä®©) ¢ â®çª¥, ¥á«¨ ®  ¤¨ää¥à¥æ¨-
àã¥¬  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �  ¥ª®â®àëå ä ªã«ìâ¥â å ����
¯à¨ïâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨ïå 1 ¨ 2 ¤®¡ ¢«ïâì âà¥¡®¢ ¨¥ ¥¯à¥-
àë¢®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤®©. �â® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ® ¢ á¢ï§¨ á ¥-
¤®áâ âª®¬ «¥ªæ¨®®£® ¢à¥¬¥¨ ¨â¥£à «ì ï â¥®à¥¬  �®è¨
¤®ª §ë¢ ¥âáï á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë �à¨ . � ª« áá¨ç¥áª®¬ ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢¥ ¥¯à¥àë¢®áâì ¥ âà¥¡ã¥âáï.
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�¥®à¥¬ . �á«¨ äãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®©
®ªà¥áâ®áâ¨ |z − a| < ρ â®çª¨ z = a, â® ®  à §« £ ¥âáï ¢ íâ®©
®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ àï¤ ¯® æ¥«ë¬ ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ áâ¥¯¥ï¬ à §-
®áâ¨ (z − a), â. ¥.

f(z) =
∞∑

k=0

ak(z − a)k, |z − a| < ρ.

�â®â àï¤  §ë¢ ¥âáï àï¤®¬ �¥©«®à .
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë ¯®«ãç -

¥âáï ä®à¬ã«  ¤«ï ak: ak = 1
2πi

∮
|ξ−a|=r

f(ξ)
(ξ − a)k+1 dξ. �¥áª®«ìª®

¥®¡ëç ï ä®à¬ã«  ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ àï¤  �¥©«®à . �¤-
 ª®, â ª ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨â¥£à «ì ï
ä®à¬ã«  �®è¨ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï à¥£ã«ïà®© äãªæ¨¨:

f(z) =
1

2πi

,

|ξ−a|=r

f(ξ)
ξ − z

dξ, â® f (k)(z)
k!

=
1

2πi

,

|ξ−a|=r

f(ξ)
(ξ − z)k+1

dξ,

¨   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¯®«ãç ¥âáï å®à®è® § ª®¬ ï ä®à¬ã« 

ak =
fk(a)

k!
.

�¡à â¨â¥ ¢¨¬ ¨¥, ª ª á¨«ì® ®â«¨ç îâáï ãá«®¢¨ï ¤«ï
à §«®¦¥¨ï äãªæ¨¨ ¢ àï¤ �¥©«®à  ¤«ï äãªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®£® ¨ ª®¬¯«¥ªá®£® ¯¥à¥¬¥®£®.

�«ï äãªæ¨¨ ª®¬¯«¥ªá®£® ¯¥à¥¬¥®£® ¤®áâ â®ç®, çâ®-
¡ë ®  ¡ë«  ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢á¥£® ®¤¨ à §!

�«ï äãªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£® ¡¥áª®¥ç®©
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¬ «®!

� ¯à¨¬¥à, ¥áâì �¥®à¥¬ .
�á«¨ f(x) ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¢ ¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ®áâ¨ |x − a| < ρ â®çª¨ a ¨ ¢á¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ à ¢®¬¥à®
®£à ¨ç¥ë ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨, â®

f(x) =
∞∑

0

ak(x − a)k, |x − a| < ρ.
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�â¨¬ ãá«®¢¨ï¬ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ex, sinx, cosx, shx, chx ¢
«î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© â®çª¨.

�ãªæ¨¨ (1 + x)a, ln(1 + x) íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬ ¥ ã¤®¢«¥â¢®-
àïîâ, ¨ áå®¤¨¬®áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å àï¤®¢ �¥©«®à  ¤«ï íâ¨å
äãªæ¨© ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®â¤¥«ì®. �®, çâ® ã íâ¨å äãªæ¨© à -
¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ à ¢¥ 1, ¥ ã¤¨¢¨â¥«ì® | ¯à¨ x = −1 ®¨
¯¥à¥áâ îâ áãé¥áâ¢®¢ âì. �® ¯®ç¥¬ã à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ à ¢¥
1 ¨ ¤«ï äãªæ¨© (1 + x2)α, ln(1 + x2)? | á¬. ¯. 2.2.4.

�áâì ¤ ¦¥ ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï, àï¤
�¥©«®à  ª®â®à®© áå®¤¨âáï, ® ¥ ª ¥©. | á¬. ¯. 1.5.3.

�¥®à¥¬ . � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ �¥©«®à  äãªæ¨¨ f(z), à¥-
£ã«ïà®© ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − a| < ρ â®çª¨ z = a,
¥¤¨áâ¢¥®.

�®íâ®¬ã ¢® ¢áñ¬ ¯®á®¡¨¨ ¥ ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã-
« ¬¨. �ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï £®â®¢ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¯ïâ¨ ®á-
®¢ëå à §«®¦¥¨©, ä®à¬ «ì® ¨§¢¥áâëå á 1-£® ªãàá  ¤«ï
äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£® ¨ ¢ë¢¥¤¥ëå ¢ «î¡®¬
ãç¥¡¨ª¥ ¤«ï äãªæ¨© ª®¬¯«¥ªá®£® ¯¥à¥¬¥®£®, ¨ â¥®à¥¬®©
¥¤¨áâ¢¥®áâ¨.

�¥©ç á íâ® á«¥¤ãîé¨¥ à §«®¦¥¨ï:

ez =
∞∑

0

zk

k!
, |z| < ∞;

sin z =
∞∑

0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
, |z| < ∞; sh z =

∞∑

0

z2k+1

(2k + 1)!
, |z| < ∞;

cos z =
∞∑

0

(−1)kz2k

(2k)!
, |z| < ∞; ch z =

∞∑

0

z2k

(2k)!
, |z| < ∞.

(1.14)
�¥â®¤ë à §«®¦¥¨ï äãªæ¨© ¢ àï¤ �¥©«®à  â¥ ¦¥, çâ® ¨

¤«ï äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®.
� «¨â¥à âãà¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¤àã£®¥, íª¢¨¢ «¥â®¥ ®¯à¥¤¥«¥-

¨î 2, ®¯à¥¤¥«¥¨¥ à¥£ã«ïà®© äãªæ¨¨.
�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �ãªæ¨ï f(z)  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®©

(  «¨â¨ç¥áª®©, £®«®¬®àä®©) ¢ â®çª¥ z0, ¥á«¨ ®  ¯à¥¤áâ ¢-
«ï¥âáï àï¤®¬ ¯® ¥®âà¨æ â¥«ìë¬ áâ¥¯¥ï¬ à §®áâ¨ (z−z0) ¢
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¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − z0| < ρ íâ®© â®çª¨: f(z) =
∞∑
0

ck(z −
− z0)k, |z − z0| < ρ.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2 ª ¦¥âáï ¡®«¥¥ ª®áâàãªâ¨¢ë¬, ¯®â®¬ã çâ®,
¥á«¨ äãªæ¨ï f(z) § ¤   ¢ ¢¨¤¥ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), â®
¡ë¢ ¥â § âàã¤¨â¥«ì® ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«¥¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 3.
� íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ë¢ ¥â ã¤®¡¥¥ ¯à®¢¥à¨âì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì
u(x, y), v(x, y) ¨ ¢ë¯®«¥¨¥ ãá«®¢¨© �®è¨{�¨¬  .

�à¨¬¥à 1.9. � ©¤¨â¥ â®çª¨ z = x+ iy, ¢ ª®â®àëå äãª-
æ¨ï f(z) = z Re z
 ) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ , ¡) à¥£ã«ïà .
I � ¯¨è¥¬ äãªæ¨î ¢ ¢¨¤¥ f(z) = z Re z = (x + iy)x =
= x2 + ixy. �à®¢¥à¨¬ ªà¨â¥à¨© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ f(z)
¢ â®çª¥. 1) �ç¥¢¨¤®, çâ® u(x, y), v(x, y) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¢
R2. 2) �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨ï �®è¨-�¨¬  :

{ 2x = x⇐⇒ x = 0,
0 = −y ⇐⇒ y = 0 ,

â. ¥. f(z) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  â®«ìª® ¢ ®¤®© â®çª¥ z = 0. �â-
áî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f(z) ¨£¤¥ ¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà®©, â. ª. ¥
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¨ ¢ ª ª®© ®ªà¥áâ®áâ¨.

�â¢¥â.  ) z = 0, ¡) ¨£¤¥. J
�à¨¬¥à 1.10. � ©¤¨â¥ â®çª¨ z = x+ iy, ¢ ª®â®àëå äãª-

æ¨ï

f(z) = x sinx ch y − y sh y cosx + i(y sinx ch y + x sh y cosx)

 ) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ , ¡) à¥£ã«ïà .
I �ç¥¢¨¤®, çâ®
1) u(x, y), v(x, y) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¢ R2.
2) �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨ï �®è¨{�¨¬  :



sinx ch y + x cosx ch y + y sh y sinx =
= sin x ch y + y sinx sh y + x ch y cosx⇐⇒ (x, y) ∈ R2;

x sinx sh y − sh y cosx − y ch y cosx =
= −(y cosx ch y + sh y cosx − x sh y sinx)⇐⇒ (x, y) ∈ R2.

�â ª, äãªæ¨ï à¥£ã«ïà  ¢ C.
�¥¯¥àì, ¡ã¤ãç¨ ã¢¥à¥ë¬¨ ¢ â®¬, çâ® äãªæ¨ï à¥£ã«ïà 

¢ C, â. ¥. ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©-
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«®à , ¯®¯à®¡ã¥¬  ©â¨ ¢ëà ¦¥¨¥ § ¤ ®© äãªæ¨¨ ¢ § ¢¨-
á¨¬®áâ¨ ®â z:
f(z) = x sinx ch y − y sh y cosx + i(y sinx ch y + x sh y cosx) =

= (x + iy)(sinx ch y) + i(iy + x)(sh y cosx) =
= (x + iy)(sinx ch y + i sh y cosx) = z sin z.

�¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤®, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 3 ¢ë¯®«¥®.
�â¢¥â.  ) C, ¡) C. J
�à¨¬¥à 1.11. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) = (z2 − 4z +

+ 5)e4z−z2 ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = 2.
I � ª ª ª à ¡®â âì  ¤® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = 2, â® ã¤®¡®
á¤¥« âì § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå: t = z − 2. �®£¤  ¯à¨ à §«®¦¥¨¨
¬®¦® ¯à¨¬¥¨âì áâ ¤ àâë¥ ä®à¬ã«ë:
f(z) = (z2 − 4z + 5)e4z−z2

= e4(t2 + 1)e−t
2

=

= e4(t2+1)
∞∑

n=0

(−1)nt2n

n!
= e4+e4

∞∑

k=0

(−1)k−1(t2)k(k − 1)
k!

, |t| < ∞.

�â¢¥â. e4 + e4
∞∑

k=0

(−1)k−1(z − 2)2k(k − 1)
k! , |z − 2| < ∞ J

§1.4. �ï¤ �®à  
�¥®à¥¬ . �áïª ï äãªæ¨ï f(z), à¥£ã«ïà ï ¢ ¥ª®â®à®¬

ª®«ìæ¥ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ z = a: ρ < |z − a| < R, £¤¥ 0 6 ρ <
< R 6 ∞, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ ¢ ¢¨¤¥ àï¤  ¯® ¢á¥¬
æ¥«ë¬ áâ¥¯¥ï¬ à §®áâ¨ (z − a):

f(z) =
+∞∑

−∞
ak(z−a)k =

+∞∑

0

ak(z−a)k +
−1∑

−∞
ak(z−a)k, ρ < |z−a| < R.

�®£¤  ã¤®¡¥¥ ¯¨á âì â ª:

f(z) =
+∞∑

0

ak(z − a)k +
+∞∑

1

am

(z − a)m
, ρ < |z − a| < R.

�à¨ íâ®¬ ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥  §ë¢ îâ ¯à ¢¨«ì®© (¨«¨ â¥©-
«®à®¢áª®©) ç áâìî,   ¢â®à®¥  §ë¢ îâ £« ¢®© ç áâìî àï¤ 
�®à  .
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�î¡®¥ á« £ ¥¬®¥ £« ¢®© ç áâ¨ ¥®£à ¨ç¥® ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ æ¥âà  ª®«ìæ ,   ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥ ¯à ¢¨«ì®© ç áâ¨ ®£à -
¨ç¥ë.

�î¡®¯ëâ¥ á«ãç ©, ª®£¤  ρ = 0.
�á«¨ g(z) à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a, â® ¥ñ àï¤

�®à   á®¢¯ ¤ ¥â á àï¤®¬ �¥©«®à , â. ª. £« ¢ ï ç áâì ¯à®áâ®
®âáãâáâ¢ã¥â (¢á¥ am à ¢ë 0).

�á«¨ ¦¥ äãªæ¨ï à¥£ã«ïà  â®«ìª® ¢ ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ-
®áâ¨ 0 < |z − a| < R, â® äãªæ¨ï à §« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤
�®à  !

(�®â ¯®ç¥¬ã   ¯¥à¢®¬ ªãàá¥ ¢ â¥®à¨¨ ¯à¥¤¥«®¢ ¥«ì§ï
¡ë«® ã¯ãáª âì ãá«®¢¨¥ x 6= a!)

�¥®à¥¬ . � §«®¦¥¨¥ à¥£ã«ïà®© ¢ ª®«ìæ¥ ρ < |z − a| < R
äãªæ¨¨ f(z) ¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z − a) ¥¤¨áâ¢¥®.

�®à¬ã«ë ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ àï¤  �®à   ¬ë ¥ ¢ë¯¨áë-
¢ ¥¬, ¯®â®¬ã çâ® ¨¬¨ ¯®«ì§®¢ âìáï ¥ ¡ã¤¥¬. �à¨ à §«®¦¥¨¨
¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì áâ ¤ àâë¥ à §«®¦¥¨ï.

� ¬ ¯à¨¤ñâáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¤¢ã¬ï ¡¥áª®-
¥ç® ã¡ë¢ îé¨¬¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®£à¥áá¨ï¬¨:

1
1 − z

= 1 + z + z2 + z3 + . . . =
∞∑

0

zk, |z| < 1 ¨

1
1 + z

= 1 − z + z2 − z3 + . . . =
∞∑

0

(−1)kzk, |z| < 1.

(1.15)

1.4.1. �ãªæ¨ï f(z) ¨ áã¬¬  S(z) ¥ñ àï¤  �¥©«®à 
¨«¨ �®à  

� áá¬®âà¨¬ á ¬ãî ¯à®áâãî äãªæ¨î f(z) = 1
1 + az , a ∈ C,

a 6= 0.
1) �â  äãªæ¨ï à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z| < 1

|a| (á¬.
à¨á. 1.7),   ¯®â®¬ã à §« £ ¥âáï ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ àï¤
�¥©«®à . �ñ ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª ª
¡¥áª®¥ç® ã¡ë¢ îéãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¯à®£à¥áá¨î á® § -
¬¥ â¥«¥¬ q = −az:

1
1 + az

=
∞∑

0

(−1)k(az)k, |z| < 1
|a| . (1.16)
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�¡à â¨â¥ ¢¨¬ ¨¥   â®, çâ® ¯®á«¥ ä®à¬ã«ë àï¤ 
áâ®¨â ¥à ¢¥áâ¢® |z| < 1

|a| . �¥ ï¢«ï¥âáï «¨ ®® «¨è¨¬,
¥á«¨ ¢ â¥ªáâ¥ áª § ®, çâ® ¬ë à §«®¦¨«¨ äãªæ¨î ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ |z| < 1

|a|? �¥â, ®® ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬. � ç¥ à -

¢¥áâ¢® 1
1 + az =

∞∑
0
(−1)k(az)k áâ ®¢¨âáï ¥¢¥àë¬, ¯®â®¬ã

çâ® ®¡« áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¥¢®© ç áâ¨ ¨ ¯à ¢®© à §«¨çë:
áâ®ïé ï á«¥¢  äãªæ¨ï ®¯à¥¤¥«¥  ¨ à¥£ã«ïà  ¢ C\

{
− 1

a

}
,  

áâ®ïé¨© á¯à ¢  àï¤ áå®¤¨âáï ¨ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà®© äãª-
æ¨¥© â®«ìª® ¢ ªàã£¥ |z| < 1

|a| .
2) �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ âã ¦¥ á ¬ãî äãªæ¨î, ® ¢ ¤àã£®© ®¡-

« áâ¨: |az| > 1, ¨«¨, çâ® â® ¦¥, ¢ ª®«ìæ¥ 1
|a| < |z| < ∞ (á¬.

à¨á. 1.7), £¤¥ äãªæ¨ï â®¦¥ à¥£ã«ïà . �â® | ¯à®ª®«®â ï
®ªà¥áâ®áâì z = ∞, § ç¨â, f(z) à §« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤ �®-
à   ¯® æ¥«ë¬ áâ¥¯¥ï¬ z. �¥¯¥àì ¢ë¥á¥¬ ¢ § ¬¥ â¥«¥
az | â®£¤  ®áâ ¢èãîáï ¤à®¡ì 1(

1 + 1
az

) ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©

®¡« áâ¨ ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª áã¬¬ã ¡¥áª®¥ç® ã¡ë¢ -
îé¥© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨ á® § ¬¥ â¥«¥¬ q = − 1

az :

1
1 + az

=
1
az

1(
1 + 1

az

) =
∞∑

0

(−1)k

ak+1(z)k+1
, |z| > 1

|a| . (1.17)

x0

y

K

1
|a|

O(0)
x0

y

K1

O(0) K2

K3

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−6i

−5i

−4i

−3i

−2i

−i

i

2i

3i

4i

�¨á. 1.7 �¨á. 1.8
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�â ª, äãªæ¨ï f(z) = 1
1 + az ¢ à §ëå ®¡« áâïå C (á¬.

à¨á. 1.7) à §« £ ¥âáï ¢ à §ë¥ àï¤ë: ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z| < 1
|a|

¢ àï¤ �¥©«®à , ¢ ª®«ìæ¥ 1
|a| < |z| < ∞ ¢ àï¤ �®à  .

� ¤  ï äãªæ¨ï f(z) ¨ áã¬¬  S(z) ¥ñ àï¤  �®à   ¨«¨
�¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ z | íâ® à §ë¥ äãªæ¨¨: ã ¨å à §ë¥
®¡« áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï. �â¨ à ááã¦¤¥¨ï  ¬ ¢áñ ¢à¥¬ï ¡ã¤ãâ
¯®«¥§ë.

�â ª, ¥á«¨ ¤à®¡ì 1
a + bz

à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ 0, â® ¢ § ¬¥ â¥«¥ ¢ë®á¨âáï á¢®¡®¤ë© ç«¥:

1
a + bz

≡ 1
a
(
1 + bz

a

) , çâ®¡ë § ¬¥ â¥«ì ¯à®£à¥áá¨¨ ¡ë« ¯® ¬®-

¤ã«î ¬¥ìè¥ 1; ¥á«¨ ¦¥ ¤à®¡ì 1
a + bz

à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ àï¤ �®-
à   ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ∞, â® ¢ § ¬¥ â¥«¥ ¢ë®á¨âáï bz: 1

a + bz
≡

≡ 1
bz

(
1 + a

bz

) .

�  è¨å ¯à¨¬¥à å ¯à¨¤ñâáï à áª« ¤ë¢ âì ¢ àï¤ ¤à®¡®-
à æ¨® «ìë¥ äãªæ¨¨. � ¤à®¡¨  ¤® á ç «  ¢ë¤¥«¨âì æ¥-
«ãî ç áâì,   § â¥¬ ¯à ¢¨«ìãî ¤à®¡ì à §«®¦¨âì   áã¬¬ã í«¥-
¬¥â àëå ¤à®¡¥©, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ¢¨¤ c

(z − a)n . � §«®¦¥¨¥
¤à®¡¨ 1

(1 + z)n ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ 0 ¬®¦® ¯®«ãç¨âì,
¯à®¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¢ n − 1 à § 1

1 + z | ¯®«ãç¨âáï ¨§¢¥áâ ï
ä®à¬ã« 

1
(1 + z)n

=
∞∑

0

Ck
−nzk ≡

∞∑

0

(−n)(−n − 2) . . .(−n − k + 1)
k!

zk, |z| < 1.

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¤®¢®«ì® ý¯à®â¨¢ë©þ á â®çª¨ §à¥¨ï
 à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¢ëç¨á«¥¨© ¯à¨¬¥à.

�à¨¬¥à 1.12. �áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ à §«®¦¥¨ï
äãªæ¨¨

f(z) =
2z2(1 − i) + z(13i + 16) + 57i

(z − i)(z + 5)(z + 4i)

¯® áâ¥¯¥ï¬ (z + 1 + i).
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I � ¦® â®, çâ®, § ï ã«¨ § ¬¥ â¥«ï, ¬ë áà §ã ¬®¦¥¬
áª § âì, ¢ ª ª¨å ª®«ìæ å ¨ ¢ ª ª¨¥ àï¤ë ¬®¦¥â ¡ëâì à §«®-
¦¥  íâ  äãªæ¨ï.

�«ï íâ®£®  ¥áñ¬   ¯«®áª®áâì ã«¨ § ¬¥ â¥«ï ¨ ¯à®-
¢¥¤ñ¬ ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ z = (−1 − i) (æ¥âà¥ ¢®§-
¬®¦ëå ª®«¥æ ¨«¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© à §«®¦¥¨ï) ¨ ¯à®å®¤ïé¨å
ç¥à¥§ â®çª¨ | ã«¨ § ¬¥ â¥«ï: i, −5, −4i (á¬. à¨á. 1.8).

�®«ãç¨«®áì | ®¤  ®ªà¥áâ®áâì O(−1−i): |z−(−1−i)| < √5
¨ âà¨ ª®«ìæ :

K1 :
√

5 < |z − (−1 − i)| <
√

10,

K2 :
√

10 < |z − (−1 − i)| <
√

17,

K3 :
√

17 < |z − (−1 − i)| < ∞, (á¬. à¨á. 1.8)

�ãªæ¨ï f(z) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥â àëå
¤à®¡¥©:

f(z) =
a

z − i
+

c

z + 4i
+

b

z + 5
.

�¥¯¥àì ¬®¦® ¯®ïâì, ¢ ª ª¨¥ àï¤ë  ¬ ¯à¨¤ñâáï à §« -
£ âì á« £ ¥¬ë¥. �¡®§ ç¨¬ ¡ãª¢®© Ti àï¤ �¥©«®à  ¤«ï i-©
¤à®¡¨,   ¡ãª¢®© Li àï¤ �®à   ¤«ï i-© ¤à®¡¨.
1) �á¥ âà¨ ¤à®¡¨ à¥£ã«ïàë ¢ O(−1 − i): |z − (−1 − i)| < √5,  

¯®â®¬ã ®¨ à §« £ îâáï ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ àï¤ë �¥©«®à 
| ¯®«ãç¨¬ T1, T2, T3.

2) � ª®«ìæ¥ K1:
√

5 < |z − (−1 − i)| <
√

10 á¨âã æ¨ï ¤àã£ ï.
�¥à¢ ï ¤à®¡ì a

z − i à¥£ã«ïà  ã¦¥ ¢ ª®«ìæ¥
√

5 < |z − (−1 −
− i)| < ∞,   ¯®â®¬ã à §« £ ¥âáï ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥ ¢ àï¤ �®à  ,
®áâ «ìë¥ ¤à®¡¨ à¥£ã«ïàë ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z−(−1−i)| < √10,
  ¯®â®¬ã à §« £ îâáï ¢ ª®«ìæ¥ K1:

√
5 < |z − (−1− i)| < √10

¯®-¯à¥¦¥¬ã ¢ àï¤ë �¥©«®à  | ¯®«ãç¨âáï L1, T2, T3.
3) � ª®«ìæ¥ K2:

√
10 < |z − (−1 − i)| < √17 ¢â®à ï ¤à®¡ì c

z + 4i

à¥£ã«ïà  ã¦¥ ¢ ª®«ìæ¥
√

10 < |z− (−1− i)| < ∞ ¨ â ¬ à §« -
£ ¥âáï ¢ àï¤ �®à  ; âà¥âìï ¤à®¡ì ¯®-¯à¥¦¥¬ã à¥£ã«ïà 
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − (−1 − i)| < √17 ¨ à §« £ ¥âáï â ¬ ¢ àï¤
�¥©«®à  | ¯®«ãç¨âáï L1, L2, T3.
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4) � ª®«ìæ¥ K3:
√

17 < |z − (−1 − i)| < ∞ ¢á¥ âà¨ ¤à®¡¨ à¥£ã-
«ïàë ¨ à §« £ îâáï ¢ àï¤ë �®à   | ¯®«ãç¨âáï L1, L2,
L3.
�ï¤ë ¤®«¦ë ¡ëâì ¯® áâ¥¯¥ï¬ z − (−1 − i). �¤¥« ¥¬, ¤«ï

ã¤®¡áâ¢ , ¢® ¢á¥å ¤à®¡ïå § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå: t = z − (−1 −
− i) ⇐⇒ z = t − 1 − i, çâ®¡ë ¬®¦® ¡ë«® ¯à¨¬¥¨âì ä®à¬ã«ë
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨.

�®£¤ 

f(z) =
a

z − i
+

c

z + 4i
+

b

z + 5
=

a

t − 1 − 2i
+

c

t − 1 + 3i
+

b

t + 4 − i
,

¨ ¡ã¤¥¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®¤¨âì à §«®¦¥¨¥ äãªæ¨¨ g(t) =
= a

t − 1 − 2i + c
t − 1 + 3i + b

t + 4 − i ¯® áâ¥¯¥ï¬ t ¢ àï¤ë �¥©«®à 
¨«¨ �®à   ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡« áâïå.

�®íâ®¬ã ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ à §«®¦¥¨ï.
1) |t| < √5⇒ T1, T2, T3 ⇒
⇒ g(t) =

∞∑
0

tk
(
− a

(1 + 2i)k+1 − c
(1 − 3i)k+1 + (−1)kb

(4 − i)k+1

)
, |t|<√5.

2) K1:
√

5 < |t| < √10⇒ L1, T2, T3 ⇒
⇒ g(t) =

∞∑
0

tk
(
− c

(1 − 3i)k+1 + (−1)kb

(4 − i)k+1

)
+ a

∞∑
0

(1 + 2i)k

tk+1 ,
√

5 < |t| < √10.
3) K2:

√
10 < |t| < √17 ⇒ L1, L2, T3 ⇒ g(t) = b

4 − i

∞∑
0

(−1)ktk

(4 − i)k +

+
∞∑
0

a(1 + 2i)k + c(1 − 3i)k

tk+1 ,
√

10 < |t| < √17.

4) K3:
√

17 < |t| < ∞ ⇒ L1, L2, L3 ⇒
⇒ g(t) =

∞∑
0

a(1 + 2i)k + c(1 − 3i)k + b(−1)k(4 − i)k

tk+1 ,
√

17 < |t| < ∞. J
�¤ ª® ®¡ëç® § ¤ ç  ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¯®-¤àã£®¬ã, ¡®«¥¥

ª®ªà¥â®. �«ï ã¯à®é¥¨ï ¢ëª« ¤®ª ¬ë à áá¬®âà¨¬ âã ¦¥
á ¬ãî äãªæ¨î.

�à¨¬¥à 1.13. � §«®¦¨âì äãªæ¨î

f(z) =
2z2(1 − i) + z(13i + 16) + 57i

(z − i)(z + 5)(z + 4i)
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¯® áâ¥¯¥ï¬ z− (−1− i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â â®çª 
z0 = 2 + i. �ª § âì £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.
I �à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨ S(z) ª f(z) ¬®¦® ãª § âì
áà §ã, ª ª â®«ìª® ¢ëïá¨âáï, ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ª ª¨å í«¥¬¥â à-
ëå ¤à®¡¥© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï § ¤  ï äãªæ¨ï. �¨áãîâáï ¢á¥
¢®§¬®¦ë¥ ª®«ìæ . � â¥¬ ¢ëç¨á«ï¥âáï à ááâ®ï¨¥ ®â z0 ¤®
æ¥âà  ª®«¥æ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, ¢ ª ª®¬ ª®«ìæ¥  å®¤¨âáï z0 (á¬.
à¨á. 1.8).

�®çª  z0 = 2 + i  å®¤¨âáï ¢ K2:
√

10 < |z − (−1 − i) <
√

17,
â. ª. |2 + i − (−1 − i)| = |3 + 2i| = √13.

�áâ «®áì  ©â¨ ª®íää¨æ¨¥âë a, b, c.
� ç¨ ¥¬ à ¡®â âì. � áª« ¤ë¢ âì ¯à®áïâ ¯® áâ¥¯¥ï¬ z −

− (−1 − i), ®, çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì «¨è¨å  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®è¨-
¡®ª, ¥  ¤® ¤¥« âì § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå ¤® â®£®, ª ª à §«®¦¨¬
§ ¤ ãî äãªæ¨î   áã¬¬ã í«¥¬¥â àëå ¤à®¡¥©,

�®íâ®¬ã

2z2(1 − i) + z(13i + 16) + 57i
(z − i)(z + 5)(z + 4i)

=
a

z − i
+

b

z + 5
+

c

z + 4i
=

=
a(z + 5)(z + 4i) + b(z − i)(z + 4i) + c(z − i)(z + 5)

(z − i)(z + 5)(z + 4i)
.

� ¢®â â¥¯¥àì ¢¨¬ ¨¥ | ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬ à áªàë¢ âì áª®¡ª¨,
  ¡ã¤¥¬ ¯à¨à ¢¨¢ âì ç¨á«¨â¥«¨, ¯®¤áâ ¢¨¢ z = zi, ï¢«ïî-
é¨¬¨áï ª®àï¬¨ § ¬¥ â¥«ï. �à¨ íâ®¬ ¢á¥£¤ , ¡¥§ ¢áïª®©
á¨áâ¥¬ë, áà §ã ¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«ïâìáï ª®íää¨æ¨¥â â®© ¤à®¡¨, ã
ª®â®à®© ¢ § ¬¥ â¥«¥ áâ®¨â z − zi,   ç¨á«¨â¥«¨ ã ®áâ «ìëå
¤à®¡¥© ®¡à âïâáï ¢ 0.
1) z = i: −2(1 − i) + i(13i + 16) + 57i = a(5 + i)5i⇐⇒ a = 3;
2) z = −4i: −32(1 − i) − 4i(13i + 16) + 57i = c(−5i)(−4i + 5)⇐⇒
⇐⇒ c = −1;

3) z = −5: b(−5 − i)(−5 + 4i) = 50(1 − i) − 5(13i + 16) + 57i⇐⇒
⇐⇒ b = −2i.

�â ª, § ¯¨è¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë í«¥¬¥â àëå
¤à®¡¥© ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï  ©¤¥®¬ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯à¨¬¥à¥
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à §«®¦¥¨¥¬ ¢ àï¤ �®à   ¢ ª®«ìæ¥ K2:

f(z) =
3

z − i
− 1

z + 4i
− 2i

z + 5
=

= −2i
∞∑

0

(−1)k(z + 1 + i)k

(4 − i)k+1
+
∞∑

0

3(1 + 2i)k − (1 − 3i)k

(z + 1 + i)k+1
,

√
10 < |(z + 1 + i)| <

√
17.

�â¢¥â.

f(z) = −2i
∞∑

0

(−1)k(z + 1 + i)k

(4 − i)k+1
+
∞∑

0

3(1 + 2i)k − (1 − 3i)k

(z + 1 + i)k+1
,

√
10 < |(z + 1 + i)| <

√
17. J

�à¨¬¥à 1.14. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î

f(z) =
z(4 + i) + 12i + 3

z2 + 2iz + 15
+

3z(i − 1) + 6
z2 + z(1 − 3i) − 3i

¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â
â®çª  z = 1 + 2i. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.
I � §«®¦¨¬ ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ f(z) ¢ áã¬¬ã í«¥¬¥â àëå
¤à®¡¥©. �«ï íâ®£®, ¥ à áªàë¢ ï áª®¡®ª, ¯à¨à ¢¨¢ ¥¬ ç¨á-
«¨â¥«¨ ¯à¨ § ç¥¨ïå zk, à ¢ëå ª®àï¬ § ¬¥ â¥«ï | ¯à¨
íâ®¬ áà §ã, ¡¥§ ¢áïª®© á¨áâ¥¬ë, ®¯à¥¤¥«¨âáï ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨
¤à®¡¨, § ¬¥ â¥«ì ª®â®à®© à ¢¥ z − zk:
1) z(4 + i) + 12i + 3

z2 + 2iz + 15
= a

z − 3i + b
z + 5i = a(z + 5i) + b(z − 3i)

(z − 3i)(z + 5i) ⇒
z = −5i: −5i(4 + i) + 12i + 3 = −8ib⇐⇒ b = 1 + i;
z = 3i: 3i(4 + i) + 12i + 3 = 8ai⇐⇒ a = 3;
z(4 + i) + 12i + 3

z2 + 2iz + 15
= 3

z − 3i + 1 + i
z + 5i ;

2) 3z(i − 1) + 6
z2 + z(1 − 3i) − 3i

= a
z + 1 + b

z − 3i = a(z − 3i) + b(z + 1)
z2 + z(1 − 3i) − 3i

⇒
z − 3i = 0: 9i(i − 1) + 6 = b(3i + 1)⇐⇒ b = −3;
z = −1: −3(i − 1) + 6 = −a(1 + 3i)⇐⇒ a = 3i⇒

3z(i − 1) + 6
z2 + z(1 − 3i) − 3i

= 3i
z + 1 − 3

z − 3i .
�®íâ®¬ã

f(z) =
1 + i

z + 5i
+

3i

z + 1
, z 6= 3i.
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x0

y

K

−5 −1 1 5

�¨á. 1.9

�â ª, ã  á ®¤  ®ªà¥áâ®áâì ¨
¤¢  ª®«ìæ  (á¬. à¨á. 1.9). � ª ª ª
1 < |1 + 2i| = √5 < 5, â® § ¤  ï
â®çª  ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª®«ìæã 1 <
< |z| < 5, ¢ ª®â®à®¬ ¨ à áª« ¤ë-
¢ ¥¬ äãªæ¨î:

f(z) =
1 + i

5i
(
1 + z

5i

) +
3i

z
(
1 + 1

z

) =

= (1+i)
∞∑

0

(−1)kzk

(5i)k+1
+3i

∞∑

0

(−1)k

zk+1
,

1 < |z| < 5, z 6= 3i.

�â¢¥â. f(z) = (1 + i)
∞∑
0

(−1)kzk

(5i)k+1 + 3i
∞∑
0

(−1)k

zk+1 , 1 < |z| < 5,
z 6= 3i. J

1.4.2. �ï¤ �®à   ¤«ï ez, sin z, cos z, ch z, sh z ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ ∞

�®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® àï¤ �¥©«®à  ¢ 0 ¤«ï ez ¨¬¥¥â ¢¨¤

ez =
∞∑

0

zn

n!
, |z| < ∞. (1.18)

�ï¤ áå®¤¨âáï ¢ ªàã£¥ «î¡®£® à ¤¨ãá  á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®-
®à¤¨ â.

� â¥¯¥àì ¯à®áâ® ¯®á¬®âà¨¬   à ¢¥áâ¢® (1.18).
�¨¤®, çâ® äãªæ¨ï ez ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë áâ¥¯¥-

®£® àï¤  ¢ ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞. �á¯®¬¨¢ â¥®à¥¬ã
® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à §«®¦¥¨ï äãªæ¨¨ ¢ àï¤ �®à  , ¯®¨-
¬ ¥¬, çâ® àï¤

∞∑

0

zn

n!
, |z| < ∞

ª ª à § ¨ ï¢«ï¥âáï àï¤®¬ �®à   äãªæ¨¨ ez ¢ ¯à®ª®«®â®©
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = ∞.

� «®£¨ç®, àï¤ë �¥©«®à  ¢ 0 ¤«ï
sin z, cos z, ch z, sh z
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ï¢«ïîâáï àï¤ ¬¨ �®à   ¢ ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨
z = ∞.

�â ª, àï¤ë �®à   ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞.

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
, |z| < ∞,

cos z =
∞∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)!
, |z| < ∞, sin z =

∞∑

k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
, |z| < ∞,

ch z =
∞∑

k=0

z2k

(2k)!
, |z| < ∞, sh z =

∞∑

k=0

z2k+1

(2k + 1)!
, |z| < ∞

§1.5. �á®¡ë¥ â®çª¨ à¥£ã«ïàëå äãªæ¨©
�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®çª  z = a ∈ C  §ë¢ ¥âáï ¨§®«¨à®¢ ®©

®á®¡®© â®çª®© ®¤®§ ç®£® å à ªâ¥à  äãªæ¨¨ f(z), ¥á«¨ f(z)
à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a ∈
∈ C, ® ¥ à¥£ã«ïà  ¢ á ¬®© â®çª¥.

1.5.1. �« áá¨ä¨ª æ¨ï ¨§®«¨à®¢ ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª
�ãáâì äãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®©

®ªà¥áâ®áâ¨ 0 < |z − z0| < ρ, ¥á«¨ z0 ∈ C, ¨«¨ f(z) à¥£ã«ïà  ¢
¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ z0 = ∞: R < |z| < ∞.

� á¨«ã â¥®à¥¬ë, f(z) à §« £ ¥âáï ¢ íâ¨å ¯à®ª®«®âëå
®ªà¥áâ®áâïå ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ àï¤ë �®à  .

�®£¤  â ª ª« áá¨ä¨æ¨àãîâáï ®á®¡ë¥ â®çª¨.
1. �á«¨ lim

z→z0

f(z) = A ∈ C, â® z0  §ë¢ ¥âáï ãáâà ¨¬®© ®á®-
¡®© â®çª®© (���).

�â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® àï¤ �®à   ¥ á®¤¥à¦¨â
£« ¢®© ç áâ¨:

 ) ¥á«¨ z0 ∈ C, â® f(z) =
∞∑
0

ak(z − z0)k, 0 < |z − z0| < ρ;

¡) ¥á«¨ z = ∞, â® f(z) = a0 +
∞∑
1

ak

zk , R < |z| < ∞.
� ¯à¨¬¥à,

 ) f(z) = sin z
z ⇒ lim

z→0

sin z
z = 1⇒ z = 0 | ���,
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¡) f(z) = cos 1
z ⇒ lim

z→∞ cos 1
z = 1⇒ z = ∞ | ���.

2. �á«¨ lim
z→z0

f(z) = ∞, â® z0  §ë¢ ¥âáï ¯®«îá®¬ (�).
�â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® £« ¢ ï ç áâì àï¤  �®à  

á®¤¥à¦¨â ª®¥ç®¥ ç¨á«® á« £ ¥¬ëå.
�à¨ íâ®¬ ®á®¡ ï â®çª   §ë¢ ¥âáï ¯®«îá®¬ ¯®àï¤ª 

k (��), ¥á«¨
1) £« ¢ ï ç áâì á®¤¥à¦¨â ¥ ¡®«¥¥ k á« £ ¥¬ëå ¨
2) ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1

(z − z0)k ®â«¨ç¥ ®â 0, ¥á«¨ z0 ∈ C,
3) ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ zk ®â«¨ç¥ ®â 0, ¥á«¨ z0 = ∞.

�à¨ íâ®¬,

 ) ¥á«¨ z0 ∈ C, â® f(z) =
∞∑
0

an(z − z0)n +
k∑
1

am

(z − z0)m ,
ak 6= 0, 0 < |z − z0| < ρ;

¡) ¥á«¨ z = ∞, â® f(z) =
∞∑
0

an

(z)n +
k∑
1

amzm, ak 6= 0,
R < |z| < ∞.

�®àï¤®ª ¯®«îá  ¨®£¤  ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨ ¥ à §-
« £ ï äãªæ¨î ¢ àï¤ �®à  .

�â® ¬®¦® á¤¥« âì, ¥á«¨ äãªæ¨ï ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥
f(z) = ϕ(z)

ψ(z0)
, £¤¥ ϕ(z) ¨¬¥¥â 0 ¯®àï¤ª  m, ψ(z) ¨¬¥¥â 0 ¯®-

àï¤ª  m+k, â® f(z) ¨¬¥¥â ¢ íâ®© â®çª¥ ¯®«îá ¯®àï¤ª  k.
�¥£ã«ïà ï äãªæ¨ï g(z) ¢ â®çª¥ z = a ¨¬¥¥â 0 ¯®-

àï¤ª  n, ¥á«¨

g(a) = 0, g′(a) = 0, . . . , g(n−1)(a) = 0, g(n)(a) 6= 0.

� ¯à¨¬¥à,

 ) f(z) = ez−1
z2 = e−1

z2

∞∑
0

zk

k! = e−1
z2 + e−1

z + e−1
∞∑
2

zk−2
k! , 0 <

< |z| < ∞ ⇒ z = 0 | ¯®«îá 2-£® ¯®àï¤ª  (�2),

¡) f(z) = 3z3 − 4z + 16
z ⇒

{
z = 0 | �1,
z = ∞ | �3,

¢) f(z) = 1
1 + ch z

⇒ z = 0 | �2, â. ª. (1 + ch z)′n=0 =
= sh 0 = 0, (1 + ch z)′′z=0 = ch 0 6= 0.
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3. �á«¨ lim
z→z0

f(z) ¥ áãé¥áâ¢ã¥â, â® z0 | áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ ï
â®çª  (���). �â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® àï¤ �®à   á®-
¤¥à¦¨â ¢ £« ¢®© ç áâ¨ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® á« £ ¥¬ëå.

� ¯à¨¬¥à,

 ) f(z) = ez →
{+∞, z → +∞;
0, z → −∞ ⇒ z = ∞ | ���, ¨«¨,

â. ª. f(z) = ez = a0 +
∞∑
1

akz
k, |z| < ∞ | £« ¢ ï ç áâì

á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® á« £ ¥¬ëå ⇒ z = ∞ |
���.

¡) f(z) = cos 1
z ⇒ lim

z→0
cos 1

z ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ⇒ z = 0 |
���.

1.5.2. z = ∞ | ¢á¥£¤  ®á®¡ ï â®çª  ¢ C

� ª ª ª R-®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨ z = ∞  §ë¢ ¥âáï ¢¥è-
®áâì ®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  R á æ¥âà®¬ ¢ «î¡®© â®çª¥ a: |z −
−a| > R, R > 0, â® ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ z = ∞ ¢á¥£¤  ¯à®ª®«®â ï,
¨«¨ ª®«ìæ®, ¨¡® ¨ª ª ï äãªæ¨ï f(z) ¥ ®¯à¥¤¥«¥  ¢ íâ®©
ýâ®çª¥þ,   ¬®¦¥â «¨èì ¨¬¥âì ¨«¨ ¥ ¨¬¥âì ¯à¥¤¥« ¯à¨ z → ∞.
�®íâ®¬ã â®çªã z = ∞ ¡ã¤¥¬ ¢á¥£¤  áç¨â âì ®á®¡®©. �â® ®¯à ¢-
¤ë¢ ¥âáï ¨ â¥¬, çâ®, ¥á«¨ ¢ ®¡« áâ¨ D ∈ C  å®¤ïâáï â®«ìª®
ãáâà ¨¬ë¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨, â® à ¡®â ¥â ¨â¥£à «ì ï â¥®à¥¬ 
�®è¨:

∫
∂D

f(z) dz = 0. �á«¨ ¦¥ D ∈ C ¨ á®¤¥à¦¨â â®«ìª®
ãáâà ¨¬ë¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨, áà¥¤¨ ª®â®àëå z = ∞, â®

∫
∂D

f(z) dz
¬®¦¥â ¡ëâì ª ª à ¢¥ 0, â ª ¨ ®â«¨ç¥ ®â 0 | à ¡®â ¥â â ª
 §ë¢ ¥¬ ï â¥®à¥¬  ® ¢ëç¥â å : ¢ëç¥â ¢ z = ∞, ¥á«¨ ¤ ¦¥
íâ® ���, ¬®¦¥â ¡ëâì ®â«¨ç¥ ®â 0. �«¨,  ¯à¨¬¥à, ¯à®áâ®
¯®áç¨â ¥¬

-
|z|=10

dz
z =

∣∣∣∣∣
z = 10eiϕ,

dz = 10eiϕi dϕ

∣∣∣∣∣ = i
∫ 0

2π
dϕ = −2πi 6= 0,

¥á¬®âàï   â®, çâ® ã ¯®¤ëâ¥£à «ì®© äãªæ¨¨ â®çª  z = ∞
ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª .

�â ª, ¢  è¥¬ ¯®á®¡¨¨ z = ∞ | ¢á¥£¤  ®á®¡ ï â®çª .
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥ 1. � ª ª ª ®ªà¥áâ®áâì z = ∞ ¢á¥£¤ 

¯à®ª®«®â ï, â® á«®¢® ý¯à®ª®«®â ïþ ®¡ëç® ®¯ãáª îâ.
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥ 2. �¦¥ ¨§¢¥áâ®, çâ® ez, sin z, cos z,
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ch z, sh z à¥£ã«ïàë¥ ¢® ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨ äãªæ¨¨, à §« £ îâáï
¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ a ∈ C, ¨¬¥îâ ¯à¨
íâ®¬ à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ R = ∞. �ãªæ¨¨ ex, sinx, cosx, chx,
shx | íâ® ýá«¥¤þ äãªæ¨© ez, sin z, cos z, ch z, sh z   ¤¥©áâ-
¢¨â¥«ì®© ®á¨.

�á«¨ a ∈ C, â® ªàã£ |z − a| < ∞, ¢ ª®â®à®¬ áå®¤ïâáï àï¤ë
�¥©«®à  ¤«ï ez, sin z, cos z, ch z, sh z, á®¤¥à¦¨â ¯à®¬¥¦ãâ®ª
|x − a| < ∞, ¢ ª®â®à®¬ ª ª à § ¨ áå®¤ïâáï àï¤ë �¥©«®à  ¤«ï
ex, sinx, cosx, chx, shx, ª ª á«¥¤ àï¤®¢ �¥©«®à  ¤«ï ez, sin z,
cos z, ch z, sh z.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �á«¨ ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z0 ∈ C
¨«¨ z0 = ∞  å®¤¨âáï, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ®¤  ®á®¡ ï â®çª ,
®â«¨ç ï ®â z0, â® z0 ï¢«ï¥âáï ¨  §ë¢ ¥âáï ¥¨§®«¨à®¢ ®©
®á®¡®© â®çª®© (���).

�à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë.
1) f(z) = 1

1 + cos z . �á®, çâ® â®çª¨, £¤¥ 1 + cos z = 0, ®á®¡ë¥.
� ©¤ñ¬ ¨å:

1 + cos z = 0⇐⇒ zk = π + 2πk, k ∈ Z,

lim
z→zk

1
1 + cos z

= ∞ ⇒ zk = π + 2πk | ¯®«îá.

� ª®£® ¯®àï¤ª ? �ç¥ì ç áâë© ®â¢¥â | ¯¥à¢®£®. �® íâ®
¥ â ª, ¯®â®¬ã çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, 1 + cos zk = 0, (1 + cos z)′zk

=
= − sin zk = 0, (1 + cos z)′′zk

6= 0, | ¯®íâ®¬ã ¯®«îá 2-£® ¯®-
àï¤ª .

�, ¢®-¢â®àëå, ¨§ èª®«ì®© âà¨£®®¬¥âà¨¨ ¨§¢¥áâ®
(¯à ¢¤ , ¤«ï 1+cos 2x, ® ¬ë § ¥¬, çâ® íâ¨ ä®à¬ã«ë ¢¥àë
¨ ¤«ï z), çâ® 1 + cos z = 2 cos2 z

2 , â. ¥. §¤¥áì 0 ¢â®à®£® ¯®-
àï¤ª !

� ¬¥ç ¥¬ áà §ã, çâ® zk −→
k→∞

∞. �â® § ç¨â, çâ® z = ∞
| ¥¨§®«¨à®¢  ï ®á®¡ ï â®çª  (���), ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥
¯à¥¤¥«ì ï â®çª  ¯®«îá®¢.

2) f(z) = e
1

e1/z+1 . �á®, çâ® â®çª¨, £¤¥ e1/z + 1 = 0 ⇐⇒ 1
zk

=

= i(π + 2πk), k ∈ Z ⇒ zk = 1
i(π + 2πk) | ®á®¡ë¥. � ª ª ª
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1
e1/z + 1

−→
z→zk

∞,   eξ ¯à¨ ξ → ∞ ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« , â® zk |
áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ ï â®çª  (���).

�¨¤®, çâ® zk = 1
i(π + 2πk) −→k→∞

0. � ç¨â, z = 0 | ¥-
¨§®«¨à®¢  ï ®á®¡ ï â®çª  (���), ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¯à¥-
¤¥«ì ï â®çª  áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ëå â®ç¥ª.
�à¨¬¥à 1.15. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
etg πz sin 2πz

3
(2z + 1)(ez + 1)

¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥ ¨å â¨¯.
I �à¥¦¤¥ ¢á¥£®  ¤® ¯¥à¥¯¨á âì äãªæ¨î ¢ ¤àã£®¬ ¢¨¤¥

f(z) =
e

sinπz
cosπz sin 2πz

3
(2z + 1)(ez + 1)

,

â. ª. tg z ¥ ï¢«ï¥âáï á ¬®áâ®ïâ¥«ì®© äãªæ¨¥©,   íâ® ç áâ®¥
¤¢ãå ª« áá¨ç¥áª¨å (¨ ç¥ ¥ª®â®àë¥ â¥àïîâ â®çª¨, £¤¥ § ¬¥-
 â¥«ì à ¢¥ 0).

� â ª¨å ¯à¨¬¥à å ¢ ¦® § âì, ¢ ª ª®¬ ¯®àï¤ª¥ ¢¥áâ¨ ¨á-
á«¥¤®¢ ¨¥. �¨ª®£¤  ¥  ¤®  ç¨ âì á ®á®¡ëå â®ç¥ª ç¨á«¨-
â¥«ï ¨«¨ § ¬¥ â¥«ï.

1. � ç «  ¢ë¯¨áë¢ ¥¬ ®á®¡ë¥ â®çª¨ ç¨á«¨â¥«ï: cosπz =
= 0, z = ∞.

2. �ë¯¨áë¢ ¥¬ ®á®¡ë¥ â®çª¨ § ¬¥ â¥«ï | íâ® â®«ìª® çâ®
¢ë¯¨á  ï â®çª  z = ∞.

�¥¯¥àì ¢ ¦® ¯®ïâì, çâ® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f(z),
¯® â¥®à¥¬¥ ® à¥£ã«ïà®áâ¨ ¤à®¡¨, à¥£ã«ïà  ¢áî¤ã ¢ C,
ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®¦¥â, â®ç¥ª, £¤¥ § ¬¥ â¥«ì ®¡à é ¥âáï
¢ 0.

3. �â® â®çª¨: z = − 1
2 , ez +1 = 0. �¡à é ¥¬ ¢¨¬ ¨¥   â®,

çâ® íâ® â®çª¨ à¥£ã«ïà®áâ¨ § ¬¥ â¥«ï, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ
®ª § âìáï ®á®¡ë¬¨ â®çª ¬¨ ¤à®¡¨.

�ë¯¨è¥¬ á¯¨á®ª ýª ¤¨¤ â®¢þ ¢ ®á®¡ë¥ â®çª¨, ®¤®¢à¥-
¬¥® à¥è ï ¢®§¨ª îé¨¥ ãà ¢¥¨ï:

1) z = ∞, 2) cosπz = 0⇐⇒ z = 1
2 + k, k ∈ Z.
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�®ç¥ª ¡¥áª®¥ç® ¬®£® | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì zk = 1
2 +

+k −→
k→∞

∞ ⇒ ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞  å®¤¨âáï ¡¥áª®¥ç®
¬®£® ®á®¡ëå â®ç¥ª, â. ¥. ¬ë ý¡¥á¯« â®þ ¯®«ãç ¥¬ ®â¢¥â ¤«ï
¯ãªâ  1).

1) z = ∞| ¥¨§®«¨à®¢  ï ®á®¡ ï â®çª  | ��� (¢ ¤ «ì-
¥©è¥¬ ¬®¦® ãâ®ç¨âì, ª ª¨¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨  ª ¯«¨¢ îâáï
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞).

3) z = − 1
2 .

4) ez + 1 = 0 ⇐⇒ ez = −1 ⇐⇒ zk = i(π + 2πk) −→
k→∞

∞, k ∈ Z
| ®¯ïâì ¯®«ãç¨«¨, çâ® z = ∞ | ���.

� ç¥£®  ç âì ¨áá«¥¤®¢ ¨¥?
�®á«¥  å®¦¤¥¨ï ýª ¤¨¤ â®¢þ ¢ ®á®¡ë¥ â®çª¨ ¢ë¯¨áë-

¢ ¥¬ ¥¨§®«¨à®¢ ë¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ ¨  ç¨ ¥¬ à áá¬ âà¨-
¢ âì ¨§®«¨à®¢ ë¥. �¤®¡¥¥ ¢á¥£® ç áâ® ¡ë¢ ¥â  ç âì á â®-
ç¥ª à¥£ã«ïà®áâ¨ § ¬¥ â¥«ï, ¢ ª®â®àëå ® ®¡à é ¥âáï ¢ 0.

4) z = i(π + 2πk), k ∈ Z.
� çñ¬ á 4) (¬®¦® ¡ë«® ¨ 3)).
� ¤® ¯à®¢¥à¨âì, ¥ ï¢«ïîâáï «¨ íâ¨ â®çª¨ ®á®¡ë¬¨ ¤«ï

ª ª¨å-¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¥© ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨ § ¬¥ â¥«ï ¨«¨ ¥
®¡à é îâáï «¨ ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¨ ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨ § -
¬¥ â¥«ï ¢ 0 ¢ íâ¨å â®çª å. �  è¥¬ á«ãç ¥ ïá®, çâ® ¥â.
�®íâ®¬ã â®çª¨ zk = i(π + 2πk) | íâ® ¯®«îá  1-£® ¯®àï¤ª ,
â. ª. (ez + 1)′ = ez 6= 0.

3) �®çª  z = − 1
2 . �à®¢¥àï¥¬, ¥ ï¢«ï¥âáï «¨ íâ  â®çª  ®á®-

¡®© ¤«ï ª ª¨å-¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¥© ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨ § ¬¥ â¥«ï
¨«¨ ¥ ®¡à é îâáï «¨ ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¨ ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨
§ ¬¥ â¥«ï ¢ 0 ¢ íâ®© â®çª¥. �  è¥¬ á«ãç ¥ ¯à¨ k = −1 íâ 
â®çª  á®¢¯ ¤ ¥â á ®á®¡®© â®çª®© ç¨á«¨â¥«ï, â. ª. cos

(
− 1

2 π
)

=
= 0. �¨á«¨â¥«ì ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ,   § ¬¥ â¥«ì ®¡à é ¥âáï
¢ 0. �ëïá¨âì, çâ® ¯à®¨áå®¤¨â á ¤à®¡ìî ¬®¦®,  ¯à¨¬¥à,
®¤¨¬ ¨§ ¤¢ãå á«¥¤ãîé¨å á¯®á®¡®¢.

 ) �®¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥¬, çâ®, ¥á«¨ a ∈ C ¨ ï¢«ï-
¥âáï ��� ¤«ï f(z) ¨ ¯®«îá®¬ ¤«ï g(z), â® a ∈ C |
��� ¤«ï f(z)g(z).
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¡) �®¦® ¯®ª § âì ý¢ «®¡þ, çâ® ¤à®¡ì ¥ ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« .
�¤®¡® á¤¥« âì § ¬¥ã z + 1

2 = t⇐⇒ z = t− 1
2 . �®£¤ 

f(z) =
e

sinπ(t− 1
2)

cosπ(t− 1
2) sin

2π
(
t − 1

2

)

3

2t
(
e(t− 1

2) + 1
) ∼ −

e
1

sinπt sin π
3

2t
(
e−

1
2 + 1

) ∼ A
e−

1
πt

t
.

� ª ª ª A e−
1

πt

t = A
t

∞∑
0

1
k!

(
− 1

πt

)k
¨ £« ¢ ï ç áâì á®¤¥à¦¨â

¡¥áª®¥ç® ¬®£® á« £ ¥¬ëå, t = 0 | ���.
�®íâ®¬ã z = − 1

2 | áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ ï â®çª  (���).
2) �®çª¨ z = 1

2 + k, k ∈ Z⇐⇒ zk = 1
2 + k −→

k→∞
∞.

�®-¯¥à¢ëå, ¨ íâ¨ â®çª¨ áª ¯«¨¢ îâáï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞.
�à®¢¥àï¥¬, ¥ ï¢«ïîâáï «¨ íâ¨ â®çª¨ ®á®¡ë¬¨ ¤«ï ª ª¨å-

¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¥© ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨ § ¬¥ â¥«ï ¨«¨ ¥ ®¡à -
é îâáï «¨ ª ª¨¥-¨¡ã¤ì ¬®¦¨â¥«¨ ç¨á«¨â¥«ï ¨«¨ § ¬¥ -
â¥«ï ¢ 0 ¢ íâ¨å â®çª å.

ý�®¤®§à¥¨¥þ ¢ë§ë¢ ¥â ¯®¢¥¤¥¨¥ sin 2πz
3 : sin 2πz

3 = 0⇐⇒
⇐⇒ 2πz

3 = πn⇐⇒ z = 3
2 n, n ∈ Z.

�à ¢¨¬ ¨å á â®çª ¬¨ zk = 1
2 + k:

3
2

n =
1
2

+ k ⇐⇒ 3n − 1 = 2k ⇒ n = 2m + 1⇒
⇒ 3(2m + 1) − 1 = 2k ⇐⇒ k = 3m + 1.

�ã ¢®â! �¡é¨¥ â®çª¨!
�®íâ®¬ã

 ) zk = 1
2 + k, k 6= −1, k 6= 3m + 1 | ���, â. ª. ç¨á«¨-

â¥«ì ¯à¥¤¥«  ¥ ¨¬¥¥â,   ®áâ «ìë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ®£à -
¨ç¥ë ¨ ®â«¨çë ®â 0.

¡) �ãáâì â¥¯¥àì zm = 1
2 +3m+1. �¤®¡® á¤¥« âì § ¬¥ã

¯¥à¥¬¥ëå z −
(
1
2 + 3m + 1

)
= t. �®£¤ 

f(z) =
e

sinπz
cosπz sin 2πz

3
(2z + 1)(ez + 1)

∼ Ae−
1
πt t⇒
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⇒ zm = 1
2 + 3m + 1 | â®¦¥ ���.

�â¢¥â. 1) z = ∞ | ���, ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  ¯®«îá®¢ ¨
áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ëå â®ç¥ª,
2) zn = 1

2 + k, k ∈ Z | ���.
3) zn = i(π + 2πk), k ∈ Z | ¯®«îá  1-£® ¯®àï¤ª . J

�à¨¬¥à 1.16. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨ f(z) =

= e
1

chz (πz + π + 1)
1 + cos 1

z + 1
¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥ ¨å â¨¯.

I �ë¯¨è¥¬ ýª ¤¨¤ â®¢þ ¢ ®á®¡ë¥ â®çª¨. �¥è¥¨¥ ¡ã¤¥¬
®ä®à¬«ïâì ¯® áå¥¬¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à , ® ¡®«¥¥ ªà âª®.
1) z = ∞;
2) ch z = 0 ⇐⇒ cos iz = 0 ⇐⇒ iz = π

2 + πk ⇐⇒ zk =

= πi
(
− 1

2 + k
)
−→
k→∞

∞ ⇒ z = ∞ | ���, k ∈ Z;

3) 1 + cos 1
z + 1 = 0 ⇐⇒ 1

z + 1 = π + 2πk ⇐⇒ zk = 1
π(2k + 1) −

− 1 −→
k→∞

−1⇒ z = −1 | ���.
�¨¤¨â¥? �® å®¤ã à¥è¥¨ï í«¥¬¥â àëå ãà ¢¥¨© ¬ë

®¯à¥¤¥«¨«¨ â¨¯ë ¤¢ãå ®á®¡ëå â®ç¥ª: z = ∞ ¨ z = −1. �¤  |
®á®¡ ï â®çª  ç¨á«¨â¥«ï,   ¤àã£ ï | ®á®¡ ï â®çª  § ¬¥ â¥«ï.
�á«¨ ¡ë  ç «¨ á ¨å, â®  ¢¥àïª  ¡ë § ¯ãâ «¨áì!

�áá«¥¤ã¥¬ ®áâ «ìë¥.
2) zk = πi

(
− 1

2 + k
)

| ��� (§ ç¥¨ï ¢á¥å ®áâ «ìëå äãªæ¨©
¤à®¡¨ ∈ C ¨ ¥ à ¢® 0),

3) zk = 1
π(2k + 1) − 1. � ¬¥â¨¬, çâ® πz +π +1 = 0⇐⇒ z = −1−

− 1
π , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â k = −1. �®íâ®¬ã,

 ) ¥á«¨ k 6= −1, â® zk = 1
πk
− 1 | ¯®«îá (¢¨¬ ¨¥!) 2-£®

¯®àï¤ª .
�®ç¥¬ã 2-£® ¯®àï¤ª ?
�®-¯¥à¢ëå, ¯®â®¬ã, çâ® ¯¥à¢ ï ¯à®¨§¢®¤ ï 1 +

+ cos 1
z + 1 à ¢  0, ¯®â®¬ã çâ® â ¬, £¤¥ ª®á¨ãá à ¢¥

−1, á¨ãá à ¢¥ 0,   ¢â®à ï ®â«¨ç  ®â 0 (¯à®¢¥àìâ¥).
�®-¢â®àëå, ¯® ä®à¬ã« ¬ èª®«ì®© âà¨£®®¬¥âà¨¨

1 + cos 1
z + 1 = 2 cos2 1

2(z + 1) ,   íâ® ®«ì 2-£® ¯®àï¤ª !
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¡) ¥á«¨ k = −1, â® z = −1− 1
π | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª , â. ª. ¢

ç¨á«¨â¥«¥ 0 ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ,   ¢ § ¬¥ â¥«¥ 0 ¢â®à®£®
¯®àï¤ª .

�â¢¥â. 1) z = ∞ | ���, ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  áãé¥áâ¢¥®
®á®¡ëå â®ç¥ª;
2) z = −1 | ���, ¯à¥¤¥«ì ï â®çª  ¯®«îá®¢;
3) zk = πi

(
− 1

2 + k
)
, k ∈ Z | ���;

4) zk = 1
π(2k + 1) − 1, k ∈ Z, k 6= −1 | ¯®«îá 2-£® ¯®àï¤ª ;

5) z = − 1
π − 1 | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª . J

1.5.3. �ãªæ¨¨ e
− 1

x2 ¨ e
− 1

z2

�á¯®¬¨¬ ¯à¨¬¥à, ª®â®àë© ¯à¨¢®¤¨âáï   1-®¬ ªãàá¥,
äãªæ¨¨, àï¤ �¥©«®à  ¤«ï ª®â®à®© ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ x = 0 áã-
é¥áâ¢ã¥â, áå®¤¨âáï, ® ¥ ª á ¬®© äãªæ¨¨. �ãªæ¨ï ®¯à¥¤¥-
«ï¥âáï â ª:

f(x) =
{

e−
1

x2 , x 6= 0,
0, x = 0.

(1.19)

�ëç¨á«¥¨ï, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¢á¥ ¯à®-
¨§¢®¤ë¥ ¢ â®çª¥ x = 0 à ¢ë 0 | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© íâ®©
äãªæ¨¨ àï¤ �¥©«®à  á®áâ®¨â ¨§ ã«¥¢ëå ç«¥®¢,   ¯®â®¬ã
¥£® áã¬¬  â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢  0. �ãªæ¨ï f(x) ¡¥áª®¥ç®
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬    ¢á¥© ®á¨.

�®! � ¬  äãªæ¨ï f(x) ®¡à é ¥âáï ¢ 0 â®«ìª® ¢ ®¤®©
â®çª¥ | àï¤ ª § ¤ ®© äãªæ¨¨ ¥ áå®¤¨âáï. �®ç¥¬ã? �
çñ¬ ¤¥«®?

�  ¯¥à¢®¬ ªãàá¥ íâ®â ä ªâ ®¡êïá¨âì ¥¢®§¬®¦®. � â®
¬ë â¥¯¥àì á¬®¦¥¬.

� áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î f(z) = e−
1

z2 . �  à¥£ã«ïà  ¢ C \ {0}.
�®çª  z = 0 | áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ ï â®çª  (���). �ãªæ¨ï
à¥£ã«ïà  ¢ ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ 0 < |z| < ∞,   ¯®â®¬ã
à §« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤ �®à  :

f(z) = e−
1

z2 =
∞∑

0

(−1)n

n!z2n
, 0 < |z| < ∞.
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�ãªæ¨ï f(x) | ýá«¥¤þ f(z)   ¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî ®áì. �®
f(z), ª ª ¬ë ã¢¨¤¥«¨, à §« £ ¥âáï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 0 ¥ ¢ àï¤
�¥©«®à ,   ¢ àï¤ �®à  , ¯à¨çñ¬, ¯à ¢¨«ì ï ç áâì á®áâ®¨â
¢á¥£® «¨èì ¨§ ®¤®£® ç«¥ : a0 = 1,   £« ¢ ï ç áâì ¨¬¥¥â ¡¥á-
ª®¥ç® ¬®£® á« £ ¥¬ëå. �®íâ®¬ã ¨   ®á¨ Ox ¨¬¥¥¬ e−

1
x2 =

=
∞∑
0

(−1)n

n!x2n , 0 < |x| < ∞,   àï¤ �¥©«®à  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â!

� ª ª ª z = 0 | ���, â® lim
z→0

e−
1

z2 ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �â®
®§ ç ¥â, çâ® ¯® à §ë¬  ¯à ¢«¥¨ï¬ ¯à¥¤¥«ë à §ë¥. �®
®ª § «®áì, çâ® lim

x→0
e−

1
x2 = 0, ¨, ¥á«¨ íâ® ¯à¨ïâì §  § ç¥¨¥

f(x)|x=0 = 0, â® ¬ë ¨ ¯®«ãç¨¬ àï¤ �¥©«®à  ¢ 0, ª®â®àë© ¥
¨¬¥¥â ®â®è¥¨ï ª f(x).

§ 1.6. �ëç¥âë
�¯à¥¤¥«¥¨¥. �ãáâì z = z0 ∈ C | ¨§®«¨à®¢  ï ®á®-

¡ ï â®çª  ®¤®§ ç®£® å à ªâ¥à  à¥£ã«ïà®© äãªæ¨¨ f(z),
â. ¥. f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨
z = z0 ∈ C. �ãáâì C: |z − z0| = ρ | ¯à®¨§¢®«ì ï ®ªàã¦-
®áâì ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨. �ªàã¦®áâì ®à¨¥â¨à®¢   â ª,
çâ® ¯à¨ ®¡å®¤¥ ª®âãà  â®çª  z = z0 ∈ C ®áâ ñâáï á«¥¢ . �®£¤ 
1

2πi

∮
|z−z0 |=ρ

f(z) dz  §ë¢ ¥âáï ¢ëç¥â®¬ äãªæ¨¨ f(z) ¢ â®çª¥

z = z0 ∈ C ¨ ®¡®§ ç ¥âáï
1

2πi

∮

|z−z0 |=ρ

f(z) dz = res
z=z0

f(z).

�ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ç¨á«®¢®¥ § ç¥¨¥ ¢ëç¥â  ¯®«®áâìî
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¯à¨ 1

z − z0
, ¥á«¨ z0 ∈ C, ¨ ª®-

íää¨æ¨¥â®¬ ¯à¨ 1
z , ¥á«¨ z0 = ∞.

I �®ª ¦¥¬ íâ®.
1. �ãáâì z0 ∈ C | ª®¥ç ï â®çª . �®£¤ 

1
2πi

,

|z−z0 |=ρ

f(z) dz =
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=
1

2πi

,

|z−z0 |=ρ

(
(a0 + a1(z − z0) + . . . + an(z − z0)n + . . .)+

+
(

a−1
z − z0

+
a−2

(z − z0)2
+ . . . +

a−n
(z − z0)n

+ . . .

))
dz =

=
1

2πi

,

|z−z0 |=ρ

a−1
z − z0

dz =
∣∣∣∣∣
z − z0 = ρeiϕ,
dz = ρeiϕi dϕ

∣∣∣∣∣ =
1

2πi
a−1i

2π∫

0

dϕ = a−1,

â. ¥. res
z=z0∈C

f(z) = a−1.

�á¥ äãªæ¨¨ fm(z) = (z − z0)m, m ∈ Z, m 6= −1 ¨¬¥îâ
®¤®§ çë¥ ¯¥à¢®®¡à §ë¥ (z − z0)m+1

m , m ∈ Z, m 6= −1,
¨ ¨â¥£à «ë ¯® § ¬ªãâ®¬ã ª®âãàã

+
|z−z0 |=ρ

fm(z) dz = 0.

�áâ «áï
+

|z−z0 |=ρ

a−1
z − z0

dz, ª®â®àë© ¬ë ¨ ¢ëç¨á«¨«¨.

2. �ãáâì â¥¯¥àì z0 = ∞. � ¯à ¢«¥¨¥ ª®âãà  ¨§¬¥¨«®áì
  ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥:

1
2πi

.

|z−z0 |=ρ

f(z) dz =

=
1

2πi

.

|z−z0 |=ρ

(
(a0 + a1z + . . . + anzn + . . .)+

+
(a−1

z
+

a

z2
+ . . . +

a

zn
+ . . .

))
dz =

=
1

2πi

.

|z−z0 |=ρ

a−1
z

dz =
∣∣∣∣∣

z = ρeiϕ,
dz = ρeiϕi dϕ

∣∣∣∣∣ = −a−1,

â. ¥.
res
z=∞ f(z) = −a−1.

�¡à â¨â¥ ¢¨¬ ¨¥ | ¢ â®çª¥ z0 = ∞ ¢ëç¥â à ¢¥ ª®íä-
ä¨æ¨¥âã ¯à¨ 1

z , ¢§ïâ®¬ã á ®¡à âë¬ § ª®¬. �ë, ®ç¥¢¨¤®,
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§ ¬¥â¨«¨, çâ® íâ® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ® ®¡å®¤ z0 = ∞ ¯à®¨áå®-
¤¨â ¢ ®¡à â®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ¯® áà ¢¥¨î á ®¡å®¤®¬ ª®¥ç-
®© â®çª¨. J

�á¥£¤  «¨ ã¦® à áª« ¤ë¢ âì äãªæ¨î ¢ àï¤ �®à  ,
çâ®¡ë  ©â¨ ¢ëç¥â ¢ â®çª¥? �ª §ë¢ ¥âáï, ¥ ¢á¥£¤ .

�ëç¥â ¢ ª®¥ç®© â®çª¥ a ∈ C
I. �á«¨ a ∈ C | ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª  (���), â®

res
z=a

f(z) = 0, â. ª. ¥â á« £ ¥¬ëå £« ¢®© ç áâ¨, á®¤¥à¦ é¨å
®âà¨æ â¥«ìë¥ áâ¥¯¥¨ à §®áâ¨ (z − a).

II. a ∈ C | ¯®«îá.
1) �®«îá 1-£® ¯®àï¤ª .

 ) res
z=a

f(z) = lim
z→a

(f(z)(z − a)); (1.20)

(lim
z→a

(f(z)(z − a)) = lim
z→a


∞∑

0

ak(z − a)k +
a−1

z − a

 (z − a) = a−1);

¡) �á«¨ äãªæ¨ï ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ f(z) = ϕ(z)
ψ(z) , £¤¥

ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, â®

res
z=a

f(z) =
ϕ(a)
ψ′(a)

. (1.21)

(lim
z→a

(f(z)(z − a)) = lim
z→a

ϕ(z)(z − a)
ψ(z)

=

= lim
z→a

(ϕ(a) + ϕ′(a)(z − a) + . . .)(z − a)
ψ′(a)(z − a) + . . .

=
ϕ(a)
ψ′(a)

);

2) �®«îá k-£® ¯®àï¤ª .

res
z=a

f(z) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

dk−1((z − a)kf(z))
dzk−1 . (1.22)

III. a ∈ C | áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ ï â®çª  (���). �ëç¥â ¢ë-
ç¨á«ï¥âáï à §«®¦¥¨¥¬ ¢ àï¤ �®à   ¢ ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ-
®áâ¨ â®çª¨ a ∈ C. �®«®áâìî àï¤  å®¤¨âì ¥  ¤® | ¥®¡-
å®¤¨¬®  ©â¨ «¨èì ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1

z − a .
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�ëç¥â ¢ ∞
1. �á«¨ z = ∞ | ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª  (���), â®, ¢ ®â-

«¨ç¨¥ ®â ª®¥ç®© â®çª¨, ¢ëç¥â ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ®â«¨ç¥ ®â
0, â. ª. ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1

z  å®¤¨âáï ¢ ¯à ¢¨«ì®© ç áâ¨
àï¤  �®à   ¨ ¨ª ª ¥ á¢ï§  á â¨¯®¬ ®á®¡®© â®çª¨ ¢ ∞.

�®£¤  ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1
z  å®¤¨âáï ¨§ àï¤  �®-

à  , ® ¬®¦® ¨ ¯® ä®à¬ã«¥

res
z=∞ f(z) = lim

z→∞ z(f(∞) − f(z)), £¤¥ f(∞) = lim
z→∞ f(z). (1.23)

2. �® ¢á¥å ®áâ «ìëå ®á®¡ëå â®çª å ª®íää¨æ¨¥â a−1 ¯à¨
1
z  å®¤¨âáï à §«®¦¥¨¥¬ ¢ àï¤ �®à   ¢ ¯à®ª®«®â®©
®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞:

res
z=∞ f(z) = −a−1.

�¥¬¬ . �á«¨ f(z) à¥£ã«ïà  ¢ C, §  ¨áª«îç¥¨¥¬, ¡ëâì
¬®¦¥â, ª®¥ç®£® ç¨á«  ¨§®«¨à®¢ ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª a1, a2,
. . . , an, â®

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) = 0.

1.6.1. �ëç¥â ¤«ï ez, sin z, cos z, ch z, sh z ¢ ∞
� ©â¨ ¢ëç¥âë ¢ ∞ äãªæ¨© ez, sin z, cos z, ch z, sh z ¬®¦®

¯®-à §®¬ã.
1. �á¥ §â¨ äãªæ¨¨ à¥£ã«ïàë ¢ C ¨ ¥ ¨¬¥îâ ª®¥çëå

®á®¡ëå â®ç¥ª. �®íâ®¬ã áã¬¬  ¢ëç¥â®¢ ®â®á¨â¥«ì® ¢á¥å
ª®¥çëå ®á®¡ëå â®ç¥ª à ¢  0. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¯® «¥¬¬¥,
¢ëç¥â   ∞ à ¢¥ áã¬¬¥ ¢ëç¥â®¢ ®â®á¨â¥«ì® ¢á¥å ª®-
¥çëå ®á®¡ëå â®ç¥ª á ®¡à âë¬ § ª®¬, â. ¥. ¢ëç¥â ¢ ∞
¤«ï «î¡®© ¨§ äãªæ¨©: ez, sin z, cos z, ch z, sh z | à ¢¥
0.

2. �ë ¨§ãç¨«¨ à §«®¦¥¨¥ äãªæ¨© ez, sin z, cos z, ch z, sh z
¢ ∞. � ¬ ¥â ®âà¨æ â¥«ìëå áâ¥¯¥¥© z | ¢ëç¥â «î¡®©
¨§ íâ¨å äãªæ¨© ¢ ∞ à ¢¥ 0.

�à¨¬¥à 1.17. � ©¤¨â¥ res
z=0

sin 3z − 3 sin z
(sin z − z) sin z

.
I �®çª  z = 0 | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª  (�1), â. ª. ¢ ç¨á«¨â¥«¥ 0
âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª ,   ¢ § ¬¥ â¥«¥ 0 ç¥â¢ñàâ®£® ¯®àï¤ª . �®á-
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¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®© (1.20) ¤«ï �1:

res
z=0

sin 3z − 3 sin z

(sin z − z) sin z
= lim

z→0

(sin 3z − 3 sin z)z
(sin z − z) sin z

=

= lim
z→0

(
− 27z3

3! + 3z3

3! + o(z4)
)
z

(
− z3

3! + o(z4)
)
(z + o(z2))

= 24.

�â¢¥â. 24. J
�à¨¬¥à 1.18. � ©¤¨â¥ ¢ëç¥âë äãªæ¨¨

f(z) =
1

(z2 + 3 − 4i)(z − 2i)2

¢® ¢á¥å ®á®¡ëå â®çª å.
I �á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ | ¯®«îáë. � ©¤ñ¬ ¨å:

z2 + 3 − 4i = 0⇐⇒ z2 = 12 + 4i + (2i)2 ⇐⇒ z = ±(1 + 2i).

�â ª, z = ±(1 + 2i) | ¯®«îáë 1-£® ¯®àï¤ª . �®á¯®«ì§ã¥¬áï
ä®à¬ã«®© (1.21) ¤«ï �1:

ϕ(z) =
1

(z − 2i)2
, ψ(z) = z2 + 3 − 4i⇒

res
z=1+2i

1
(z2 + 3 − 4i)(z − 2i)2

=
1

2(1 + 2i)
,

res
z=−1−2i

1
(z2 + 3 − 4i)(z − 2i)2

= − 1
2(1 + 2i)(1 + 4i)2

.

�®çª  z = 2i | ¯®«îá 2-£® ¯®àï¤ª :

res
z=2i

1
(z2 + 3 − 4i)(z − 2i)2

=
1
1!

lim
z→2i

(
(z − 2i)2

(z2 + 3 − 4i)(z − 2i)2

)′∣∣∣∣∣∣
2i

=

=
−2z

(z2 + 3 − 4i)2

∣∣∣∣∣∣
2i

=
−4i

(1 + 4i)2
. J

�¥á¬®âàï    «¨ç¨¥ ä®à¬ã«, ¨®£¤  ã¤®¡¥¥  å®¤¨âì a−1
ý¢ «®¡þ | à §« £ âì äãªæ¨î ¢ àï¤ �®à  .

�à¨¬¥à 1.19. � ©¤¨â¥ res
z=∞

Pn(z)
Qn(z) .

I �ãáâì Pn(z) = anzn + an−1zn−1 + . . . + a0, Qn(z) = bnzn +
+ bn−1zn−1 + . . . + b0.
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�®£¤  lim
z→∞

Pn(z)
Qn(z) = an

bn
⇒ z = ∞ | ���. � ©¤ñ¬ ª®íää¨-

æ¨¥â ¯à¨ 1
z ý¢ «®¡þ:

Pn(z)
Qn(z)

=
anzn + an−1zn−1 + . . . + a0

bnzn + bn−1zn−1 + . . . + b0
=

an

bn
·
1 + an−1

anz + o
(
1
z

)

1 + bn−1
bnz

+ o
(
1
z

) =

=
an

bn
·
(
1 +

an−1
anz

+ o
(1
z

)) (
1 − bn−1

bnz
+ o

(1
z

))
=

=
1
z
· an

bn

(
an−1
an
− bn−1

bn

)
+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1

z
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® res
z=∞

Pn(z)
Qn(z) = anbn−1 − an−1bn

b2
n

.

�â¢¥â. anbn−1 − an−1bn

b2
n

. J

�à¨¬¥à 1.20. � ©¤¨â¥ res
z=0

1
z(ez − 1) .

I � â®çª¥ z = 0 ¯®«îá 2-£® ¯®àï¤ª  (�2).
� ©¤ñ¬ ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1

z äãªæ¨¨ f(z) = 1
z(ez − 1) ý¢

«®¡þ:
1

z
(
1 + z + z2

2 + o(z2) − 1
) =

1

z2
(
1 + z

2 + o(z)
) =

=
1 − z

2 + o(z)

z2
=

1
z

(
− 1

2

)
+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1

z
⇒

⇒ res
z=0

1
z(ez − 1)

= − 1
2

.

�â¢¥â. − 1
2 . J

� ç¥¬ ã¦ë ¢ëç¥âë ¨ ®á®¡ë¥ â®çª¨?

§1.7. �ëç¨á«¥¨¥ ¨â¥£à «®¢ ¯® § ¬ªãâ®¬ã
ª®âãàã á ¯®¬®éìî ¢ëç¥â®¢

�¥®à¥¬ . �ãáâì ¢ ®¡« áâ¨ D ⊂ C á ªãá®ç®-£« ¤ª®© £à -
¨æ¥© äãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢áî¤ã, ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®¦¥â, ª®-
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¥ç®£® ç¨á«  ¨§®«¨à®¢ ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª ®¤®§ ç®£® å -
à ªâ¥à  a1, a2, . . . , an ¨ f(z) ¥¯à¥àë¢    D. �®£¤ 

∫

∂D

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

res
z=ak

f(z). (1.24)

�à¨¬¥à 1.21. �ëç¨á«¨â¥
,

|z|=2

ez2016

z(z2016 − 1)
dz.

I �ãâà¨ ®ªàã¦®áâ¨ à á¯®«®¦¥® 2017 ¯®«îá®¢ 1-£® ¯®-
àï¤ª :

{
z = 0,
z2016
k
− 1 = 0, k = 1, 2, . . . , 2016,   ¢¥ | ®¤  áã-

é¥áâ¢¥® ®á®¡ ï â®çª  z = ∞. � ¯®«îá å ¢ëç¥â áç¨â ¥âáï
«¥£ª®, ® ¯®«îá®¢ 2017! � z = ∞ | ���, ¢ ª®â®à®© ¢ëç¥â
áç¨â ¥âáï ¥ ¢á¥£¤  «¥£ª®.

�â® ¤¥« âì?
�¥à¢ë© á¯®á®¡.
� ª ª ª

+
|z|=2

ez2016

z(z2016 − 1)
dz = −

-
|z|=2

ez2016

z(z2016 − 1)
dz, â®, ç¥¬

áç¨â âì 2017 ¢ëç¥â®¢, ¯®¯à®¡ã¥¬  ©â¨ ¢ëç¥â ¢ ∞.
�®£¤ 

+
|z|=2

ez2016

z(z2016 − 1)
dz = −2πi res

z=∞
ez2016

z(z2016 − 1)
.

�ã¤¥¬ ¨áª âì a−1 à §«®¦¥¨¥¬ ¯®¤ëâ¥£à «ì®© äãªæ¨¨
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ∞:

ez2016

z(z2016 − 1)
dz =

1
z2017

(
1 + z2016 + (z2016)2

2! + . . .
)

1 − 1
z2016

=

=
1

22017

(
1+ z2016 +

(z2016)2

2!
+ . . .

) (
1+

1
z2016

+
( 1
z2016

)2
+ . . .

)
=

(â¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ã¬®¦ âì á« £ ¥¬ë¥ ¯¥à¢®©
áª®¡ª¨   ¢â®àãî áª®¡ªã ¨ ¢ë¯¨áë¢ âì â®«ìª® ª®íää¨æ¨¥âë
¯à¨ á« £ ¥¬ëå ¢¨¤  z2016)

=
1
z

(
1 +

1
2!

+
1
3!

+ . . . +
1
k!

+ . . .
)
+

45



+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1
z .

�ã¬¬¨àã¥¬ ¯®«ãç¨¢è¨©áï ç¨á«®¢®© àï¤:

1 +
1
2!

+
1
3!

+ . . . +
1
k!

+ . . . = e − 1⇒ res
z=∞

ez2016

z(z2016 − 1)
= 1 − e,

¨ ¯®«ãç¨¬
�â¢¥â. 2πi(e − 1).
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �¥ ¢á¥£¤  ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¢ëç¥â  ¢

��� ¯®«ãç ¥âáï â ª®© § ª®¬ë© àï¤.
�â®à®© á¯®á®¡.
�®¯ëâ ¥¬áï ¢áñ ¦¥ ¯®áç¨â âì 2016 ¢ëç¥â®¢ ¢ ¯®«îá å.

1) res
z=0

ez2016

z(z2016 − 1)
= lim

z→0

ez2016

z2016 − 1
= −1.

2) res
z=zk

ez2016

z(z2016 − 1)
= ez2016

k

zk2016z2015
k

= e
2016 .

�®â íâ® ¤ ! �ëç¥âë ¢® ¢á¥å 2016 â®çª å ®¤¨ ª®¢ë!
�®íâ®¬ã

,

|z|=2

ez2016

z(z2016 − 1)
dz = 2πi

(
−1 + 2016 · e

2016

)
= 2πi(e − 1).

�â¢¥â. 2πi(e − 1). J

�à¨¬¥à 1.22. �ëç¨á«¨â¥
,

|z|= 1
2

z + 2
π

2 sin 1
3z − 1

dz.

I � ©¤ñ¬ ®á®¡ë¥ â®çª¨:

2 sin
1
3z
− 1 = 0⇐⇒ 1

3z
= (−1)k π

6
+ πk ⇐⇒

⇐⇒ zk =
2

π((−1)k + 6k)
−→
k→∞

0, k ∈ Z.

�ª § «®áì, çâ® ¢ãâà¨ ®ªàã¦®áâ¨  å®¤¨âáï ¡¥áª®¥ç®
¬®£® ¯®«îá®¢ | â¥®à¥¬  ® ¢ëç¥â å ¥ ¯à¨¬¥¨¬ . �¥: z =
= 2

π ¨ z = ∞. �®íâ®¬ã ¤àã£®£® ¯ãâ¨ ¥â | ¯à¨¤ñâáï ¨áª âì
¢ëç¥âë ¢ ¯®«îá å 1-£® ¯®àï¤ª  ¢ â®çª å z = 2

π ¨ z = ∞.
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� ©¤ñ¬ ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1
z àï¤  �®à   ¢ z = ∞:

z + 2
π

2 sin 1
3z − 1

= −z
1 + 2

πz

1 − 2
3z + 2

3!27z3 + o
(

1
z4

) =

= −z
(
1 +

2
πz

) (
1 +

2
3z

+
4

9z2
+ o

( 1
z2

))
=

= − 1
z

( 4
3π

+
4
9

)
+ . . .⇒ res

z=∞

z + 2
π

2 sin 1
3z − 1

=
4
3π

+
4
9

.

res
z= 2

π

z + 2
π

2 sin 1
3z − 1

=
4

2π cos 1
3z · − 1

3z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2
π

= − 16
√

3
π3

.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
,

|z|= 1
2

z + 2
π

2 sin 1
3z − 1

dz = −2πi

− 16
√

3
π3

+
4
3π

+
4
9

 .

�â¢¥â. −2πi
(
− 16

√
3

π3 + 4
3π + 4

9

)
. J

�à¨¬¥à 1.23. �ëç¨á«¨â¥
,

|z|=1

e
x
2 (z+ 1

z ) dz.

I �ç¥ì ¨â¥à¥áë© ¯à¨¬¥à!
�®-¯¥à¢ëå, § ¤ ç  á ¯ à ¬¥âà®¬ x!
�®-¢â®àëå, ¯®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¤¢¥ ®á®¡ë¥

â®çª¨ | ®¡¥ â®çª¨ ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥® ®á®¡ë¬¨: z = 0
¨ z = ∞,   àï¤ë ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ®¡¥¨å â®çª å ®¤¨ ª®¢ë!

�®íâ®¬ã  ¡á®«îâ® ¢áñ à ¢®, ¢ ª ª®© ¨§ ®á®¡ëå â®ç¥ª áç¨-
â âì ¢ëç¥âë.

�ãáâì íâ® ¡ã¤¥â â®çª  z = 0.
�®£¤ 

+
|z|=1

e
x
2 (z+ 1

z ) dz = 2πi res
z=0

e
x
2 (z+ 1

z ).

�ëç¥â ¡ã¤¥¬ ¨áª âì à §«®¦¥¨¥¬ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 0 ¢
àï¤ �¥©«®à  e

xz
2 ¨ à §«®¦¥¨¥¬ ¢ àï¤ �®à   e

x
2z :

e
x
2 (z+ 1

z ) = e
x
2 ze

x
2

1
z =
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=
(
1 +

(x
2

)
z +

1
2!

(x
2

)2
z2 + . . . +

1
n!

(x
2

)n
zn + . . .

)
×

×
(
1 +

(x
2

) 1
z

+
1
2!

(x
2

)2 1
z2

+ . . . +
1
n!

(x
2

)n 1
zn

+ . . .

)
=

=
1
z

((x
2

)
+

1
2!

(x
2

)3
+

1
2!3!

(x
2

)2+3

+ . . . +
1

n!(n + 1)!

(x
2

)n+n+1

+ . . .

)
+

+á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ ¨¥ 1
z⇒

⇒ res
z=0

e
x
2 (z+ 1

z ) =

=
(x
2

)
+

1
2!

(x
2

)3
+

1
2!3!

(x
2

)2+3

+ . . .+
1

n!(n + 1)!

(x
2

)n+n+1

+ . . . =

=
∞∑

n=0

1
n!(n + 1)!

(x
2

)2n+1

⇒

⇒
,

|z|=1

e
x
2 (z+ 1

z ) dz = 2πi
∞∑

n=0

1
n!(n + 1)!

(x
2

)2n+1

.

�â¢¥â. 2πi
∞∑

n=0

1
n!(n + 1)!

(
x
2

)2n+1

. J

§1.8. �ëç¨á«¥¨¥ ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨©
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®

1.8.1. �ë¡®à ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï
�à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®

¯¥à¥¬¥®£® á ¯®¬®éìî ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨¨ ª®¬¯«¥ªá®£®
¯¥à¥¬¥®£®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¢®§¨ª ¥â ¢®¯à®á ® ¢ë¡®à¥ ª®âãà 
¨â¥£à¨à®¢ ¨ï.

� ç¥£®  ç âì?
1. � áâì ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¤®«¦  á®¢¯ ¤ âì á ®â-

à¥§ª®¬, ¯® ª®â®à®¬ã ¢¥¤ñâáï ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ § ¤ ®©
äãªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®, ¨«¨ ®âà¥§ª®¬ «î-
¡®© ¤«¨ë, ¥á«¨ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¥á®¡áâ¢¥ë© ¨â¥£à « ¯®
¡¥áª®¥ç®¬ã ¯à®¬¥¦ãâªã.
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2. � ª ª ª â¥®à¨ï ¢ëç¥â®¢ ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ¨â¥£à « ¬ ¯®
§ ¬ªãâ®¬ã ª®âãàã, â® ã¦® ª®âãà § ¬ªãâì. ý� ¬ë-
ª ¨¥þ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï â ª, çâ®, «¨¡® ¯® ¤®¯®«¨â¥«ìë¬
ª®âãà ¬ ¨â¥£à «ë ¡ã¤ãâ à ¢ë 0, «¨¡® ¬ë ¨å á¬®¦¥¬
¢ëç¨á«¨âì, «¨¡® ¨å § ç¥¨ï ¨§¢¥áâë.

3. �¥à¥¤ª® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨,  ¯à¨¬¥à, ¥á®¡áâ¢¥®£® ¨-
â¥£à «  ®â −∞ ¤® +∞ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®âà¥§ª  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®© ®á¨ ¢ë¡¨à îâáï á¨¬¬¥âà¨çë¥ ®âà¥§ª¨. �®£¤  ¯à¨-
å®¤¨âáï ¢ëç¨á«ïâì â®«ìª® v.p.

∫ +∞
−∞ f(z) dx. � ¬¥â¨¬,

çâ®, ¥á«¨
∫ +∞
−∞ f(z) dx áå®¤¨âáï, â® v.p.

∫ +∞
−∞ f(x) dx =

=
∫ +∞
−∞ f(x) dx.

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à.
�à¨¬¥à 1.24. �ëç¨á«¨â¥

2π∫

0

dϕ

(a + b cosϕ)2
, a > b > 0.

I �â®â ¨â¥£à « ¢ ¯à¨æ¨¯¥ ¬®¦® ¢ëç¨á«ïâì ¨   ¯¥à¢®¬
ªãàá¥, á¤¥« ¢ ã¨¢¥àá «ìãî § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå t = tg ϕ

2 . �®
íâ¨ ¢ëç¨á«¥¨ï ¡ã¤ãâ £à®¬®§¤ª¨¬¨ (¯®¯à®¡ã©â¥!),

�®¯à®¡ã¥¬ ¥£® ¢ëç¨á«¨âì, ¯à¨¬¥ïï ¬¥â®¤ë ����.
�â¥£à « ®â 0 ¤® 2π | ïá®, çâ® ¯à¨¤ñâáï áç¨â âì ¨â¥£-

à « ¯® ®ªàã¦®áâ¨. �¥¯¥àì  ¤® ¢ëà §¨âì ¯®¤ëâ¥£à «ìãî

äãªæ¨î ç¥à¥§ z. �¤ ç® â®, çâ® cosϕ = eiϕ + e−iϕ
2 =

z + 1
z

2 ,
â. ¥. z ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨. �¥¯¥àì ¢ëà §¨¬
dϕ ç¥à¥§ dz:

z = eiϕ ⇒ dz = ieiϕdϕ = iz dϕ⇒ dϕ =
−i dz

z
.

�®£¤ 
2π∫

0

dϕ

(a + b cosϕ)2
=

,

|z|=1

−i dz

z
(
a + b

2

(
z + 1

z

))2 =
,

|z|=1

−4iz dz

(bz2 + 2az + b)2
.
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� ©¤ñ¬ ã«¨ § ¬¥ â¥«ï: bz2 + 2az + b = 0 ⇐⇒ z1 =

= −a −
√

a2 − b2

b
, z2 = −a +

√
a2 − b2

b
. �ëïá¨«¨, çâ® |z1| > 1,  

|z2| < 1, ¯®íâ®¬ã ¢ëç¥â ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¢ â®çª¥ z = z2. �á®¡ ï
â®çª  z = z2 | ¯®«îá ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¯®íâ®¬ã

res
z=z2

−4iz

b2(z − z1)2(z − z2)2
= − 4i

b2

(
z

(z − z1)2

)′

z2

=
4i

b2

z1 + z2

(z2 − z1)3
=

=
−ia

(
√

a2 − b2)3
⇒

∮

|z|=1

−4i
z dz

b2(z − z1)2(z − z2)2
=

2πa

(
√

a2 − b2)3
.

�â¢¥â. 2πa
(
√

a2 − b2)3
. J

1.8.2. �â¥£à «ë ¢¨¤ 
+∞∫
−∞

R(x) cos ax dx,
+∞∫
−∞

R(x) sin ax dx. �¥¬¬  �®à¤  

�áá«¥¤®¢ âì   áå®¤¨¬®áâì (¢á¯®¬¨â¥ ¯à¨§ ª �¨à¨å«¥)
¨  ¡á®«îâãî áå®¤¨¬®áâì (¢á¯®¬¨â¥,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨§ ª �¥©-
¥àèâà áá ) ¥á®¡áâ¢¥ë¥ ¨â¥£à «ë ¢¨¤ 

+∞∫

−∞
R(x) cos ax dx,

+∞∫

−∞
R(x) sin ax dx,

£¤¥ R(x) = Pm(x)
Qn(x) , m,n ∈ N, | à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï, ¬ë

ã¬¥¥¬. �¥¯¥àì  ãç¨¬áï ¨å ¢ëç¨á«ïâì. �ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx,   â®£¤ 

+∞∫

−∞
R(x) cos ax dx = Re

+∞∫

−∞
R(x)eiax dx,

+∞∫

−∞
R(x) sin ax dx = Im

+∞∫

−∞
R(x)eiax dx.
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�®   á ¬®¬ ¤¥«¥ ¬ë  ãç¨¬áï ¢ëç¨á«ïâì ¨â¥£à «ë ¢¨¤ 
v.p.

∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx, â. ª. ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á¨¬¬¥âà¨çë¥

®âà¥§ª¨   ®á¨ Ox,   ã¦¥ ®âáî¤  ¯®«ãç¨¬ § ç¥¨¥ ®¡®¨å ¨-
â¥£à «®¢:

v.p.

+∞∫

−∞
R(x) sin ax dx = Im v.p.

+∞∫

−∞
R(x)eiax dx,

v.p.

+∞∫

−∞
R(x) cos ax dx = Re v.p.

+∞∫

−∞
R(x)eiax dx.

�à¨ íâ®¬ ¬ë § ¥¬, çâ®, ¥á«¨ ¨â¥£à « áå®¤¨âáï, â®
v.p.

∫ +∞
−∞ f(x) dx =

∫ +∞
−∞ f(x) dx.

1.8.2.  ) �  ª®âãà¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¥â ®á®¡ëå
â®ç¥ª. �¥¬¬  �®à¤  

�«ï ¢ëç¨á«¥¨ï v.p.
∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨-

¢ âì
∮
C

R(z)eiαz dz, £¤¥ C | ¥ª®â®àë© § ¬ªãâë© ª®âãà.

�à¥¤¯®« £ ¥¬ ¢ íâ®¬ ¯ãªâ¥, çâ® Qn(x) ¥ ¨¬¥¥â ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå ª®à¥© | ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

∫ R

−R R(x)eiax dx áãé¥áâ¢ã¥â
¯à¨ «î¡®¬ R.

� ª ª ª Qn(x) | ¬®£®ç«¥ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨-
æ¨¥â ¬¨, â® ¥£® ª®à¨ ¢å®¤ïâ ª®¬¯«¥ªá® á®¯àï¦ñë¬¨ ¯ -
à ¬¨ | ¯®íâ®¬ã ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨  å®¤¨âáï â®«ìª®
¯®«®¢¨  ª®à¥© § ¬¥ â¥«ï.

x0

y

−R R

CR

�¨á. 1.10

�ë¡¨à ¥¬ ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ -
¨ï. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® | íâ® ®â-
à¥§®ª [−R, R]. � ¬ëª ¥¬ ª®-
âãà ¯®«ã®ªàã¦®áâìî CR (á¬.
à¨á. 1.10).

� ª ª ª Qn(x) ¨¬¥¥â ª®¥ç-
®¥ ç¨á«® ª®à¥©, â®  ©¤ñâáï
â ª®¥ R0, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢á¥ ª®à¨,
à á¯®«®¦¥ë¥ ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã-
¯«®áª®áâ¨, ¡ã¤ãâ  å®¤¨âìáï ¢

51



¯®«ãªàã£¥. �ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì R > R0 | â®£¤  § ç¥¨¥∮
C

f(z) dz ¥ ¡ã¤¥â ¬¥ïâìáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥¨¨ R, â. ª.
∮
C

f(z) dz

¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®á®¡ë¬¨ â®çª ¬¨, à á¯®«®¦¥ë¬¨
¢ãâà¨ ª®âãà .

�¥« â¥«ì®, çâ®¡ë ¨â¥£à « ¯® CR, ýãèñ«þ, ª®£¤  R→ ∞.
�«ï ®æ¥ª¨ ¨â¥£à «  ¯® CR á«ã¦¨â

�¥¬¬  �®à¤  . �á«¨ a > 0 ¨ max
z∈CR

|R(z)| −→
R→∞

0, â®
∫

CR

R(z)eiαz dz −→
R→∞

0.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �à¨  è¥¬ ¢ë¡®à¥ ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨
CR: |z| = R, Im z > 0 § ª α ®ç¥ì ¢ ¦¥, â. ª. eiα(x+iy) =
= eiα(x)e−αy ⇒

∣∣∣eiα(x+iy)
∣∣∣ = e−αy.

�á«¨ a < 0 ¢ ¨â¥£à «¥
∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx, â® «¥¬¬  �®à¤  

¡ã¤¥â à ¡®â âì ¢ ¨¦¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨.
�â ª, ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì

∮
C

R(z)eiαz dz, α > 0.

�à¨¬¥à 1.25. �ëç¨á«¨â¥
∫ +∞
−∞

x sin(3 − 2x)
x2 − 4x + 5

dx.
I �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¨â¥£à «  ¢ë¡¥à¥¬ ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ -
¨ï C: [−R; R] ∪ CR (á¬. à¨á. 1.10).

� ª ª ª
∫ +∞
−∞

x sin(3 − 2x)
x2 − 4x + 5

dx = Im
∫ +∞
−∞

xei(3−2x)

x2 − 4x + 5
dx, α =

= −2 < 0,   ¤«ï ¯à¨¬¥¥¨ï «¥¬¬ë �®à¤    ¤®, çâ®¡ë
¡ë«® α > 0, â® ¯¥à¥¯¨è¥¬  è ¨â¥£à « ¯®-¤àã£®¬ã:
+∞∫

−∞

x sin(3 − 2x)
x2 − 4x + 5

dx = −
+∞∫

−∞

x sin(2x − 3)
x2 − 4x + 5

dx =

= − Im

+∞∫

−∞

xe(2x−3)i

x2 − 4x + 5
dx, α = 2 > 0.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬
,

C

ze(2z−3)i

z2 − 4z + 5
dz =

,

C

ze(2z−3)i

(z − (2 + i))(z − (2 − i))
dz.

� ¯®¤ëâ¥£à «ì®© äãªæ¨¨ ¢ãâà¨ ª®âãà  ®¤  ®á®¡ ï
â®çª  z = 2 + i | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª .
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�®íâ®¬ã, á ®¤®© áâ®à®ë, ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¢ëç¥â å,
,

C

ze(2z−3)i

z2 − 4z + 5
dz =

= 2πi res
z=2+i

ze(2z−3)i

z2 − 4z + 5
= 2πi

(2 + i)ei(4+2i−3)i

2(2 + i) − 4
=

= πe−2(2 + i)ei = πe−2((2 cos 1 − sin 1) + i(2 sin 1 + cos 1)).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, â ª ª ª ¯®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï ã¤®¢-
«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë �®à¤  ,  

∫ +∞
−∞

xe(2x−3)i
x2 − 4x + 5

dx áå®-
¤¨âáï ¯® ¯à¨§ ªã �¨à¨å«¥, â®
,

C

ze(2z−3)i

z2 − 4z + 5
dz =

R∫

−R

xe(2x−3)i

x2 − 4x + 5
dx +

∫

CR

ze(2z−3)i

z2 − 4z + 5
dz −→

R→∞

−→
R→∞

+∞∫

−∞

xe(2x−3)i

x2 − 4x + 5
dx.

�®íâ®¬ã
∫ +∞
−∞

xe(2x−3)i
x2 − 4x + 5

dx = πe−2((2 cos 1−sin 1)+i(2 sin 1+

+ cos 1)),  
+∞∫

−∞

x sin(3 − 2x)
x2 − 4x + 5

dx = − Im

+∞∫

−∞

xe(2x−3)i

x2 − 4x + 5
dx =

= −πe−2(2 sin 1 + cos 1).

�â¢¥â. −πe−2(2 sin 1 + cos 1). J

1.8.2. ¡) �á®¡ë¥ â®çª¨   ª®âãà¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï
�à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¨â¥£à «®¢ ¢¨¤ 

∫ +∞
−∞ R(x)eiax dx ¢áâà¥ç -

îâáï ¨ â ª¨¥, ã ª®â®àëå Qn(x) ¨¬¥¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ª®à¨
zk = ak ∈ R | â®£¤  ¨å  ¤® ý®¡å®¤¨âìþ ¯® ¯®«ã®ªàã¦®áâï¬
|z − ak | < ρ, Im z > 0. �à¥¤¢ à¨â¥«ì® ¯à®¢¥¤ñ¬ ¥áª®«ìª® ¤®-
¯®«¨â¥«ìëå ¢ëç¨á«¥¨©.

�®¯®«¥¨¥
1. �ãáâì z = a - ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª  äãªæ¨¨ f(z).

� áá¬®âà¨¬
∫
γ
f(z) dz, £¤¥ γ | ¯®«ã®ªàã¦®áâì |z −

−a| = ρ, Im z > 0, ¯à®å®¤¨¬ ï ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯à¨ ª®â®à®¬
â®çª  z = a ®áâ ñâáï á«¥¢ .
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� ª ª ª z − a | �1, â®
∫

|z−a|=ρ1
Imz>0

f(z) dz =
∫

|z−a|=ρ1
Imz>0


a−1

z − a
+
∞∑

0

ak(z − a)k

 dz =

=
[
z − a = ρeiϕ

]
=

π∫

0


a−1
ρeiϕ

+
∞∑

0

akρ
keikϕ

 ρeiϕi dϕ =

= iπa−1 + i
∞∑

0

akρ
k+1

π∫

0

ei(k+1)ϕ dϕ −→
ρ→0

iπ res
z=a

f(z).

�â ª,
∫

|z−a|=ρ
Imz>0

f(z) dz −→
ρ→0

iπ res
z=a

f(z).

2. �ãáâì â¥¯¥àì z = a | ���. �®£¤ 
∫

|z−a|=ρ
Imz>0

f(z) dz =
∫

|z−a|=ρ
Imz>0

∞∑

0

ak(z − a)k dz =
[
z − a = ρeiϕ

]
=

=

π∫

0

∞∑

0

akρ
keikϕρeiϕi dϕ = i

∞∑

0

akρ
k+1

π∫

0

ei(k+1)ϕ dϕ −→
ρ→0

0.

�ë ¤®ª § «¨, çâ®, ¥á«¨ a ∈ C | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª  (�1)
¨«¨ ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª  (���), â®∫

|z−a|=ρ
Imz>0

f(z) dz −→
ρ→0

iπ res
z=a

f(z), (1.25)

¥á«¨ ¯®«ã®ªàã¦®áâì ¯à®å®¤¨âáï ¢  ¯à ¢«¥¨¨, ¯à¨ ª®â®à®¬
â®çª  z = a ®áâ ñâáï á«¥¢ .

�à¨¬¥à 1.26. �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à « �¨à¨å«¥
∫ ∞
0

sin ax
x dx.

I � ¬¥â¨¬, çâ®
∞∫

0

sin ax

x
dx =

1
2

+∞∫

−∞

sin ax

x
dx, I(a) =

+∞∫

−∞

sin ax

x
dx = −I(−a)

| ¥çñâ ï äãªæ¨ï ®â®á¨â¥«ì® ¯ à ¬¥âà  a. �ç¥¢¨¤®,
çâ® I(0) = 0. �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç®  ©â¨ I(a) ¤«ï a > 0.
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� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ®
∫ +∞
−∞

sin ax
x dx = Im

∫ +∞
−∞

eiax

x dx, ®,
¢ ®â«¨ç¨¥ ®â áå®¤ïé¥£®áï ¨â¥£à « 

∫ +∞
−∞

sin ax
x dx, ¨â¥£à «

∫ +∞
−∞

eiax

x dx à áå®¤¨âáï ¢ 0 | ¯®íâ®¬ã  ¬ ¯à¨¤ñâáï ý®¡®©â¨þ
íâã ®á®¡ãî â®çªã..

�¤ ª® áãé¥áâ¢ã¥â

J(a) = v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx = v.p.

+∞∫

−∞

cos ax + i sin ax

x
dx =

= i

+∞∫

−∞

sin ax

x
dx,

â. ª. v.p.
∫ +∞
−∞

cos ax
x dx = 0,  

∫ +∞
−∞

sin ax
x dx áå®¤¨âáï.

�â ª I(a) = −i v.p.
∫ +∞
−∞

eiax

x dx⇐⇒ I(a) = −iJ(a).
�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì

∮
C

eiaz

z dz ¯® ¥ª®â®à®¬ã § ¬ªãâ®¬ã

ª®âãàã C.

x

y

−R R

Cρ

CR

−ρ ρ x0

y

−R RCρ

CR

�¨á. 1.11 �¨á. 1.12

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
�®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ®¤ã ®á®¡ãî â®çªã: z =

= 0 | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª .
�®íâ®¬ã ¢ë¡¥à¥¬ ª®âãà, ¨§®¡à ¦ñë©   à¨á. 1.11.

�ãâà¨ ¢ë¡à ®£® ª®âãà  ®á®¡ëå â®ç¥ª ¥â | à ¡®â ¥â ¨-
â¥£à «ì ï â¥®à¥¬  �®è¨:

∮
C

eiaz

z dz = 0.
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�®£¤ 

0 =
,

C

eiaz

z
dz =

=

−ρ∫

−R

eiax

x
dx +

R∫

ρ

eiax

x
dx +

∫

Cρ

eiaz

z
dz +

∫

CR

eiaz

z
dz −→

R→+∞
ρ→0

−→
R→+∞

ρ→0

v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx − iπ res

z=0

eiaz

z
dz = v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx − iπ ⇒

⇒ v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx = iπ, â. ª.

1)
∫

CR

eiaz

z dz −→
R→+∞

0 ¯® «¥¬¬¥ �®à¤  ,

2)
∫

Cρ

eiaz

z dz −→
ρ→0
−iπ res

z=0

eiaz

z ¯® ¯ãªâã 1). �®¯®«¥¨ï (®

¯®«ã®ªàã¦®áâì ®¡å®¤¨âáï ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥ | ¯®íâ®¬ã
¢§ïâ § ª −).
�â ª,

v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx = i

+∞∫

−∞

sin ax

x
dx = iπ ⇒

∞∫

0

sin ax

x
dx =

π

2
, a > 0,

®âªã¤ , ¢ á¨«ã ¥çñâ®áâ¨ I(a), ¯®«ãç ¥¬, çâ®
∞∫
0

sin ax
x dx =

= π
2 sign a, £¤¥ sign a =


1, a > 0,
0, a = 0,
−1, a < 0.

�â¢¥â. π
2 sign a.

�â®à®© á¯®á®¡.
�¥¦¤ã ¯à®ç¨¬, ª®âãà ¬®¦® ¢ë¡à âì ¤àã£®© | ª ª,  -

¯à¨¬¥à,   à¨á. 1.12.
�®£¤  (§ ¯¨è¥¬ ª®à®âª®)

2πi · 1 = 2πi res
z=0

eiaz

z
dz =

,

C

eiaz

z
dz =
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=

−ρ∫

−R

eiax

x
dx +

R∫

ρ

eiax

x
dx +

∫

Cρ

eiaz

z
dz +

∫

CR

eiaz

z
dz −→

R→+∞
ρ→0

−→
R→+∞

ρ→0

v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx + iπ res

z=0

eiaz

z
= v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx + iπ ⇒

⇒ v.p.

+∞∫

−∞

eiax

x
dx = iπ,

â. ª.
∫

Cρ

eiaz

z dz −→
ρ→0

iπ res
z=0

eiaz

z ¯® ¯ãªâã 1) �®¯®«¥¨ï (® ¯®-

«ã®ªàã¦®áâì ®¡å®¤¨âáï â¥¯¥àì ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨).
�â¢¥â. π

2 sign a. J

�à¨¬¥à 1.27. �ëç¨á«¨â¥ v.p.
∫ +∞
−∞

1 − eiax

x2 dx, ¥á«¨
1) a > 0, 2) a < 0.
I � ®â«¨ç¨¥ ®â ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯à¨¬¥à®¢,

∫ +∞
−∞

1 − eiax

x2 dx à áå®-
¤¨âáï ¢ 0. �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª®

I(a) = v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx.

� ¬¥â¨¬, çâ® I(0) = 0,  

I(a) = v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx = v.p.

+∞∫

−∞

1 − cos ax − i sin ax

x2
dx =

=

+∞∫

−∞

1 − cos ax

x2
dx,

â. ¥. I(a) = I(−a).
�®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç® ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à « ¤«ï a > 0. � ¬¥-

â¨¬, ®¤ ª®, çâ®
∫ +∞
−∞

1 − cos ax
x2 dx ¢ëç¨á«ï¥âáï ¢ ¬ â  «¨§¥ á

¯®¬®éìî ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯® ¯ à ¬¥âàã. �® ¬ë ¥£® ¢ë-
ç¨á«¨¬ á ¯®¬®éìî ¨â¥£à «  ¯® § ¬ªãâ®¬ã ª®âãàã.

�ë¡¥à¥¬ ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (á¬. à¨á. 1.11).
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�ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì
∮
C

1 − eiaz

z2 dz. �®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï

¨¬¥¥â ®¤ã ®á®¡ãî â®çªã z = 0 | ¯®«îá 1-£® ¯®àï¤ª . �ãâà¨
¢ë¡à ®£® ª®âãà  ®á®¡ëå â®ç¥ª ¥â | à ¡®â ¥â ¨â¥£à «ì-
 ï â¥®à¥¬  �®è¨:

∮
C

1 − eiaz

z2 dz = 0.

� ¤àã£®© áâ®à®ë,

0 =
,

C

1 − eiaz

z2
dz =

−ρ∫

−R

1 − eiax

x2
dx +

R∫

ρ

1 − eiax

x2
dx+

+
∫

Cρ

1 − eiaz

z2
dz +

∫

CR

1 − eiaz

z2
dz −→

R→∞
ρ→0

−→
R→∞
ρ→0

v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx − iπ res

z=0

1 − eiaz

z2
⇐⇒

⇐⇒ v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx = iπ res

z=0

1 − eiaz

z2
,

â ª ª ª ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

1 − eiaz

z2
dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

1
z2

dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

eiaz

z2
dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,  

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

1
z2

dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0∫

π

e−iϕ

R2
R dϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
R→∞

0,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

eiaz

z2
dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
R→∞

0

¯® «¥¬¬¥ �®à¤  .
� ª ª ª

res
z=0

1 − eiax

z2
dz = lim

z→0

z(1 − eiaz)
z2

= lim
z→0

1 − 1 − iaz + o(z)
z

= −ia,

â®

v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx = iπ(−ia) = πa.

� á¨«ã çñâ®áâ¨ I(a), v.p.
∫ +∞
−∞

1 − eiax

x2 dx = π|a|.
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�â¢¥â. π|a|.
�®¦® ¥ ¢ëç¨á«ïâì ¨â¥£à « ¯à¨ a < 0. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥

¬ë ¯à¨¢¥¤ñ¬ ¢ëç¨á«¥¨ï «¨èì ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®ª § âì, ª ª
à ¡®â âì á a < 0.

�ëç¨á«¥¨¥ ¨â¥£à «  ¤«ï α < 0.
�¥à¢ë© á¯®á®¡.
� ª ª ª a < 0, ¢ë¡¥à¥¬ ¤àã£®© ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï |

ª®âãà   à¨á. 1.13, ¯à®å®¤¨¬ë© ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨.
�®£¤ 

ρ∫

R

1 − eiax

x2
dx +

−R∫

−ρ

1 − eiax

x2
dx −→

R→∞
ρ→0

− v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx.

�  ®¢®© ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨ CR ¤«ï
∫

CR

eiaz

z2 dz à ¡®â ¥â

«¥¬¬  �®à¤   ¯à¨ a < 0

x0

y

−R R

Cρ

CR

x0

y

−R R

Cρ

CR

�¨á. 1.13 �¨á. 1.14

�ãâà¨ ª®âãà  ¥â ®á®¡ëå â®ç¥ª | ¯®íâ®¬ã (®æ¥ª 
¨â¥£à «®¢ ¯® CR   «®£¨ç  ¯à®¢¥¤ñ®© ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬
¯ãªâ¥)

0 =
,

C

1 − eiaz

z2
dz =

ρ∫

R

1 − eiax

x2
dx +

−R∫

−ρ

1 − eiax

x2
dx+

+
∫

Cρ

1 − eiaz

z2
dz +

∫

CR

1 − eiaz

z2
dz −→

R→∞
ρ→0
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−→
R→∞
ρ→0

− v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx − iπ res

z=0

1 − eiaz

z2
⇐⇒

⇐⇒ v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx = −iπ res

z=0

1 − eiaz

z2
= −iπ(−ia) = −πa.

�â ª, v.p.
∫ +∞
−∞

1 − eiax

x2 dx = −πa, a < 0. �â¢¥â. −πa, a< 0.
�â¢¥â. 1) πa; 2) −πa.
�â®à®© á¯®á®¡.
�â¥£à « ¬®¦® ¢ëç¨á«¨âì ¨ ý¢ «®¡þ ¯® ª®âãàã à¨á. 1.14

áà §ã ¢ ã¦®¬  ¯à ¢«¥¨¨. �® â®£¤  à ¡®âë ¡®«ìè¥ | ¯à¨-
¤ñâáï áç¨â âì ¢ëç¥âë ¥éñ ¢ ¤¢ãå â®çª å: z = 0, z = ∞.

�®£¤ , á ®¤®© áâ®à®ë,
.

C

1 − eiaz

z2
dz = 2πi

(
res
z=0

1 − eiaz

z2
+ res

z=∞
1 − eiaz

z2

)
= 0,

â. ª.
1 − 1 − iaz + . . .

z2

∣∣∣∣∣∞ =
1
z

(−ia) + . . .⇒ res
z=∞

1 − eiaz

z2
= ia.

� ¤àã£®© áâ®à®ë,

0 =
∮

C

1 − eiaz

z2
dz =

−ρ∫

−R

1 − eiax

x2
dx +

∫

Cρ

1 − eiaz

z2
dz+

+

R∫

ρ

1 − eiax

x2
dx +

∫

CR

1 − eiaz

z2
dz −→

R→∞
ρ→0

−→
R→∞
ρ→0

v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx + iπ res

z=0

1 − eiaz

z2
⇐⇒

⇐⇒ v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx + iπ(−ia) = 0⇐⇒

⇐⇒ v.p.

+∞∫

−∞

1 − eiax

x2
dx = −πa. J
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� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. � ¬¥â¨¬, çâ®   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨
¨â¥£à «ë

∫ l

−l R(x) cos ax dx,
∫ l

−l R(x) sin ax dx á®¢¯ ¤ îâ á ¨-
â¥£à « ¬¨

∫ l

−l R(z) cos az dz,
∫ l

−l R(z) sin az dz. �®£¤  ¯®ç¥¬ã ¥
à áá¬ âà¨¢ îâáï ¨â¥£à «ë

∫
C

R(z) sin az dz,
∫
C

R(z) cos az dz?
�¥«® ¢ â®¬, çâ®, ¯® «¥¬¬¥ �®à¤  ,

∫
CR

R(z)eiaz dz −→
R→∞

0,
¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, α > 0 ¨ CR  å®¤¨âáï ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®á-
ª®áâ¨,  
∫

CR

R(z) sin az dz =
∫

CR

R(z)
eiaz − e−iaz

2i
dz =

=
∫

CR

R(z)
ea(−y+ix) − ea(y−ix)

2i
dz

¨, ª ª ¢¨¤®, ¨â¥£à « ýã©¤ñâþ ¢ ∞ ¯à¨ y → +∞.
�«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¨â¥à¥á â¥¬, çâ® ¢ë¡®à ª®âãà  ¥ â ª

¯à®áâ.
�à¨¬¥à 1.28. �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «ë �à¥¥«ï:

+∞∫

0

cosx2 dx,

+∞∫

0

sinx2 dx.

I �á®, çâ®
∫ +∞
0

cosx2 dx = Re
∫ +∞
0

eix2
dx,

∫ +∞
0

sinx2 dx =

= Im
∫ +∞
0

eix2
dx. �â¥£à «

∫ +∞
0

eix2
dx | íâ® áã¬¬  ¤¢ãå áå®-

¤ïé¨åáï ¯® ¯à¨§ ªã �¨à¨å«¥ ¨â¥£à «®¢. �ë¡¥à¥¬ ®âà¥§®ª
[0;R] ¢ ª ç¥áâ¢¥ ç áâ¨ ª®âãà . � á¨«ã áå®¤¨¬®áâ¨ ¨â¥£à -
«®¢,

∫ R

0
eix2

dx −→
R→∞

∫ +∞
0

eix2
dx.

�¥¯¥àì  ¤® ç¥¬-â® ý§ ¬ëª âìþ ª®âãà.
� ¬¥â¨¬, çâ®

∫

C

eiz2
dz =

∫

C

ei(x2−y2)e−2xy dz

¨ ¯à¨ x = y ⇒
∫
x=y

eiz2
dz =

∫
x=y

e−2x2
(1 + i) dx | íâ®, á â®ç-

®áâìî ¤® const, ¬®¦¥â ¡ëâì ¨â¥£à «®¬ �ã áá® .
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x0

y

CR

R

�¨á. 1.15

�®íâ®¬ã ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢â®à®© £à -
¨æë ¢ë¡¥à¥¬ ç áâì «ãç  x = y
¨ § ¬ªñ¬ ª®âãà ¤ã£®© ®ªàã¦-
®áâ¨ CR à ¤¨ãá  R (á¬. à¨á. 1.15).
�®£¤    «ãç¥ x = y∫

x=y

e−2x2
(1 + i) dx =

= −
R cosπ

4∫

0

e−2x2
(1 + i) dx = − 1 + i√

2

R∫

0

e−t
2
dt −→

R→+∞
− 1 + i√

2
·
√

π

2
.

�áâ «®áì ®æ¥¨âì ¨â¥£à « ¯® ¤ã£¥:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

ei(x2−y2+2ixy) dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

∫

CR

e−2xy |dz| =
π
4∫

0

e−R
2 sin 2ϕR dϕ.

�§¢¥áâ®, çâ® sinx > 2
π x, x ∈

[
0; π

2

]
. �®£¤ 

π
4∫

0

e−R
2 sin 2ϕR dϕ 6

π
4∫

0

e−
4R2ϕ

π R dϕ = − π

4R

(
e−R

2 − 1
)
−→
R→∞

0.

� ª ª ª ®á®¡ëå â®ç¥ª ¢ãâà¨  è¥£® ª®âãà  ¥â, â® ¯à¨¬¥-
¨¬  ¨â¥£à «ì ï â¥®à¥¬  �®è¨:

0 =
∮

C

eiz2
dz =

R∫

0

eix2
dx +

∫

CR

eiz2
dz + (1 + i)

0∫

R√
2

e−2x2
dx −→

R→∞

−→
R→∞

I − (1 + i)
√

2π

4
⇐⇒

⇐⇒ I = (1 + i)
√

2π

4
=

+∞∫

0

cosx2 dx + i

+∞∫

0

sinx2 dx⇐⇒

⇐⇒
+∞∫

0

cosx2 dx =
√

2π

4
;

+∞∫

0

sinx2 dx =
√

2π

4
.

�â¢¥â.
√

2π
4 ,

√
2π
4 . J
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����� II. ������������
�������

§ 2.1. �®£®§ çë¥ äãªæ¨¨. �¯à¥¤¥«¥¨¥.
�¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨

2.1.1. �¯à¥¤¥«¥¨¥ Ln z

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ¯®«®¦¨¬

Ln z =

z∫

1

dξ

ξ
. (2.1)

� ¬¥â¨¬, çâ®
∫ z

1

dξ
ξ

| íâ® ªà¨¢®«¨¥©ë© ¨â¥£à « 2-£®
à®¤ . � § ¢¨á¨â ®â ªà¨¢®©, á®¥¤¨ïîé¥© â®çª¨ ξ = 1 ¨ ξ =
= z. �ãáâì § ¤   ªà¨¢ ï γ: ξ = r(t)eiϕ(t). �®£¤  dξ = dreiϕ(t)+
+ ir(t)eiϕ(t)dϕ ¨

Ln z =

z∫

1

dξ

ξ
=

z∫

1

eiϕdr + ireiϕdϕ

reiϕ
=

=

|z|∫

1

dr

r
+

ϕ(z)∫

ϕ(1)

dϕ = ln |z|+ i∆γϕ, â. ¥.

Ln z = ln |z|+ i∆γϕ, (2.2)
£¤¥ ∆γϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ â®çª¨ ¨§
z = 1 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã z ¯® ªà¨¢®© γ.

� ç¥¬ã ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢¥ Ln z|z=1?
� áá¬®âà¨¬ ªà¨¢ãî γ, ¯à®å®¤¨¬ãî ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«-

ª¨, ®å¢ âë¢ îéãî  ç «® ª®®à¤¨ â ¨ ¢®§¢à é îéãîáï ¢
â®çªã z = 1,  ¯à¨¬¥à, ®ªàã¦®áâì |z| = 1. �®£¤ 

Ln z|z=1 =
∮

|z|=1

dξ

ξ
= 2πi!
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�á«¨ ªà¨¢ ï ý®¡®©¤ñâþ  ç «® ª®®à¤¨ â ¢ ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥
 ¯à ¢«¥¨¨ k à §, â®

Ln z|z=1 =
∮

|z|=1

dξ

ξ
= 2πki, k ∈ Z,

£¤¥ § ª k ¢ë¡¨à ¥âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á  ¯à ¢«¥¨¥¬ ®¡å®¤ .
�  ¯à ªâ¨ª¥, ª®¥ç®, ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ Ln 1 ¥ ®ç¥ì ¯®-

ïâ®, áª®«ìª® à § ã¦¥ ý®¡®è«¨þ z = 0. �®íâ®¬ã ¢ ®¡é¥¬
á«ãç ¥ § ç¥¨¥ Ln 1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

Ln 1 = 2πki, k ∈ Z, (2.3)

  ¢ ýç áâëåþ á«ãç ïå § ç¥¨¥ ¯à¨¤ñâáï  å®¤¨âì ®â¤¥«ì®.
�®á¬®âà¨¬, ª ª ¢«¨ï¥â ªà¨¢ ï γ   § ç¥¨¥ «®£ à¨ä¬  ¢

â®çª¥ z (á¬. à¨á. 2.1{2.3).

x0

y

−1 1

i

2i

x0

y

−1 1

−i

i

2i

x0

y

−1 1

−i

i

2i

�¨á. 2.1 �¨á. 2.2 �¨á. 2.3

�¨¤®, çâ®   à¨á. 2.1 ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ¯àï¬®© ¨§ z =
= 1 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã z ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  ¯à®áâ®
á®¢¯ ¤ ¥â á ¢¥«¨ç¨®© ã£«  ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à®¬ z ¨ ®áìî Ox | ¢
¤ ®¬ á«ãç ¥ íâ® arctg 2, â. ¥. Ln(1 + 2i) = ln

√
5 + i arctg 2.

�  à¨á. 2.2 ªà¨¢ ï γ ¤®¢®«ì® ýíª§®â¨ç þ, ® ¯à¨à é¥¨¥
 à£ã¬¥â  ¯®-¯à¥¦¥¬ã à ¢® ¢¥«¨ç¨¥ ã£«  ¬¥¦¤ã ®áìî Ox ¨
¢¥ªâ®à®¬ z. �à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ªà¨¢®© γ ¢¥ªâ®à z â® ®âª«®¨«áï
¢«¥¢®, § â¥¬ à §¢¥àã«áï ¢ ®¡à âãî áâ®à®ã.
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�  à¨á. 2.3 ª àâ¨  ¤àã£ ï | ¢¥ªâ®à ¯®¢¥àã«áï ¢ ¤àã£ãî
áâ®à®ã   ã£®«, à ¢ë© (4π − arctg 2). �®£¤  Ln(1 + 2i) =
= ln

√
5 + i(arctg 2 − 4π).

� ®¤®© ¨ â®© ¦¥ â®çª¥ ¯®«ãç¨«¨ à §ë¥ § ç¥¨ï Ln z!
�ãªæ¨ï Ln z | ¬®£®§ ç ï!

�®£¤  ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  ¬¥ï¥âáï,   ª®£¤  | ¥â?
� ª ª ª x + iy = r(cosϕ + i sinϕ) ⇒ y

x = tg(ϕ + πk), â®
dϕ = d arctg y

x = x dy − y dx
x2 + y2 ¨

∫
γ
dϕ =

∫
γ

x dy − y dx
x2 + y2 | ªà¨¢®«¨-

¥©ë© ¨â¥£à « ¢â®à®£® à®¤ . �®¤ëâ¥£à «ì®¥ ¢ëà ¦¥¨¥
ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬ ¢ «î¡®© ®¤®á¢ï§®© ®¡-
« áâ¨, ¥ á®¤¥à¦ é¥©  ç «® ª®®à¤¨ â.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ ¢ãâà¨ § ¬ªãâ®£® ª®âãà  ¢
®¤®á¢ï§®© ®¡« áâ¨ ¥â â®çª¨ z = 0 ⇐⇒ x2 + y2 = 0, â®∮
γ

dϕ =
∮
γ

x dy − y dx
x2 + y2 = 0,  , ¥á«¨ z = 0  å®¤¨âáï ¢ãâà¨, â®

∮
γ
dϕ = 2πk ¯à¨ k-ªà â®¬ ®¡å®¤¥ z = 0 ¢ ®¤®¬  ¯à ¢«¥¨¨.
�®íâ®¬ã, ¥á«¨ γ | ¯à®¨§¢®«ì ï ªà¨¢ ï ¢ ®¤®á¢ï§®©

®¡« áâ¨, ¥ ®å¢ âë¢ îé ï  ç «® ª®®à¤¨ â, â®
∫ ϕ(z)

1
dϕ =

=
∫ (x,y)

1

x dy − y dx
x2 + y2 § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â â®çª¨ z ¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â

ªà¨¢®©, á®¥¤¨ïîé¥© 1 ¨ z (á¬. à¨á. 2.1{2.2).
�á«¨ ª®âãà ®å¢ âë¢ ¥â  ç «® ª®®à¤¨ â, â® § ç¥¨¥ ¨-

â¥£à «  ¬®¦¥â ¨§¬¥ïâìáï ¯à¨ ª ¦¤®¬ ®¡å®¤¥   2π ¨«¨ −2π
¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â  ¯à ¢«¥¨ï ®¡å®¤  (á¬. à¨á. 2.3).

� ª ª ª ∆, ϕ(z) ®â«¨ç îâáï, ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â γ,   2πk, â®
£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ íâ® ã£®« ϕ0 ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ z = 1
¨ z ¯«îá 2πk, â. ¥. ∆γϕ(z) | ®¤® ¨§ § ç¥¨©  à£ã¬¥â  z.

� ª ª ª Ln z =
∫ z

1

dξ
ξ

= ln |z| + i∆ϕγ(z), â® § ç¥¨¥ Ln z ¢
â®çª¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

Ln z = ln |z|+ i arg z = ln |z|+ i(ϕ∗ + 2πk), k ∈ Z, (2.4)
£¤¥ ϕ∗ | ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  z.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �ë ¥ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥-
¨¥ Arg z,   arg z ®¡®§ ç ¥â «î¡®¥ ¢®§¬®¦®¥ § ç¥¨¥  à£ã-
¬¥â  z.
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� áá¬®âà¨¬ ¨â¥£à « ¢¨¬ â¥«ì¥©.
�® ®¯à¥¤¥«¥¨î, Ln z =

∫ z

1

dξ
ξ

= ln |z| + i∆γϕ, £¤¥ ∆γϕ |
¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ â®çª¨ ¨§ z = 1 ¢ à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã z.

�® ¥ ¢á¥£¤  ã¤®¡® à áá¬ âà¨¢ âì ¨¬¥® íâ® ¯à¨à é¥¨¥
| ¡ë¢ ¥â, çâ® z = 1 ¢®®¡é¥ ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡« áâ¨ à áá¬®â-
à¥¨ï Ln z. � áâ® § ç¥¨¥ Ln z ¨§¢¥áâ® ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥
z0 | ®® § ¢¨á¨â ®â â®£®, ¯® ª ª®© ªà¨¢®© γ0 ý¯à¨è«¨þ ¢ íâã
â®çªã ¨§ â®çª¨ z = 1. � ª ª ª ln |z| ®¤®§ ç ï äãªæ¨ï ¢
¯«®áª®áâ¨, â® § ç¥¨¥ Ln z ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«¨âáï § ç¥¨¥¬
 à£ã¬¥â  z ¢ â®çª¥ z0.

� ª â®£¤   ©â¨ § ç¥¨¥ Ln z?
�¬¥¥¬

Ln z =

z∫

1

dξ

ξ
=

z0∫

1

dξ

ξ
+

z∫

z0

dξ

ξ
=

= ln |z0|+ i(ϕγ0(z0) − ϕ(1)) + ln |z| − ln |z0|+ i(ϕγ(z) − ϕ(z0)) =
= ln |z|+ i(ϕ(z0) + ∆γϕ) = ln |z|+ i(arg z0 + ∆γϕ).

�¥¯¥àì ∆γϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ã¦¥
®â â®çª¨ z0 ¤® z ¯® ªà¨¢®© γ,   ϕγ0(z0) − ϕ(1) |  à£ã¬¥â z0,
ª®â®àë© § ¢¨áïâ ®â â®£®, ª ª ý¯à¨è«¨þ ¨§ 1 ¢ z0. � ¨¬¥¥â ¢¨¤
α+2πk, k ∈ Z £¤¥ α | ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â 
z0.

� ¯à¨¬¥à, arg(−1) = π + 2πk = −π + 2πm, k, m ∈ Z ¨ â. ¤.
�â ª, ¯®«ãç¨«¨ ä®à¬ã«ã ¤«ï ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z:

Ln z = ln |z|+ i(arg z0 + ∆γϕ), (2.5)
£¤¥ ∆γϕ | íâ® ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ªà¨-
¢®© γ ®â â®çª¨ z0 ¤® â®çª¨ z. �® áãé¥áâ¢¥® § ¢¨á¨â ®â
ªà¨¢®© ¨ ï¢«ï¥âáï ¥®¤®§ ç®© äãªæ¨¥© ¢ ¯«®áª®áâ¨.

�®íâ®¬ã ¥éñ à § ¯®¤ç¥àªñ¬, çâ®
Ln z | ¬®£®§ ç ï äãªæ¨ï.

�à¨ à ¡®â¥ á ä®à¬ã«®© (2.5)¢ ª ç¥áâ¢¥ â®çª¨ z0 ¬®¦¥â
¡ëâì ¢§ïâ  ¨ â®çª  z = 1. �à¨ íâ®¬ § ç¥¨¥ arg 1 ¬®¦¥â ¡ëâì
®â«¨ç® ®â 0 | ®® ¨¬¥¥â ¢¨¤ 2πki. �¥¤ì ¥ ¨§¢¥áâ®, áª®«ìª®
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à § ã¦¥ ®¡®è«¨  ç «® ª®®à¤¨ â ¤® â®£®, ª ª § ¨â¥à¥á®¢ -
«¨áì â¥¬, ª ª ¬¥ï¥âáï Ln z ¯à¨ ¤ «ì¥©è¥¬ ¨§¬¥¥¨¨ z.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �®¦® ¯®ª § âì, çâ® Ln z | íâ®
äãªæ¨ï, ®¡à â ï ª íªá¯®¥â¥:
I eLn z = eln |z|+i arg z = |z|ei arg z = z. J

2.1.2. �®çª¨ z = 0 ¨ z = ∞ | â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï Ln z.
�¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ Ln z ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬
®â z = 0 ¤® z = ∞. �à®¨§¢®¤ ï ¢¥â¢¨ Ln∗ z,
Ln∗ f(z)

�¡®§ ç¥¨¥. � çª®¬ * ¢¨§ã ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¢¥â¢ì
¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �®çª  z = a ∈ C  §ë¢ ¥âáï â®çª®© ¢¥â-
¢«¥¨ï ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ F (z), ¥á«¨ F (z) ®¯à¥¤¥«¥  ¢
¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a ∈ C ¨ ¯®á«¥
®¡å®¤  â®çª¨ z = a ¯® § ¬ªãâ®¬ã ª®âãàã, ¯à¨ ¤«¥¦ é¥¬ã
¥ñ ®ªà¥áâ®áâ¨, § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ ¬¥ï¥âáï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¥£ã«ïà ï ¢ ®¡« áâ¨ D äãªæ¨ï f(z)  -
§ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®© ¢¥â¢ìî ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ F (z), ¥á«¨
¥ñ § ç¥¨ï ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ D á®¢¯ ¤ îâ á ®¤¨¬ ¨§ § ç¥¨©
F (z) ¢ íâ®© â®çª¥.

� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ãªâ¥ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® § ç¥¨¥ Ln z =
=

∫ z

1

dξ
ξ

¢ «î¡®© â®çª¥ ®¤®á¢ï§®© ®¡« áâ¨ ¯«®áª®áâ¨, ¥ á®-
¤¥à¦ é¥©  ç «® ª®®à¤¨ â, § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â â®çª¨ z ¨ ¥
§ ¢¨á¨â ®â ªà¨¢®© γ, á®¥¤¨ïîé¥© 1 ¨ z, â. ¥. äãªæ¨ï ¢ íâ®©
®¡« áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®¤®§ ç®© äãªæ¨¥© â®çª¨, â. ¥. ¢ â ª®©
®¡« áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì Ln z.

�á«¨ ¦¥ γ ý®å¢ âë¢ ¥âþ  ç «® ª®®à¤¨ â, â® § ç¥¨¥ ¬®-
¦¥â ¬¥ïâìáï.

�®ª ¦¥¬, çâ® Ln z ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = 0 ¨ z =
= ∞.

�®çª  z = 0 ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨¨ Ln z.
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, Ln z = ln |z|+i(arg z0+∆γϕ). � ä¨ªá¨àã¥¬
ª ª®¥-¨¡ã¤ì § ç¥¨¥  à£ã¬¥â  z0: Ln z0 = ln |z| + i arg z0 ¨
®¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â ¯® «î¡®© ¯à®áâ®© § ¬ªãâ®© ªà¨-
¢®© γ,  ¯à¨¬¥à, ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨. �à¨ íâ®¬ § ç¥¨¥

67



 à£ã¬¥â  ã¢¥«¨ç¨«®áì   2π,  , § ç¨â, ¨ ¨§¬¥¨«®áì § ç¥¨¥
Ln z ¢ â®çª¥ z0. �® áâ «® à ¢ë¬ Ln z = ln |z|+i(arg z0+2π).J

�®çª  z = ∞ â®¦¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨ï
Ln z.
I �  è¥¬ ¯®á®¡¨¨ z = ∞ ¢á¥£¤  ®á®¡ ï â®çª . � ¬¥â¨¬, çâ®
®¡å®¤ z = 0 | íâ® ®¡å®¤ ¨ z = ∞ (â®«ìª® ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬
 ¯à ¢«¥¨¨), â. ª. ¢ ¯«®áª®áâ¨ ¥â ¤àã£¨å ®á®¡ëå â®ç¥ª,  
¯®â®¬ã ¨ z = ∞ | â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨ï Ln z. J

�à¨ ®¡å®¤¥ ¥áª®«ìª® à § ¢ ®¤®¬  ¯à ¢«¥¨¨ z = 0 ¨«¨
z = ∞ ¬ë ¨ª®£¤  ¥ ¢¥àñ¬áï ª  ç «ì®¬ã § ç¥¨î. � -
ª ï â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï  §ë¢ ¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¡¥áª®¥ç-
®£® ¯®àï¤ª , ¨«¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï.

�áª«îç¨¬ ¢®§¬®¦®áâì ®¡å®¤  â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï | ¯à®¢¥-
¤ñ¬ ¯à®¨§¢®«ìë© à §à¥§, ¨å á®¥¤¨ïîé¨©. �®£¤  ¢ ¯®«ãç¨¢-
è¥©áï ®¤®á¢ï§®© ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬

∫ b

a
dϕ =

∫ b

a

x dy − y dx
x2 + y2

§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â â®ç¥ª a, b ¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â ªà¨¢®©, ¨å á®¥¤¨-
ïîé¨å.

�â® § ç¨â, çâ® ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ∆γϕ ¥ § ¢¨á¨â ®â γ ¨ Ln z
à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨

Lnk z = fk(z) = ln |z|+ i(ϕ0k + ∆ϕ), k ∈ Z, (2.6)
£¤¥ ϕ0k = ϕ0 + 2πk,   ϕ0 | ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã-
¬¥â  z ¢ â®çª¥ z0.

� ª ¢¨¤®, fk(z) ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ç¥¨¥¬  à£ã-
¬¥â  fk(z) ¢ ®¤®© â®çª¥ | â®çª¥ z0, ¢¥à¥¥ § ç¥¨¥¬  à£ã-
¬¥â  z0. �®à¬ã«ã (1.6) ¬®¦® § ¯¨á âì ¨ ¯®-¤àã£®¬ã:

fk(z) = ln |z|+ i(ϕ0k + ∆ϕ)⇒
fk(z0) = ln |z0|+ iϕ0k ⇐⇒ iϕ0k = fk(z0) − ln |z0| ⇒

fk(z) = ln |z|+ fk(z0) − ln |z0|+ i∆ϕ = fk(z0) + ln
∣∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣∣ + i∆ϕ.

Lnk z = fk(z) = fk(z0) + ln
∣∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣∣ + i∆ϕ. (2.7)
�éñ à § ®â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ®â 0 ¤® ∞

¯à¨à é¥¨¥ ∆ϕ ¥ § ¢¨á¨â ®â γ!
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� ¬®£®§ çë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¯à¨å®¤¨âáï ®¡à é âìáï
®ç¥ì ¢¨¬ â¥«ì®.

� ¯à¨¬¥à, ª ª á¢ï§ âì Ln z2 á Ln z?
�¤¥áì  ¬ ¯®âà¥¡ãîâáï ä®à¬ã«ë (1.3).
� ®â«¨ç¨¥ ®â â ª®© ¥®¤®§ ç®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã  à£ã¬¥-

â®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¨  à£ã¬¥â ¬¨ á®¬®¦¨â¥«¥©, ¢ â¥®à¨¨ ¯®-
ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯à¨à é¥¨ï¬¨  à£ã¬¥â®¢ ¢¤®«ì
ªà¨¢®© ®¤®§ ç :

∆arg(z1z2) = ∆ϕ1 + ∆ϕ2 (2.8)
¨, ¢ ç áâ®áâ¨,

∆arg(z2) = 2∆ϕ. (2.9)
�®á¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®© (1.3): arg z2

0 = 2arg z0 + 2πk 6=
6= 2 arg z0 ¨ á¢®©áâ¢®¬ ¯à¨à é¥¨© ∆γ arg z2 = 2∆γ arg z.

�®£¤  Ln z2 = 2 ln |z|+ i(arg z2
0 +2∆γϕ) = 2 ln |z|+ i(2 arg z0 +

+ 2πk + 2∆γϕ),  
Ln z= ln |z|+i(arg z0+∆γϕ)⇒ 2Ln z= 2 ln |z|+i(2 arg z0+2∆γϕ).

�®íâ®¬ã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥
Ln z2 6= 2 Ln z. (2.10)

�¤®¡¥© ¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã«®©
Ln z2 = 2 ln |z|+ i(arg z2

0 + 2∆γϕ). (2.11)
�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤ñ¬ ¥éñ ®¤ã ä®à¬ã«ã:
Ln f2(z) = 2 ln |f(z)|+ i(arg f2(z0) + 2∆γ arg f(z)). (2.12)
�¯ïâì § ¬¥ç ¥¬, çâ®, â ª ª ª arg f2(z0) = 2 arg f(z0)+2πn,

â®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,
2Ln f(z) 6= Ln f2(z).

�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ ¢¥â¢¨ Ln∗ z ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
Ln z ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ ®â«¨ç îâáï   2πk, ¯®íâ®¬ã

(Ln∗ z)′ =
1
z

, (2.13)
  â®£¤  ¨

(Ln∗ f(z))′ =
f ′(z)
f(z)

. (2.14)
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2.1.3. �ãªæ¨ï zα

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î,
zα = eαLn z = eα(ln |z|+i(ϕ0+∆γϕ)) = |z|αeαi(ϕ0+∆γϕ). (2.15)

� ® ®¢®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ áâ¥¯¥¨. � ¥ ¨§¬¥ïâáï «¨ ¯à¨
íâ®¬ á¢®©áâ¢  ¯à¨¢ëçëå æ¥«ëå áâ¥¯¥¥© z?
2.1.3.  ) �ãªæ¨ï zn, n ∈ Z ï¢«ï¥âáï ®¤®§ ç®©

äãªæ¨¥© ¢ C

I �® ®¢®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î, zn = enLn z = en(ln |z|+i(ϕ0+∆γϕ)) |
íâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï íªá¯®¥âë ¨ ¬®£®§ ç®£® «®£ à¨ä¬ . �®-
íâ®¬ã ¯à®¢¥à¨¬, ¥ ï¢«ïîâáï «¨ â®çª¨ z = 0 ¨ z = ∞ â®çª ¬¨
¢¥â¢«¥¨ï.

�ãáâì ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, zn
0 = en(ln |z|+iϕ0).

�¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â (§ ç¨â, ¨ z = ∞). �®«ãç¨¬ § ç¥-
¨¥ ¯®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï: zn

0 |∗ = en(ln |z|+i(ϕ0+2π)) = en(ln |z|+iϕ0) =
= zn

0 . �ãªæ¨ï ®¤®§ ç . J

2.1.3. ¡) �ãªæ¨ï n
√

z ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï:
z = 0 ¨ z = ∞. �à®¨§¢®¤ ï ¢¥â¢¨.
�à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨© ª®à¥ì n-© áâ¥¯¥¨, 2n

√
x,

2n+1
√

x

�ãªæ¨ï à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
¯à®¨§¢®«ìë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ â®çª¨ z = 0 ¨ z = ∞.
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, n

√
z = z

1
n = e

Lnz
n = e

ln |z|+i(ϕ0+∆γϕ)

n =

= |z| 1n e
iϕ0
n e

i(∆γϕ)

n , n
√

z0 = |z0| 1n e
iϕ0
n .

�¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â (§ ç¨â, ¨ z = ∞). �®«ã-
ç¨¬ § ç¥¨¥ ¯®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï: n

√
z0|∗ = e

ln |z|+i(ϕ0+2π)
n =

= |z0| 1n e
iϕ0
n e

2πi
n ⇒ ¥á«¨ n > 1, â® § ç¥¨¥ ¨§¬¥¨«®áì.

�«¥¤®¢ â¥«ì® z = 0 ¨ z = ∞ | â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï.
�¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â (§ ç¨â, ¨ z = ∞) ¥éñ à § ¢

â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨. �®«ãç¨¬ ¯®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï: n
√

z0|∗∗ =
= |z0| 1n e

iϕ0
n e

4πi
n 6= |z0| 1n e

iϕ0
n , ¥á«¨ n > 2. �®á«¥ k-£®, k < n, ®¡-

å®¤  ¯®«ãç¨¬ n
√

z0e
2πki

n 6= n
√

z0,   ¯®á«¥ n-£® ®¡å®¤ , ª ª ¢¨¤®,
¢¥àñ¬áï ª  ç «ì®¬ã § ç¥¨î.

70



� ª ï â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï  §ë¢ ¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ª®-
¥ç®£® ¯®àï¤ª , ¨«¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï.

�â®¡ë ¨áª«îç¨âì ¬®£®§ ç®áâì, á®¥¤¨¨¬ ¯à®¨§¢®«ì-
ë¬ à §à¥§®¬ z = 0 ¨ z = ∞. �®£¤  äãªæ¨ï n

√
z à á¯ ¤ñâáï

  n ®¤®§ çëå ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ®â z = 0 ¤® z = ∞
äãªæ¨© fk(z)

fk(z) = n
√
|z|e iϕ0k

n e
i∆ϕ

n , k = 0, 1, . . . , (n − 1) (2.16)
| à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n

√
z, £¤¥ ϕ0k = ϕ0 + 2πk, ϕ0 | ®¤® ¨§

¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  z0. J
�¥£ã«ïàãî ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ®â z = 0 ¤® z = ∞ ¢¥â¢ì

¬®¦® § ¯¨á âì ¨ ¯®-¤àã£®¬ã:

fk(z) = n
√
|z|e iϕ0k

n e
i∆ϕ

n ⇒ fk(z0) = n
√
|z0|e

iϕ0k
n ⇐⇒

⇐⇒ e
iϕ0k

n =
fk(z0)

n
√|z0|

⇒ fk(z) = fk(z0) n

√∣∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣∣e
i∆ϕ

n ,

fk(z) = fk(z0) n

√∣∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣∣e
i∆ϕ

n . (2.17)
� ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ®â 0 ¤® ∞ ¯à¨à é¥¨¥ ∆ϕ ¥ § ¢¨-

á¨â ®â γ!
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �®à¬ã« ¬¨ (2.7) ¨ (2.17) ¬ë ¢  -

è¥¬ ¯®á®¡¨¨ ¯®«ì§®¢ âìáï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ ¡ã¤¥¬, ¯à¥¤¯®ç¨-
â ï ä®à¬ã«ë (2.6) ¨ (2.16).�â® ¯®â®¬ã, çâ® ¢¥â¢ì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï,
¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ § ç¥¨¥¬ f(z),   § ç¥¨¥¬ arg z0. �à®¬¥
â®£®, ¯à¨¬¥¥¨¥ ä®à¬ã« (2.6) ¨ (2.16),    è ¢§£«ï¤, ¤ ñâ
¢®§¬®¦®áâì çñâç¥ ¯®çã¢áâ¢®¢ âì á ¬ ä ªâ ¢ë¤¥«¥¨ï ¢¥â¢¨.

�¥£ã«ïàãî ¢¥â¢ì f0(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ n
√

z, ®¯à¥¤¥-
«ñãî ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ã®á¨, ¤«ï
ª®â®à®© f0(1) = 1, ¨®£¤   §ë¢ îâ £« ¢®© ¢¥â¢ìî n

√
z. �¥-

à®ïâ®, íâ® ¯®â®¬ã, çâ®   ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ f0(z) ¯à¨-
¨¬ ¥â § ç¥¨ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® ª®àï n-®© áâ¥¯¥¨ ¨§ x:
f0(x) = n

√
x = x

1
n , x > 0 ¨ § ç¥¨ï ª®àï çñâ®© áâ¥¯¥¨ ¨§ x:

f0(x) = 2n
√

x = x
1
2n , x > 0.

�à¨ íâ®¬ ¬®¦® § ¬¥â¨âì, çâ® f0(z) ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ x <
< 0 | â ¬ à §à¥§. �   ¢¥àå¥¬ ¨ ¨¦¥¬ ¡¥à¥£ å à §à¥§ 

71



f0(z) ¯à¨¨¬ ¥â ª®¬¯«¥ªáë¥ § ç¥¨ï. � çâ® á ª®à¥¬ ¥-
çñâ®© áâ¥¯¥¨ ¨§ x?

� ª ¨§¢¥áâ®, 2n+1
√

x ®¯à¥¤¥«ñ ¯à¨ x ∈ R,   x
1

2n+1 ¯à¨ x > 0.
�® ¥â ¨ ®¤®© ¢¥â¢¨ 2n+1

√
z, § ç¥¨ï ª®â®à®© á®¢¯ «¨ ¡ë á®

§ ç¥¨ï¬¨ 2n+1
√

x   ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨.
�ãáâì f∗(z) | ¯à®¨§¢®«ì ï ¢¥â¢ì n

√
z = z

1
n . �®£¤ 

fn
∗ (z) = z ⇒ nfn−1

∗ (z)f ′∗(z) = 1⇐⇒
⇐⇒ f ′∗(z) =

1
nfn−1∗ (z)

=
1

n( n
√

z)n−1∗
. (2.18)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ f ′∗(z) 6= 1
n z

1
n−1.

�á«¨ f∗(z) | ¯à®¨§¢®«ì ï ¢¥â¢ì n
√

g(z), â®

fn
∗ (z) = g(z)⇒ nfn−1

∗ (z)f ′∗(z) = g′(z)⇐⇒
⇐⇒ f ′∗(z) =

g′(z)
nfn−1∗ (z)

=
g′(z)

n
(

n
√

g(z)
)n−1
∗

. (2.19)

2.1.3. ¢) �ãªæ¨ï n
√

zn ¥ ¨¬¥¥â â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï.
�®à¬ã«  n

√
zn ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© n

à §«¨çëå ®¤®§ çëå ¢ C äãªæ¨©:
fk(z) = ze

2πki
n , k = 0, 1, ..., (n − 1).

I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, n
√

zn = e
Lnzn

n = e
ln |z|n+i(arg(zn

0
)+n∆γϕ)

n . � á-
á¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã z0 ∈ C ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ϕ0 | ®¤® ¨§
¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  ç¨á«  zn

0 (arg zn
0 6= n arg z0!).

�®£¤  n
√

zn
0 = e

ln |z0 |n+i(arg zn
0

)

n . �¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â (§ -
ç¨â, ¨ z = ∞). �®«ãç¨¬ § ç¥¨¥ ¯®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï: n

√
zn
0 |∗ =

= e
ln |z0 |n+i(arg(zn

0
)+2πn)

n | ¨áå®¤®¥ § ç¥¨¥.
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �á«¨ ¦¥ áç¨â âì, çâ® arg zn

0 = n arg z0,
â® n

√
zn
0 = e

Lnzn
0

n = e
ln |z0 |n+i(narg(z0))

n = |z0|ei arg z0 = z0, â. ¥. íâ®
®¤®§ ç ï äãªæ¨ï. �  á ¬®¬ ¤¥«¥,  ¯à¨¬¥à, 3

√
8 = 2e

2πki
3 ,

k = 0, 1, 2,   á®£« á® â®«ìª® çâ® ¯®«ãç¥®¬ã, n
√

zn
0 = z0, â. ¥.

3
√

8 = 3
√

23 = 2.
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�â ª, z = 0 ¨ z = ∞ ¥ ï¢«ïîâáï â®çª ¬¨ ¢¥â¢«¥¨ï. �â®
¦¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨?

� ¬¥â¨¬, çâ® n
√

zn = e
Lnzn

n = e
ln |z|n+i(narg(z0)+2πm+n∆ϕ)

n =
= eln |z|ei(arg z0+∆ϕ)e

2πmi
n = ze

2πmi
n , m = 0, 1, . . . , (n − 1), â. ¥.

¯®«ãç¨«¨ n à §«¨çëå ®¤®§ çëå äãªæ¨©
n
√

zn = ze
2πmi

n , m = 0, 1, . . . , (n − 1). J (2.20)

�à¨¬¥à 2.1. �¯à®áâ¨â¥ ç¨á«® ii.
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ii = eiLn i = ei(0+i(π

2 +2πk)) = e−(
π
2 +2πk),

k ∈ Z. �®¬¯«¥ªá®¥ ç¨á«® ¢ ª®¬¯«¥ªá®© áâ¥¯¥¨, ®ª § «®áì,
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áçñâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«!

�â¢¥â. e−(
π
2 +2πk), k ∈ Z. J

x0

y

−2 1 2

i

�¨á. 2.4

�à¨¬¥à 2.2. � ©¤¨â¥ § ç¥-
¨¥ f(−2 + 2i), f ′(−2 + 2i), £¤¥ f(z)
| à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®©
äãªæ¨¨ 5

√
z ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §-

à¥§®¬, ¨§®¡à ¦ñ®¬   à¨á. 2.4,
¥á«¨ f(1) = 1.
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, 5

√
z = 5

√|z|ei
(ϕ0+∆ϕ)

5 . �® ãá«®¢¨î, f(1) =
= 1. � ©¤ñ¬ e

iϕ0
5 ¤«ï  è¥© ¢¥â¢¨: f(1) = ei

(ϕ0)
5 = 1. �¥¯¥àì

¬®¦® ¢ë¯¨á âì ä®à¬ã«ã ¢¥â¢¨ f(z) = 5
√|z|ei∆ϕ

5 ,   § â¥¬  ©â¨

f(−2 + 2i): f(−2 + 2i) = 10
√

8ei
(2π+3π

4 )
5 = 10

√
8e

11πi
20 .

� ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤ãî:
f5(z) = z ⇒ 5f4(z)f ′(z) = 1⇒

⇒ f ′(z) =
1

5f4(z)
⇒ f ′(−2 + 2i) =

e−
11πi

5

10 5
√

2
.

�â¢¥â. 10
√

8e
11πi
20 ; e−

11πi
5

10 5
√

2
. J

2.1.3. £) �ãªæ¨ï zα

�®á¬®âà¨¬, ¢ ª ª®¬ á«ãç ¥  ç «® ª®®à¤¨ â (§ ç¨â, ¨
z = ∞) ¬®¦¥â ®ª § âìáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï zα. �ãáâì
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f(z0) = |z0|αeαiϕ0 . �¡®©¤ñ¬  ç «® ª®®à¤¨ â | ¯®«ãç¨¬
§ ç¥¨¥ f ∗(z0) = |z0|αeαiϕ0e2παi, ª®â®à®¥ ¥ à ¢® f(z0) =
= |z0|αeαi(ϕ0), ¥á«¨ 2πα 6= 2πk. �®£¤  ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬
¯® ªà¨¢®©, á®¥¤¨ïîé¥© 0 ¨ ∞, zα à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥
¢¥â¢¨.

� ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤ãî ¢¥â¢¨

(zα)′∗ = (eαLn z)′∗ =
(
eαLn z

)
∗ ·

α

z
=

α(zα)∗
z

, â. ¥.

(zα)′∗ =
α(zα)∗

z
, (2.21)

(zα)′∗ =
α(zα)∗

z
6= αzα−1. (2.22)

2.1.4. �®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ n
√

Pn(z).
�à®¨§¢®¤ ï ¢¥â¢¨

�®£®§ ç ï äãªæ¨ï n
√

Pn(z), £¤¥ ¬®£®ç«¥ Pn(z) ¨¬¥¥â
m, £¤¥ 2 6 m 6 n, à §«¨çëå ª®à¥© (â. ¥., ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ¤¢ 
ª®àï à §«¨çë), ¨¬¥¥â m â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï | íâ® à §«¨çë¥
ª®à¨ Pn(z). �à¨ íâ®¬ z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï
n
√

Pn(z).
� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï n

√
Pn(z) à á¯ ¤ ¥âáï   n à¥£ã«ïà-

ëå ¢¥â¢¥© ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §-
«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z).
I � ¯¨è¥¬ ¬®£®ç«¥ ¢ ¢¨¤¥: Pn(z) = (z−a1)k1(z−a2)k2 . . .(z−
− akm)km ,

m∑
1

ki = n.
�® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

n

√
Pn(z) = n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km =

= n

√
|Pn(z)| e

i(ϕ0+∆γPn(z))

n ,

£¤¥ ϕ0 | ®¤® ¨§ § ç¥¨©  à£ã¬¥â  Pn(z) ¢ â®çª¥ z0, ∆γϕi |
¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  ¢¥ªâ®à  z −ai ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ªà¨¢®©
γ ¨§ â®çª¨ z0 ¢ z, ∆γPn(z) = k1∆γϕ1 +k2∆γϕ2 + . . .+km∆γϕm.

� â®çª¥ z0:
n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

∣∣∣∣∣
z0

= n

√
|Pn(z0)| e

iϕ0
n .
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�¡®©¤ñ¬ â®çªã a1 ¯® ®ªàã¦®áâ¨ γ1 á æ¥âà®¬ ¢ ai, ¢ ª®â®à®©
¥â ¤àã£¨å ã«¥© ¬®£®ç«¥  (á¬. à¨á. 2.5 ).

x0

y

ai
ak

z

x0

y

ai

ak

�¨á. 2.5  �¨á. 2.5¡

�¥ªâ®à z − ai ¯®¢¥àã«áï ¢®ªàã£ â®çª¨ z = ai,   ®áâ «ìë¥
¢¥ªâ®àë ýª ç «¨áìþ â® ¢ ®¤ã áâ®à®ã, â® ¢ ¤àã£ãî. �®á«¥
¢®§¢à é¥¨ï ¨¬¥¥¬: ∆γϕi = 2π,   ¢á¥ ∆γϕk = 0, k 6= i, ¨

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

∣∣∣∣∣
z0∗

= n

√
|Pn(z0)| e

i(ϕ0+2π)
n =

= n

√
|Pn(z0)| e

iϕ0
n ei 2π

n 6= n

√
|Pk(z0)| e

iϕ0
n

| § ç¥¨¥ ¨§¬¥¨«®áì. � ç¨â, ai | â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï.
� ª ª ª ã«¥© ª®¥ç®¥ ç¨á«®, â®  ©¤ñâáï ®ªàã¦®áâì γ

¥ª®â®à®£® à ¤¨ãá , ¢¥ ª®â®à®© ¥â ã«¥© ¬®£®ç«¥ . �¡®©-
¤ñ¬ ¯® ¥© ∞ (á¬. à¨á. 2.5¡ ) �®£¤  ∆γϕk = 2π, k = 1, 2, . . . ,
m ¨ ¯®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï ¯®«ãç¨¬

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

∣∣∣∣∣
z0∗

=

= n

√
|Pn(z0)| e

i(ϕ0+2π(k1+k2+ ...+km))
n = n

√
|Pn(z0)| e

i(ϕ0)
n

| § ç¥¨¥ ¥ ¨§¬¥¨«®áì, ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï.
�â®¡ë ¨áª«îç¨âì ¢®§¬®¦®áâì ®¡å®¤  ®â¤¥«ì®£® ã«ï,

á¤¥« ¥¬ à §à¥§, á®¥¤¨ïîé¨© ¢á¥ ã«¨ ¬®£®ç«¥ . �®£¤  ¢
¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ ¢á¥ à §«¨çë¥ ã«¨ ¬®-
£®ç«¥ , ¯®« ï   «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï n

√
Pn(z) à á¯ ¤ ¥âáï
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  n à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥©

fk(z) = n

√
|Pn(z)| e

i(ϕ0k+∆γPn(z))

n , (2.23)

£¤¥ ϕ0k = ϕ0 + 2πk, k = 0, 1, . . . , (n − 1), ϕ0 | ®¤®
¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  ç¨á«  Pn(z0): fk(z0) =

= n
√|Pn(z)| e i(ϕ0+2πk)

n .

fk(z) = fk(z0)
n

√
| Pn(z)
Pn(z0)

| e
i∆γPn(z)

n , (2.24)

£¤¥ ∆γPn(z) = k1∆γϕ1 + k2∆γϕ2 + . . . + km∆γϕm.
�¡« áâì ¥ ®¤®á¢ï§  | ¯à¨à é¥¨ï  à£ã¬¥â®¢ § ¢¨áïâ

®â γ, ® § ç¥¨¥ äãªæ¨¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  γ. �®íâ®¬ã
¯à¨ à¥è¥¨¨ ª®ªà¥â®£® ¯à¨¬¥à  ¦¥« â¥«ì® ¢ë¡¨à âì ¡®«¥¥
ã¤®¡ë© ý¯ãâìþ ®â z0 ª z.

� ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤ãî ¢¥â¢¨:

fk(z) = n

√
Pn(z)∗ ⇒ fn

k (z) = Pn(z)⇒

⇒ nfn−1
k (z)f ′k(z) = P ′n(z)⇐⇒ f ′k(z) =

P ′n(z)
nfn−1

k
(z)

.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �á«¨ ¬®£®§ ç ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â
¢¨¤

n

√
Pk(z) = n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km ,

£¤¥
m∑
1

ki = k < n, â® z = ∞ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï, ¨ äãª-
æ¨ï à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
á®¥¤¨ïîé¨¬ z = ∞ á à §«¨çë¬¨ ª®àï¬¨ ¬®£®ç«¥ . J

2.1.5. �®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ n

√
Pl(z)

Ql(z)

�®£®§ ç ï äãªæ¨ï n

√
Pl(z)
Ql(z) , £¤¥ ¬®£®ç«¥ Pl(z),

¨¬¥¥â 1 6 m 6 l < n à §«¨çëå ª®à¥©,   ¬®£®ç«¥ Ql(z)

¨¬¥¥â 1 6 j 6 l < n à §«¨çëå ª®à¥©, â® n

√
Pl(z)
Ql(z) ¨¬¥¥â m + j
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â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï | íâ® à §«¨çë¥ ª®à¨ Pl(z) ¨ Ql(z). �à¨

íâ®¬ z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï n

√
Pl(z)
Ql(z) .

� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï n

√
Pl(z)
Ql(z) à á¯ ¤ ¥âáï   n à¥£ã«ïà-

ëå ¢¥â¢¥© ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §-
«¨çë¥ ª®à¨ Pl(z) ¨ Ql(z).

I �ãáâì Pl(z) = (z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km ,
m∑

j=1
ki = l,

Ql(z) = (z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )
lj ,

j∑
i=1

li = l. �®£¤ , ¯®
®¯à¥¤¥«¥¨î,

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

(z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )lj
=

= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z)
Ql(z)

∣∣∣∣∣∣ e
i(ϕ0+∆γPl(z)−∆γQl(z))

n ,

£¤¥ ∆γPl(z) − ∆γQl(z) = k1∆γϕ1 + k2∆γϕ2 + . . . + km∆γϕm −
− (l1∆γψ1 + l2∆γψ2 + . . . + lj∆γψj).

�ãáâì ¢ â®çª¥ z0

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

(z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )lj

∣∣∣∣∣∣∣
z0

= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
iϕ0
n .

�¡®©¤ñ¬,  ¯à¨¬¥à, â®çªã ai (á¬. à¨á. 2.5 ). �®£¤  ∆γϕi =
= 2π, ∆γϕp = 0, p 6= i, ∆γψk = 0, k = 1, 2, . . . , j. ⇒ ∆γPl(z) −
−∆γQl(z) = ki∆γϕi. �®á«¥ ®¡å®¤ 

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

(z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )lj

∣∣∣∣∣∣∣
z0

=

= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
iϕ0
n e

i2πki
n 6= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
iϕ0
n , â. ª. ki < n.

�®çª  ai | â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï. �¥¯¥àì ®¡®©¤ñ¬ z = ∞.
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�®£¤ 

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

(z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )lj

∣∣∣∣∣∣∣
z0

= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
iϕ0
n ,

  ¯®á«¥ ®¡å®¤  ∆γϕi = 2π, i = 1, 2, . . . , m; ∆γψi = 2π, i = 1,
2, . . . , j.

n

√
(z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km

(z − b1)l1(z − b2)l2 . . .(z − blj )lj

∣∣∣∣∣∣∣
z∗0

=

= n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
i(ϕ0+2πl−2πl)

n = n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z0)
Ql(z0)

∣∣∣∣∣∣ e
iϕ0
n .

�®íâ®¬ã â®çª  z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï, ¨

äãªæ¨ï n

√
Pl(z)
Ql(z) à á¯ ¤ ¥âáï   n à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© ¢ ¯«®á-

ª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §«¨çë¥ ª®à¨ Pl(z)
¨ Ql(z):

fk(z) = n

√∣∣∣∣∣∣
Pl(z)
Ql(z)

∣∣∣∣∣∣ e
i(ϕ0k+∆kPl(z)−∆γQl(z))

n , (2.25)

£¤¥ ϕ0k = ϕ0 +2πk, l = 0, 1, . . . , (n− 1), ϕ0 | ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦-
ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  ç¨á«  Pl(z0)

Ql(z0)
.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥ 1. � §¤¥áì, ª®¥ç®, ¬®¦®  ¯¨á âì
ä®à¬ã«ã,   «®£¨çãî (2.24), ® «ãçè¥ ¯®ïâì, ª ª ¢ë¤¥«¨âì
fk(z), ç¥¬ § ¯®¬¨ âì â®, çâ® ¬®¦® ¥ § ¯®¬¨ âì. J

2.1.6. �®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ Ln Pn(z).
�à®¨§¢®¤ ï ¢¥â¢¨

�®£®§ ç ï äãªæ¨ï Ln Pn(z), £¤¥ ¬®£®ç«¥ Pn(z)
¨¬¥¥â m (2 6 m 6 n) à §«¨çëå ª®à¥© (â. ¥., ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥,
¤¢  ª®àï à §«¨çë), ¨¬¥¥â m+1 â®çªã ¢¥â¢«¥¨ï | íâ® à §-
«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z) ¨ z = ∞.

� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï Ln Pn(z) à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïà-
ë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §-
«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z) ¨ z = ∞.
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I � ¯¨è¥¬ ¬®£®ç«¥ ¢ ¢¨¤¥:

Pn(z) = (z − a1)k1(z − a2)k2 . . .(z − akm)km ,
m∑

1

ki = n.

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

LnPn(z) = ln |Pn(z)|+ i

ϕ0 +
n∑

1

ki∆γϕi

 , (2.26)

� â®çª¥ z0: Ln Pn(z)|z0 = ln
∣∣∣Pn(z0)

∣∣∣ + iϕ0.
�¡®©¤ñ¬ â®çªã ai (á¬. à¨á. 2.5 ). �®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï

¨¬¥¥¬: LnPn(z)|z0∗ = ln
∣∣∣Pn(z0)

∣∣∣ + i(ϕ0 + 2πki) 6= ln
∣∣∣Pn(z0)

∣∣∣ +
+ iϕ0, § ç¨â, z = ai | â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï.

�¥¯¥àì ®¡®©¤ñ¬ z = ∞ (á¬. à¨á. 2.5¡ ). �®á«¥ ¢®§¢à é¥¨ï
∆γϕi = 2π, i = 1, 2, . . . , m ¨

LnPn(z)|∞∗ = ln |Pn(z0)|+ i

ϕ0 +
n∑

1

2πki

 =

= ln
∣∣∣Pn(z0)

∣∣∣ + i(ϕ0 + 2πn)

⇒ z = ∞ | â®¦¥ â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï.
�®íâ®¬ã   «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï LnPn(z) à á¯ ¤ ¥âáï  

à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïî-
é¨¬ à §«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z) ¨ z = ∞.

fk(z) = ln |Pn(z)|+ i

ϕ0k +
n∑

1

ki∆ϕi

 , (2.27)

ϕ0k = ϕ0 + 2πk, k ∈ Z, £¤¥ ϕ0 | ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©
 à£ã¬¥â  Pn(z0).

�¡« áâì ®¤®á¢ï§  | § ç¥¨ï ∆ϕi ¥ § ¢¨áïâ ®â γ. J

� ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤ãî «î¡®© ¢¥â¢¨ LnPn(z):

Ln∗ Pn(z)′ =
1

Pn(z)
· P ′n(z).
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2.1.7. �®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ Ln Pn(z)

Qn(z)

�ãªæ¨ï Ln Pn(z)
Qn(z) , £¤¥ Pn(z) ¨¬¥¥â 1 6 m 6 n,

m∑
i=1

ki =

= n, à §«¨çëå ª®à¥©,   Qn(z) ¨¬¥¥â 1 6 j 6 n,
j∑

i=1
li =

= n à §«¨çëå ª®à¥©, ¨¬¥¥â m + j â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï | íâ®
à §«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z) ¨ Qn(z). �à¨ íâ®¬ z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï
â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï Ln Pn(z)

Qn(z) .

� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï Ln Pn(z)
Qn(z) à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïà-

ë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §-
«¨çë¥ ª®à¨ Pn(z) ¨ Qn(z).
I �® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

Ln
Pn(z)
Qn(z)

= ln

∣∣∣∣∣∣
Pn(z)
Qn(z)

∣∣∣∣∣∣ + i (ϕ0 + ∆γPn(z) −∆γQn(z)) , (2.28)

£¤¥ ϕ0 | § ç¥¨¥  à£ã¬¥â  ¤à®¡¨ Pn(z)
Qn(z) ¢ â®çª¥ z0,  

∆γPn(z) −∆γQn(z) = k1∆γϕ1 + k2∆γϕ2 + . . .+
+km∆γϕm − (l1∆γψ1 + l2∆γψ2 + . . . + lj∆γψj). (2.29)

� â®çª¥ z0: Ln Pn(z)
Qn(z)

∣∣∣∣∣
z0

= ln
∣∣∣∣∣
Pn(z0)
Qn(z0)

∣∣∣∣∣ + iϕ0.
�à®¢®¤¨¬ ã¦¥ å®à®è® ¨§¢¥áâë¥ ®¡å®¤ë. �®«ãç ¥¬:

 ) ¯®á«¥ ®¡å®¤  al:

Ln
Pn(z)
Qn(z)

∣∣∣∣∣∣
z0∗

= ln

∣∣∣∣∣∣
Pn(z0)
Qn(z0)

∣∣∣∣∣∣ + i(ϕ0 + 2πikl)

⇒ z = ai | â®çª  ¢¥â¢«¥¨ï;
¯®á«¥ ®¡å®¤  z = ∞:

Ln
Pn(z)
Qn(z)

∣∣∣∣∣∣∞∗
= ln

∣∣∣∣∣∣
Pn(z0)
Qn(z0)

∣∣∣∣∣∣ + i

ϕ0 + 2π
m∑

1

kl − 2π

j∑

1

li

 =

= ln

∣∣∣∣∣∣
Pn(z0)
Qn(z0)

∣∣∣∣∣∣ + iϕ0

⇒ â®çª  z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï.
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� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï Ln Pn(z)
Qn(z) à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïà-

ë¥ ¢¥â¢¨

fk(z) = ln

∣∣∣∣∣∣
Pn(z)
Qn(z)

∣∣∣∣∣∣ + i (ϕ0k + ∆γPn(z) −∆γQn(z)) (2.30)

¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §«¨çë¥
ª®à¨ Pn(z) ¨ Qn(z), ϕ0k = ϕ0 + 2πk, k ∈ Z, £¤¥ ϕ0 | ®¤®
¨§ ¢®§¬®¦ëå § ç¥¨©  à£ã¬¥â  Pn(z0)

Qn(z0)
.

�¡« áâì ¥ ®¤®á¢ï§  | ¯à¨à é¥¨ï § ¢¨áïâ ®â γ. J
�à¨¬¥à 2.3. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®-

§ ç®© äãªæ¨¨
√

z2 − 4 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©:
γ = {|z| = 2, Im z > 0} (á¬. à¨á. 2.6), â ª ï, çâ® f(+∞) > 0.

� ©¤¨â¥ f

(
− i√

2

)
, f ′

(
− i√

2

)
.

I �®£®§ ç ï äãªæ¨ï
√

z2 − 4 ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï:
z = −2, z = 2. �  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®á-
ª®áâ¨ á ¯à®¨§¢®«ìë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ z = −2 ¨ z = 2.
� ¤ ë© à §à¥§ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â íâ®¬ã ãá«®¢¨î (á¬. à¨á. 2.6).

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î, fk(z) =
√|(z + 2)(z − 2)| e i(ϕ0k+∆γϕ1+∆γϕ2)

2 .
�® ãá«®¢¨î, f(+∞) > 0 ⇒ e

i(ϕ0)
2 = 1 ⇒ f(z) =

=
√
|z2 − 4| e i(∆γϕ1+∆γϕ2)

2 .

x0

y

−2 −1 1 2 3 4 5 6

−2i

−i

i

2i

x0

y

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

�¨á. 2.6 �¨á. 2.7

�à®¢¥¤ñ¬ ý¯ãâìþ γ ®â +∞ ¤® z = − i√
2

á ç «  ¯® ¯àï¬®©
y = 0, x ∈ [5;+∞),   § â¥¬ ¯® ¯àï¬®©, á®¥¤¨ïîé¥© â®çª¨ z =
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= − i√
2

¨ z = 5 (á¬. à¨á. 2.6). �®£¤ 

∆γϕ1 = ∆γ arg(z + 2) = −α,

∆γϕ2 = ∆γ arg(z − 2) = −(π − α)
⇒

⇒ f

(
− i√

2

)
=

3√
2

e
i(−(π−α)−α)

2 = − 3i√
2

.

�¥¯¥àì  ©¤ñ¬ f ′
(
− i√

2

)
.

� ¬¥â¨¬, çâ® f(z) =
√

z2 − 4∗ | ®¤  ¨§ ¢¥â¢¥©
√

z2 − 4.
�«¥¤®¢ â¥«ì®,
f2(z) = z2 − 4⇐⇒ 2f(z)f ′(z) = 2z ⇐⇒

⇐⇒ f ′(z) =
z

f(z)
⇒ f ′

(
− i√

2

)
=

1
3

.

�â¢¥â. − 3i√
2

; 1
3 . J

�à¨¬¥à 2.4. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ 3

√
(z + 1)(z2 + 1) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, ¨§®¡à -

¦ñë¬   à¨á. 2.7, â ª ï, çâ® f(0) = 1. � ©¤¨â¥ f(−3i), f(−
−1 − i).
I �®£®§ ç ï äãªæ¨ï 3

√
(z + 1)(z2 + 1) ¨¬¥¥â âà¨ â®çª¨

¢¥â¢«¥¨ï: z = −1, z = i, z = −i. �  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã-
«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á ¯à®¨§¢®«ìë¬ à §à¥§®¬, á®¥¤¨ï-
îé¨¬ â®çª¨ z = −1, z = i, z = −i. � ¤ ë© à §à¥§ ã¤®¢«¥â-
¢®àï¥â íâ®¬ã ãá«®¢¨î.

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

f(z) = 3

√
|(z + 1)(z − i)(z + i)| e i(ϕ0+∆γϕ1+∆γϕ2+∆γϕ3)

3 .

� ª ª ª f(0) = 1, â® f(0) = 1 · e iϕ0
3 = 1⇐⇒ e

iϕ0
3 = 1 ¨

f(z) = 3

√
|(z + 1)(z − i)(z + i)| e

i(∆γϕ1+∆γϕ2+∆γϕ3)

3 .

� ©¤ñ¬ ¯à¨à é¥¨ï  à£ã¬¥â®¢ ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®â z = 0 ¤®
z = −3i ¯® ªà¨¢®© γ, ¨§®¡à ¦ñ®©   à¨á. 2.8:
∆arg(z − i) =−2π, ∆arg(z + i) =−π, ∆arg(z +1) =− arctg 3⇒
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x0

y
γ

−2 −1 1 2 3

−3i

−2i

−i

i

2i

x0

y

γ∗

−3 −2 −1 1 2

−3i

−2i

−i

i

2i

�¨á. 2.8 �¨á. 2.9

⇒ f(−3i) = 3

√
|(−3i + 1)(−9 + 1)| e i(−3π−arctg 3)

3 = 2 6
√

10 e
i(−3π−arctg 3)

3 .

� â¥¯¥àì, à ¤¨ ¨â¥à¥á , ¯à®©¤ñ¬ ¢ â®çªã z = −3i ¯® ¤àã-
£®¬ã ¯ãâ¨ | ªà¨¢®© γ∗, ¨§®¡à ¦ñ®©   à¨á. 2.9.

�®£¤  ¯à¨à é¥¨ï  à£ã¬¥â®¢ ¡ã¤ãâ ¤àã£¨¥:

∆arg(z − i) = 0, ∆arg(z + i) = π, ∆arg(z + 1) = 2π − arctg 3,⇒
⇒ f(−3i) = 3

√
|(−3i + 1)(−9 + 1)| e i(0+π+2π−arctg 3)

3 =

= 2 6
√

10 e
i(3π−arctg 3)

3 = 2 6
√

10 e
i(3π−arctg 3)

3 e2πi = 2 6
√

10 e
i(−3π−arctg 3)

3 .

�® § ç¥¨¥ äãªæ¨¨, ª ª ¨ ¤®«¦® ¡ëâì, â® ¦¥ á ¬®¥.
� ©¤ñ¬ â¥¯¥àì § ç¥¨¥ f(−1 − i).
�à®©¤ñ¬ ¯® ªà¨¢®© γ (á¬. à¨á. 2.10).
�®£¤ 

∆arg(z − i) = − arctg
1
2

, ∆arg(z + i) = − 3π

2
,

∆arg(z + 1) = − π

2
,⇒

⇒ f(−1 − i) = 3

√
|(−i)(1 + 2i)| e

i(−arctg 1
2 −2π)

3 =
√

5 e
−i(arctg 1

2+2π)
3 .

�â¢¥â. 2 6
√

10 e
i(−3π−arctg 3)

3 ,
√

5 e
−i(arctg 1

2+2π)
3 . J
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x0

y

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

x0

y

z0

z1

z2
z3z4

z5

z6z6

z7

�¨á. 2.10 �¨á. 2.11

�à¨¬¥à 2.5. �ëïá¨â¥, áª®«ìª® à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© ¨¬¥¥â
äãªæ¨ï 3

√
z2 − 7

√
z2 ¢ ®¡« áâ¨ G = {z ∈ C, Im(1 − i)z > 0}.

� ©¤¨â¥ § ç¥¨¥ íâ¨å ¢¥â¢¥© ¢ â®çª¥ z = e
3πi
4 .

I �ë § ¥¬, çâ® 3
√

w ¨¬¥¥â â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ¢ â®çª å, ¢ ª®â®-
àëå ¯®¤ª®à¥®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ®¡à é ¥âáï ¢ 0 ¨ ¢ â®çª¥, £¤¥ ®®
®¡à é ¥âáï ¢ ∞. �® § ¥¬ â ª¦¥, çâ® ã 3

√
w3 ¥â â®ç¥ª ¢¥â¢«¥-

¨ï. �  á ¯®¤ ª®à¥¬ á«®¦®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ | ¯®íâ®¬ã, ¥á«¨
®® £¤¥-â® ®¡à â¨âáï ¢ 0, ¥®¡å®¤¨¬® ¡ã¤¥â ¯à®¢¥à¨âì ¯®àï¤®ª
íâ®£® ã«ï.

� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï 7
√

z2 ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï:
z = 0, z = ∞, ¨ à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨
á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ z = 0 ¨ z = ∞. �â®â à §à¥§ ¬®¦®
¯à®¢¥áâ¨ ¢¥ § ¤ ®© ®¡« áâ¨, ¯®íâ®¬ã ¢ § ¤ ®© ®¡« áâ¨ áã-
é¥áâ¢ãîâ ¯à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ 7 à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥©: f0(z), f1(z),
. . . , f6(z).

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î, 7
√

z2
k = 7

√
|z2|ei

ϕ0k+2∆ϕ

7 . �ë¤¥«¨¬ ¢¥â¢¨
fk(z) ¢ â®çª¥ z = 1:

fk(1) = ei
ϕ0k
7 = e

2πik
7 ⇒ fk(z) = 7

√
|z2| e 2πik

7 ei 2∆ϕ
7 , k = 0, 1, . . . , 6.

� ©¤ñ¬ ã«¨ ¯®¤ª®à¥®£® ¢ëà ¦¥¨ï:

z2 − 7
√

z2 = 0⇒ z14 = z2 ⇐⇒
⇐⇒

{
z = 0,
z12 = 1⇔ zm = e

2πmi
12 = e

πmi
6 , m = 0, 1, . . . , 11.
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�¥¯¥àì ¢ëïá¨¬ ¨å ¯®àï¤®ª: (z2 − fk(z))′ = 2z − f ′
k
(z). � ©¤ñ¬

f ′
k
(z):

f7
k (z) = z2 ⇐⇒ 7f6

k (z)f ′k(z) = 2z ⇐⇒ f ′k(z) =
2z

7f6
k
(z)
⇒

⇒ (2z − f ′k(z)) = 2z

1 − 1
7f6

k
(z)

 .

� ©¤ñ¬ (z2 − fk(z))′ ¢ â®çª å z = zm. � ¬¥â¨¬, çâ®
|fk(zm)| = 1, ¯®íâ®¬ã (z2

m − fk(zm))′ 6= 0, ¨ ¢á¥ ã«¨ ¯®¤ª®à¥-
®£® ¢ëà ¦¥¨ï ï¢«ïîâáï ã«ï¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . � ç¨â,
®¨ | â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï.

�¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ ¢ëïáïâì, ª ª¨¥ â®çª¨ ¡ã¤ãâ â®çª ¬¨ ¢¥â¢«¥-
¨ï äãªæ¨¨ 3

√
z2 − fk0(z).

�«ï íâ®£® ¯à®¢¥à¨¬, ¢ ª ª¨å ¨§ â®ç¥ª zm ¯®¤ª®à¥®¥ ¢ë-
à ¦¥¨¥ ¤«ï ª®ªà¥â®© ¢¥â¢¨ fk0(z) ®¡à â¨âáï ¢ 0.

� ç «   ©¤ñ¬ § ç¥¨ï ¯®¤ª®à¥®£® ¢ëà ¦¥¨ï ¢ â®ç-
ª å zm:

fk0(zm) = e
2πik0

7 ei 2mπ
7·6 = e

2πik0
7 ei mπ

7·3 = e
i(6k0+m)π

21 ⇒
⇒ z2

m − fk0(zm) = ei mπ
3 = e

i(6k0+m)π
21 = 0⇐⇒

⇐⇒ m

3
=

6k0 + m

21
⇐⇒ m = k0,

â. ¥. â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï 3
√

z2 − fk0(z) ï¢«ï¥âáï â®çª  z = zm,
£¤¥ m = k0.

�á«¨ â ª ï â®çª  ¤«ï ¢¥â¢¨ fk0(z)  å®¤¨âáï ¢¥ § ¤ ®©
®¡« áâ¨, â® ¢ § ¤ ®© ®¡« áâ¨ íâã ¢¥â¢ì ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì, â. ª.
à §à¥§ ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¢¥ ¥ñ.

�  à¨á. 2.11 ¢¨¤®, çâ® ¢ ®¡« áâ¨  å®¤ïâáï â®çª¨ z2, z3,
. . . , z7. � ç¨â, íâ® â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï 3

√
z2 − fk0(z) ¤«ï f2(z),

f3(z), . . . , f7(z). �® k ∈ {0, 1, . . . , 6}.
�â® â ª®¥ f7(z)? �â® ¯à®áâ® f0(z), â. ª. f7(z) =

= 7
√
|z2|e 2πi7

7 ei 2∆ϕ
7 = f0(z).

�â® ¢ ¨â®£¥? � ®¡« áâ¨ G ¢¥â¢¨ 3
√

z2 − fk0(z) ¤«ï f2(z),
f3(z), . . . , f6(z), f0(z) ¢ë¤¥«¨âì ¥«ì§ï | ¤«ï ¨å ¢ë¤¥«¥¨ï
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 ¤® ¤¥« âì à §à¥§ë. � â® â®çª  z = z1 = e
πi
6 | â®çª  ¢¥â-

¢«¥¨ï 3
√

z2 − f1(z)  å®¤¨âáï ¢¥ ®¡« áâ¨ G, ¨ à §à¥§ ¬®¦®
á¤¥« âì â ¬,   ¢  è¥© ®¡« áâ¨ ¡ã¤ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì gk(z), k =
= 0, 1, 2 | âà¨ ¢¥â¢¨ 3

√
z2 − f1(z). �¥¯¥àì  ©¤ñ¬ § ç¥¨ï

íâ¨å ¢¥â¢¥© ¢ â®çª¥ z = e
3πi
4 :

f1(z) = e
2πi
7 e

2i∆ϕ
7 ⇒

⇒ z2 − f1(z)
∣∣∣
z= 3πi

4
= e2 3πi

4 −e
2πi
7 e

2i3π
7·4 = e

3πi
2 −e

iπ
2 = −2i = 2e

3πi
2 ⇒

⇒ gk

(
3πi

4

)
= 3
√

2ei
( 3π

2 +2πk)
3 = 3

√
2ei

(3+4k)π
6 , k = 0, 1, 2.

�â¢¥â. �à¨ ¢¥â¢¨. 3
√

2ei
(3+4k)π

6 , k = 0, 1, 2. J
�à¨¬¥à 2.6. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-

®© äãªæ¨¨ Ln(z + 1)(z2 + 1) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, ¨§®¡à -
¦ñë¬   à¨á. 2.12, â ª ï, çâ® f(0) = 2πi. � ©¤¨â¥ f(−3i),
f ′(−3i).

x0

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3i

−2i

−i

i

2i

�¨á. 2.12

I �¤¥« ¥¬ ç¥àâñ¦ à §à¥§  (á¬.
à¨á. 2.12).

� ª ª ª ®¡« áâì ®¤®á¢ï§ ,
â® ∆ϕi ¥ § ¢¨áïâ ®â γ. �® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î,
f(z) = ln |(z + 1)(z2 + 1)|+

+i(ϕ0 + ∆ϕ1 + ∆ϕ2 + ∆ϕ3).

�® ãá«®¢¨î, f(0) = 2πi =
= iϕ0 ⇒ f(z) = ln |(z + 1)(z2 + 1)| + i(2π + ∆ϕ1 + ∆ϕ2 + ∆ϕ3).
� ©¤ñ¬ ¯à¨à é¥¨ï  à£ã¬¥â®¢ ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ªà¨¢®© γ ®â
z = 0 ¤® z = −3i (á¬. à¨á. 2.15):
∆arg(z−i) = 0, ∆arg(z+i) = π, ∆arg(z+1) = 2π−arctg 3⇒
⇒ f(−3i) = ln |(−3i + 1)(−9 + 1)|+ i(2π + 0 + π + 2π − arctg 3) =

= ln 8
√

10 + i(5π − arctg 3).

�¥¯¥àì  ©¤ñ¬ ¯à®¨§¢®¤ãî ¢ â®çª¥ z = −3i:

f(z) = Ln∗(z + 1)(z2 + 1)⇒ f ′(z) =
3z2 + 2z + 1

(z + 1)(z2 + 1)
⇒
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⇒ f ′(−3i) =
3(−9) − 6i + 1

(−3i + 1)(−9 + 1)
=

2 + 21i

20
.

�â¢¥â. ln 8
√

10 + i(5π − arctg 3); 2 + 21i
20 . J

§2.2. � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  
à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© ¬®£®§ çëå äãªæ¨©

�® á¨å ¯®à à¥çì è«  ® ä®à¬ã« å ¤«ï à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥©
¬®£®§ çëå äãªæ¨©, ª®â®àë¥ à ¡®â «¨ ¢ ¯«®áª®áâïå á à §-
à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ ¢á¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï.

�¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ®¯à¥¤¥«ï« áì § ç¥¨¥¬ ¢¥â¢¨ ¢ ®¤®©
â®çª¥.

�¥©ç á  á ¡ã¤¥â ¨â¥à¥á®¢ âì ¯®¢¥¤¥¨¥ ¨ ä®à¬ã«ë ¢¥â-
¢¥© ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ ¨«¨ ¢ ª®«ìæ¥, ¯®â®¬ã çâ® à¥çì ¯®©¤ñâ
® à §«®¦¥¨¨ ¢¥â¢¨ ¢ àï¤ �¥©«®à  ¨«¨ �®à  .
2.2.1. � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  

à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© Ln z, Ln(z − a)(z − b), Ln az+b
ez+d

2.2.1.  ) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  à¥£ã«ïàëå
¢¥â¢¥© Ln z

� áá¬®âà¨¬ Ln z ¨ ¥£® ¢¥â¢¨.
�â ª, § ç¥¨¥ ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z ¢ «î¡®© â®çª¥

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©
Ln z = ln |z|+ i(arg z0 + ∆γϕ),

£¤¥ ∆γϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¯® ªà¨¢®©
γ ®â â®çª¨ z0 ¤® â®çª¨ z. �® áãé¥áâ¢¥® § ¢¨á¨â ®â ªà¨¢®©
¨ ï¢«ï¥âáï ¥®¤®§ ç®© äãªæ¨¥© ¢ ¯«®áª®áâ¨.

�§¢¥áâ®, çâ® ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ â®çª¨
0 ¨ ∞, Ln z à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ f∗(z):

f∗(z) = ln |z|+ i(arg z0 + ∆ϕ),

£¤¥ ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®â â®çª¨ z0

¤® â®çª¨ z. �® ã¦¥ ¥ § ¢¨á¨â ®â ªà¨¢®© γ. � ª ¬®¦®
 ©â¨ § ç¥¨¥ ¢¥â¢¨ ¢ «î¡®© â®çª¥ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬.
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� ª ª ª «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ®â
0 ¤® ∞, â® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ z0, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¥©
à §à¥§ã, ®  à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ à §®áâ¨
z − z0.

�®¯ãáâ¨¬, çâ® â®çª  z = 1 ¢¬¥áâ¥ á ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-
®áâìî |z − 1| < δ  å®¤¨âáï ¢¥ à §à¥§ . �ç¥¢¨¤®, çâ® δ
| íâ® à ááâ®ï¨¥ z = 1 ¤® à §à¥§  (¯®íâ®¬ã δ 6 1).

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì f0(z) | âã ¢¥â¢ì Ln z, ã ª®â®à®©
f0(1) = 0. � ¬¥â¨¬ áà §ã, çâ® ¯à¨ à §ëå ¢¨¤ å à §à¥§  íâ®
¡ã¤ãâ à §ë¥ ¢¥â¢¨ (®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à §ë¥!) ¨ ã ª ¦¤®©
¢¥â¢¨ á¢®ï ®ªà¥áâ®áâì.

�®£¤ , ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î, f0(z) =
∫ z

1

dξ
ξ

=
= ln |z| + i∆ϕ, £¤¥ ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z ¯à¨ ¤¢¨-
¦¥¨¨ â®çª¨ ¨§ z = 1 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã z ¯® ªà¨¢®©
γ. �® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ®ªà¥áâ®áâì ®¤®á¢ï§  ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â
 ç «  ª®®à¤¨ â | ¯à¨à é¥¨¥ ¥ § ¢¨á¨â ®â γ. � ª ª ª Ln z
à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨, â® ¨â¥£à « ¡¥àñâáï ¯®
¯à®¨§¢®«ìë¬ ªà¨¢ë¬, ¯à¨ ¤«¥¦ é¥© íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨, ¨
§ ¢¨á¨â â®«ìª® ®â â®çª¨ z.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 1| < δ 6 1 ¢¥â¢ì f0(z)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ àï¤  �¥©«®à 

f0(z) =
∞∑

0

(−1)k (z − 1)k+1

k + 1
, |z − 1| < δ 6 1, (2.31)

I � áá¬®âà¨¬ ¨â¥£à « ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z−1| < ρ â®çª¨ z = 1.
� §«®¦¨¬ ¥£® ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ à §®áâ¨ (z − 1):

z∫

1

dξ

ξ
=

z∫

1

dξ

(ξ + 1 − 1)
=

z∫

1

dξ

1 + (ξ − 1)
=

z∫

1

∞∑

0

(−1)k(ξ−1)k dξ =

=
∞∑

1

(−1)k−1 (z − 1)k

k
, |z − 1| < 1.

�®«ãç¨¢è¨©áï àï¤ áå®¤¨âáï ¯à¨ |z−1| < 1 ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â â ¬
à¥£ã«ïàãî äãªæ¨î S(z), ª®â®à ï, ª ª ¢¨¤®, ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ìëå § ç¥¨ïå x, |x − 1| < 1, á®¢¯ ¤ ¥â á lnx. �ï¤ ¯®«-
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®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤ë¬¨ ¢¥â¢¨ f0(z) ¢ â®çª¥ z =
= 1, ¥£® à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨, ¥áâ¥áâ¢¥®, à ¢¥ à ááâ®ï¨î ®â
æ¥âà  à §«®¦¥¨ï z = 1 ¤® ¡«¨¦ ©è¥© ®á®¡®© â®çª¨ z = 0 |
¯®«ãç¨¢è¨©áï àï¤ ¥ ý§ ¬¥ç ¥âþ à §à¥§ , ª®â®àë© ¬®¦¥â ý¥
§ ¤¥âìþ ®ªà¥áâ®áâì |z − 1| < ρ. �® ¯® â¥®à¥¬¥ ® à¥£ã«ïà®©
äãªæ¨¨ S(z) ¨ f0(z) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 1| < δ 6 1 á®¢¯ ¤ îâ.

�®íâ®¬ã ¢¥â¢ì f0(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z, ã ª®â®à®©
f0(1) = 0 ¥áâ¥áâ¢¥®  §¢ âì ln z. �à¨ íâ®¬ f0(z) ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ |z − 1| < δ 6 1 à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à 

Ln0(z) = f0(z) = ln z =
∞∑

0

(−1)k (z − 1)k+1

k + 1
, |z − 1| < δ 6 1.(2.32)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z−1| < δ 6 1 ¢¥â¢ì f0(z) ¬®¦¥â
¡ëâì § ¯¨á   ¢ ¢¨¤¥

Ln0(z) = f0(z) = ln z = ln(1 + (z − 1)), Ln0(1) = 0.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ®, ¥á«¨ à §à¥§ ¯®©¤ñâ ¢¥ ¯®«®¦¨â¥«ì-
®© ¯®«ã®á¨, â® ln z á®¢¯ ¤ñâ á ln x   ¢á¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥-
¨ï ln x

f0(z) = ln z = lnx =

x∫

1

dξ

ξ
, x > 0.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ ãç¥¡¨ª¥ �¢ àæ¡ãà¤  §  11 ª« áá
«®£ à¨ä¬ ®¯à¥¤¥«ñ ¨¬¥® â ª: ln x =

∫ x

1

dξ
ξ

, x > 0. J

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 1| < 1 ¯à®¨§¢®«ì-
ãî ¢¥â¢ì Ln∗ z ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z: Ln∗ z = Ln∗(z +
+ 1 − 1) = Ln∗(1 + (z − 1)). �¨¤®, çâ® ¢ â®çª¥ z = 1 ¢¥â¢ì
¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ Ln∗ 1. � ª ª ª ¢¥â¢ì ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥-
«ï¥âáï § ç¥¨¥¬ ¢ â®çª¥, â® íâã ¢¥â¢ì ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢
¢¨¤¥ Ln∗(z) = Ln∗(1+(z−1)) = Ln∗ 1+ ln(1+(z−1)), £¤¥ ln(1+
+(z−1)) | íâ® â  ¢¥â¢ì Ln(1+(z−1)) (¨«¨ Ln z), ¤«ï ª®â®à®©
Ln(1 + (z − 1))|z=1 = 0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì f∗(z),
à¥£ã«ïà ï ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 1| < δ 6 1 â®çª¨ z = 1
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à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à :

Ln∗ z = f∗(z) = f∗(1) +
∞∑

0

(−1)k (z − 1)k+1

k + 1
, |z − 1| < δ 6 1. (2.33)

�¤¥« ¢ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå z − 1 = ξ, ¯®«ãç¨¬

ln(1 + ξ) =
∞∑

1

(−1)k−1ξk

k
, |ξ| < 1.

� é¥ ¢á¥£® ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ¨¬¥® íâ®© ä®à¬ã«®©. � -
¯¨è¥¬ ¥ñ ¢ ¡®«¥¥ ®¡ëç®© ä®à¬¥

ln(1 + z) =
∞∑

1

(−1)k−1zk

k
, |z| < 1. (2.34)

�®¢¥¤¥¨¥ ln z ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 1 ¨ ln(1 + z) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
z = 0 ®¤¨ ª®¢ë.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã z1 6= 0, ¥ ¯à¨ ¤-
«¥¦ éãî à §à¥§ã. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ®áâì
|z − z1| < ρ â®çª¨ z1 6= 0, ¢ ª®â®à®© à¥£ã«ïà  f∗(z) | «î¡ ï
¢¥â¢ì Ln z. �ç¥¢¨¤®, çâ® ρ | íâ® à ááâ®ï¨¥ z = z1 ¤® à §-
à¥§ .

�®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  f∗(z) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z −
− z1| < δ 6 |z1| (¥á«¨ ρ > 1, â® δ = |z1|; ¥á«¨ ρ 6 |z1|, â® δ = ρ) ¢
¢¨¤¥ áã¬¬ë àï¤  �¥©«®à 

Ln∗ z = f∗(z1) + ln
(
1 +

z − z1

z1

)
=

= f∗(z1) +
∞∑

1

(−1)k−1

k

(
z − z1

z1

)k
, |z − z1| < δ 6 |z1|.(2.35)

I �¥à¢ë© á¯®á®¡. �à¥®¡à §ã¥¬ ¯®¤«®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ¢ëà -
¦¥¨¥ Ln∗ z ≡ Ln∗(z + z1 − z1) ≡ Ln∗ z1

(
1 + z − z1

z1

)
. �¨¤®, çâ®

«î¡ ï ¢¥â¢ì ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ Ln∗ z1 ¢ â®çª¥ z1 6= 0. �®-
íâ®¬ã ¬®¦® § ¯¨á âì, çâ®

f∗(z) = Ln∗ z1

(
1 +

z − z1

z1

)
= Ln∗ z1 + ln

(
1 +

z − z1

z1

)
=

= f∗(z1) + ln
(
1 +

z − z1

z1

)
,
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£¤¥ ln
(
1 + z − z1

z1

)
| â  ¢¥â¢ì Ln

(
1 + z − z1

z1

)
, ¤«ï ª®â®à®©

Ln
(
1 + z − z1

z1

)∣∣∣∣∣
z=z1

= 0. � §«®¦¥¨¥ â ª®© ¢¥â¢¨ ã¦¥ ¨§¢¥áâ®

ln
(
1 + z − z1

z1

)
=
∞∑
1

(−1)k−1

k

(
z − z1

z1

)k
, |z − z1| < |z1|.

�à®¬¥ â®£®, § ¬¥â¨¬, çâ®   «ãç¥ z − z1
z1

= t, t ∈ R, ⇐⇒
⇐⇒ z = z1 + z1t, t > −1 äãªæ¨ï ln

(
1 + z − z1

z1

)
¯à¨¨¬ ¥â

¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï ¨ à §« £ ¥âáï ¢ ª« áá¨ç¥áª¨© àï¤ ¯®
áâ¥¯¥ï¬ t. � á¨«ã â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨, ¨ ln

(
1 + z − z1

z1

)
=

=
∞∑
1

(−1)k−1

k

(
z − z1

z1

)k
, |z − z1| < |z1|. �â® ª á ¥âáï f∗(z), â®

Ln∗ z = f∗(z1) + ln
(
1 +

z − z1

z1

)
=

= f∗(z1) +
∞∑

1

(−1)k−1

k

(
z − z1

z1

)k
, |z − z1| < δ 6 |z1|. J

�®¦® íâ® ¦¥ ¯®ª § âì ¯®-¤àã£®¬ã.
I �ãáâì ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − z1| < ρ

â®çª¨ z1. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, f∗(z) =
∫ z1

1

dξ
ξ

+
∫ z

z1

dξ
ξ

= f∗(z1) +

+
∫ z

z1

dξ
ξ

, £¤¥ ¨â¥£à « à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − z1| <
< ρ.

� §«®¦¨¬ ¨â¥£à « ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ z − z1:
z∫

z1

dξ

ξ + z1 − z1
=

z∫

z1

1
z1

dξ(
1 + ξ − z1

z1

) =

=
[
¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ®

∣∣∣∣∣
ξ − z1

z1

∣∣∣∣∣ < 1
]
=

=
∞∑

0

z∫

z1

(−1)k

z1

(
ξ − z1

z1

)
dξ =

∞∑

0

(−1)k

zk+1
1

(z − z1)k+1

k + 1
, |z − z1| < |z1|.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − z1| < δ 6 |z1| ¢¥â¢ì
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f∗(z) à §«®¦¨« áì ¢ àï¤ �¥©«®à 

Ln∗ z = f∗(z) = f∗(z1)+
∞∑

1

(−1)k−1

zk
1

(z − z1)k

k
, |z−z1| < δ 6 |z1|. J

�â ª, «î¡ ï ¢¥â¢ì f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln z, ¥á«¨
®  ®¯à¥¤¥«¥  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z−z0| < ρ 6 |z0| â®çª¨
z = z0, ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¢¨¤ã

f(z) = f(z0) + ln
(
1 +

z − z0

z0

)
(2.36)

¨ à §« £ ¥âáï ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ àï¤ �¥©«®à 

f(z) = f(z0) +
∞∑

1

(−1)k−1(z − z0)k

k(z0)k
, |z − z0| < ρ 6 |z0|. (2.37)

2.2.1. ¡) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  à¥£ã«ïàëå
¢¥â¢¥© Ln(z − a)(z − b)

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¢¥â¢¨, à¥£ã«ïàë¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨
z = c, ¡®«¥¥ á«®¦®© ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln(z − a)(z − b).
�  ¨¬¥¥â âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = a, z = b, z = ∞ ¨ à á¯ -
¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, ¨å á®¥¤¨-
ïîé¨å.

�ãáâì z = c ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â à §à¥§ã. �®£¤  «î¡ ï ¢¥â¢ì
à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨,   § ç¨â, à §-
« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤ �¥©«®à .

�à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ã «î¡®© ¢¥â¢¨ ¢ ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à á-
á¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = c:
f∗(z) = Ln∗(z − a)(z − b) ≡ Ln∗(z − a − c + c)(z − b − c + c) ≡

≡ Ln∗(c − a)(c − b)
(
1 +

z − c

c − a

) (
1 +

z − c

c − b

)
.

�¨¤®, çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì ¯à¨¨¬ ¥â ¢ â®çª¥ z = c ®¤® ¨§
§ ç¥¨© Ln(c− a)(c− b). �®íâ®¬ã ¬®¦® § ¯¨á âì, çâ® «î¡ ï
¢¥â¢ì f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln(z−a)(z−b) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
â®çª¨ z = c ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤ã

f(z) = f(c) + ln
(
1 +

z − c

c − a

)
+ ln

(
1 +

z − c

c − b

)
,
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£¤¥ ý¬ «¥ìª¨¥þ «®£ à¨ä¬ë ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï, à ¢ë¥ 0
¯à¨ z = c ¨ ¨¬¥îâ áâ ¤ àâë¥ à §«®¦¥¨ï ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z −
− c):

f(z) = f(c) + ln
(
1 +

z − c

c − a

)
+ ln

(
1 +

z − c

c − b

)
=

= f(c) +
∞∑

1

(−1)k−1(z − c)k

k

(
1

(c − a)k
+

1
(c − b)k

)
,

|z − c| < δ 6 min{|c − a|, |c − b|}. (2.38)

2.2.1. ¢) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  
à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© Ln az+b

ez+d

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¬®£®§ çãî äãªæ¨î Ln az + b
ez + d

. � 
¨¬¥¥â ã¦¥ â®«ìª® ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = − b

a , z = − d
e (∞,

ª ª ¬ë ¯®ª § «¨ ¢ ¯. 2.1.7, ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï), ¨
à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, ¨å
á®¥¤¨ïîé¨å.

�ãáâì â®çª  z = c ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â à §à¥§ã.
I �®£¤  «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z −
− c| < ρ íâ®© â®çª¨ ¨ à §« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤ �¥©«®à  (£¤¥ ρ
| à ááâ®ï¨¥ ®â â®çª¨ z = c ¤® à §à¥§ ).

�à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢á¥å ¢¥â¢¥© ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à á-
á¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = c:

f∗(z) = Ln∗
az + b

ez + d
≡ Ln∗

a(z − c + c) + b

e(z − c + c) + d
≡

≡ Ln∗
b + ac

d + ec

1 + a(z − c)
b + ac

1 + e(z − c)
d + ec

=

= Ln∗
b + ac

d + ec
+ ln

(
1 +

a(z − c)
b + ac

)
− ln

(
1 +

e(z − c)
d + ec

)
,

£¤¥ ý¬ «¥ìª¨¥þ «®£ à¨ä¬ë à ¢ë 0 ¯à¨ z = c ¨ ¨¬¥îâ áâ -
¤ àâë¥ à §«®¦¥¨ï ¯à¨ |z − c| < δ 6 min

{∣∣∣∣c + b
a

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣c + d

e

∣∣∣∣
}
. J
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�¥¯¥àì § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â Ln z ¨ Ln(z − a)(z − b),
ã ª®â®àëå z = ∞ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï, ã ¯®«®©   -
«¨â¨ç¥áª®© äãªæ¨¨ Ln αz − a

βz − b
â®çª  z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®ç-

ª®© ¢¥â¢«¥¨ï. �®íâ®¬ã «î¡ ï ¢¥â¢ì ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
á®¥¤¨ïîé¨¬ ã«¨ ç¨á«¨â¥«ï ¨ § ¬¥ â¥«ï, ï¢«ï¥âáï à¥£ã-
«ïà®© ¢ ¥ª®â®à®© ¯à®ª®«®â®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ρ < |z| < ∞ â®çª¨
z = ∞ ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì à §«®¦¥  ¢ ¥© ¢ àï¤ �®à  .
I �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨ à ááã¦¤¥¨ï¬¨ | ¯à¨¢¥¤ñ¬
¢á¥ ¢¥â¢¨ ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
z = ∞:

Ln∗
αz − a

βz − b
≡ Ln∗


α

β
·
1 − a

αz

1 − b
βz

 = Ln∗
α

β
+ln

(
1 − a

αz

)
− ln

(
1 − b

βz

)
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
Ln αz − a

βz − b
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = ∞ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ 

¢ ¢¨¤¥

f(z) = f(∞) + ln
(
1 − a

αz

)
− ln

(
1 − b

βz

)
=

= f(∞)−
∞∑

1

1
kzk


( a

α

)k
−

(
b

β

)k , max
{∣∣∣∣∣

a

α

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
b

β

∣∣∣∣∣
}
6 δ < |z| < ∞.(2.39)

�á¥ ý¬ «¥ìª¨¥þ «®£ à¨ä¬ë à ¢ë 0 ¯à¨ z = ∞. J

2.2.2. �¨¬ ®¢  ¯®¢¥àå®áâì Ln z

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î, Ln z =
∫ z

1

dξ
ξ

. � áá¬®âà¨¬ ®ªà¥áâ®áâì
C0: |z−2| < 2 (á¬. à¨á. 2.13) â®çª¨ z = 2. �®£¤  ¬®¦® § ¯¨á âì
Ln z =

∫ z

1

dξ
ξ

=
∫ 2

1

dξ
ξ

+
∫ z

2

dξ
ξ

= Ln 2 +
∫ z

2

dξ
ξ

, £¤¥ |z − 2| < 2.
�ªà¥áâ®áâì |z − 2| < 2 | ®¤®á¢ï§ ï ®¡« áâì, ¥ á®¤¥à¦¨â
 ç «® ª®®à¤¨ â, ¯®íâ®¬ã § ç¥¨¥ ¢ «î¡®© â®çª¥ z ªàã£ 
¥ § ¢¨á¨â ®â â®£®, ¯® ª ª®© ªà¨¢®© ¡¥àñâáï ªà¨¢®«¨¥©ë©
¨â¥£à «. � áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à, âã ¢¥â¢ì f0(z), ¤«ï ª®â®à®©
f0(2) = ln 2+2πk0i, k0 ∈ Z. � §«®¦¨¬ ¨â¥£à « ¢ àï¤ �¥©«®à :

z∫

2

dξ

ξ
=

z∫

2

dξ

(ξ + 2 − 2)
=

1
2

z∫

2

dξ

1 + ξ − 2
2

=
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=
∞∑

0

(−1)k (z − 2)k+1

2k+1(k + 1)
, |z − 2| < 2.

�®£¤  f0(z) = ln 2 + 2πk0i +
∞∑
1
(−1)k−1 (z − 2)k

2kk
, |z − 2| < 2.

x0

y

C0

−1 1 2 3 4

−2i

−i

i

2i

x0

y
C1

−1 1 2 3 4

−2i

−i

i

2i

3i

�¨á. 2.13 �¨á. 2.14

�¥¯¥àì ¢®§ì¬ñ¬ â®çªã z1 ¢ ªàã£¥ C0, ® â ªãî, çâ® ªàã£
C1: |z−z1| < |z1| (á¬. à¨á. 2.14) á æ¥âà®¬ ¢ íâ®© â®çª¥ à ¤¨ãá 
|z1| ç áâ¨ç® ý¢ëå®¤¨âþ ¨§ ªàã£  |z − 2| < 2,  ¯à¨¬¥à, z1 =
= (2; 1, 5).

�®£¤ , f1 =
∫ z

1

dξ
ξ

=
∫ z1

1

dξ
ξ

+
∫ z

z1

dξ
ξ

. � §«®¦¨¬ ¨â¥£à « ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨:

z∫

z1

dξ

(ξ − z1) + z1
=

z∫

z1

1
z1

dξ

1 + ξ − z1
z1

=

=
∞∑

0

(−1)k

zk+1
1

(z − z1)k+1

k + 1
, |z − z1| < |z1|.

�®«ãç ¥¬, çâ®

f1(z) = f0(z1) +
∞∑

1

(−1)k−1

zk
1

(z − z1)k

k
, |z − z1| < |z1|.

� ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ § ç¥¨¥ à¥£ã«ïà®© äãª-
æ¨¨, § ç¥¨ï ª®â®à®© á®¢¯ ¤ îâ á® § ç¥¨ï¬¨ Ln z ¢ ®¡-
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x0

y

C4

−4 −3 −2 −1 1 2 3

−2i

−i

i

2i

3i

4i

5i

6i

�¨á. 2.15

« áâ¨ C0∪C1. �à®¤®«¦¨¬ ¯à®æ¥áá, ¢ë¡¨à ï â®çª¨,  ¯à¨¬¥à,
z2 = (1; 3), z3 = (−1; 1), z4 = (−2; 0) | ¯®«ãç¨¬ à¥£ã«ïàãî
äãªæ¨î ¢ ®¡« áâ¨ C0 ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ C4 (á¬. à¨á. 2.15). � 
á ¬®¬ ¤¥«¥ ¬ë ®áãé¥áâ¢¨«¨   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ í«¥-
¬¥â  f0(z) ¯® ¢ë¡à ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ â®ç¥ª. �¥¯¥àì
¢ëà¥¦¥¬ ¨§ ¡ã¬ £¨ ¯®«ãç¥ë¥ ªàã¦®çª¨ ¨ ¯à¨ª«¥¨¬ ¨å ¤àã£
  ¤àã£ , ¯®¬¥é ï æ¥âàë ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â®çª¨ (ª ª  
à¨á. 2.14). �á«¨ ¯®«®¦¨âì áª«¥¥ãî ä¨£ãàã   ¯«®áª®áâì,
¯®«ãç¨âáï à¨á. 2.15.

�¥¯¥àì | ¢¨¬ ¨¥! � áá¬®âà¨¬ ®ªà¥áâ®áâì C5 á æ¥âà®¬
¢ â®çª¥ z5 = −1 − 1, 5i: C5: |z − (−1 − 1, 5i)| < |1 − 1, 5i|. � ¥©
f5(z) = f4(−1 − 1, i) +

∞∑
1

(−1)k−1

zk
5

(z − z5)k

k
, |z − z5| < |z5|. �®,

¥á«¨ ¬ë  à¨áã¥¬ íâã ®ªà¥áâ®áâì ¢ ¨áå®¤®© ¯«®áª®áâ¨, â®
®  ¯¥à¥á¥çñâ ®ªà¥áâ®áâì C0 (á¬. à¨á. 2.16).

� ý«ãª¥þ ã¦¥ ¥áâì f0(z) ¨ ¯®ï¢¨«¨áì § ç¥¨ï f5(z) =
= f0(z) + 2πi. �â® ®ç¥¢¨¤®, ¯®â®¬ã çâ® ¬ë ®¡®è«¨  ç «®
ª®®à¤¨ â.

ý�á¯à ¢¨¬þ á¨âã æ¨î á ¬®£®§ ç®áâìî | ¯à¨ª«¥¨¬
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x0

y

C0C4

C5

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3i

−2i

−i

i

2i

x0

y

C4

C5

C6

C7−4 −3 −2 −1 1 2

−4i

−3i

−2i

−i

i

2i

�¨á. 2.16 �¨á. 2.17

ªàã¦®ª ª ªàã¦ªã C4. �¥¯¥àì  è  ¯®¢¥àå®áâì ¨§ ªàã¦ª®¢
ã¦¥ ¥ ¯®¬¥áâ¨âáï    èã ¯«®áª®áâì |  ç¨ ¥âáï ý¢â®à®©
íª§¥¬¯«ïàþ ¯«®áª®áâ¨. �à®¤®«¦¨¬  è ¯à®æ¥áá,  ª«¥¨¢ ï,
 ¯à¨¬¥à, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ªàã¦ª¨ C6: |z +2| < 2, C7: |z− (1−
− 0, 5i)| < |1 − 0, 5i| (á¬. à¨á. 2.17). �àã¦®çª¨ ¯® â ª®¬ã ¦¥
¯à¨æ¨¯ã ¬®¦® ¯à¨ª«¥¨¢ âì, ¢ë¡¨à ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ zi,
çâ®¡ë  è  ¯®¢¥àå®áâì ¨§ ªàã¦ª®¢ ýà §à áâ « áìþ ¨ ¯® ¢¨-
â®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ ý¢è¨àìþ | ¡ã¤¥â ¯®áâ¥¯¥® ¯®«ãç âìáï
â®, çâ®  §ë¢ ¥âáï �¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâìî ¤«ï Ln z. �â® ¡ã-
¤¥â ¡¥áª®¥ç ï ý¢¢¥àåþ ¨ ý¢¨§þ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª ï ý¢¨â®¢ ïþ
¯®¢¥àå®áâì,   ª®â®à®© Ln z ï¢«ï¥âáï ®¤®§ ç®© äãªæ¨¥©.
2.2.3. � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  

à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n
√

z, n
√

Pm(z), n

√
Pm(z)

Qk(z)

2.2.3.  ) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  à¥£ã«ïàëå
¢¥â¢¥© n

√
z

� ª ¨§¢¥áâ®, ¬®£®§ ç ï äãªæ¨ï n
√

z à á¯ ¤ ¥âáï  
à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ â®çª¨
z = 0 ¨ z = ∞. �ãáâì â®çª  z = a ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â à §à¥§ã
| â®£¤  ¤«ï «î¡®© ¢¥â¢¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ®áâì
|z − a| < ρ 6 |a| íâ®© â®çª¨, ¢ ª®â®à®© ®  à¥£ã«ïà  (£¤¥ ρ |
à ááâ®ï¨î ®â â®çª¨ z = a ¤® à §à¥§ , ρ 6 |a|).

97



�«ï à §ëå ¢¥â¢¥© ®ªà¥áâ®áâ¨, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, à §ë¥ |
®¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï à §à¥§®¬.

�à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ã ¯à®¨§¢®«ì®© ¢¥â¢¨ f∗(z) ª ¢¨¤ã, ã¤®¡-
®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a:

f∗(z) = n
√

z∗ ≡ n

√
(z − a + a)∗ ≡ n

√
a
(
1 +

z − a

a

)
.

�¨¤®, çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì ¢ â®çª¥ z = a | æ¥âà¥ à §«®¦¥¨ï,
¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ § ç¥¨© n

√
a. �®íâ®¬ã ä®à¬ã«ã ¬®¦®

§ ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

f∗(z) ≡ n
√

a∗
(
1 +

z − a

a

) 1
n

0
= f∗(a)

(
1 +

z − a

a

) 1
n

0
,

£¤¥
(
1 + z − a

a

) 1
n

0
| íâ® â  à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãª-

æ¨¨
(
1 + z − a

a

) 1
n , ª®â®à ï à ¢  1 ¯à¨ z = a, ¨«¨, çâ® â® ¦¥,

¯à¨¨¬ ¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï   ¯àï¬®© z − a
a = y ∈ R,

  ¯®â®¬ã à §« £ ¥âáï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¢ áâ ¤ àâë© àï¤ �¥©-
«®à .

�â ª, ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a «î¡ ï ¢¥â¢ì f(z) ¬®£®-
§ ç®© äãªæ¨¨ n

√
z ¨¬¥¥â ¢¨¤

f(z) = f(a)
(
1 +

z − a

a

) 1
n

0
=

= f(a)
∞∑

0

Ck
1
n

(z − a)k

ak
, |z − a| < ρ 6 |a|. (2.40)

2.2.3. ¡) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  
à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n√

P n(z)

�á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì ¬®£®§ çãî äãªæ¨î
n

√
(z + a)k(z + b)n−k,

â® ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥-
§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ à §«¨çë¥ ã«¨ ¯®¤ª®à¥®£® ¢ëà ¦¥¨ï.
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�à®¢®¤ï   «®£¨çë¥ à ááã¦¤¥¨ï ¤«ï ª®¥ç®© â®çª¨
z = c, ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = c ¢¥â¢ì äãª-
æ¨¨ f∗(z) = n

√
(z + a)k(z + b)n−k∗ ¯à¨¬¥â ¢¨¤:

f∗(z) = n

√
(z + a)k(z + b)n−k∗ ≡

≡ n

√
(z + a − c + c)k(z + b − c + c)n−k∗ ≡

≡ n

√
(a + c)(b + c)

(
1 +

z − c

a + c

)k (
1 +

z − c

b + c

)n−k
∗ =

= n

√
(a + c)(b + c)∗

(
1 +

z − c

a + c

) k
n

0

(
1 +

z − c

b + c

)n−k
n

0
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = a «î¡ ï ¢¥â¢ì
f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ n

√
(z + a)k(z + b)n−k ¨¬¥¥â ¢¨¤

f(z) = f(c)
(
1 +

z − c

a + c

) k
n

0

(
1 +

z − c

b + c

)n−k
n

0
. (2.41)

£¤¥ g(z) =
(
1 + z − c

a + c

) k
n

0
| â  ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨

(
1 + z − c

a + c

) k
n , ¤«ï ª®â®à®© g(c) = 1 ¨

g(z) =
(
1 +

z − c

a + c

) k
n

0
=
∞∑

0

Cm
k
n

( z − c

a + c

)m
, |z − c| < |a + c|.

�®çª  z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï, ¯®íâ®¬ã ª ¦-
¤ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®¬ ª®«ìæ¥ ρ < |z| < ∞, ¨ ¥ñ
¬®¦® à áª« ¤ë¢ âì ¢ ñ¬ ¢ àï¤ �®à  .

�à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢á¥å ¢¥â¢¥© ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à á-
á¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ∞:

f∗(z) = n

√
(z + a)k(z + b)n−k∗ ≡ n

√
zn

(
1 +

a

z

)k (
1 +

b

z

)n−k
∗ .

�¨¤®, çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì ¢ ∞ ¯à¨¨¬ ¥â ®¤® ¨§ § ç¥¨©
n
√

zn. �® íâ® § ç¥¨¥ ¯® ¬®¤ã«î à ¢® ∞| à ¡®â âì á ¨¬ ¥
¯à®áâ®.

�®¦® ¯®áâã¯ âì ¤¢®ïª®.
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�®-¯¥à¢ëå, ¢ ¯. 2.1.3, (2.20), ¯®ª § ®, çâ® n
√

zn | íâ® ä®à-
¬ã«  á®¤¥à¦¨â n à §«¨çëå ®¤®§ çëå äãªæ¨©: n

√
zn =

= ze
2πmi

n . �®íâ®¬ã ¬®¦® § ¯¨á âì, çâ®

fm(z) = ze
2πmi

n

(
1 +

a

z

) k
n

0

(
1 +

b

z

)n−k
n

0

, m = 0, 1, . . . , (n − 1), (2.41∗)

£¤¥ g(z) =
(
1 + a

z

) k
n

0
| íâ® â  ¢¥â¢ì äãªæ¨¨

(
1 + a

z

) k
n , ¤«ï

ª®â®à®© g(∞) = 1 ¨

g(z) =
(
1 +

a

z

) k
n

0
=
∞∑

0

C l
k
n

(a
z

)l
,

∣∣∣∣∣
a

z

∣∣∣∣∣ < 1⇐⇒ |z| > |a|.

�®-¢â®àëå, çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì à ¡®âë á ∞, ç áâ® à áá¬ âà¨-
¢ îâ f(z)

z

∣∣∣∣∣∞. �®¤à®¡¥¥ á¬. ¢ ¯à¨¬¥à å.

2.2.3. ¢) � §«®¦¥¨¥ ¢ àï¤ë �¥©«®à  ¨ �®à  

à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n

√
Pm(z)

Qm(z)

�á«¨ à áá¬ âà¨¢ âì äãªæ¨î n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m , m < n, â® ® 
à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®-
¥¤¨ïîé¨¬ ã«¨ ç¨á«¨â¥«ï ¨ § ¬¥ â¥«ï.

�ãáâì â®çª  z = c ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â à §à¥§ã. �®£¤  «î¡ ï
¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − c| < ρ (£¤¥ ρ |
à ááâ®ï¨î ®â â®çª¨ z = a ¤® à §à¥§ ) ¨ à §« £ ¥âáï â ¬ ¢
àï¤ �¥©«®à .

� ¯®¬®éìî ¯à¥®¡à §®¢ ¨©,   «®£¨çëå ¯à¥¤ë¤ãé¨¬,
¯®«ãç¨¬, çâ®

f∗(z) = n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m ∗ ≡ n

√
a0(z − c + c − a)m

b0(z − c + c − b)m ∗ ≡

≡ n

√√√√√√√√(c − a

c − b

)m a0

b0

(
1 + z − c

c − a

)m

(
1 + z − c

c − b

)m ∗ =
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= n

√(c − a

c − b

)m a0

b0
∗
(
1 +

z − c

c − a

)m
n

0

(
1 +

z − c

c − b

)−m
n

0
=

= f∗(c)
(
1 +

z − c

c − a

)m
n

0

(
1 +

z − c

c − b

)−m
n

0
,

â. ¥. «î¡ ï ¢¥â¢ì f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = c ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤ã

f(z) = f(c)
(
1 +

z − c

c − a

)m
n

0

(
1 +

z − c

c − b

)−m
n

0
. (2.42)

�®çª  z = ∞ ¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï äãª-

æ¨¨ n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m , ¯®íâ®¬ã «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ¥ª®â®à®¬
ª®«ìæ¥ ρ < |z| < ∞, ¨ ¥ñ ¬®¦® à áª« ¤ë¢ âì ¢ ñ¬ ¢ àï¤ �®-
à  :

f∗(z) = n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m ∗ ≡ n

√√√√√√√√a0

b0

(
1 − a

z

)m

(
1 − b

z

)m ∗ =

= n

√
a0

b0
∗
(
1 − a

z

)m
n

0

(
1 − b

z

)−m
n

0

= f∗(∞)
(
1 − a

z

)m
n

0

(
1 − b

z

)−m
n

0

,

â. ¥. «î¡ ï ¢¥â¢ì f(z) ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ n

√
a0(z − a)m

b0(z − b)m ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = ∞ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤ã

f(z) = f(∞)
(
1 − a

z

)m
n

0

(
1 − b

z

)−m
n

0

. (2.43)

2.2.3. £) � §«®¦¥¨¥ à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n
√

Pm(z),
m < n ¢ àï¤ �¥©«®à 

�á«¨ áâ¥¯¥ì ¬®£®ç«¥  Pm(z) ¬¥ìè¥ n, â® z = ∞ ï¢«ï-
¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨¨ n

√
Pm(z), m < n, ¨ «î¡ ï à¥-

£ã«ïà ï ¢¥â¢ì äãªæ¨¨ à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ c, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¥© à §à¥§ã, á®¥¤¨ïî-
é¥¬ã à §«¨çë¥ ª®à¨ ¬®£®ç«¥  Pm(z) ¨ ∞.

101



2.2.3. ¤) � §«®¦¥¨¥ à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© n

√
Pk(z)

Qm(z)
,

k < n, m < n, k 6= m ¢ àï¤ �¥©«®à 
�á«¨ áâ¥¯¥ì ç¨á«¨â¥«ï ¥ à ¢  áâ¥¯¥¨ § ¬¥ â¥«ï, â®

z = ∞ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï äãªæ¨¨ n

√
Pk(z)
Qm(z) , k < n,

m < n, k 6= m, ¨ «î¡ ï à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì äãªæ¨¨ à §« £ ¥âáï
¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ c, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¥©
à §à¥§ã, á®¥¤¨ïîé¥¬ã ã«¨ ç¨á«¨â¥«ï, § ¬¥ â¥«ï ¨ ∞.

2.2.4. �ï¤ë �¥©«®à  äãªæ¨© (1 + x2)α ¨ (1 + z2)α,
ln(1 + x2) ¨ ln(1 + z2)

�§¢¥áâ®, çâ® àï¤ë �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ x = 0 äãªæ¨©
(1 + x)α ¨ ln(1 + x) ¨¬¥îâ à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨, à ¢ë© 1. �â®
¥áâ¥áâ¢¥®, â. ª. ¯à¨ x = −1 ¯à®¨§¢®¤ë¥,  ç¨ ï á ¥ª®â®-
à®£® n, áâ ®¢ïâáï ¥®£à ¨ç¥ë¬¨.

�® ¯®ç¥¬ã ¨ ã äãªæ¨© (1+x2)α ¨ ln(1+x2) à ¤¨ãá áå®¤¨-
¬®áâ¨ à ¢¥ 1? �¥¤ì íâ¨ äãªæ¨¨ ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã-
¥¬ë   ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨. �  íâ®â ¢®¯à®á   1-®¬ ªãàá¥ ®â¢¥â 
¥â.

x0

y

i

�¨á. 2.18

�®£®§ çë¥ äãªæ¨¨ (1 + z2)α, α 6= 1
2 ¨

Ln(1 + z2) ¨¬¥îâ ¯® âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï:
z = ±i, z = ∞. �®íâ®¬ã à á¯ ¤ îâáï  
à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
¨å á®¥¤¨ïîé¨¬. �à®¢¥¤¥¬, ¤«ï ¯à¨¬¥à ,
à §à¥§ ¯® «ãç ¬ ¬¨¬®© ®á¨: (−i∞;−i] ∪
∪ [i; +i∞) (á¬. à¨á. 2.18), çâ®¡ë ¢¥â¢¨ áã-
é¥áâ¢®¢ «¨   ®á¨ Ox.

� áá¬®âà¨¬ á ç «  f(z) | âã ¢¥â¢ì (1+z2)α, ¤«ï ª®â®à®©
f(0) = 1. �®£¤  íâ  ¢¥â¢ì ®¯à¥¤¥«¥ , ¢ ç áâ®áâ¨,   ¢á¥©
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ ¨ á®¢¯ ¤ ¥â â ¬ á äãªæ¨¥© f(x) = (1 +
+ x2)α (¯à®¢¥àìâ¥!)

�ãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 0, § ç¨â, à §-
« £ ¥âáï â ¬ ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ z. � ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨
àï¤  à ¢¥ à ááâ®ï¨î ¤® ¡«¨¦ ©è¥© ®á®¡®© â®çª¨, â. ¥. |z| <
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< 1. � ¢®â ýá«¥¤®¬þ f(z)   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ ï¢«ï¥âáï
äãªæ¨ï f(x) = (1 + x2)α, § ç¨â, ®  à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ àï¤
�¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ x   ¯à®¬¥¦ãâª¥ (−1; 1), çâ® ª ª à § ¨ á®-
¢¯ ¤ ¥â á à¥§ã«ìâ â®¬ 1-£® ªãàá  ¨ ®¤®¢à¥¬¥® ®¡êïáï¥â â®,
¯®ç¥¬ã à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ à ¢¥ 1 (¥á¬®âàï   â®, çâ® äãª-
æ¨ï ¡¥áª®¥ç® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬    ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨!).

�¥¯¥àì ¯®¯à®¡ã¥¬ à §«®¦¨âì f(x) = (1 + x2)α ¯® áâ¥¯¥ï¬
à §®áâ¨ (x − a), £¤¥ a 6= 0, a ∈ R. �á¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ¢ â®çª¥
x = a áãé¥áâ¢ãîâ, § ç¨â, ¬®¦® § ¯¨á âì, çâ® àï¤ ¨¬¥¥â ¢¨¤
∞∑
0

fk(a)
k! (x− a)k. �® áå®¤¨âáï «¨ àï¤,  , ¥á«¨ áå®¤¨âáï, â® £¤¥ ¨

ª ç¥¬ã, ¯¥à¢®ªãàá¨ª áª § âì ¥ á¬®¦¥â. �à®¨§¢¥¤ï ®¡ëçãî
§ ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå: t = x − a, ¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ äãªæ¨î ª
¢¨¤ã

f(x) =
(
1 + ((x − a) + a)2

)α ⇐⇒ f̃(t) = (1+a2)α

(
1 +

t2 + 2at

1 + a2

)α
.

�® ª¢ ¤à âë© âàñåç«¥ 1 + t2 + 2at
1 + a2 ¥ à §« £ ¥âáï   «¨¥©-

ë¥ ¬®¦¨â¥«¨ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨, ¯®íâ®¬ã
á¢¥áâ¨ ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¨§¢¥áâëå àï¤®¢ ¥«ì§ï.

�®¯à®¡ã¥¬ á¤¥« âì íâ® á ¯®¬®éìî ����.

x0

y

−i

i

a

�¨á. 2.19

I � ª ª ª (1+z2)α à á¯ ¤ ¥âáï   à¥-
£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬
(á¬. à¨á. 2.19), â® «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã-
«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = a, a 6= 0, a ∈ R
¨ à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥-
ï¬ à §®áâ¨ z−a, à ¤¨ãá ª®â®à®£® à -
¢¥ à ááâ®ï¨î ®â æ¥âà  à §«®¦¥¨ï
¤® ¡«¨¦ ©è¥© ®á®¡®© â®çª¨, â. ¥. à -
¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  à ¢¥

√
a2 + 1.

�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ®â¢¥â¨âì   ¢®¯à®áë ¯¥à¢®ªãàá¨ª : â ª
ª ª f(x) = (1+x2)α ï¢«ï¥âáï á«¥¤®¬ f(z)   ®áì Ox, â® f(x) =
= (1 + x2)α à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ a 6= 0,
a ∈ R, ¨ à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ íâ®£® àï¤  à ¢¥

√
a2 + 1.

�®á¬®âà¨¬, ª ª ¢ë£«ï¤¨â àï¤ ¢ ����.
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� ª ª ª
(1 + z2)α = ((z + i)(z − i))α ≡ ((z − a + a + i)(z − a + a − i))α ≡

≡
(
(a + i)(a − i)

(
1 +

z − a

a + i

) (
1 +

z − a

a − i

))α
=

= (a2 + 1)α
∗
(
1 +

z − a

a + i

)α
0

(
1 +

z − a

a − i

)α
0

,

  f(a) = (1 + a2)α∗ , â®

f(z) = f(a)
(
1 +

z − a

a + i

)α
0

(
1 +

z − a

a − i

)α
0

.

� ¦¤ë© ¨§ ¬®¦¨â¥«¥©
(
1 + z − a

a + i

)α
0

(
1 + z − a

a − i

)α
0

à §« £ -
¥âáï ¢ á¢®© àï¤ �¥©«®à , ® ®¡  ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ à ¤¨ãá
áå®¤¨¬®áâ¨ R = |a ± i| = √a2 + 1.

�¡®§ ç¨¬, ¤«ï ã¤®¡áâ¢ , z − a = t, a + i = b, a − i = b.
�®£¤ 
(
1 +

t

b

)α
0

(
1 +

t

b

)α

0

=

=
(
1 + α

t

b
+

α(α − 1)t2

2!b2
+ . . . +

α(α − 1) . . .(α − k + 1)
k!bk

+ . . .

)
×

×
1 + α

t

b
+

α(α − 1)t2

2!b
2

+ . . . +
α(α − 1) . . .(α − k + 1)

k!b
k

+ . . .

 =

= 1 + αt

b + b

bb

 + t2
α(α − 1)

2!

 1
b2

+
1

b
2

 + α2 1

bb

 + . . .

�¨¤®, çâ® ª®íää¨æ¨¥âë à §«®¦¥¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë. � -
¯¨á âì ®¡é¨© ç«¥ ¬®¦®, ® ® ¢ë£«ï¤¨â £à®¬®§¤ª®. �âáî¤ ,
¢ ç áâ®áâ¨, ¢¨¤®, çâ® f(x) = (1 + x2)α, ª ª á«¥¤ f(z), ¨¬¥¥â
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ x = a ¢¨¤

f(x) = (a2 + 1)α
(
1 +

x − a

a + i

)α (
1 +

x − a

a − i

)α
,

ª ¦¤ë© ¬®¦¨â¥«ì ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¡¨®¬®¬, ® á ª®¬¯«¥ª-
áë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ (íâ®£®   1-®¬ ªãàá¥ ¥ ¯à®å®¤ïâ). J

�®«¥¥ ¨â¥à¥áë¬, â. ª. ¯®«ãç¨âáï å®à®è¨© àï¤, ¡ã¤¥â àï¤
¤«ï ln(1 + x2) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ x = a 6= 0, a ∈ R.
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I �®-¯à¥¦¥¬ã à §«®¦¨âì ¯®¤«®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥¨¥
  «¨¥©ë¥ ¬®¦¨â¥«¨ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨
¥¢®§¬®¦®. �®íâ®¬ã ¨ à §«®¦¨âì ¢ àï¤ ¢ ãá«®¢¨ïå à ¡®âë ¢
R â®¦¥ ¥ ¯®«ãç¨âáï. � ª ª ª â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï Ln(1 + z2) â¥
¦¥, çâ® ¨ ã (1 + z2)α, â® à §à¥§ ®áâ ¢¨¬ â®â ¦¥ (á¬. à¨á. 2.18).
� ª ª ª

Ln∗(1 + z2) ≡ Ln∗(z + i)(z − i) ≡ Ln∗(z − a + a + i)(z − a + a− i) ≡
≡ Ln∗(a + i)(a − i)

(
1 +

z − a

a + i

) (
1 +

z − a

a − i

)
=

= Ln∗(a2 + 1) + ln
(
1 +

z − a

a + i

)
+ ln

(
1 +

z − a

a − i

)
,

â®

f(z) = ln(a2 + 1) + ln
(
1 +

z − a

a + i

)
+ ln

(
1 +

z − a

a − i

)
=

= ln(a2 + 1) +
∞∑

1

(−1)k−1(z − a)k

k

(
(a − i)k + (a + i)k

(a2 + 1)k

)
=

= ln(a2 + 1) + 2
∞∑

1

(−1)k−1(z − a)k cos kα

k(a2 + 1)
k
2

, |z − a| <
√

a2 + 1,

£¤¥ sinα = 1√
a2 + 1

, cosα = a√
a2 + 1

.
�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

ln(1 + x2) =
ln(a2 + 1) + 2

∞∑

1

(−1)k−1(x − a)k cos kα

k(a2 + 1)
k
2

, |x − a| <
√

a2 + 1,

£¤¥ sinα = 1√
a2 + 1

, cosα = a√
a2 + 1

.
�®«ãç¨«áï ýªà á¨¢ë©þ àï¤! J
� ª ¯à®¡«¥¬ë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®   «¨§  ®¡êïáïîâáï ¨

à §à¥è îâáï á ¯®¬®éìî ����.
�¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ à¥è âì ¡®«¥¥ á«®¦ë¥ § ¤ ç¨.
�à¨¬¥à 2.7. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-

®© äãªæ¨¨ e−z · Ln(z − 1) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©
γ: z = 1 − it, t > 0 â ª ï, çâ® f ′′(0) = 1 − iπ. � ©¤¨â¥ ¯¥à¢ë¥
âà¨ ç«¥  à §«®¦¥¨ï f(z) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z − 2).
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x0

y

−i

i

2

�¨á. 2.20

I �®£®§ ç ï äãªæ¨ï e−z Ln(z−1)
¨¬¥¥â, á®£« á® ¯. 2.1.2, ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â-
¢«¥¨ï: z = 1, z = ∞, § ç¨â, à á¯ ¤ -
¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
¯à®¨§¢®«ìë¬ à §à¥§®¬, ¨å á®¥¤¨ïî-
é¨¬. � ¤ ë© à §à¥§ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
íâ®¬ã ãá«®¢¨î (á¬. à¨á. 2.20).

� ¤ ç  «î¡®¯ëâ ï, ¯®â®¬ã çâ® ¨
ä®à¬ã«  äãªæ¨¨ ¥ á®¢á¥¬ ®¡ëç ï,

¨ ãá«®¢¨¥ ¢ë¤¥«¥¨ï ¢¥â¢¨ ¥ áâ ¤ àâ®¥. �ã¤¥¬ à áá¬ â-
à¨¢ âì (e−z · Ln(z − 1))ez, çâ®¡ë ¯à¨ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ ¥
¯®ï¢«ï«áï Ln(z − 1).

�®íâ®¬ã f∗(z)ez = Ln(z − 1)∗ = ln |z − 1|+ i(ϕ0 + ∆ϕ), ϕ0 =
= arg(z0−1). �â®¡ë  ©â¨ ϕ0, ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ãá«®¢¨¥¬ § ¤ ç¨:

f(z)ez = Ln(z − 1)∗ ⇒ f(z)ez + f ′(z)ez =
1

z − 1
⇐⇒

⇐⇒ f ′(z)ez =
1

z − 1
− f(z)ez ⇒

⇒ 2f ′(z)ez + f(z)ez + f ′′(z)ez = − 1
(z − 1)2

⇒

⇒ f ′′(z)ez = − 1
(z − 1)2

− 2
z − 1

+ f(z)ez.

�® ãá«®¢¨î, f ′′(0) = 1 − iπ = 1 + f(0) ⇐⇒ f(0) = −iπ ⇒
⇒ f(0) = iϕ0 = −iπ ⇒

f(z)ez = ln |z − 1|+ i(−π + ∆ϕ).

� ©¤ñ¬ f(2): f(2)e2 = −2πi.
�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢¥â¢¥© ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï

à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 2:
f∗(z)ez = Ln∗(z − 1) = Ln∗(z − 2 + 1) = Ln∗ 1 + ln(1 + (z − 2))⇒

⇒ f(2)e2 = Ln∗ 1⇒ f(z) = (−2πi + ln(1 + (z − 2)))e−z.

� ª ª ª f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 2| < 1 â®çª¨ z =
= 2, â® à §«®¦¨¬ ¥ñ ¢ àï¤ �¥©«®à . �¡é¨© ç«¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï
àï¤®¢ § ¯¨á âì § âàã¤¨â¥«ì®.
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�®íâ®¬ã ®â¢¥â¨¬   ¢®¯à®á § ¤ ç¨ |  ©¤ñ¬ ¯¥à¢ë¥ âà¨
ç«¥ :
f(z) = (−2πi + ln(1 + (z − 2)))e−2e−(z−2) =

= e−2
(
−2πi + (z − 2) − (z − 2)2

2
+ o((z − 2)2)

)
×

×
(
1 − (z − 2) +

(z − 2)2

2
+ o((z − 2)2)

)
=

= e−2
(
−2πi + (1 + 2πi)(z − 2) − (πi + 1, 5)(z − 2)2 + o

(
(z − 2)2

))
.

�â¢¥â.
e−2

(
−2πi + (1 + 2πi)(z − 2) − (πi + 1, 5)(z − 2)2 + o

(
(z − 2)2

))
. J

�à¨¬¥à 2.8. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ Ln(z + iz2) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨-
â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ ¨ ®âà¥§ªã [0; i], â ª ï, çâ® Im f

(
e−i

π
6

)
= 0.

a) � §«®¦¨â¥ f(z) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ªàã£¥ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥
1 + i

2 .
b) � ©¤¨â¥ áã¬¬ã àï¤  ¢ â®çª¥ z = e−i

π
6 .

c) �ª ¦¨â¥ ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ z = 1 + i
2 , ¢ ª®â®à®© S(z) =

= f(z).
d) �ª ¦¨â¥ ®¡« áâì, ¢ ª®â®à®© S(z) = f(z).
I � «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï Ln(z + iz2) ¨¬¥¥â, ª ª ¯®ª § ®
¢ ¯. 2.1.6, âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = ∞, z = 0, z = i. � ç¨â,
®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
á®¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨ | § ¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã ãá«®¢¨î
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (á¬. à¨á. 2.21).

� ª ¨§¢¥áâ®, ¢®¯à®á ®¡ ®âëáª ¨¨ ®¡« áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨
àï¤  �¥©«®à  ¨«¨ �®à   à¥è ¥âáï ¡¥§  å®¦¤¥¨ï ª®íää¨-
æ¨¥â®¢ àï¤®¢ | ¢ ¦ë «¨èì á¢®©áâ¢  äãªæ¨¨.

�¨¤® (á¬. à¨á. 2.22), çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨

∣∣∣∣∣z −
(
1 + i

2

)∣∣∣∣∣ < 1
2 , § ç¨â, ®  à §« £ ¥âáï ¢ ¥© ¢ àï¤

�¥©«®à . �® à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  �¥©«®à , ¯®áâà®¥®£®
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z =

(
1 + i

2

)
à ¢¥ à ááâ®ï¨î ®â æ¥âà 
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�¨á. 2.21 �¨á. 2.22 �¨á. 2.23

à §«®¦¥¨ï ¤® ¡«¨¦ ©è¥© ®á®¡®© â®çª¨. �  è¥¬ ¯à¨¬¥à¥
R =

∣∣∣∣1 + i
2

∣∣∣∣ =
√

5
2 (á¬. à¨á. 2.22).

�ï¤ ¥ ýçã¢áâ¢ã¥âþ à §à¥§  | ® ¬®£ ¯®©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¯®
®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ ¨ «ãçã [1;+i∞).

�¡®§ ç¨¬ áã¬¬ã àï¤  S(z).
á) �®£¤ , ¥á«¨ £®¢®à¨âì ®¡ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = 1+ i

2 , ¢ ª®-

â®à®© S(z) = f(z), â® S(z) = f(z) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
∣∣∣∣∣z −

(
1 + i

2

)∣∣∣∣∣ <

< 1
2 (á¬. à¨á. 2.22).
d) �á«¨ £®¢®à¨âì ®¡ ®¡« áâ¨, ¢ ª®â®à®© S(z) = f(z), â®

íâ® ç áâì ªàã£ 
∣∣∣∣∣z −

(
1 + i

2

)∣∣∣∣∣ <
√

5
2 , ®£à ¨ç¥ ï £à ¨æ ¬¨

à §à¥§  (á¬. à¨á. 2.23).
�¥¯¥àì ¯¥à¥©¤ñ¬ ª ¯ãªâã  ).
1. � ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã ¢¥â¢¨. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, f∗(z) =

= Ln∗ iz(z − i) = ln |iz(z − i)| + i(ϕ0∗ + ∆ϕ1 + ∆ϕ2). � ª ª ª
Im f

(
e−i

π
6

)
= iϕ0 = 0, â®

f(z) = ln |iz(z − i)|+ i(∆ϕ1 + ∆ϕ2),
∆ϕ1 = ∆arg z, ∆ϕ2 = ∆ arg(z − 1).

2. �à¨¢¥¤ñ¬ ¢á¥ ¢¥â¢¨ ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ æ¥âà  à §«®¦¥¨ï:
Ln∗(z + iz2) ≡ Ln∗ iz(z − i) ≡

≡ Ln∗ i
(
z −

(
1 +

i

2

)
+

(
1 +

i

2

)) (
−i + z −

(
1 +

i

2

)
+

(
1 +

i

2

))

∗
| ¢ëà ¦¥¨¥ £à®¬®§¤ª®¥.
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�¤¥« ¥¬ § ¬¥ã, ¯®«®¦¨¢ t = z −
(
1 + i

2

)
, 1 + i

2 = a. �®£¤ 
¯®«ãç¨¬
Ln∗ i(t + a)(t + a) ≡

≡ Ln∗ iaa
(
1 +

t

a

) (
1 +

t

a

)
≡ Ln∗

5i

4

(
1 +

t

a

) (
1 +

t

a

)
=

= Ln∗
5i

4
+ln

(
1 +

t

a

)
+ln

(
1 +

t

a

)
= f∗(0)+ln

(
1 +

t

a

)
+ln

(
1 +

t

a

)
.

3. � ©¤ñ¬ f
(
1 + i

2

)
= f(t)|t=0.

f

(
1 +

i

2

)
= ln

5
4
− i

((
2π − π

6
− arctg

1
2

)
+

+
(
2π −

(π
2
− arctg

1
2
− π

6

)))
= ln

5
4
− i

7π

2
.

4. �¥¯¥àì ¬®¦® § ¯¨á âì àï¤ �¥©«®à :

S(t) = f(0) +
∞∑

n=1

(−1)n−1tn

n

( 1
an

+
1
an

)
=

= ln
5
4
− i

7π

2
+

∞∑

n=1

(−1)n−122n+1tn cosn arctg 1
2

5
n
2 n

, |t| <
√

5
2

,

¨«¨

S(z) = ln
5
4
− i

7π

2
+

∞∑

n=1

(−1)n−122n+1
(
z − 1 − i

2

)n
cosn arctg 1

2

5
n
2 n

,
∣∣∣∣∣z − 1 − i

2

∣∣∣∣∣ <
√

5
2

.

b) � ©¤ñ¬ áã¬¬ã àï¤  ¢ â®çª¥ z = e−i
π
6 .

�®¤áâ ¢¨¬ ¢ ä®à¬ã«ã S(z) = ln |iz(z − i)| + i(ϕ0 + ∆ϕ1 +

+ ∆ϕ2), ϕ0 = (arg(iz(z − i)))1+ i
2
, ¨§¢¥áâ®¥ § ç¥¨¥ S

(
1 + i

2

)

¢ æ¥âà¥ à §«®¦¥¨ï ¢ àï¤, £¤¥ S
(
1 + i

2

)
= f

(
1 + i

2

)
:

S

(
1 +

i

2

)
= ln

∣∣∣∣∣∣i
(
1 +

i

2

) (
1 − i

2

)∣∣∣∣∣∣+i(ϕ0) = ln
5
4
−i

7π

2
⇒ ϕ0 = − 7π

2
.

�®íâ®¬ã S(z) = ln |iz(z − i)|+ i
(
− 7π

2 + ∆ϕ1 + ∆ϕ2

)
.
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x0

y

−1 1 2 3

−i

i

2i

�¨á. 2.24

� ©¤ñ¬ ¯à¨à é¥¨ï  à£ã¬¥-
â®¢, ¯à®©¤ï ¯® ¯àï¬®© ®â æ¥-
âà  ªàã£  ¤® â®çª¨ z=e−

πi
6 ,

â. ¥. ®â
(
1; 1

2

)
¤®

(√
3

2 ;− 1
2

)
(á¬.

à¨á. 2.24):

∆ϕ1 = −
(π
6

+ arctg
1
2

)
,

∆ϕ2 = −
(π
2
− arctg

1
2
− π

6

)
.

�®«ãç¨¬: S
(
e−i

π
6

)
= 1

2 ln 3 − 4πi.

�â¢¥â. 1
2 ln 3 − 4πi. J

�à¨¬¥à 2.9. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-

®© äãªæ¨¨
√

9z2 − 1
z2 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®© γ:

∣∣∣∣z − i
4

∣∣∣∣ = 5
12 , Im z > 0, â ª ï, çâ® f

(
i
2

)
=
√

13.
 ) � §«®¦¨â¥ f(z) ¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ®ªà¥áâ-

®áâ¨ z = ∞.
¡) � ©¤¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®«ãç¥®£®

àï¤ .
¢) �ëç¨á«¨â¥ áã¬¬ã àï¤  ¢ â®çª¥ z = i

2 .
£) �ª ¦¨â¥ ª®«ìæ®, ¢ ª®â®à®¬ áã¬¬  àï¤  à ¢  f(z).

I � ¤ ç  ¥ á ¬ ï ¯à®áâ ï. � ª¨¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï ã äãª-
æ¨¨?

�¥à¢ë© á¯®á®¡. � ç¨á«¨â¥«¥ ¤¢  ª®àï à §«¨çë¥. �
§ ¬¥ â¥«¥ ª®à¨ ®¤¨ ª®¢ë | íâ® § ç¨â, çâ® ¯®á«¥ ®¡å®¤ 
z = 0 ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  z à ¢® 4π, ¨ § ç¥¨¥ ¥ ¨§¬¥-
¨âáï. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

√
9z2 − 1

z2 ¨¬¥¥â â®«ìª® ¤¢¥ â®çª¨

¢¥â¢«¥¨ï: z = ± 1
3 ¨, ¢ á¨«ã ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ , à á¯ ¤ -

¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, ¨å á®¥¤¨-
ïîé¨¬. � ¤ ë© à §à¥§ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â íâ®¬ã ãá«®¢¨î (á¬.
à¨á. 2.25 ).
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x

y

− 1
3

1
3

−1 1

i

x0

y

− 1
3

1
3

−1 1

i

x0

y

− 1
3

1
3

− 2
3

2
3

−1 1

−i

i

�¨á. 2.25  �¨á. 2.25¡ �¨á. 2.25¢

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î,
√

9z2 − 1
z2 ∗

=

√∣∣∣∣∣∣
9z2 − 1

z2

∣∣∣∣∣∣ e
i(ϕ0+∆γϕ1+∆γϕ2−2∆γϕ3)

2 ⇒

⇒ f

(
i

2

)
=
√

13 =
√

13e
i(ϕ0)

2 ⇐⇒ e
i(ϕ0)

2 = 1⇒

⇒ f(z) =

√∣∣∣∣∣∣
9z2 − 1

z2

∣∣∣∣∣∣ e
i(∆γϕ1+∆γϕ2−2∆γϕ3)

2 .

�î¡ ï ¢¥â¢ì, ®¯à¥¤¥«ñ ï ¢  è¥© ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
à¥£ã«ïà  ¢ ª®«ìæ¥ 2

3 < |z| < ∞, ¯®íâ®¬ã à §« £ ¥âáï ¢ ñ¬ ¢
àï¤ �®à  . �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¢¥â¢ì ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ z = ∞:√

9z2 − 1
z2 ∗

≡
√

9
(
1 − 1

9z2

)
∗

=
√

9∗
(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
= f∗(∞)

(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
.

� ©¤ñ¬ f(+∞):
∆γϕ1 = ∆γ arg

(
z +

1
3

)
= − arctg

3
2

,

∆γϕ2 = ∆γ arg
(
z − 1

3

)
= π + arctg

3
2

,

∆γϕ3 = ∆γ arg z = − π

2
⇒ f(+∞) = 3eiπ = −3⇒

⇒ f(z) = −3
(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
.

� §«®¦¨¬ −3
(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
¢ àï¤ �®à  

−3
(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
= −3

∞∑

0

Ck
1
2

(−1)k

(9z2)k
,

1
3

< |z| < ∞.
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�ï¤ áå®¤¨âáï ¢ ª®«ìæ¥ 1
3 < |z| < ∞ (á¬. à¨á. 2.25¡ ),

® ¥£® áã¬¬  S(z) á®¢¯ ¤ ¥â á f(z) â®«ìª® ¢ ®¡« áâ¨ D =

= R2 \
(∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣ < 5
12 ∪ |z| < 1

3

)
(á¬. à¨á. 2.25¢). �á«¨ £®¢®-

à¨âì ® â®¬, ¢ ª ª®¬ ª®«ìæ¥ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ, â® S(z) = f(z) =

= −3
∞∑
0

Ck
1
2

(−1)k

(9z2)k , 5
12 + 1

4 = 2
3 < |z| < ∞ (á¬. à¨á. 2.25¢). �¥¯¥àì

¡ã¤¥¬ ¨áª âì S
(
i
2

)
. � §à¥§ ¬ë § ¤ «¨ ¯® á¢®¥© ¢®«¥,   àï¤

¯®áâà®¥ ¯® ý¯®¢¥¤¥¨îþ ¢¥â¢¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ∞ ¨ ¨¬¥¥â á¢®ñ
ª®«ìæ® áå®¤¨¬®áâ¨ | ® ¥ ý¢¨¤¨âþ à §à¥§  | à ¤¨ãá ¢ãâ-
à¥¥© £à ¨æë ª®«ìæ  ý¤¨ªâãîâþ ®á®¡ë¥ â®çª¨ z = ± 1

3 . �
à §à¥§ ¢¯®«¥ ¬®£  å®¤¨âìáï ¢ãâà¨ ªàã£  |z| < 1

3 .
�¨¤®, çâ® ¯à¨  «¨ç¨¨ à §à¥§  ý¯à®¤¢¨ãâìáïþ ¨§ ∞, £¤¥

¨§¢¥áâ® § ç¥¨¥ S(∞), ¢ â®çªã z = i
2 , ¬¨ãï ¢ãâà¥®áâì

ªàã£  |z| < 1
3 , £¤¥ S(z) ¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ¥¢®§¬®¦®. � ©¤ñ¬

ä®à¬ã«ã S(z) ¢ ª®«ìæ¥ |z| > 1
3 :

√
9z2 − 1

z2 ∗∗
=

√∣∣∣∣∣∣
9z2 − 1

z2

∣∣∣∣∣∣ e
i(ϕ0+∆γϕ1+∆γϕ2−2∆γϕ3)

2 .

� ª ª ª S(∞) = −3 = 3e
i(ϕ0)

2 ⇐⇒ e
i(ϕ0)

2 = −1, â®

S(z) = −
√∣∣∣∣∣∣

9z2 − 1
z2

∣∣∣∣∣∣ e
i(∆γϕ1+∆γϕ2−2∆γϕ3)

2 ⇒ S

(
i

2

)
= −
√

13,

x0

y

− 1
3

1
3

i
2 γ

−1 1

i

�¨á. 2.26

â. ª. ∆γϕ1 = arctg 3
2 , ∆γϕ2 =

= π − arctg 3
2 , ∆γϕ3 = π

2 , £¤¥
∆γϕi | ¯à¨à é¥¨¥ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥£® ¢¥ªâ®à  ¯à¨ ¤¢¨-
¦¥¨¨ ¨§ z = +∞ ¢ â®çªã z =
= i

2 (á¬. à¨á. 2.26).

�â¢¥â. −3
∞∑
0

Ck
1
2

(−1)k

(9z2)k ,
1
3 < |z| < ∞; S

(
i
2

)
= −√13; S(z) = f(z), 2

3 < |z| < ∞. J
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�â®à®© á¯®á®¡. � ¤ çã ¬®¦® ®ä®à¬¨âì ¨ ¯®-¤àã£®¬ã.
I � ª ª ª n

√
zn = ze

2πki
n , k = 0, 1, . . . , (n − 1), â®√

9z2 − 1
z2 ∗

=

√
9z2 − 1∗√

z2
=

√
9z2 − 1∗
ze

2πki
2

⇐⇒

⇐⇒ z

√
9z2 − 1

z2 ∗
= e−πki

√
9z2 − 1∗, k = 0, 1.

�®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

zf(z) = e−πki
√
|9z2 − 1| e

i(ϕ0∗+∆γϕ1+∆γϕ2)

2 ⇒

⇒ i

2
f

(
i

2

)
=

i

2

√
13 =

√
13
2

e−πkie
i(ϕ0∗)

2 ⇐⇒ e−πkie
i(ϕ0∗)

2 = i⇒

⇒ f(z)z = i
√
|9z2 − 1|e

i(∆γϕ1+∆γϕ2)

2 ⇒

⇒ f(+∞) =
i
√
|9z2 − 1| e i(∆γϕ1+∆γϕ2)

2

z
=

=
i|z|

√∣∣∣∣∣9 − 1
z2

∣∣∣∣∣ e
i(∆γϕ1+∆γϕ2)

2

|z| = −3.

� ®ªà¥áâ®áâ¨ ∞:√
9z2 − 1

z2 ∗
= f∗(∞)

(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
⇒ f(z) = −3

(
1 − 1

9z2

) 1
2

0
, z ∈ D.

� «¥¥, ª ª ¢ ¯¥à¢®¬ á¯®á®¡¥. J
�à¨¬¥à 2.10. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-

®© äãªæ¨¨ 3
√

z(2 − z)2 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ®âà¥§ªã
[0; 2], â ª ï, çâ® f(1 + i0) = 1.

 ) � §«®¦¨â¥ f(z) ¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ z = ∞.

¡) � ©¤¨â¥ f ′(3).
I � «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï 3

√
z(2 − z)2 ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â-

¢«¥¨ï: z = 0, z = 2. � ç¨â, ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥
¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨ | § -
¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (á¬. à¨á. 2.28).

�¨¤® (á¬. à¨á. 2.27), çâ® «î¡ ï ¢¥â¢ì à¥£ã«ïà  ¢ ª®«ìæ¥
2 < |z| < ∞ | § ç¨â, à §« £ ¥âáï ¢ ñ¬ ¢ àï¤ �®à  .
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x0

y

−3 −2 −1 1 2 3

−2i

−i

i

2i

x0

y

γ

−1 1 2 3 4

−i

i

2i

�¨á. 2.27 �¨á. 2.28

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
1. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î (¬ë ¢ë¢¥«¨ ¨ ä®à¬ã«ã, ® § ç¥¬ ¯®¬-

¨âì â®, çâ® ¬®¦® ¥ ¯®¬¨âì?),

f∗(z) =
(

3

√
z(2 − z)2

)
∗

= 3

√∣∣∣z(2 − z)2
∣∣∣ ei

ϕ0+∆γϕ1+2∆γϕ2
3 .

�® ãá«®¢¨î,

f(1 + i0) = 1 = 1 · ei
ϕ0
3 ⇒ f(z) = 3

√∣∣∣z(2 − z)2
∣∣∣ ei

∆γϕ1+2∆γϕ2
3 .

2. �à¨¢¥¤ñ¬ ¢á¥ ¢¥â¢¨ ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ æ¥âà  à §«®¦¥¨ï. �¨¤®, çâ® ¬®¤ã«ì f(z) ¢
∞ à ¢¥ ∞. � íâ¨¬ ¥ ¢á¥¬ ã¤ ñâáï á¯à ¢¨âìáï.

�®íâ®¬ã à áá¬®âà¨¬ f(z)
z :

f(z)
z

=
1
z


3

√
z3

(
1 − 2

z

)2

∗
=

1
z

(
3
√

z3
)
∗

(
1 − 2

z

) 2
3

0
=

(
f∗(z)

z

)(
1 − 2

z

) 2
3

0
.

� ª ª ª f∗(z)
z =

(
3
√

z(2 − z)2
)
∗

z =
3
√∣∣∣z(2 − z)2

∣∣∣
z ei

∆γϕ1+2∆γϕ2
3 , â®

f(z)
z

∣∣∣∣∣∣
+∞

=
1
z

3
√

z3

∣∣∣∣∣
+∞

=
3

√∣∣∣z(2 − z)2
∣∣∣

|z| ei
∆γϕ1+2∆γϕ2

3 =

= ei
∆γϕ1+2∆γϕ2

3 = ei 0−2π
3 .
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�®íâ®¬ã f(z) = ze−i
2π
3

(
1 − 2

z

) 2
3

0
= e−

2πi
3

∞∑
n=0

Cn
2
3

(−1)n2n

zn−1 , |z| >
> 2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞.

 ) �â¢¥â. e−
2πi
3

∞∑
n=0

Cn
2
3

(−1)n2n

zn−1 , |z| > 2.
�â®à®© á¯®á®¡. (¤«ï ¡®«¥¥ ýá¬¥«ëåþ).
1. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

3

√
z(2 − z)2 = 3

√∣∣∣z(2 − z)2
∣∣∣ei

ϕ0+∆γϕ1+2∆γϕ2
3 .

�® ãá«®¢¨î,

f(1 + i0) = 1 = 1 · ei
ϕ0
3 ⇒ f(z) = 3

√∣∣∣z(2 − z)2
∣∣∣ ei

∆γϕ1+2∆γϕ2
3 .

2. � ©¤ñ¬ f(∞).
�®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® n

√
zn∗ = e

2πki
n z, k = 0, 1, 2, . . . ,

(n − 1) | íâ® n ®¤®§ çëå äãªæ¨© (á¬. ¯. 2.1.3).
�®£¤ 

3

√
z(2 − z)2∗ ≡ 3

√
z3

(
1 − 2

z

)2
∗ =

3
√

z3∗
(
1 − 2

z

) 2
3

0
=

= ze
2πki

3

(
1 − 2

z

) 2
3

0
, k = 0, 1, 2.

�¤ñ¬ ¢ +∞: f(+∞) = +∞ · ei 0−2π
3 = e

2πki
3 · +∞ ⇐⇒ e

2πki
3 =

= e−i
2π
3 ⇒ f(z) = e−

2πi
3 z

(
1 − 2

z

) 2
3

0
.

�®¦® ¯®©â¨ ¨ ¢ −i∞,  ¯à¨¬¥à:

f(∞) = f(−i∞) = +∞ · ei
3π
2 +π

3 = −i∞ · e 2πki
3 ⇐⇒ e

2πki
3 = e−

2πi
3 .

�®¤áâ ¢«ï¥¬ ¨ ¯®«ãç ¥¬ â®â ¦¥ à¥§ã«ìâ â:

f(z) = e−
2πi
3 z

(
1 − 2

z

) 2
3

∗
.

�¥¯¥àì  ©¤ñ¬ f ′(3):
f3(z) = z(z − 2)2 ⇐⇒

⇐⇒ 3f2(z)f ′(z) = (z − 2)2 + 2z(z − 2)⇐⇒ f ′(3) =
7

3f2(3)
.
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� ©¤ñ¬ f(3): f(3) = 3
√

3ei 0−2π
3 ⇒ f ′(3) = 7 3

√
3

9 ei 4π
3 .

¡) �â¢¥â. 7 3
√

3
9 ei 4π

3 . J

§2.3. �ëç¨á«¥¨¥ ¨â¥£à «®¢
®â à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥©

�à¥¦¤¥ ¢á¥£®  ¤® ¢á¯®¬¨âì ä®à¬ã«¨à®¢ªã â¥®à¥¬ë ® ¢ë-
ç¥â å.

�¥®à¥¬ . �ãáâì ¢ ®¡« áâ¨ D ⊂ C á ªãá®ç®-£« ¤ª®© £à -
¨æ¥© äãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢áî¤ã, ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®¦¥â, ª®-
¥ç®£® ç¨á«  ¨§®«¨à®¢ ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª ®¤®§ ç®£® å -
à ªâ¥à  a1, a2, . . . , an ¨ f(z) ¥¯à¥àë¢    D. �®£¤ 

∫

∂D

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

res
z=ak

f(z).

�¡à é ¥¬ ¢¨¬ ¨¥   â®, çâ® à¥çì ¨¤ñâ ®¡ ®¤®§ çëå
äãªæ¨ïå. �®íâ®¬ã â¥®à¥¬  ¯à¨¬¥¨¬  «¨èì ª ¢¥â¢ï¬ ¬®-
£®§ çëå äãªæ¨©.

� áá¬®âà¨¬ «î¡®¯ëâë¥ ¯à¨¬¥àë.
�à¨¬¥à 2.11. �â® ¬®¦® áª § âì ® § ç¥¨¨ ¨â¥£à « ,

|z|=1

dz√
z − 1

?

I � ç¥¨¥ ¨â¥£à « 
+
|z|=1

dz√
z − 1

¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

�®ç¥¬ã?
�®-¯¥à¢ëå, ¯®â®¬ã, çâ® ¯®¤ § ª®¬ ¨â¥£à «  áâ®¨â ¬®-

£®§ ç ï äãªæ¨ï | â¥®à¥¬  ® ¢ëç¥â å ¥ ¯à¨¬¥¨¬ . �®-
ïâ®.

� â®£¤ , ¬®¦¥â ¡ëâì, ¬®¦® ¯®áç¨â âì ¨â¥£à «ë ®â ¢¥â-
¢¥©? �®£®§ ç ï äãªæ¨ï √z à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥
¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ 0 ¨ ∞. � ª ¡ë
¥£® ¨ ¯à®¢®¤¨âì, ® ®¡ï§ â¥«ì® ¯¥à¥á¥çñâ § ¤ ãî ®ªàã¦-
®áâì, ¨ § ¬¥ â¥«ì   ¢á¥© ®ªàã¦®áâ¨ ¥ ¡ã¤¥â ®¤®§ ç®©
äãªæ¨¥©.
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�â¢¥â. � ç¥¨¥ ¨â¥£à «  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â. J
�à¨¬¥à 2.12. �â® ¬®¦® áª § âì ® § ç¥¨¨ ¨â¥£à « ,

|z−1|= 1
2

dz√
z − 1

?

I �®¤ § ª®¬ ¨â¥£à «  áâ®¨â ¬®£®§ ç ï äãªæ¨ï | â¥®-
à¥¬  ® ¢ëç¥â å ¥ ¯à¨¬¥¨¬ . �®ïâ®.

� â®£¤ , ¬®¦¥â ¡ëâì, ¬®¦® ¯®áç¨â âì ¨â¥£à «ë ®â ¢¥â-
¢¥©? �®£®§ ç ï äãªæ¨ï √z à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥
¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ 0 ¨ ∞.

�á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ à §à¥§, ¨¤ãé¨© ¢¥ ªàã£  |z − 1| 6 1
2 , â® ¢

ªàã£¥ |z − 1| = 1
2 ¡ã¤ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì ¤¢¥ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨

¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ √z: f1(z), f1(1) = 1 ¨ f2(z), f2(1) = −1.
�®£¤ 

+
|z−1|= 1

2

dz
f2(z) − 1 = 0,  

,

|z−1|= 1
2

dz

f1(z) − 1
= 2πi res

z=1

1
f1(z) − 1

=
2πi

f ′1(1)
,

f2
1 (z) = z ⇒ 2f ′1f1 = 1⇒

,

|z−1|= 1
2

dz

f1(z) − 1
= 4πi.

�â¢¥â. � ç¥¨¥ ¨â¥£à «  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ® ¬®¦® ¢ë-
ç¨á«¨âì § ç¥¨ï ¨â¥£à «  ®â ¢¥â¢¥©. J

�à¨¬¥à 2.13. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ 4

√
z3(2i − z) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ®âà¥§ªã

[0; 2i] â ª ï, çâ® f(2) = 2 8
√

2e
3πi
16 . �ëç¨á«¨â¥

+
|z|=4

zf(z)
z + i dz.

I �¤¥« ¥¬ íáª¨§ à §à¥§  ¨ ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (á¬.
à¨á. 2.29 ).

� «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï 4
√

z3(2i − z) ¨¬¥¥â, ª ª ¯®ª § ®
¢ ¯. 2.1.4, ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = 0, z = 2i. � ç¨â, ® 
à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®-
¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨ | § ¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢-
«¥â¢®àï¥â (á¬. à¨á. 2.29 ).
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x0

y

1 2 4−4

i

2i

4i

−4i

x0

y

1 4−4

i

4i

−2i

−4i

�¨á. 2.29  �¨á. 2.29¡

�®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï  å®¤ïâáï ¢ãâà¨ § ¤ ®£® ª®âãà  |
â¥®à¥¬  ® ¢ëç¥â å ¥ ¯à¨¬¥¨¬ . �ã¤¥¬ áç¨â âì ¨â¥£à « ¯®
¢¥è®áâ¨:

+
|z|=4

zf(z)
z + i dz = −2πi res

z=∞
zf(z)
z + i .

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã ¢¥â¢¨. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î, 4
√

z3(2i − z)∗ =

= 4

√∣∣∣z3(2i − z)
∣∣∣ e i(ϕ0+3∆γϕ1+∆γϕ2

4 .
� ©¤ñ¬ eiϕ0 :

f(2) = 2 8
√

2e
3πi
16 ⇒ 2 8

√
2e

i(ϕ0)
4 ⇐⇒ e

i(ϕ0)
4 = e

3πi
16 ⇒

⇒ f(z) = 4

√∣∣∣z3(2i − z)
∣∣∣ e 3πi

16 e
i(3∆γϕ1+∆γϕ2)

4 .

�®£¤ 

f(z)
z

∣∣∣∣∣∣
+∞

=
4

√∣∣∣z3(2i − z)
∣∣∣

|z| e
3πi
16 e

i(3∆γϕ1+∆γϕ2)

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+∞

= e
3πi
16 e

iπ
16 = e

iπ
4 .

� ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞:
4
√

z3(2i − z)∗
z

=
4
√
−z4∗
z

(
1 − 2i

z

) 1
4

0

⇒

⇒ f(z)
z

∣∣∣∣∣∣
+∞

=


4
√
−z4∗
z


+∞

= e
iπ
4 ⇒
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⇒ f(z)
z

= e
iπ
4

(
1 − 2i

z

) 1
4

0

⇐⇒ f(z) = ze
iπ
4

(
1 − 2i

z

) 1
4

0

.

�¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ ¨áª âì ¢ëç¥â:
zf(z)
z + i

=
f(z)

1 + i
z

= ze
πi
4

(
1 − 2i

z

) 1
4

0

(
1 − i

z
− 1

z2
+ . . .

)
=

= ze
πi
4

1 − 1
4

2i

z
+

1
8

(1
4
− 1

) (2i

z

)2
+ . . .


(
1 − i

z
− 1

z2
+ . . .

)
=

= − 9
8

e
πi
4

z
+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1

z
⇒

res
z=∞ f(z) =

9
8

e
πi
4 ¨

,

|z|=4

zf(z)
z + i

dz = −πi
9
4

e
3πi
4 .

�â¢¥â. − 9
4 πie

3πi
4 . J

�à¨¬¥à 2.14. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ 3

√
z2(i − z) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©: γ =

=
{
z:

∣∣∣∣z + i
2

∣∣∣∣ = 3
2 , Im z > 0, |z + i| = 1, Im z 6 0

}
â ª ï, çâ®

f(−i) = 3
√

2e
i7π
6 . �ëç¨á«¨â¥

+
|z|=4

f(z)
1 + e

2
z

dz.

I �¤¥« ¥¬ ç¥àâñ¦ à §à¥§  ¨ ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (á¬.
à¨á. 2.29¡ ). � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ãâà¨ ª®âãà   å®¤¨âáï ¥¨§®-
«¨à®¢  ï ®á®¡ ï â®çª  z = 0 | â¥®à¥¬  ® ¢ëç¥â å ¥ ¯à¨-
¬¥¨¬ . �®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¯® ¢¥è®áâ¨ ®ªàã¦®áâ¨:,

|z|=4

f(z)

1 + e
2
z

dz = −2πi res
z=∞

f(z)

1 + e
2
z

.

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
�¥¯¥àì § ©¬ñ¬áï ¯®¤ëâ¥£à «ì®© äãªæ¨¥©. �¡« áâì ¥

®¤®á¢ï§  | ¯à¨à é¥¨ï § ¢¨áïâ ®â γ.
�® ®¯à¥¤¥«¥¨î,

3

√
z2(i − z)∗ = 3

√∣∣∣z2(i − z)
∣∣∣ e

i(ϕ0+2∆γϕ1+∆γϕ2)

3 ⇒

⇒ f(−i) = 3
√

2e
i7π
6 = 3

√
2e

i(ϕ0)
3 ⇐⇒ e

i(ϕ0)
3 = e

i7π
6 ⇒
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⇒ f(z) = 3

√∣∣∣z2(i − z)
∣∣∣ e i7π

6 e
i(2∆γϕ1+∆γϕ2)

3 .

� ª ª ª f∗(∞) = ∞, â® ¯à®é¥ ¨áª âì f(z)
z

∣∣∣∣∣
+∞

, £¤¥ |z| = z.
�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢¥â¢¥© ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï

à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞: f∗(z)
z =

3
√
−z3

z ∗

(
1 − i

z

) 1
3

0
.

f(z)
z

∣∣∣∣∣∣
+∞

=
f(z)
|z|

∣∣∣∣∣∣
+∞

= e
i7π
6 e

i(2(2π+ π
2 )+ π

2 )
3 = −1.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f(z) = −z
(
1 − i

z

) 1
3

0
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z =

= ∞.
� §« £ ¥¬ ¢ àï¤ �®à   ç¨á«¨â¥«ì ¨ § ¬¥ â¥«ì. �®£¤ 

f(z)

1 + e
2
z

= −
z

1 −
i
3z −

1
3

(
1
3 − 1

)

2z2 + o
(

1
|z|2

)

2
(
1 + 1

z + 1
z2 + o

(
1
|z|2

)) =

= − z

2

(
1 − i

3z
+

1
9z2

+ o

(
1
|z|2

)) (
1 − 1

z
+ o

(
1
|z|2

))
⇒

⇒ res
z=∞

f(z)

1 + e
2
z

=
1
2

(
1
9

+
i

3

)
=

(1 + 3i)
18

¨
,

|z|=4

f(z)

1 + e
2
z

dz =
π(3 − i)

9
.

�â¢¥â. π(3 − i)
9 .

�â®à®© á¯®á®¡.
�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢¥â¢¥© ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï

à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = ∞ ¯®-¤àã£®¬ã:

f∗(z) = 3

√
z2(i − z)∗ ≡ 3

√
−z3

(
1 − i

z

)
∗ =

=
3
√
−z3∗

(
1 − i

z

) 1
3

0

= −ze
2πim

3

(
1 − i

z

) 1
3

0

, m = 0, 1, 2.
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� ª ª ª

f(z)
z

=
3

√∣∣∣z2(i − z)
∣∣∣

z
e

i7π
6 e

i(2∆γϕ+∆γϕ)

3 , â® f(z)
z

∣∣∣∣∣∣
+∞

= −e 2πim
4 = −1.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® f(z) = −z
(
1 − i

z

) 1
3

0
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z =

= ∞.
(�®¦® á¤¥« âì ¨ â ª: f(+∞) = +∞ · e i7π

6 e
i(2(2π+ π

2 )+ π
2 )

3 =

= −∞ = −∞ · e 2πim
4 ⇒ f(z) = −z

(
1 − i

z

) 1
3

0
).

�áâ «ì®¥ â ª ¦¥, ª ª ¢ ¯¥à¢®¬ á¯®á®¡¥. J
�à¨¬¥à 2.15. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-

®© äãªæ¨¨ 4
√

1 − z2 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©: γ = {z:
z = eit, t ∈ [0;π], z = 1 + it, t ∈ [0;+∞)} â ª ï, çâ® f(0) = 1.
�ãáâì S(z) =

∞∑
0

ak(z−3i)k | à¥£ã«ïà ï ¢ ®¡« áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨
àï¤  äãªæ¨ï, á®¢¯ ¤ îé ï á f(z) ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨
â®çª¨ z = 3i. � ©¤¨â¥ f

(
3i
4

)
, à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  S(z) ¨

¢ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
,

|z−3i|= 5
2

S(z) dz
(
z − 3i

4

)2 .

I � à¨áã¥¬ à §à¥§ (á¬. à¨á. 2.30).
� äãªæ¨¨ 4

√
1 − z2 âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = ±1, z = ∞.

�®íâ®¬ã ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨. � ¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã
ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì áãé¥áâ¢ã¥â. � -
¬¥â¨¬, çâ® f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 3i| < 1,   ¯®â®¬ã
à §« £ ¥âáï â ¬ ¢ àï¤ �¥©«®à . � á¨«ã â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥-
®áâ¨ à §«®¦¥¨ï ¢ àï¤ �¥©«®à , íâ® ¨ ¥áâì § ¤ ë© àï¤.

�§¢¥áâ®, çâ® à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  �¥©«®à  à ¢¥ à á-
áâ®ï¨î ¤® ¡«¨¦ ©è¥© ®á®¡®© â®çª¨ | ¤® â®ç¥ª z = 1 ¨ z =
= −1, â. ¥. R =

√
10, ¨ S(z) ®¯à¥¤¥«¥  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ |z − 3i| <

<
√

10. �à¨ íâ®¬ S(z) = f(z), ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
|z − 3i| < 1.
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�ï¤ ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®¢¥¤¥¨¥¬ f(z) ¢ ®ªà¥áâ-
®áâ¨ æ¥âà  à §«®¦¥¨ï ¨ ¥ ý§ ¬¥ç ¥âþ à §à¥§ , ª®â®àë©
¬ë ¢ë¡¨à ¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® («¨èì ¡ë á®¥¤¨¨âì â®çª¨ ¢¥â¢«¥-
¨ï). � §à¥§ ¬®¦¥â ¡ëâì ý®¯à®ª¨ãâë¬þ ¢ ¨¦îî ¯®«ã¯«®á-
ª®áâì, ¨ â®£¤  ¢¥áì ªàã£ áå®¤¨¬®áâ¨ ®ª § «áï ¡ë ¢ ®¡« áâ¨ à¥-
£ã«ïà®áâ¨ ¢¥â¢¨ (® ¤àã£®©, ®â«¨ç®© ®â f(z), â. ª. ¡ë«  ¡ë
¤àã£ ï ®¡« áâì áãé¥áâ¢®¢ ¨ï).

�â ª, áã¬¬  S(z) ®¯à¥¤¥«¥  ¢ ªàã£¥ |z − 3i| < √10, ª®âãà
¨â¥£à¨à®¢ ¨ï  å®¤¨âáï ¢ãâà¨, ¯®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì
¨â¥£à «.

�®¤ëâ¥£à «ì ï äãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¢ â®çª¥ z = 3
4 i ¯®«îá

¢â®à®£® ¯®àï¤ª ,   â®£¤ 
,

|z−3i|= 5
2

S(z) dz
(
z − 3i

4

)2 = 2πi res
z= 3i

4

S(z)
(
z − 3i

4

)2 = 2πiS′
(
3i

4

)
.

�áâ «®áì  ©â¨ S′
(
3i
4

)
: 1 − z2 = S4(z) ⇒ −2z =

= 4S3(z)S′(z) ⇐⇒ S′(z) = − z
2S3(z)

. �¥¯¥àì ïá®, çâ® ¤«ï

¢ëç¨á«¥¨ï ¨â¥£à «   ¬  ¤®  ©â¨ S
(
3i
4

)
. �â® § ç¥¨¥

¬®¦® ¡ë«® ¡ë  ©â¨, ¥á«¨ z = 3i
4 ¯®¤áâ ¢¨âì ¢ àï¤ ¨ ¢ëç¨á-

«¨âì ¥£® áã¬¬ã, çâ® á¤¥« âì ¥à¥ «ì®. �¥«ì§ï áà §ã á¢ï§ âì
f
(
3i
4

)
¨ S

(
3i
4

)
, â. ª. z = 3

4 i  å®¤¨âáï ¯®¤ à §à¥§®¬,   â ¬
S(z) 6= f(z). � ¬  ¤® § âì S(z) ¢ ª ª®©-¨¡ã¤ì â®çª¥,   § -
â¥¬  ©â¨ S

(
3i
4

)
. � ¯à¨¬¥à, ¨§¢¥áâ®, çâ® S(3i) = f(3i).

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã  è¥© ¢¥â¢¨ f(z).
� ª ª ª 4

√
1 − z2 = 4

√
|1 − z2| e i(ϕ0∗+∆ϕ1+∆ϕ2)

4 , ∆ϕ1 = ∆arg(z −
− 1) ≡ ∆arg(1− z), ∆ϕ2 = ∆ arg(z + 1),   f(0) = 1, â®    è¥©
¢¥â¢¨ f(0) = e

i(ϕ0)
4 = 1⇒

f(z) = 4

√∣∣∣1 − z2
∣∣∣ e i(∆ϕ1+∆ϕ2)

4 .

�â  ä®à¬ã«  ¤ ñâ § ç¥¨¥ ¢¥â¢¨ ¢ «î¡®© â®çª¥ ¯«®áª®áâ¨.
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x0

y

−1 1

i

2i

3i

4i

5i

6i

x0

y

γ
−2 −1

1

−2i

−i

i

6i

�¨á. 2.30 �¨á. 2.31

�®¦¥¬ áà §ã  ©â¨ ®â¢¥â   ®¤¨ ¨§ ¢®¯à®á®¢ § ¤ ç¨ |
¯à®©¤ñ¬ ¯® ®á¨ Oy ®â 0 ¤® 3i

4 |  ©¤ñ¬ f
(
3i
4

)
=

√
5
4e

i(ϕ−ϕ)
4 =

=
√

5
4 .

�â® § ç¥¨¥ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®â®¬ ¡ë«®
¢¨¤®, çâ® f

(
3i
4

)
6= S

(
3i
4

)
.

� å®¤¨¬ f(3i) = 4
√

10 e
i(−π−arctg 3−(π−arctg 3))

4 = −i 4
√

10 = S(3i).
�¥¯¥àì  å®¤¨¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï S(z):

4
√

1 − z2 = 4

√∣∣∣1 − z2
∣∣∣ e i(ϕ0∗+∆ϕ1+∆ϕ2)

4 ⇒

⇒ S(3i) = 4
√

10 e
i(ϕ0∗)

4 = −i 4
√

10⇒ S(z) = −i 4

√∣∣∣1 − z2
∣∣∣ e i(∆ϕ1+∆ϕ2)

4 .

ý�¯ãáâ¨¢è¨áìþ ¯® ®á¨ Oy ¨§ z = 3i ¢ z = 3i
4 ,  å®¤¨¬

S

(
3i

4

)
= −i

√
5
4
e

i(−θ+θ)
4 = −i

√
5
4
⇒

⇒ S′
(
3i

4

)
= − 3i

4 · 2
(
−i

√
5
4

)3 = − 3
√

5
25

¨ â®£¤ 
,

|z−3i|= 5
2

S(z) dz
(
z − 3i

4

)2 = − 6π
√

5
25

i.
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�â¢¥â.
√

10,
√

5
4 , − 6π

√
5

25 i. J

�à¨¬¥à 2.16. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ Ln(z2−1) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©: γ =
= {z = eit, t ∈ [−π; 0], z = t, t ∈ [1;+∞)} â ª ï, çâ® Im f(−2i) =
= 3π.

�ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
,

|z−3i|= 22
7

z

(
f(z)

f(z) − πi

)2
dz.

I � à¨áã¥¬ à §à¥§ (á¬. à¨á. 2.31).
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �¨áã®ª á¤¥«  ¢ à¥ «ì®¬ ¬ á-

èâ ¡¥, ¨ ª ¦¥âáï, çâ® § ¤  ï ®ªàã¦®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§
â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï. �á«¨ ¡ë«® ¡ë â ª, ¬ë ¨â¥£à « ¥ § «¨
¡ë, ª ª áç¨â âì. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨ ¬¥ìè¥
√

10 (
(
22
7

)2
= 484

49 < 10), ® ®ç¥ì ¥  ¬®£®!
� äãªæ¨¨ Ln(z2 − 1) âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = ±1, z = ∞.

�®íâ®¬ã ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨. � ¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã
ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì f(z) áãé¥áâ¢ã¥â.
� ©¤ñ¬ á ç «  â®çª¨, ¢ ª®â®àëå § ¬¥ â¥«ì ¬®¦¥â ®¡à -
â¨âìáï ¢ 0.

�ãáâì Ln∗(z2−1) | ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ Ln(z2−1).
�®£¤  Ln∗(z2 − 1) = πi⇒ z2 − 1 = eπi ⇐⇒ z = 0.

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã  è¥© ¢¥â¢¨. �«ï «î¡®© ¢¥â¢¨ Ln∗(z2 −
− 1) = ln |z2 − 1| + i(ϕ0 + ∆ϕ1 + ∆ϕ2), £¤¥ ∆ϕ1 = ∆ arg(z + 1),
∆ϕ2 = ∆arg(z − 1),   ã  á Im f(−2i) = 3π ⇒ ϕ0 = 3π, ¨ â®£¤ 

f(z) = ln |1 − z2|+ i(3π + ∆ϕ1 + ∆ϕ2).

� ©¤ñ¬ f(0) = i(3π − (2π − ϕ) − ϕ) = πi.
�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® z = 0 | ¯®«îá 2-£® ¯®àï¤ª  ¤«ï ¯®-

¤ëâ¥£à «ì®© äãªæ¨¨.
�à¨¢¥¤ñ¬ ¢á¥ ¢¥â¢¨ ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢

®ªà¥áâ®áâ¨ z = 0:
Ln∗(z2 − 1) ≡ Ln∗(−1)(1 − z2) =
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= Ln∗(−1) + ln(1 − z2) = f∗(0) + ln(1 − z2).

� ª ª ª f(0) = πi, â®

f(z) = πi + ln(1 − z2) = πi − z2 − z4

2
+ o

(
|z|4

)
.

� ©¤ñ¬ ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1
z , à §«®¦¨¢ ¯®¤ëâ¥£à «ìãî

äãªæ¨î ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = 0:

z

(
f(z)

f(z) − πi

)2
=

(
πi − z2 + o(|z|2)

)2

z3
(
1 + z2

2 + o(|z|2)
)2 =

−π2
(
1 − z2

πi + o(|z|2)
)2

z3 (1 + z2 + o(|z|2)) =

= − π2

z3

(
1 − 2z2

πi
+ o(|z|2)

) (
1 − z2 + o(|z|2)

)
=

= − π2

z

(
−1 − 2

πi

)
+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1

z
⇒

⇒ res
z=∞

(
f(z)

f(z) − πi

)2
= π2

(
1 +

2
πi

)
⇒

⇒
,

|z−3i|= 22
7

z

(
f(z)

f(z) − πi

)2
dz = 2π3

(
i +

2
π

)
.

�â¢¥â. 2π3
(
i + 2

π

)
. J

�à¨¬¥à 2.17. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ Ln(1 + z2) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®©:
γ =

{
z = eit, t ∈

[
π
2 ; 3π

2

]
, z = i + t, t ∈ [0;+∞)

}
â ª ï, çâ®

Im f(0) = 0. �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
+

|z−3i|= 7
4

(
f(z)

f(z) + πi

)2
dz.

I �â  § ¤ ç ,   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, ª ¦¥âáï â ª®© ¦¥, ª ª ¯à¥-
¤ë¤ãé ï. �® ¡ã¤¥â ¢¨¤®, çâ® ®  ®ª ¦¥âáï ¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª®©.

� à¨áã¥¬ íáª¨§ à §à¥§  (á¬. à¨á. 2.32).
� äãªæ¨¨ Ln(1 + z2) âà¨ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: z = ±i, z = ∞.
�®íâ®¬ã ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨

á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ íâ¨ â®çª¨. � ¤ ë© à §à¥§ íâ®¬ã
ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì f(z) áãé¥áâ¢ã¥â.
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� ©¤ñ¬ á ç «  â®çª¨, ¢ ª®â®àëå § ¬¥ â¥«ì ¬®¦¥â ®¡à -
â¨âìáï ¢ 0.

x0

y

−i
−1 1

−5i

−2i

i

�¨á. 2.32

�ãáâì Ln∗(1 + z2) | ¢¥â¢ì ¬®£®-
§ ç®© äãªæ¨¨ Ln(1+z2). �®£¤ 
Ln∗(1 + z2) = −iπ ⇒ 1 + z2 =
= −1 ⇐⇒ z = ±i√2. �®çª  z = i

√
2

«¥¦¨â ¢¥ § ¤ ®© ®ªàã¦®áâ¨
| ¯®íâ®¬ã  ¤® ¯à®¢¥à¨âì, ®¡à -
é ¥âáï «¨ ¢ 0 § ¬¥ â¥«ì â®«ìª®
¢ â®çª¥ z = −i√2.

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã  è¥© ¢¥â¢¨.
�«ï «î¡®© ¢¥â¢¨ Ln∗(1 + z2) =

= ln |1 + z2| + i(ϕ0 + ∆ϕ1 + ∆ϕ2),   ¤«ï  è¥© Im f(0) = 0 ⇒
⇒ ϕ0 = 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

f(z) = ln |1 + z2|+ i(∆ϕ1 + ∆ϕ2).

�®£¤  ¤«ï  è¥© ¢¥â¢¨ f(−i√2) = i(−π + 0) = −iπ. � ç¨â, ¢
â®çª¥ z = −i√2 ¯®«îá ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨

,

|z−3i|= 7
4

(
f(z)

f(z) + πi

)2
dz = 2πi res

z=−i√2

(
f(z)

f(z) + πi

)2
.

�¨¤®, çâ® ®¡ëç ï ä®à¬ã«  ¢ëç¥â  ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì ¤®-
¢®«ì® £à®¬®§¤ª®.

�®¯à®¡ã¥¬ ¢ëç¨á«¨âì ¢ëç¥â ý¢ «®¡þ, à §«®¦¨¢ äãªæ¨î
¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ z = −i√2.

�à¨¢¥¤ñ¬ ¢á¥ ¢¥â¢¨ ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ z = −i√2:

f∗(z) = Ln∗(1 + z2) ≡ Ln∗(z + i)(z − i) ≡
≡ Ln∗(z + i

√
2 − i
√

2 + i)(z + i
√

2 − i
√

2 − i) ≡

≡ Ln∗(−i
√

2 + i)(−i
√

2 − i)
1 +

z + i
√

2

(−i√2 + i)


1 +

z + i
√

2

(−i√2 − i)

 .
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�¡®§ ç¨¬, ¤«ï ã¤®¡áâ¢ , at = z + i
√

2
i(1 − √2)

, bt = − z + i
√

2
i(1 +

√
2)

¨
¯®«ãç¨¬

f∗(z) = g(t) = Ln∗(−1)(1 + at)(1 − bt) =
= f∗(−i

√
2) + ln(1 + at) + ln(1 − bt).

�«ï  è¥© ¢¥â¢¨ f(−i√2) = −iπ, ¨ ¯®íâ®¬ã

f(z) = −iπ + ln(1 + at) + ln(1 − bt).

�¥¯¥àì à §«®¦¨¬ ¯®¤ëâ¥£à «ìãî äãªæ¨î ¢ àï¤ �¥©-
«®à  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ t = 0:
(

f(z)
f(z) + πi

)2
=

(−iπ + ln(1 + at) + ln(1 + bt))2

(ln(1 + at) + ln(1 + bt))2
=

=
−π2

(
1 − at

iπ − bt
iπ + o(|t|)

)2

t2(a + b)2
(
1 − t(a2 + b2)

2(a + b) + o(|t|)
) =

= − π2

t2(a + b)2

(
1 − 2t(a + b)

iπ
+ o(|t|)

) (
1 +

t(a2 + b2)
(a + b)

+ o(|t|)
)
=

= − π2

t(a + b)2

(
− 2(a + b)

iπ
+

(a2 + b2)
(a + b)

)
+

+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1
z .

�ëç¨á«¨¬ ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1
t . � ª ª ª

a + b = − 1

i(
√

2 − 1)
− 1

i(
√

2 + 1)
= − 2

√
2

i
⇒ (a + b)2 = −8,

a2 + b2 =
 1

i(
√

2 − 1)


2

+
 1

i(
√

2 + 1)


2

= −6,

â®

− π2

t(a + b)2

(
− 2(a + b)

iπ
+

(a2 + b2)
(a + b)

)
=

π2

8

 3i√
2
− 4
√

2
π

 ,

127



¨
,

|z+i|= 7
3

(
f(z)

f(z) + πi

)2
dz = 2πi

π2

8

 3i√
2
− 4
√

2
π

 = − π3

4
√

2

(
3 +

8i

π

)
.

�â¢¥â. − π3

4
√

2

(
3 + 8i

π

)
. J

�à¨¬¥à 2.18. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç-
®© äãªæ¨¨ Ln z ¢ ®¡« áâ¨ G = |z−e| < 1, â ª ï, çâ® f(e) = 1.
�®ª § âì, çâ®   «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï F (z) =

√
f(z) à á¯ ¤ -

¥âáï ¢ ®¡« áâ¨ G   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨. �ãáâì g | à¥£ã«ïà ï
¢¥â¢ì F (z), â ª ï, çâ® g(e) = −1.

�ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
+

|z|=15

dz
g( ez

z + e )
.

I Ln z ¨¬¥¥â ¤¢¥ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï: 0 ¨ ∞. � ç¨â, äãªæ¨ï
Ln z à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á «î¡ë¬
à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ 0 ¨ ∞. � ª ª ª ¢¥â¢ì § ¤   ¢ ªàã£¥
|z−e| < e, â® à §à¥§ ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¢¥ íâ®£® ªàã£ . �ãªæ¨ï√

f(z) ¨¬¥¥â â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï â ¬, £¤¥ f(z) ®¡à é ¥âáï ¢ 0 ¨«¨
∞. � ªàã£¥ â ª¨å â®ç¥ª ¥â, ®¡« áâì ®¤®á¢ï§ , § ç¨â,

√
f(z)

â®¦¥ à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨.
�¥â¢ì g(z) § ¤   ¢ ªàã£¥ |z − e| < e. �à®¢¥à¨¬, £¤¥ ¯à¨

íâ®¬ áãé¥áâ¢ã¥â g
(

ez
z + e

)
:

∣∣∣∣∣
ez

z + e
− e

∣∣∣∣∣ < e⇐⇒
∣∣∣∣∣∣

e2

z + e

∣∣∣∣∣∣ < e⇐⇒ |z + e| > e (á¬. à¨á. 2.33).

� ç¨â,
+

|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) áãé¥áâ¢ã¥â. �® ¢ãâà¨ ª®âãà   å®-

¤¨âáï â®çª  z = 0, ¢ ª®â®à®© g
(

ez
z + e

)
¥ ®¯à¥¤¥«¥ , ¯®íâ®¬ã

¡ã¤¥¬ ¢ëç¨á«ïâì ¨â¥£à « ¯® ¢¥è®áâ¨ ªàã£ .
�¥à¢ë© á¯®á®¡.
� ª®«ìæ¥ 15 < |z| < ∞ äãªæ¨ï g

(
ez

z + e

)
à¥£ã«ïà , ¯®íâ®¬ã

,

|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) = −2πi res
z=∞

1

g
(

ez
z + e

) .
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x

y

−15 150−e
u0

v

e

−i

i

�¨á. 2.33 �¨á. 2.34

� ¬¥â¨¬, çâ® g(e) = g(z)|z=∞. �à¨¢¥¤ñ¬ ä®à¬ã«ë ¢á¥å ¢¥â-
¢¥© Ln ez

z + e ª ¢¨¤ã, ã¤®¡®¬ã ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
z = ∞:

Ln∗
ez

z + e
≡ Ln∗

e

1 + e
z

= Ln∗ e − ln
(
1 +

e

z

)
=

= f∗(e) − ln
(
1 +

e

z

)
⇒ f(z) = 1 − ln

(
1 +

e

z

)
.

�®£¤ 

g
( ez

z + e

)
=

√
1 − ln

(
1 +

e

z

)
∗

= g(e)
(
1 − ln

(
1 +

e

z

)) 1
2

0
=

= −1 ·
(
1 − ln

(
1 +

e

z

)) 1
2

0
.

� ©¤ñ¬ ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ 1
z :

1

g
(

ez
z + e

) = − 1√
1 − ln

(
1 + e

z

)
0

= − 1

1 − e
2z + o

(
e
z

) =

= − e

2z
+ á« £ ¥¬ë¥, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ 1

z
⇒

⇒ res
z=∞ g

( ez

z + e

)
=

e

2
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
+

|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) = −eπi.
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�â¢¥â. −eπi.
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �ëç¥â ¬®¦® ¡ë«® áç¨â âì ¨ ¯® ä®à-

¬ã«¥ ¤«ï ��� ¢ ∞.
�â®à®© á¯®á®¡.
�¤¥« ¥¬ § ¬¥ã ¯¥à¥¬¥ëå: ez

z + e = t ⇐⇒ z = te
e − t .

�ªàã¦®áâì ¯à¥®¡à §®¢ « áì ¢ ®ªàã¦®áâì (¬®¦® ¯à®¢¥à¨âì
¢ ý«®¡þ, à á¯¨á ¢

∣∣∣∣ te
e − t

∣∣∣∣ = 15). �à¨ íâ®¬

t(0) = 0, 0 < t(15) =
15e

15 + e
< e, t(−15) =

15e
15 − e

> e > t(15),

t(15i) =
15i

15i + e
=

15i(15i − e)
−152 − e2

=
152 + 15ie
152 + e2

.

�®®à¤¨ âë æ¥âà 

1
2

( 15e

15 + e
+

15e

15 − e

)
=

152e

152 − e2
,

r =
152e

152 − e2
− 15e

15 + e
=

15e2

152 − e2
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥è®áâì ®ªàã¦®áâ¨ |z| = 15 ¯¥à¥-
è«  ¢® ¢ãâà¥®áâì ®ªàã¦®áâ¨ C∗:

∣∣∣∣∣t − 225e
225 − e2

∣∣∣∣∣ = 15e2

225 − e2

(â. ª. z = 0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ â®çªã t = 0,  å®¤ïéãîáï ¢¥ ®ªàã¦-
®áâ¨ C∗), ¯à®å®¤¨¬®© ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬  ¯à ¢«¥¨¨ (â. ª.
t(15i)  å®¤¨âáï ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨) (á¬. à¨á. 2.34).

�¥« ¥¬ § ¬¥ã ¢ ¨â¥£à «¥: dz = e2

(t − e)2
dt.

�®íâ®¬ã
.

|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) = −
,

C∗

e2 dt

g(t)(t − e)2
=

= −2πie2 res
t=e

1
g(t)(t − e)2

= 2πie2 g′(e)
g2(e)

.

�ëç¨á«¨¬ g′(e):

g2(t) = f(t)⇐⇒ 2g(t)g′(t) = f ′(t)⇒ g′(e) =
f ′(e)
2g(e)

.
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�® f ′(t) = 1
t ⇒ f ′(e) = 1

e ⇒
+

|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) = −πie.

�â¢¥â. −πie.
� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �â¥à¥á®, çâ® íâ® à¥è¥¨¥ ¨ ®â¢¥â ¥

§ ¢¨á¨â ®â § ç¥¨ï ¢¥â¢¨ f(e),   § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â § ç¥¨ï
g(e):

+
|z|=15

dz

g
(

ez
z + e

) = πie
g3(e)

.

�à ¢¤ , ¯® § ç¥¨î g(e) ¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï § ç¥¨¥ f(e):
gkm(e) =

√
∗ Ln∗ e =

√
∗1 + 2πik = |1 + 2πik| e i(arg(1+2πik)+2πm)

2 , k ∈
∈ Z, m = 1, 2.

�¨¤®, çâ®, ¥á«¨ g(e) = −1, â® f(e) = 1. J

§2.4. �ëç¨á«¥¨¥ ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨©
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®

2.4.1. �ë¡®à ª®âãà  ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¨ à¥£ã«ïàëå
¢¥â¢¥©

�à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¨â¥£à «®¢ ®â äãªæ¨© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£®
¯¥à¥¬¥®£®, á®¤¥à¦ é¨å à ¤¨ª «ë ¨«¨ «®£ à¨ä¬ë, ¯à¨å®-
¤¨âáï ¢ë¡¨à âì § ¬ªãâë© ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¨ ¨¬¥âì
¤¥«® á ¨â¥£à « ¬¨ ®â à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© ¬®£®§ çëå äãª-
æ¨©. �à¨ íâ®¬  ¤® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¥ª®â®àë¥ ®á®¡¥®áâ¨ ¯à¨
¯®¤å®¤¥ ª à¥è¥¨î â ª¨å § ¤ ç.
1) � áâì ¢ë¡¨à ¥¬®£® ª®âãà  ¤®«¦  á®¢¯ ¤ âì á ®âà¥§ª®¬,

¯® ª®â®à®¬ã ¢¥¤ñâáï ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ § ¤ ®© äãªæ¨¨
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®, ¨«¨ ®âà¥§ª®¬ «î¡®© ¤«¨ë,
¥á«¨ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¥á®¡áâ¢¥ë© ¨â¥£à « ¯® ¡¥áª®¥ç®¬ã
¯à®¬¥¦ãâªã.

2) �á«¨ ¨â¥£à « á®¤¥à¦¨â «®£ à¨ä¬ ¨«¨ ª®à¥ì, â® ¯à¨¤ñâáï
¢ëç¨á«ïâì ¨â¥£à « ¯® ª®âãàã ®â à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®£®§ çëå äãªæ¨©. � ¬®£®§ ç ï
äãªæ¨ï à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï. � ª ª ª ¬ë å®-
â¨¬ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à « ¯® â®© ¨«¨ ¤àã£®© ç áâ¨ ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®© ®á¨, â® ¢¥â¢¨ ¤®«¦ë áãé¥áâ¢®¢ âì ¢ ¯«®áª®áâ¨ á
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à §à¥§®¬ ¨¬¥® ¯® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨. �®íâ®¬ã à §à¥§
¨«¨ ¥£® ç áâì ¡ã¤¥â £à ¨æ¥© ¡ã¤ãé¥£® ª®âãà .

3) � ª ª ª â¥®à¨ï ¢ëç¥â®¢ ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ¨â¥£à « ¬ ¯® § ¬-
ªãâ®¬ã ª®âãàã, â® ý§ ¬ëª ¨¥þ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï â ª, çâ®,
«¨¡® ¯® ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ª®âãà ¬ ¨â¥£à «ë ¡ã¤ãâ à ¢ë
0, «¨¡® ¬ë ¨å á¬®¦¥¬ ¢ëç¨á«¨âì, «¨¡® ¨å § ç¥¨ï ¨§-
¢¥áâë.

4) �¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨, ¯à¨¬¥ï¥¬ë¥ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¨â¥£à -
«®¢ ®â äãªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®£® ¯¥à¥¬¥®£®, íâ® ¢á¥£¤ 
äãªæ¨¨, ¯à¨¨¬ îé¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï   â®©
¨«¨ ¨®© ç áâ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨.
� áá¬®âà¨¬  ¨¡®«¥¥ ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨¥áï äãªæ¨¨.

1. � ª ª ª ¢á¥£¤  2n
√

Pm(x) > 0, â® à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì f(z)
äãªæ¨¨ 2n

√
Pm(z), ¯à¨¨¬ îé ï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ § -

ç¥¨ï   ¥ª®â®à®¬ ®âà¥§ª¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨, ¨¬¥¥â
¢¨¤

f(z) = 2n

√
|Pm(z)| e

∆γ arg(Pm(z))

n ,

â. ª. ¥á«¨ 2n
√

Pm(x) = 2n
√|Pm(x)| e arg(P2n(x+i0))

n > 0, â®
e

arg(Pm(x+i0))
n = 1.

2. �â® ª á ¥âáï äãªæ¨¨ 2n+1
√

Pm(z), â® á¨âã æ¨ï ¬®¦¥â
¡ëâì ¤¢®ïª®©

 ) �¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì, ¯à¨¨¬ îé ï ¥®âà¨æ â¥«ìë¥
§ ç¥¨ï ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨,
¨¬¥¥â ¢¨¤

f(z) = 2n+1

√
|Pm(z)| e

∆γ arg(Pm(z))

n .

¡) �¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì, ¯à¨¨¬ îé ï ®âà¨æ â¥«ìë¥
§ ç¥¨ï ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥   ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨,
¨¬¥¥â ¢¨¤

f(z) = − 2n+1

√
|Pm(z)| e

∆γ arg(Pm(z))

n .

â. ª., ¥á«¨
2n+1

√
Pm(x0) = 2n+1

√
|Pm(x0)| e

arg(Pm(x0+i0))
n < 0,
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â® e
arg(Pm(x0+i0))

n = −1.
3. �¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì Ln Pn(z), ¯à¨¨¬ îé ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-

ë¥ § ç¥¨ï ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ x0, ¨¬¥¥â ¢¨¤

f(z) = ln |Pn(z)|+ i∆γ arg Pn(z),

â. ª., ¥á«¨ Pn(x0) > 0, â® Ln Pn(z) = ln |P0(z)| +
+ i(arg Pn(z0) + ∆γ arg Pn(z)) ⇒ Ln Pn(x0) = ln |Pn(x0)| +
+ i arg Pn(x0),   f(x0) = ln |Pn(x0)| ⇒ arg Pn(x0) = 0.

2.4.2. �  ª®âãà¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¥â ®á®¡ëå â®ç¥ª
�à¨¬¥à 2.19. �ëç¨á«¨â¥

x0

y

Cρ1

Cρ2

l1

l2 1

�¨á. 2.35

1∫

0

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x)3
.

I �à¨¤ñâáï ¨¬¥âì ¤¥«® á à¥£ã«ïà®©
¢¥â¢ìî 5

√
z2(1 − z)3,   ®  áãé¥áâ¢ã¥â

¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬
â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï z = 0 ¨ z = 1. � ª ª ª
§ ¤  ¨â¥£à « ¯® ®âà¥§ªã [0; 1], â® à §à¥§ ¯à®¢¥¤ñ¬ ¨¬¥® ¯®
íâ®¬ã ®âà¥§ªã á ý¡¥à¥£ ¬¨þ l1 ¨ l2. �â¥£à « ¥á®¡áâ¢¥ë© |
¯®íâ®¬ã ý¨§®«¨àã¥¬þ ®á®¡ë¥ â®çª¨ ®ªàã¦®áâï¬¨ Cρ1 ¨ Cρ2 .
�®«ãç¨«áï ª®âãà   à¨á. 2.35.

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì
+
C

dz
(z − 2)2f(z)

, £¤¥ C = Cρ1∪l1∪Cρ2∪l2,

  f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì äãªæ¨¨ 5
√

z2(1 − z)2, ¯à¨¨¬ îé ï
¯®«®¦¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï   ¢¥àå¥¬ ¡¥à¥£ã l1 à §à¥§ . �®£¤ 
¨â¥£à « ¯® ¢¥àå¥¬ã ¡¥à¥£ã

1−ρ1∫

ρ1

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x)3
−→
ρ1→0

I =

1∫

0

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x)3
.

�ë¤¥«¨¬ íâã ¢¥â¢ì: f(z) = 5

√∣∣∣z2(1 − z)3
∣∣∣ e i(2∆γϕ1+3∆γϕ2)

5 . �¡-
« áâì ¥ ®¤®á¢ï§  | ∆ϕ § ¢¨á¨â ®â γ.
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�® â¥®à¥¬¥ ® ¢ëç¥â å
∫

C

dx

(z − 2)2f(z)
= 2πi

(
res
z=2

1
(z − 2)2f(z)

+ res
z=∞

1
(z − 2)2f(z)

)
.

�ç¥¢¨¤®, çâ® res
z=∞

1
(z − 2)2f(z)

= 0.
� â®çª¥ z = 2 ¯®«îá ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¯®íâ®¬ã

res
z=2

1
(z − 2)2f(z)

= − f ′(2)
f2(2)

.

� ©¤ñ¬ f ′(2):
f5(z) = −z2(z − 1)3 ⇒ 5f4(z)f ′(z) = −2z(z − 1)3 − 3z2(z − 1)2 ⇒

⇒ f ′(2) =
−16

5f4(2)
.

� ©¤ñ¬ f(2):

f(2) = 5
√

4e
i(0−3π)

5 ⇒
,

C

dz

(z − 2)2f(z)
= 2πi

16
5f6(2)

=
8πie

−2πi
5

5 5
√

4
.

�â ª, á ®¤®© áâ®à®ë, ¨â¥£à « ¢ëç¨á«¥.
�¥¯¥àì, á ¤àã£®© áâ®à®ë, à áá¬®âà¨¬ ¨â¥£à «ë ¯® ç á-

âï¬ £à ¨æë:.

C

dz

(z − 2)2f(z)
=

.

Cρ1

dz

(z − 2)2f(z)
+

∫

l1

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x)3
+

+
.

Cρ2

dz

(z − 2)2f(z)
+

∫

l2

dz

(z − 2)2f(z)
.

� ª ª ª ¨â¥£à «
1∫

0

dx
(x − 2)2 5

√
x2(1 − x)3

áå®¤¨âáï, â® «¥£ª® ¯®-

ª § âì, çâ® ¨â¥£à «ë ¯® Cρ1 ¨ ¯® Cρ2 áâà¥¬ïâáï ª 0, ª®£¤ 
ρ1 → 0 ¨ ρ2 → 0. �áâ «áï ¨â¥£à « ¯® ¨¦¥¬ã ¡¥à¥£ã à §-
à¥§ ,   ª®â®à®¬ f(x)|l2 = e

i(4π+0)
5

5
√

x2(1 − x)3:
∫

l1

dz

(z − 2)2f(z)
= −e −4πi

5

1−ρ2∫

ρ1

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x)3
−→
ρ2→0

−e −4πi
5 I.
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�®íâ®¬ã .

C

dz

(z − 2)2f(z)
−→
ρ1→0
ρ2→0

I
(
1 − e

−4πi
5

)

¨ â®£¤ 
8πie

−2πi
5

5 5
√

4
= I

(
1 − e

−4πi
5

)
⇐⇒ I =

2 5
√

8π

5 sin 2π
5

.

�â¢¥â. 2 5
√

8π

5 sin 2π
5

.

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. �¥« â¥«ì® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ¢ë-
ç¨á«ï«áï ¨â¥£à « ®â äãªæ¨¨ ¢¥é¥áâ¢¥®£® ¯¥à¥¬¥®£® |
®â¢¥â ¤®«¦¥ ¡ëâì ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¬. �  è¥¬ á«ãç ¥ ¯®¤ë-
â¥£à «ì®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¥®âà¨æ â¥«ì®   ¢áñ¬ ¯à®¬¥¦ãâª¥ |
®â¢¥â ¤®«¦¥ ¡ëâì ¯®«®¦¨â¥«ìë¬. �â¨ ãá«®¢¨ï ã  á ¢ë¯®«-
¥ë | íâ® ¤ ñâ ã¢¥à¥®áâì ¢ â®¬, çâ® ¢ëç¨á«¥¨ï ¢¥àë. J

�à¨¬¥à 2.20. �ëç¨á«¨â¥

I =
∞∫

0

√
x lnx

(z + 1)(x + 2)
dx.

x0

y

Cρ

CR

R−R

�¨á. 2.36

I �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¨â¥£à « 
¯à¨¤ñâáï à áá¬ âà¨¢ âì ¢¥â¢¨
Ln z ¨ √z. �«ï ®¡¥¨å äãªæ¨©
z = 0 ¨ z = ∞ ï¢«ïîâáï â®ç-
ª ¬¨ ¢¥â¢«¥¨ï. � ç¨â, äãª-
æ¨¨ à á¯ ¤ îâáï   à¥£ã«ïàë¥
¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬,
¨å á®¥¤¨ïîé¨¬,  ¯à¨¬¥à, ¯®
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨. �à®¢¥¤ñ¬
íâ®â à §à¥§. � ¬ªñ¬ ª®âãà ®ªàã¦®áâìî |z| = R. � ª ª ª
z = 0 | â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï, â® ®â¤¥«¨¬ ¥ñ ®ªàã¦®áâìî |z| =
= ρ. �â ª, ¯®«ãç¨«áï ª®âãà C: Cρ ∪ [ρ; R] ∪ CR ∪ [R; ρ] (á¬.
à¨á. 2.36).

�ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì Ln z, g(z) | à¥£ã«ïà ï
¢¥â¢ì √z, â ª¨¥, ª®â®àë¥ ¯à¨¨¬ îâ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï
  ¢¥àå¥¬ ¡¥à¥£ã à §à¥§ , â. ¥. Im f(x+ i0) = 0 ¨ g(x+ i0) > 0.
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�®£¤ 
f(z) = ln |z|+ i∆γ arg z,

g(z) =
√
|z|ei∆γ arg z.

�¥¯¥àì, á ®¤®© áâ®à®ë, ¯® â¥®à¥¬¥ ® ¢ëç¥â å (¢ãâà¨
 å®¤¨âáï ¤¢  ¯®«îá  1-£® ¯®àï¤ª ):,

C

f(z)g(z)
(z + 1)(z + 2)

dz =

= 2πi

(
res

z=−2
f(z)g(z)

(z + 1)(z + 2)
+ res

z=−1
f(z)g(z)

(z + 1)(z + 2)

)
=

= 2πi(−f(−2)g(−2) + f(−1)g(−1)).

�ëç¨á«¨¬ f(−2), g(−2), f(−1), g(−1). � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨
¤¢¨¦¥¨¨ á ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ ¢ â®çª¨ z = −2, ¨ z = −1
¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  ®¤® ¨ â® ¦¥ ¨ à ¢® π. �®íâ®¬ã

f(−2) = ln 2 + iπ, g(−2) =
√

2ei π
2 ,

f(−1) = iπ, g(−1) = ei π
2

⇒

⇒
,

C

f(z)g(z)
(z + 1)(z + 2)

dz = 2π(
√

2 ln 2) + (2
√

2 − 2)π2i.

�  ¢¥àå¥¬ ¡¥à¥£ã äãªæ¨¨ ¨§¢¥áâë f(x) = lnx, g(x) =
=
√

x,     ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬ ¡¥à¥£ã à §à¥§  ¢¥â¢¨ ¯à¨¨¬ îâ
¤àã£¨¥ § ç¥¨ï | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  à ¢® 2π: f(x) =
= ln x + 2πi, g(x) =

√
xeiπ.

� â®£¤ , á ¤àã£®© áâ®à®ë,

2π(
√

2 ln 2) + (2
√

2 − 2)π2i =
,

C

f(z)g(z)
(z + 1)(z + 2)

dz =

=
.

Cρ

f(z)g(z)
(z + 1)(z + 2)

dz +

R∫

ρ

√
x ln x

(x + 1)(x + 2)
dx+

+
,

CR

f(z)g(z)
(z + 1)(z + 2)

dz +

ρ∫

R

√
xeiπ(lnx + 2iπ)
(x + 1)(x + 2)

dx −→
ρ→0
R→∞
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−→
ρ→0
R→∞

2

+∞∫

0

√
x ln x

(x + 1)(x + 2)
dx + 2iπ

+∞∫

0

√
x

(x + 1)(x + 2)
dx⇒

⇒
+∞∫

0

√
x ln x

(x + 1)(x + 2)
dx = π

√
2 ln 2.

(� ª ª ª § ¤ ë© ¥á®¡áâ¢¥ë© ¨â¥£à «  ¡á®«îâ® áå®-
¤¨âáï ¢ 0 ¨ ¢ ∞, â® «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ¯à¨ R → ∞, ρ → 0
¨â¥£à «ë ¯® ®ªàã¦®áâï¬ áâà¥¬ïâáï ª 0).

�â¢¥â. π
√

2 ln 2. J

2.4.3. �á®¡ë¥ â®çª¨   ª®âãà¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï
�à¨¬¥à 2.21. �ëç¨á«¨âì

+∞∫

0

lnx

x2 − 1
dx.

I �¥à¢ë© á¯®á®¡. �ë¡¥à¥¬ ª®âãà ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï (á¬.
à¨á. 2.37) C = [−R;−1 − ρ1] ∪Cρ1 ∪ [−1 + ρ1;−ρ2] ∪Cρ2 ∪ [ρ2; 1 −
−ρ3]∪Cρ3 ∪ [1+ρ3; R]∪CR, £¤¥ Cρi | ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá 
ρi á æ¥âà ¬¨ ¢ â®çª å −1, 0, 1 á®®â¢¥âáâ¢¥®. CR | ¯®«ã-
®ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  R á æ¥âà®¬ ¢ 0 (á¬. à¨á. 2.37).

x0

y

Cρ1 Cρ2 Cρ3

−R R−1 1 x0

y

Cρ1
Cρ2

CR

R
1

�¨á. 2.37 �¨á. 2.38

�®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï Ln z: z = 0, z = ∞  å®¤ïâáï ¢¥ ª®âãà 
| à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì áãé¥áâ¢ã¥â.
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�ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì Ln z, â ª ï, çâ® f(z)  
¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ ¯à¨¨¬ ¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï,
â. ¥. f(z) = ln |z|+ i∆arg z.

�ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì
+
C

f(z)
z2 − 1

dz (á¬. à¨á. 2.37). �ãâà¨

ª®âãà  ¥â ®á®¡ëå â®ç¥ª, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
+
C

f(z)
z2 − 1

dz = 0.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¨â¥£à «ë ¯® ¯®«ã®ªàã¦®áâï¬.
� ª ª ª z = −1 | ¯®«îá ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , â®

∫

Cρ1

f(z)
z2 − 1

dz =
∫

Cρ1


a−1

z + 1
+
∞∑

0

ak(z + 1)k

 dz =
[
z + 1 = ρ1e

iϕ
]
=

= i

0∫

π


a−1

ρ1eiϕ
+
∞∑

0

akρ
k
1e

ikϕ

 ρ1e
iϕ dϕ =

= −iπa−1 + i
∞∑

0

akρ
k+1
1 (1 − (−1)k+1) −→

ρ1→0
−iπ res

z=−1
f(z)
z2 − 1

.

� ª ª ª z = 1 | ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª , â®
∫

Cρ3

f(z)
z2 − 1

dz =
∫

Cρ3

∞∑

0

ak(z + 1)k dz −→
ρ3→0

0.

�ë ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤®ª § «¨ ¥éñ à §, çâ®, ¥á«¨ a ∈ C | ¯®-
«îá 1-£® (�1) ¯®àï¤ª  ¨«¨ ãáâà ¨¬ ï ®á®¡ ï â®çª  (���), â®∫
Cρ

F (z) dz −→
ρ→0

iπ res
z=a

F (z), ¥á«¨ ¯®«ã®ªàã¦®áâì ý¯à®¡¥£ ¥âáïþ

¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨.
�®¦® ¯®ª § âì áâ ¤ àâë¬ á¯®á®¡®¬, çâ®

∫

CR

f(z)
z2 − 1

dz −→
R→∞

0 ¨
∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz −→
ρ2→0

0.

�®£¤ 

0 =
,

C

f(z)
z2 − 1

dz =
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=

−1−ρ1∫

−R

ln(−x) + iπ

x2 − 1
dx +

∫

Cρ1

f(z)
z2 − 1

dz +

−ρ2∫

−1+ρ1

ln(−x) + iπ

x2 − 1
dx+

+
∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz +

1−ρ3∫

ρ2

ln(x)
x2 − 1

dx +
∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz+

+

R∫

1+ρ3

ln(x)
x2 − 1

dx +
∫

CR

f(z)
z2 − 1

dz −→
ρ1→0
R→∞

−→
ρ1→0
R→∞

0∫

−∞

ln(−x) + iπ

x2 − 1
dx +

+∞∫

0

ln(x)
x2 − 1

dx − πi
iπ

2(−1)
=

= 2I − π2

2
+ iπ

+∞∫

0

dx

x2 − 1
⇒


2I − π2

2 = 0,∫ +∞
0

dx
x2 − 1

= 0.

�â¢¥â. π2

4 . J

�â®à®© á¯®á®¡. �¥¯¥àì ¢ë¡¥à¥¬ ¤àã£®© ª®âãà (á¬.
à¨á. 2.38): C = Cρ1 ∪ [ρ1; 1 − ρ2]∪Cρ2 ∪ [1 + ρ2;R]∪CR ∪ [R; 1 +
+ ρ2] ∪ Cρ2 ∪ [1 − ρ2; ρ3], £¤¥ Cρ1 | ®ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  ρ1 á
æ¥âà®¬ ¢ 0, CR | ®ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  R á æ¥âà®¬ ¢ 0, Cρ2 ¨
Cρ2 | ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  ρ2 á æ¥âà ¬¨ ¢ â®çª å 1 + i0
¨ 1 − i0 á®®â¢¥âáâ¢¥® (á¬. à¨á. 2.38).

�ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì Ln z, â ª ï, çâ®   ¢¥àå-
¥¬ ¡¥à¥£ã à §à¥§  ¯à¨¨¬ ¥â ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ § ç¥¨ï, â. ¥.
f(z) = ln |z|+ i∆arg z. �®£¤ , á ®¤®© áâ®à®ë,

,

C

f(z)
z2 − 1

dz = 2πi res
z=−1

f(z)
z2 − 1

= −πif(−1).

� ¤àã£®© áâ®à®ë,

,

C

f(z)
z2 − 1

dz =
∫

Cρ1

f(z)
z2 − 1

dz +

1−ρ2∫

ρ1

lnx

x2 − 1
dx+
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+
∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz +

R∫

1+ρ3

ln x

x2 − 1
dx +

∫

CR

f(z)
z2 − 1

dz +

1+ρ2∫

R

ln x + 2iπ

x2 − 1
dx+

+
∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz +

ρ1∫

1−ρ2

ln x + 2iπ

x2 − 1
dx −→

ρ1→0
R→∞

−→
ρ1→0
R→∞

∞∫

0

lnx

x2 − 1
dx +

0∫

−∞

ln x + 2iπ

x2 − 1
dx − πi

2iπ

2
=

=

0∫

−∞

2iπ

x2 − 1
dx − πi

2iπ

2
.

�¨¤®, çâ®
∫ ∞
0

ln x
x2 − 1

dx á®ªà â¨«áï.

�®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì
+
C

f2(z)
z2 − 1

dz.

I � ®¤®© áâ®à®ë,
,

C

f2(z)
z2 − 1

dz = 2πi res
z=−1

f2(z)
z2 − 1

= −πif2(−1) = −πi(πi)2.

� ¤àã£®© áâ®à®ë,

π2i =
,

C

f2(z)
z2 − 1

dz =
∫

Cρ1

f2(z)
z2 − 1

dz +

1−ρ2∫

ρ1

ln2 x

x2 − 1
dx+

+
∫

Cρ2

f2(z)
z2 − 1

dz +

R∫

1+ρ3

ln2 x

x2 − 1
dx +

∫

CR

f2(z)
z2 − 1

dz+

+

1+ρ2∫

R

(lnx + 2iπ)2

x2 − 1
dx+

∫

Cρ2

f2(z)
z2 − 1

dz +

ρ1∫

1−ρ2

(lnx + 2iπ)2

x2 − 1
dx −→

ρi→0
R→∞

(â. ª. ¨â¥£à « ¯® ¨¦¥© ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨
∫

Cρ2

f2(z)
z2 − 1

dz −→
ρ2→0

−→
ρ2→0

−πi
f2(1)

2 = −πi
(2πi)2

2 )
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−→
ρi→0
R→0

∞∫

0

ln2 x

x2 − 1
dx −

∞∫

0

(lnx + 2iπ)2

x2 − 1
dx − πi

(2iπ)2

2
=

= −
∞∫

0

4iπ ln x + (2iπ)2

x2 − 1
dx + 2π3i = π3i⇐⇒


I = π2

4 ,
∫ ∞
0

(2iπ)2

x2 − 1
dx = 0.

�â¢¥â. π2

4 .

x0

y

R

Cρ1 Cρ2

CR

ρ1 1

�¨á. 2.39

�à¥â¨© á¯®á®¡. �ë¡¥à¥¬ â¥¯¥àì ¥
á®¢á¥¬ ®¡ëçë© ª®âãà, â. ª. áà §ã ¥
ïá®, ª ª ¢¥¤ñâ á¥¡ï ¨â¥£à « ¯® ¢¥àâ¨-
ª «¨ (á¬. à¨á. 2.39).

�â ª, ª®âãà á®áâ®¨â ¨§ Cρ1 | ç¥â-
¢¥àâ¨ ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®-
®à¤¨ â, Cρ2 | ¯®«ã®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ z = 1, ¯®-
«ã®ªàã¦®áâ¨ CR á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â ¨ ®âà¥§ª®¢
[ρ1; 1 − ρ2], [1 + ρ2; R], [iR; iρ1]. �®£¤ 

0 =
.

C

f(z)
z2 − 1

dz =
∫

Cρ1

f(z)
z2 − 1

dz+

1−ρ2∫

ρ1

ln x

x2 − 1
dx+

∫

Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz+

+
∫ R

1+ρ2

ln x

x2 − 1
dx +

∫

CR

f(z)
z2 − 1

dz +

ρ1∫

R

ln |iy|+ i π
2

(iy)2 − 1
i dy −→

R→∞,
ρ1→0, ρ2→0

−→
R→∞,

ρ1→0, ρ2→0

+∞∫

0

lnx

x2 − 1
dx+

+∞∫

0

ln y

y2 + 1
dy− π2

4
⇒

∞∫

0

lnx

x2 − 1
dx =

π2

4
, â. ª.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

Cρ1

f(z)
z2−1 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

π
2∫

0

ln ρ1+iϕ

ρ2
1e

2iϕ−1 iρ1 dϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

π

2
ρ1 ln ρ1

ρ2
1+1

+
π2ρ1

8(ρ2
1+1)

−→
ρ1→∞

0

�â¥£à «
∫
Cρ2

f(z)
z2 − 1

dz −→
ρ2→0

0, ¯®â®¬ã çâ® z = 1 | ���,  ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)
z2−1 dz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

lnR+iϕ

z2 − 1
iR dϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

π

2
R lnR

R2+1
+

π2R

8(R2+1)
−→
R→∞

0.

� ª ¢¨¤®,   ¢¥àâ¨ª «¨ ¯®ï¢¨«áï «¨è¨© ¨â¥£à «, ® ®
¨¬¥¥â ç¨áâ® ¬¨¬®¥ § ç¥¨¥.

�â¢¥â. π2

4 . J
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����� III. ����������
�����������

§ 3.1. �«¥¬¥â àë¥ ª®ä®à¬ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï
�¯à¥¤¥«¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥ w = f(z)  §ë¢ ¥âáï ª®-

ä®à¬ë¬ ¢ â®çª¥ z0, ¥á«¨ ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨
1) ¢á¥ ®ªàã¦®áâ¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ®ªàã¦®áâ¨ á ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥

ª®íää¨æ¨¥â®¬ à áâï¦¥¨ï,
2) ã£«ë ¬¥¦¤ã ªà¨¢ë¬¨, ¨áå®¤ïé¨¬¨ ¨§ â®çª¨ z0, á®åà ï-

îâáï.
�§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® á¬ëá«  ¬®¤ã«ï ¨  à£ã¬¥â  ¯à®¨§¢®¤-

®© á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ f ′(z0) 6= 0, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï
ª®ä®à¬ë¬ ¢ íâ®© â®çª¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥ ®¡« áâ¨   ®¡« áâì  §ë¢ -
¥âáï ª®ä®à¬ë¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë ¤¢  ãá«®¢¨ï.

1. �â®¡à ¦¥¨¥ ¡¨¥ªâ¨¢®, â. ¥. ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.
2. �â®¡à ¦¥¨¥ ª®ä®à¬® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ®¡« áâ¨.
� áâ® áç¨â îâ, çâ®, ¥á«¨ äãªæ¨ï f(z) à¥£ã«ïà  ¢ ®¡« áâ¨

¨ ¯à®¨§¢®¤ ï f ′(z) 6= 0 ¢ «î¡®© â®çª¥, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®-
ä®à¬® | § ¡ë¢ îâ ® ¯¥à¢®¬ ãá«®¢¨¨. �, ¬®¦¥â ¡ëâì, ®®
¢ë¯®«¥®  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥?

�à¨¢¥¤ñ¬ ¯à¨¬¥à ®â®¡à ¦¥¨ï, ®áãé¥áâ¢«ï¥¬®£® á ¯®-
¬®éìî äãªæ¨¨ w = ez.

�® ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨ w′ = ez 6= 0. �¤ ª®, ¨§ ¯¥à¨®¤¨ç®áâ¨
w = ez ïá®, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ â®çª¨,  å®¤ïé¨¥áï   ¢¥àâ¨-
ª «¨   à ááâ®ï¨¨ 2πk, ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤ã â®çªã. �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, ¯à®¢¥àª  ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï ®¡ï§ â¥«ì .

�â®à®¥ ãá«®¢¨¥ ¯à®¢¥àï¥âáï «¥£ª® | ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë
¯à®¨§¢®¤ ï ¢ ®¡« áâ¨ ¡ë«  ®â«¨ç  ®â 0.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥ w = f(z)  §ë¢ ¥âáï ª®-
ä®à¬ë¬ ¢ â®çª¥ z = ∞, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ f

(
1
z

)
= ϕ(z), ¤®-

¯®«¥®¥ ¯à¥¤¥«ìë¬ § ç¥¨¥¬ w = f(z) ¯à¨ z → ∞, ï¢«ï-
¥âáï ª®ä®à¬ë¬ ¢ 0.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥ w = f(z)  §ë¢ ¥âáï ª®-
ä®à¬ë¬ ¢ ¯®«îá¥ z = z0 ∈ C, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ 1

f(z) , ¤®¯®«-
¥®¥ ¯à¥¤¥«ìë¬ § ç¥¨¥¬ 1

f(z) ¯à¨ z → z0 ∈ C, ï¢«ï¥âáï
ª®ä®à¬ë¬ ¢ â®çª¥ z0.

�¬¥¥â ¬¥áâ®
�¥®à¥¬ . �â®¡à ¦¥¨¥ ®¡« áâ¨ D   ®¡« áâì D ï¢«ï¥âáï

ª®ä®à¬ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  w = f(z) à¥£ã«ïà 
¢ D, ªà®¬¥, ¡ëâì ¬®¦¥â, ®¤®£® ¯®«îá  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .

� ¤ «ì¥©è¥¬  è¨ ãá¨«¨ï ¡ã¤ãâ  ¯à ¢«¥ë   ¯à®¢¥àªã
¨¬¥® ¯¥à¢®£® ãá«®¢¨ï. �¥©ç á ¬ë à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨ï,
ª®â®àë¥ ®áãé¥áâ¢«ïîâáï äãªæ¨ï¬¨ w = zn, w = z2, w = ez,
w = 1

2

(
z + 1

z

)
. �á¥ ®¨ «¥£ª® ¤¨ää¥à¥æ¨àãîâáï,   ¯®â®¬ã

®á®¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ ¡ã¤¥â ã¤¥«¥®  å®¦¤¥¨î ¤«ï ¨å â ª  -
§ë¢ ¥¬ëå ®¡« áâ¥© ®¤®«¨áâ®áâ¨, â. ¥. ®¡« áâ¥©, ª®â®àë¥ ®â®-
¡à ¦ îâáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®.

3.1.1. w = zn ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ n
√

z. �§¬¥¥¨¥
ã£«®¢ ¢ n à §   £à ¨æ¥

�â®¡à ¦¥¨¥ w = zn âàã¤® § ¯¨á âì ¢ ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à-
¤¨ â å | ¯®íâ®¬ã § ¯¨è¥¬ ¢ ¯®«ïàëå ª®®à¤¨ â å:

w = zn = rneinϕ = Reiψ ⇐⇒
{
R = rn,
ψ = nϕ + 2πk, k ∈ Z.

� ©¤ñ¬ â®çª¨, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤ã:
w1 = w2 ⇐⇒ zn

1 = zn
2 ⇐⇒ rn

1 einϕ1 = rn
2 einϕ2 ⇐⇒

⇐⇒
{ r1 = r2,
nϕ2 = nϕ1 + 2πk, k ∈ Z. ⇐⇒

{ r1 = r2,
ϕ2 = ϕ1 + 2π

n k, k ∈ Z.

�â® â®çª¨, «¥¦ é¨¥   ®¤®© ®ªàã¦®áâ¨   ýã£«®¢ëåþ
à ááâ®ï¨ïå ¤àã£ ®â ¤àã£ , à ¢ëå 2π

n . �®íâ®¬ã ¨ª ª®© ã£®«,
¡®«ìè¥, ç¥¬ 2π

n , á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ w = zn ¥ ¬®¦¥â ªã¤ -
«¨¡® ®â®¡à §¨âìáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, â. ¥. ª®ä®à¬®.

� ©¤ñ¬ ®¡à § ¯®«ïà®© á¥âª¨.
 ) r = r0:

{
R = rn

0 ⇐⇒ r0 = n
√

R,
ψ + 2πk = nϕ.

(3.1)
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�¨¤®, çâ® ¤ã£  ®ªàã¦®áâ¨ ýà §¬¥à®¬þ
(
ϕ0;ϕ0 + 2π

n

)
¢§ -

¨¬® ®¤®§ ç® ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®ªàã¦®áâì (nϕ0; nϕ0 +2π) á à -
¤¨ãá®¬ R = rn

0 . �¥¯¥àì  ©¤ñ¬ ®¡à § «ãç .
¡) ϕ = ϕ0:

{
R = rn,
ψ + 2πk = nϕ0.

(3.2)

�¨¤®, çâ® «ãç ϕ = ϕ0 ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¯¥à¥å®¤¨â ¢
«ãç ψ = nϕ0,   ã£®« ϕ2 − ϕ1 ¢ ã£®« ψ2 − ψ1 = n(ϕ2 − ϕ1), â. ¥.
ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï ¢ n à §.

�â®¡à ¦¥¨¥ w = zn á®áâ®¨â ª ª ¡ë ¢ à áªàëâ¨¨ ý¢¥¥à þ
¨ ýà áâï¦¥¨¨þ ª ¦¤®© ®ªàã¦®áâ¨: r0 → rn

0 . �®«ìª® ®ªàã¦-
®áâì à ¤¨ãá  1 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á¥¡ï.

�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ã£®«
(
ϕ0;ϕ0 + 2π

n

)
¢§ -

¨¬® ®¤®§ ç® ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® «ãçã
nϕ0.

� áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à, ã£®«
(
0; 2π

6

)
¨ w = z6.

u0

v

x0

y

π
3

w = z6

z = 6
√

w∗,
z(−1) = ei π

6

�¨á. 3.1  �¨á. 3.1¡
�£®« π

3 ª®ä®à¬® ®â®¡à §¨«áï   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯®
¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ (á¬. à¨á. 3.1 {3.1¡ ).

� ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥. �á®, çâ® ®®
á¢ï§ ® á äãªæ¨¥© z = 6

√
w. �¡à §ë â®ç¥ª z = 0 ¨ z = ∞ |

íâ® â®çª¨ w = 0, w = ∞. �¨ ï¢«ïîâáï â®çª ¬¨ ¢¥â¢«¥¨ï
äãªæ¨¨ z = 6

√
w ¨  å®¤ïâáï   à §à¥§¥. �®íâ®¬ã z = 6

√
w

à á¯ ¤ ¥âáï ¢ íâ®© ®¡« áâ¨   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨. �¤  ¨§ à¥-
£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© z = 6

√
w ®áãé¥áâ¢«ï¥â ®¡à â®¥ ª®ä®à¬®¥

®â®¡à ¦¥¨¥. �¡®§ ç¨¬ íâã ¢¥â¢ì 6
√

w∗.
�®£¤ , â ª ª ª w

(
ei π

6

)
= −1, ¥ñ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì,  ¯à¨¬¥à,

ãá«®¢¨¥¬

z = 6
√

w∗, z(−1) = ei π
6 ¨«¨ z(1 + i0) = 1 + i0. (3.3)
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�á«¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ãá«®¢¨¥ z = 6
√

w∗, z(−1) = ei π
6 , â® z = 6

√
w∗,

z(−1) = ei π
6 ⇐⇒ z = 6

√|w|e iπ
6 e

i∆ϕ
6 , £¤¥ ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à-

£ã¬¥â  w ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®â â®çª¨ w = −1 ¢ â®çªã w. �á«¨
¦¥ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ãá«®¢¨¥¬ z(1 + i0) = 1 + i0, â® z = 6

√
w∗,

z(1 + i0) = 1 + i0 ⇐⇒ z = 6
√|w|e i∆ϕ

6 , £¤¥ ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥
 à£ã¬¥â  w ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®â â®çª¨ w = 1 + i0 ¢ â®çªã w.

�â¬¥â¨¬ ¯à¨ íâ®¬, çâ® w′ 6= 0 ¢ãâà¨ ã£« , ® w′(0) = 0, ¨
¢ íâ®© â®çª¥  àãè ¥âáï ª®ä®à¬®áâì | ã£®« ã¢¥«¨ç¨«áï ¢
6 à §.

�á«¨ ®â®¡à ¦ âì á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ w = z6 ã£®«, £¤¥ ϕ ∈
∈

(
π
3 , 2π

3

)
, â® ® â®¦¥ ª®ä®à¬® ®â®¡à §¨âáï   ¯«®áª®áâì á

à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨, ® ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥-
¨¥ ã¦¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢â®à®© ¢¥â¢ìî z = 6

√
w. � ¬¥â¨¬, çâ®

â¥¯¥àì ¢ â®çªã z = −1 ®â®¡à ¦ ¥âáï ¥ ei π
6 ,   z = i. �®-

íâ®¬ã ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ z = 6
√

w∗∗,
z(−1) = i (á¬. à¨á. 3.2 {3.2¡ ).

u0

v

x0

y

π
3

π
3

w = z6

z = 6
√

w∗∗,
z(−1) = i

�¨á. 3.2  �¨á. 3.2¡
�¡« áâìî ®¤®«¨áâ®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï w = zn ï¢«ï¥âáï

«î¡®© ã£®« à §¬¥à  2π
n .

3.1.2. �ãªæ¨ï w = z2 ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨
√

z

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâãî,   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤,
äãªæ¨î w = z2.

� ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì  ©¤ñ¬ â®çª¨, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï ¢
®¤ã:

z2
1 = z2

2 ⇐⇒

z1 = z2,

z1 = −z2
⇒ z1 = −z2. (3.4)

� ª à á¯®«®¦¥ë íâ¨ â®çª¨?
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x0

y

�¨á. 3.3

�á«¨ ¯à®¢¥áâ¨ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯àï-
¬ãî ç¥à¥§  ç «® ª®®à¤¨ â, â®
â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ®© ¯àï¬®© á
«î¡®© ®ªàã¦®áâìî á æ¥âà®¬ ¢
 ç «¥ ª®®à¤¨ â, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ
ãá«®¢¨î z1 = −z2, â. ¥. ¡ã¤ãâ
®â®¡à ¦ âìáï ¢ ®¤ã â®çªã (á¬.
à¨á. 3.3).

�®íâ®¬ã ¨ ®¤  ®¡« áâì, á®-
¤¥à¦ é ï ®ªà¥áâ®áâì  ç «  ª®-

®à¤¨ â, ¨ªã¤  ¥ ®â®¡à §¨âáï ¡¨¥ªâ¨¢®. � ¢®â ª ¦¤ ï ¨å
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®«ã¯«®áª®áâ¥© ¬®¦¥â ®â®¡à §¨âìáï ýªã¤ -
â®þ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®, â. ª. ý¯ àë¥þ â®çª¨  å®¤ïâáï ¢
à §ëå ¯®«ã¯«®áª®áâïå.

� ¯¨è¥¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¢ ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à¤¨ â å

w = z2 = x2 − y2 + 2ixy ⇐⇒
{

u = x2 − y2,
v = 2xy.

(3.5)

� ©¤ñ¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®®à¤¨ âëå ®á¥©:

 ) x = x0, x0 6= 0 :
{

u = x2
0 − y2,

v = 2x0y
⇐⇒


y = v

2x0
,

u = x2
0 − v2

4x2
0

.
(3.6)

�¨¤®, çâ® ¢¥àâ¨ª «ì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï  
¯ à ¡®«ã á ¢¥àè¨®© u = x2

0, à á¯®«®¦¥®© ¢ ¯à ¢®© ¯®«ã-
¯«®áª®áâ¨.

x0

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3i

−2i

−i

i
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−3i

−2i

−i
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3i

�¨á. 3.4  �¨á. 3.4¡
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ä®à¬ã«¥ ¯ à ¡®«ë x0 ¢å®¤¨â ¢ ª¢ ¤à â¥.
�®íâ®¬ã   âã ¦¥ ¯ à ¡®«ã ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï
¨ ¢¥àâ¨ª «ì x = −x0. �®, ª ª ¢¨¤®   à¨á. 3.4 {3.4¡ ¢¥àâ¨-
ª «ì á x0 > 0 ¨ ¯ à ¡®«  u = x2

0 − v2

4x2
0

¯à®å®¤ïâáï ¢ ®¤®¬
¨ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨,   ¢¥àâ¨ª «ì á x0 < 0 ¨ ¯ à ¡®«  u =
= x2

0 − v2

4x2
0

¯à®å®¤ïâáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦ëå  ¯à ¢«¥¨ïå.
�¨¤®, çâ® ¯à¨ ã¬¥ìè¥¨¨ x0 ¯ à ¡®«  ýá¦¨¬ ¥âáïþ ¨,

¢ ª®æ¥ ª®æ®¢, ýáå«®¯ë¢ ¥âáïþ ¢ à §à¥§ ¯® ®âà¨æ â¥«ì®©
¯®«ã®á¨: x = 0:

{
u = −y2,
v = 0.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¯à ¢®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ à §-
à¥§ ¯à®å®¤¨âáï ª ª ®áì Oy,   ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ «¥¢®© ¯®«ã-
¯«®áª®áâ¨ à §à¥§ ¯à®å®¤¨âáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬ ª ®á¨ Oy  -
¯à ¢«¥¨¨.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ £®à¨§®â «¥©:

¡) y = y0, y0 6= 0 :
{

u = x2 − y2
0,

v = 2xy0
⇐⇒


x = v

2y0
,

u = v2

4y2
0

− y2
0.

(3.7)

�¨¤®, çâ® £®à¨§®â «ì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï  
¯ à ¡®«ã á ¢¥àè¨®© u = −y2

0 ¢ «¥¢®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨.
� ª ª ª y0 ¢å®¤¨â ¢ ãà ¢¥¨¥ ¯ à ¡®«ë ¢ ª¢ ¤à â¥, â®

  âã ¦¥ ¯ à ¡®«ã ®â®¡à ¦ ¥âáï ¨ £®à¨§®â «ì y = −y0. �®,
ª ª ¢¨¤®   à¨á. 3.4 {3.4¡ , ¢¥àâ¨ª «ì á y0 > 0 ¨ ¯ à ¡®« 
u = v2

4y2
0

− y2
0 ¯à®å®¤ïâáï ¢ ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨,  

¢¥àâ¨ª «ì á y0 < 0 ¨ ¯ à ¡®«  u = v2

4y2
0

− y2
0 ¯à®å®¤ïâáï ¢ ¯à®-

â¨¢®¯®«®¦ëå  ¯à ¢«¥¨ïå.
�¨¤®, çâ® ¯à¨ ã¬¥ìè¥¨¨ y0 ¯ à ¡®«  ýá¦¨¬ ¥âáïþ ¨, ¢

ª®æ¥ ª®æ®¢, ýáå«®¯ë¢ ¥âáïþ ¢ à §à¥§ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã-
®á¨: y = 0:

{
u = x2,
v = 0.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ à §-
à¥§ ¯à®å®¤¨âáï ª ª ®áì Oy,   ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¨¦¥© ¯®«ã-
¯«®áª®áâ¨ à §à¥§ ¯à®å®¤¨âáï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬ ª ®á¨ Oy  -
¯à ¢«¥¨¨ (á¬. à¨á. 3.5 {3.5¡ ).
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√
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�¨á. 3.5  �¨á. 3.5¡

�¨¤®, çâ® ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ £®à¨§®â «¨ ýá¢ñàâë¢ îâáïþ
¢ ¯ à ¡®«ë,   ¯®«ã¢¥àâ¨ª «¨ ¯à¨ ýà áâï¦¥¨¨þ ¨ ýá£¨¡ -
¨¨þ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ ý¨§£¨¡ îâáïþ ¨ ¯à¥¢à é îâáï ¢ ¯®«ã¯ -
à ¡®«ë.

�¨¤®, çâ® ¢¥àåïï ¯®«ã¯«®áª®áâì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®
®â®¡à §¨« áì   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã-
®á¨. �à®¬¥ â®£®, ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ w′ = 2z 6= 0.
� ç¨â, ¯®«ã¯«®áª®áâì ®â®¡à §¨« áì   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬
ª®ä®à¬®.

� íâ® § ç¨â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, ¨
®® â®¦¥ ª®ä®à¬®. �® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ®¤®© ¨§ à¥£ã«ïà-
ëå ¢¥â¢¥© äãªæ¨¨ z =

√
w, ª®â®à ï áãé¥áâ¢ã¥â, â. ª. â®çª¨

¢¥â¢«¥¨ï z =
√

w | íâ® w = 0, w = ∞, ª®â®àë¥  å®¤ïâáï  
à §à¥§¥. �¡®§ ç¨¬ íâã ¢¥â¢ì √w∗. �®£¤  ¥ñ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì,
 ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨¥¬

z =
√

w∗, z(−1) = i. (3.8)

�â¬¥â¨¬, çâ® w′(0) = 0, ¨ ¢ íâ®© â®çª¥  àãè ¥âáï ª®-
ä®à¬®áâì | ã£®«   £à ¨æ¥ ã¢¥«¨ç¨«áï ¢ 2 à § .

�¡« áâìî ®¤®«¨áâ®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï w = z2 ï¢«ï¥âáï «î-
¡ ï ¯®«ã¯«®áª®áâì, £à ¨æ  ª®â®à®© ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§  ç «® ª®-
®à¤¨ â.

�¯à è¨¢ ¥âáï,   ªã¤  ®â®¡à §¨âáï á ¯®¬®éìî w = z2 ¨¦-
ïï ¯®«ã¯«®áª®áâì?

� é¥ ¢á¥£® ¬£®¢¥ë© ®â¢¥â ¥¢¥à¥. � à¨áã¥¬ ª àâ¨ªã
(á¬. à¨á. 3.6 {3.6¡ ).
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�¨á. 3.6  �¨á. 3.6¡

�â «® ®ç¥¢¨¤ë¬, çâ® ¨¦ïï ¯®«ã¯«®áª®áâì ®â®¡à §¨-
« áì âã¤  ¦¥, çâ® ¨ ¢¥àåïï. � ç¥¬ â®£¤  ¯à¨¢®¤¨âì íâ®â ¯à¨-
¬¥à? �â¥à¥á® â®, çâ® ®¡à â®¥ ª®ä®à¬®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯¥-
à¥¢®¤¨â âã ¦¥ ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¢ ¨¦îî ¯®«ã¯«®áª®áâì
á ¯®¬®éìî ¤àã£®© ¢¥â¢¨ z =

√
w. �¡®§ ç¨¬ íâã ¢¥â¢ì √w∗∗.

�®£¤  ¥ñ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì,  ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨¥¬
z =
√

w∗∗, z(−1) = −i. (3.9)
� ª ¬ë ã¢¨¤¥«¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î ¤¢ãå ¢¥â-

¢¥© z =
√

w. �éñ ¥ª®â®àë¥ ¬®¦® ã¢¨¤¥âì ¢ ª â «®£¥ í«¥¬¥-
â àëå ®â®¡à ¦¥¨©.

3.1.3. � ª ¢ë¤¥«ï¥âáï à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì?
�  á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢ë¤¥«¨âì à¥£ã«ïàãî ¢¥â¢ì, ®â®¡à ¦ î-

éãî ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨, ¬®¦®
¡¥áç¨á«¥ë¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ á¯®á®¡®¢.

� ¯à¨¬¥à, ¢ëè¥ ¬ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì â¥¬, çâ® ¯à¨ ®â®¡à -
¦¥¨¨ w = z2 ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ w(i) = −1. �®£¤  ®¡à â-
®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¬ë § ¯¨á «¨ ¢ ¢¨¤¥

z =
√

w∗, z(−1) = i.

�®à¬ã«  íâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤: z = i
√|w|e i∆ϕ

2 (¯à®-
¢¥àìâ¥!), £¤¥ ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  w ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨
â®çª¨ ¨§ w = −1 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã.

�®¦® ã¢¨¤¥âì, çâ® ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ w = z2 ¢¥àå¥© ¯®-
«ã¯«®áª®áâ¨ «ãç ϕ = 0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «ãç ψ = 0,   â®çª  z = 1+i0
¢ â®çªã z = 1 + i0. �®£¤  íâã ¦¥ ¢¥â¢ì ®¡à â®£® ®â®¡à ¦¥-
¨ï ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì ¤àã£¨¬ ãá«®¢¨¥¬:  ¯à¨¬¥à, z =

√
w∗,
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z(1 + i0) = 1 + i0. �®à¬ã«  íâ®© ¦¥ ¢¥â¢¨ ¡ã¤¥â ã¦¥ ¤àã£ ï:
z =

√|w|e i∆ϕ
2 , £¤¥ â¥¯¥àì ∆ϕ | ¯à¨à é¥¨¥  à£ã¬¥â  w ¯à¨

¤¢¨¦¥¨¨ â®çª¨ ¨§ w = 1 + i0 ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî â®çªã.
�à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¨¦¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ «ãç ϕ = π ¯¥à¥-

å®¤¨â ¢ «ãç ψ = 2π,   ¢ â®çªã z = 1 + i0 ¯¥à¥å®¤¨â â®çª 
z = −1 − i0 | â®£¤  ¢¥â¢ì ®¡à â®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¬®¦® ¢ë-
¤¥«¨âì ãá«®¢¨¥¬ z =

√
w∗∗, z(1 + i0) = −1 − i0.

3.1.4. w = ez ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ Ln z

�à §ã § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ®â®¡à ¦¥¨ïå áãé¥áâ-
¢®¢ «¨ â®çª¨, ¢ ª®â®àëå ¯à®¨§¢®¤ ï à ¢  0 ¨ ¢ ¨å  àãè -
« áì ª®ä®à¬®áâì.

�¥¯¥àì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ äãªæ¨î w = ez, ¯à®¨§¢®¤ ï ª®-
â®à®© ¨ª®£¤  ¥ ®¡à é ¥âáï ¢ 0. � àãè¨âáï «¨ §¤¥áì £¤¥-
¨¡ã¤ì ª®ä®à¬®áâì?

� , â ª¨¥ â®çª¨ ¥áâì, ¨ á¢ï§ ® íâ® á â¥¬, çâ® w = ez ¯¥à¨-
®¤¨ç  á ¯¥à¨®¤®¬ T = 2πi:

w1 = w2 ⇐⇒ ez1 = ez2 ⇐⇒ z2 = z1 + 2πki, k ∈ Z.

�®íâ®¬ã ¨ª ª ï ®¡« áâì, ¢ ª®â®à®©  å®¤¨âáï å®âï ¡ë
®¤  ¯ à  â®ç¥ª, à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨ ¯® ¢¥àâ¨ª «¨
à ¢® 2πk, k ∈ Z, k 6= 0 ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¡à ¦¥  ª®ä®à¬®!

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡« áâìî ®¤®«¨áâ®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì «î-
¡ ï £®à¨§®â «ì ï ¯®«®á  è¨à¨®© 2π.

� ¯¨è¥¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¢ íªá¯®¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥:
w = ez = exeiy = Reiψ ⇐⇒

{
R = ex,
ψ = y.

(3.10)
� ©¤ñ¬ ®¡à § £®à¨§®â «¨:

y = y0 ⇒
{
R = ex,
ψ = y0.

(3.11)

�¨¤®, çâ® íâ  ¯àï¬ ï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï
  «ãç ψ = y0, ¯à¨çñ¬, ¥á«¨ x 6 0, â® ¯®«ã¯àï¬ ï y = y0 ®â®-
¡à ¦ ¥âáï   ç áâì «ãç , à á¯®«®¦¥®£® ¢ãâà¨ ¥¤¨¨ç®©
®ªàã¦®áâ¨,  , ¥á«¨ x > 0, â® ¯®«ã¯àï¬ ï y = y0 ®â®¡à ¦ ¥âáï
  ç áâì «ãç , à á¯®«®¦¥®£® ¢¥ ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨ (á¬.
à¨á. 3.7 {3.7¡ ).
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� ©¤ñ¬ ®¡à § ¢¥àâ¨ª «¨:

x = x0 ⇒
{
R = ex0 ,
ψ = y.

(3.12)

�¡à § ¢¥àâ¨ª «¨ ý«¥¦¨âþ   ®ªàã¦®áâ¨ R = ex0 .
�à §ã ¢¨¤®, çâ®, ¥á«¨ x0 < 0, â® à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨ ®¡-

à §  ex0 < 1, ¥á«¨ x0 > 0, â® à ¤¨ãá ex0 > 1.
�®á¬®âà¨¬ ¢¨¬ â¥«ì¥¥   ãà ¢¥¨¥ ®ªàã¦®áâ¨. �

à®«¨ ¯®«ïà®£® ã£«  ¢ëáâã¯ ¥â y. �®íâ®¬ã ¢¥àâ¨ª «ì x = x0,
y ∈ (0+2πk; 2π+2πk), k ∈ Z ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï
  ®ªàã¦®áâì, ¯à¨çñ¬, â®çª¨ (x0; 0+2πk) ¨ (x0; 2π+2πk) ®â®-
¡à ¦ îâáï ¢ ®¤ã | ä®à¬¨àã¥âáï à §à¥§ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®¬ã
«ãçã (á¬. à¨á. 3.7¡ ).

�á«¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì, çâ® ¢á¥ ¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ìë¥ ®á¨ Ox,
 ç¨ îâáï ¢ ýâ®çª¥þ z = −∞ + iy, ¯à¥¤áâ ¢«ïï á®¡®© ý¯ã-
ç®ªþ, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® íâ®â ý¯ãç®ªþ, á®åà -
ïï ä®à¬ã «ãç¥© | ¯àï¬ëå, à áªàë¢ ¥âáï, ª ª ¢¥¥à, à áâï-
£¨¢ ï £®à¨§®â «¨ ¢ ®ªàã¦®áâ¨. �à¨ íâ®¬ ªà ©¨¥ ý«ãç¨þ
y = 0 ¨ y = 2π ®¡à §ãîâ à §à¥§.

�î¡ ï £®à¨§®â «ì ï ¯®«®á , £¤¥ y ∈ (α;α+2π), è¨à¨®©
2π ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬
¯® «ãçã ψ = α (á¬. à¨á. 3.8 {3.8¡ ), α = −1.

�¡à â ï äãªæ¨ï Lnw, ª ª ¨§¢¥áâ®, à á¯ ¤ ¥âáï   à¥-
£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ 0 ¨ ∞.
� è à §à¥§ íâ®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â.
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�¨á. 3.8  �¨á. 3.8¡

�â ª, £®à¨§®â «ì ï ¯®«®á  ®â y = 0 ¤® y = 2π ª®ä®à¬®
®â®¡à §¨« áì   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®-
«ã®á¨, § ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â ®¡à â®¥ ª®ä®à¬®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥,
ª®â®à®¥ ®¯à¥¤¥«¨âáï ®¤®© ¨§ ¢¥â¢¥© Ln w. �¡®§ ç¨¬ íâã
¢¥â¢ì f0(w) = Ln∗w. �®£¤  ¥ñ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì,  ¯à¨¬¥à,
ãá«®¢¨¥¬ f0(−1) = Ln∗(−1) = πi | ®  ¯¥à¥¢®¤¨â ¯«®áª®áâì á
à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨   ¯®«®áã, £¤¥ y ∈ (0; 2π)
(á¬. à¨á. 3.9 {3.9¡ ). �®ä®à¬®áâì  àãè¥  ®¯ïâì ¢ â®çª¥
z = 0: ã£®« ¬¥¦¤ã ¯àï¬ë¬¨ y = 0 ¨ y = 2π ã«¥¢®©,   ¬¥¦¤ã
®¡à § ¬¨ ã£®« à ¢¥ 2π. �¡à § â®çª¨ z = 0 | ®¯ïâì â®çª 
¢¥â¢«¥¨ï.
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�¨á. 3.9  �¨á. 3.9¡

� çâ® ¤¥« îâ ®áâ «ìë¥ ¢¥â¢¨?
� ¯à¨¬¥à, ¢¥â¢ì f1(w) = Ln∗∗(w), Ln∗∗(−1) = 3πi ¯¥à¥¢®¤¨â

¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨   ¯®«®áã, £¤¥
y ∈ (2π; 4π) (á¬. à¨á. ª â «®£ ),   ¢¥â¢ì fα(w) = Ln∗∗∗(w),
Ln∗∗∗(1) = 0 ¯¥à¥¢®¤¨â ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® «ãçã ψ = α  
¯®«®áã, £¤¥ y ∈ (α; α + 2π), α < 0 (á¬. à¨á. 3.8 {3.8¡ ), ¨ â. ¤,

�¡à §æë ¥ª®â®àëå ¤àã£¨å ®¡« áâ¥© ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ ª â «®£¥
| á¬. áâà. 161{162.
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3.1.5. �ãªæ¨ï �ãª®¢áª®£® w = 1
2

(
z + 1

z

)
¨

à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ®¡à â®© äãªæ¨¨
1. �â® ®â®¡à ¦¥¨¥  ªâ¨¢® ¨á¯®«ì§®¢ «®áì �. �. �ãª®¢-

áª¨¬ ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨¨ ¯à®ä¨«¥© ¤®§¢ãª®¢ëå á ¬®«ñâ®¢.
� ©¤ñ¬ â®çª¨, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤ã:

w1 = w2 ⇐⇒ 1
2

(
z1 +

1
z1

)
=

1
2

(
z2 +

1
z2

)
⇐⇒

⇐⇒ (z2 − z1)
(
1 − 1

z2z1

)
= 0⇒ z2z1 = 1,

â. ¥., ¥á«¨ z1 = r1e
iϕ1 , â® z2 =

1
r1

e−iϕ1 . (3.13)

x0

y

z1

1
z1

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

�¨á. 3.10

�â¨ â®çª¨ à á¯®«®¦¥ë â ª, ª ª
¯®ª § ®   à¨á. 3.10.

�®íâ®¬ã ®¡« áâìî ®¤®«¨áâ-
®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì, ¨   á ¬®¬ ¤¥«¥
ï¢«ïîâáï, «¨¡® ªàã£ à ¤¨ãá  1,
«¨¡® ¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£® ªàã£ ,
«¨¡® ¢¥àåïï ¨«¨ ¨¦ïï ¯®«ã-
¯«®áª®áâì.

2. � ©¤ñ¬, £¤¥ ¯à®¨§¢®¤ ï ®¡-
à é ¥âáï ¢ 0: w′ = 0 ⇐⇒ z2 − 1

z2 =

= 0⇐⇒ z = ±1 | ¢ íâ¨å â®çª å ¬®¦¥â  àãè âìáï ª®ä®à¬-
®áâì.

� ¯¨è¥¬ z ¢ íªá¯®¥æ¨ «ì®© ä®à¬¥,   ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯à¨
íâ®¬ § ¯¨è¥âáï ¢ ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à¤¨ â å:

w =
1
2

(
z +

1
z

)
=

1
2

(
reiϕ +

e−iϕ

r

)
=

=
1
2

(
r +

1
r

)
cosϕ+ i

1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ⇔


u = 1

2

(
r + 1

r

)
cosϕ,

v = 1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ.

(3.14)

� ©¤ñ¬ ®¡à § ¯®«ïà®© á¥âª¨.
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 ) � ç «   ©¤ñ¬ ®¡à § ®ªàã¦®áâ¨:

r = r0, r0 6= 1 :


u = 1

2

(
r0 + 1

r0

)
cosϕ,

v = 1
2

(
r0 − 1

r0

)
sinϕ

⇐⇒

⇐⇒ u2

1
4

(
r0 + 1

r0

)2 +
v2

1
4

(
r0 − 1

r0

)2 = 1. (3.15)

�¨¤®, çâ® ¢ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬¥ § ¤ ® ãà ¢¥¨¥ í«-
«¨¯á .

�¨¤® â ª¦¥, çâ® ã ¢á¥£® á¥¬¥©áâ¢  í««¨¯á®¢ ®¤® ¨ â®
¦¥ § ç¥¨¥ c2 = 1

4

(
r0 + 1

r0

)2
− 1

4

(
r0 − 1

r0

)2
≡ 1, â. ¥. í««¨¯áë

á®ä®ªãáë.
�¨¤® â ª¦¥, çâ® ®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  r = r0 ¨ r = 1

r0

®â®¡à ¦ îâáï   ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ í««¨¯á. �®!
1) �ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  r = r0 > 1 ®â®¡à ¦ ¥âáï   í«-

«¨¯á, ¯à®å®¤¨¬ë© ¢ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨.
2) �ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  r = 1

r0
< 1 ®â®¡à ¦ ¥âáï  

â®â ¦¥ í««¨¯á, ® ¯à®å®¤¨¬ë© ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬  -
¯à ¢«¥¨¨.

�á«¨ r0 = 1:
{u = cosϕ,
v = 0, , â® ®¡à §®¬ ï¢«ï¥âáï ®âà¥§®ª, ¯à®-

å®¤¨¬ë© ®â 1 ¤® 0 ¨ ®¡à â® | à §à¥§ (á¬. à¨á. 3.11 {3.11¡ ).

u0

v

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

x0

y

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

3i

w= 1
2

(
z+ 1

z

)

z=w±√w2−1∗

�¨á. 3.11  �¨á. 3.11¡
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¡) �¥¯¥àì  ©¤ñ¬ ®¡à § «ãç :

ϕ = ϕ0, cosϕ0 sinϕ0 6= 0 :


u = 1

2

(
r + 1

r

)
cosϕ0,

v = 1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ0

⇐⇒

⇐⇒ u2

cos2 ϕ0
− v2

sin2 ϕ0

= 1. (3.16)

� ¬¥â¨¬, çâ® c2 = cos2 ϕ0+sin2 ϕ0 ≡ 1. �¨¤®, çâ® ¨ £¨¯¥à¡®«ë
á®ä®ªãáë.

� «® â®£®, ¨ í««¨¯áë, ¨ £¨¯¥à¡®«ë á®ä®ªãáë!
� ª ª ª ¢ ãà ¢¥¨¥ £¨¯¥à¡®« ϕ ¢å®¤¨â ª ª cos2 ϕ, sin2 ϕ,

â®   ç áâ¨ ®¤®© ¨ â®© ¦¥ £¨¯¥à¡®«ë ®â®¡à ¦ îâáï «ãç¨

ϕ = ϕ0, ϕ = −ϕ0, ϕ = (π − ϕ0), ϕ = (π + ϕ0).

�áâ «®áì à §®¡à âìáï, çâ®   çâ® ®â®¡à ¦ ¥âáï.
�§ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® § ¤ ¨ï ¢¨¤®, çâ® «ãç¨, ¤«ï ª®-

â®àëå ϕ ∈
(
0; π

2

)
(sinϕ > 0, cosϕ > 0), ®â®¡à ¦ îâáï  

¯à ¢ãî ¯®«ã£¨¯¥à¡®«ã (á¬. à¨á. 3.11 {3.11¡ ), ¯à¨çñ¬, ç áâì
«ãç ,  å®¤ïé ïáï ¢ãâà¨ ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨, ®â®¡à ¦ -
¥âáï   ¯®«®¢¨ã ¯®«ã£¨¯¥à¡®«ë,  å®¤ïéãîáï ¢ ¨¦¥© ¯®-
«ã¯«®áª®áâ¨,   ç áâì «ãç ,  å®¤ïé ïáï ¢¥ ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦-
®áâ¨, ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¯®«®¢¨ã ¯®«ã£¨¯¥à¡®«ë,  å®¤ïéã-
îáï ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨.

�ãç¨, ¤«ï ª®â®àëå ϕ ∈
(
π
2 ; π

)
(sinϕ > 0, cosϕ < 0)

(á¬. à¨á. 3.11 {3.11¡ ), ®â®¡à ¦ îâáï   «¥¢ãî ¯®«ã£¨¯¥à¡®«ã,
¯à¨çñ¬, ç áâì «ãç ,  å®¤ïé ïáï ¢ãâà¨ ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦-
®áâ¨, ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¯®«®¢¨ã ¯®«ã£¨¯¥à¡®«ë,  å®¤ïéã-
îáï ¢ ¨¦¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨,   ç áâì «ãç ,  å®¤ïé ïáï ¢¥
¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨, ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¯®«®¢¨ã ¯®«ã£¨¯¥à-
¡®«ë,  å®¤ïéãîáï ¢ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨.

�ç¨âë¢ ï, çâ® â®çª¨ z1 ¨ z2, ¤«ï ª®â®àëå z1z2 = 1, ®â®¡à -
¦ îâáï ¢ ®¤ã â®çªã, «¥£ª® ¯®ïâì, ª ª ®â®¡à ¦ îâáï «ãç¨
¨§ ¨¦¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨.

155



�¥¯¥àì  ©¤ñ¬ ®¡à §ë «ãç¥© ®á¥© ª®®à¤¨ â:

cosϕ = 0⇐⇒



ϕ =
π

2
,

ϕ =
3π

2

⇒

 ) ϕ =
π

2
:


u = 0,

v = 1
2

(
r − 1

r

) (3.17)

| ®áì Ov, ¯à®å®¤¨¬ ï ¢ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨, çâ® ¨ «ãç |
ýà á¯àï¬¨« áìþ ¯®«ã£¨¯¥à¡®« ,

¡) ϕ =
3π

2
:


u = 0,

v = − 1
2

(
r − 1

r

) (3.18)

®áì Ov, ¯à®å®¤¨¬ ï ¢ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¬  ¯à ¢«¥¨¨.

sinϕ = 0⇐⇒

ϕ = 0,

ϕ = π
⇒

u0

v

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

x0

y

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

3i w= 1
2

(
z+ 1

z

)

�¨á. 3.12  �¨á. 3.12¡

¢) ϕ = 0 :
{

u = 1
2

(
r + 1

r

)
,

v = 0
(3.19)

| à §à¥§ ¯® «ãçã [1;+∞) | ýáå«®¯ã« áìþ ¯à ¢ ï ¯®«ã£¨¯¥à-
¡®« ,

£) ϕ = π :
{

u = − 1
2

(
r + 1

r

)
,

v = 0
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| à §à¥§ ¯® «ãçã (−∞;−1] | ýáå«®¯ã« áìþ «¥¢ ï ¯®«ã£¨¯¥à-
¡®« .

�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£®
ªàã£  ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£® ®â-
à¥§ª  [−1; 1] (á¬. à¨á. 3.12 {3.13¡ ).

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

u0

v

−2 −1 1 2

−i

i
w= 1

2

(
z+ 1

z

)

z=w +
√

w2−1∗∗,
z(∞) = ∞

�¨á. 3.13  �¨á. 3.13¡

�à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ â®çª¨ z = ±1 ®áâ îâáï   ¬¥áâ¥. �ªàã¦-
®áâ¨, à ¤¨ãá ª®â®àëå ¡®«ìè¥ 1, ¢ëâï£¨¢ îâáï ¢ í««¨¯áë.
�à¨çñ¬ ¢¨¤®, çâ®, ç¥¬ ¬¥ìè¥ à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨, â¥¬
¬¥ìè¥ áâ ®¢¨âáï ¥£® ¬ « ï ¯®«ã®áì | ® ¢ëâ¥áï¥â ®ªàã¦-
®áâì ¥¤¨¨ç®£® à ¤¨ãá    ¢â®à®© «¨áâ (¯à¨ íâ®¬ ¤®¡ ¢«ï-
¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨¢¥àá¨¨ z → 1

z ), ¨, ¢ ª®æ¥ ª®æ®¢, í«-
«¨¯á ýáå«®¯ë¢ ¥âáïþ ¢ ®âà¥§®ª.

� ®¡à â®© äãªæ¨¨ z = w+
√

w2 − 1 â®çª¨ w = ±1 | â®çª¨
¢¥â¢«¥¨ï. �®íâ®¬ã ®  à á¯ ¤ ¥âáï   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨ ¢
¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬, á®¥¤¨ïîé¨¬ w = 1 ¨ w = −1. � è
à §à¥§ íâ®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àï¥â. � ª ª ª íâ® ®â®¡à ¦¥-
¨¥ ª®ä®à¬®, â® ¨ ®¡à â®¥ ª®ä®à¬® ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤-
®© ¨§ ¢¥â¢¥© äãªæ¨¨, ®¡à â®© ª äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£®. � -
¯à¨¬¥à, ïá®, çâ® ¨ ¯à®®¡à §, ¨ ®¡à § ¥®£à ¨ç¥ë¥ ®¡« áâ¨,
¯®íâ®¬ã z = w +

√
w2 − 1∗∗, z(∞) = ∞.

� ªã¤  ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ãâà¥®áâì ªàã£ ?
�â¢¥â ç áâ® ¡ë¢ ¥â ¥¢¥àë¬. �® ¢¥¤ì ¢® ¢ãâà¥®áâ¨

 å®¤ïâáï ¢á¥ â®çª¨, á¢ï§ ë¥ á â®çª ¬¨ ¢¥ ªàã£  á®®â®-
è¥¨¥¬ z1z2 = 1, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤ã â®çªã | § -
ç¨â, ¨ ¢ãâà¥®áâì ªàã£  ª®ä®à¬® ®â®¡à ¦ ¥âáï â®¦¥  
¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£® ®âà¥§ª  (á¬. à¨á. 3.14 {3.14¡ ).
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� ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥? �® ¤ ñâáï ¤àã£®© ¢¥â¢ìî ®¡-
à â®© äãªæ¨¨. �á®, çâ® ®£à ¨ç¥ ï ®¡« áâì (ªàã£) ¯¥-
à¥è«  ¢ ¥®£à ¨ç¥ãî,   z = w +

√
w2 − 1 ¯¥à¥¢®¤¨â ∞ ¢ 0

¨«¨ ∞. �®íâ®¬ã ¨áª®¬ ï ¢¥â¢ì z = w+
√

w2 − 1∗, z(∞) = 0 (á¬.
à¨á. 3.14 {3.14¡ ).

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

u0

v

−2 −1 1 2

−i

i w= 1
2

(
z+ 1

z

)

z=w +
√

w2−1∗,
z(∞) = 0

�¨á. 3.14  �¨á. 3.14¡
�®ä®à¬®áâì  àãè¥  ¢ â®çª å z = ±1 | ã£«ë ¬¥¦¤ã

¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâìî ¨ ®áìî ¢ íâ¨å â®çª å ¨ ¨å ®¡à § ¬¨
à §ë¥ (á¬. à¨á. 3.14 {3.14¡ ).

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¢¥àå¥© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨
(á¬. à¨á. 3.15 {3.15¡ ). �¡à §ë ¯®«ã®á¥© (0;+∞) ¨ (−∞; 0)
ýáå«®¯ã«¨áìþ ¢ à §à¥§ë, ýã¥áïþ 0 ¢ ∞,   á ¨¬ ¨ ®á®¢ ¨ï
«ãç¥©, à áâï£¨¢ ï ¨å ¢ £¨¯¥à¡®«ë, ¨ ý¢ë¢¥àã¢þ ¥¤¨¨çë©
ªàã£ ¢ ¯®«ã¯«®áª®áâì.

u0

v

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x0

y

−2 −1 1 2
i

2i

w= 1
2

(
z+ 1

z

)

z=w±√w2−1∗

�¨á. 3.15  �¨á. 3.15¡

�¥àåïï ¯®«ã¯«®áª®áâì ®â®¡à §¨« áì ª®ä®à¬®   ¯«®á-
ª®áâì á à §à¥§ ¬¨ ¯® «ãç ¬ [1;+∞) ¨ (−∞;−1].

�ãªæ¨ï w +
√

w2 − 1 à á¯ « áì   à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨. �¥-
¯¥àì ¨ 0 ýãèñ«þ ¢ ∞ ¨ ∞ ¢ ∞.
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u0

v

−2 −1 1 2

1

2

x0

y

−2 −1 1 2

i

2i
w= 1

2

(
z+ 1

z

)

z=w+
√

w2−1∗∗∗,
z(0) = i

�¨á. 3.16  �¨á. 3.16¡

�®íâ®¬ã ¢ë¤¥«¨¬ ¢¥â¢ì ¯®-¤àã£®¬ã. � ¬¥â¨¢, çâ® â®çª 
z = i ¯¥à¥è«  ¢ 0, ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â 0 ¢ i, ¢ë¤¥-
«¨¬ ¢¥â¢ì, ®â®¡à ¦ îéãî ¢¥è®áâì «ãç¥© (−∞;−1] ¨ [1;+∞)
  ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì, ãá«®¢¨¥¬ z = w+

√
w2 − 1∗∗∗, z(0) =

= i (á¬. à¨á. 3.16 {3.16¡ ).
�à¨¬¥àë ¤àã£¨å ®â®¡à ¦¥¨© á¬. ¢ ª â «®£¥.

3.1.6. � â «®£ í«¥¬¥â àëå ®â®¡à ¦¥¨©
�á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë à áá¬®âà¥ëå ®â®¡à ¦¥¨© ¬ë à¥-

è¨«¨ á¢¥áâ¨ ¢ ¥¤¨ë© ª â «®£, çâ®¡ë ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨
¬®¦® ¡ë«® ¯®ïâì, ª ª¨¬ í«¥¬¥â àë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬
ã¤®¡® ¡ã¤¥â ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï, ª®£¤  § ¤ ë ®á®¢®© ¨«¨ ¯à®-
¬¥¦ãâ®çë© ¯à®®¡à § ¨ ®¡à §.

I. �â®¡à ¦¥¨¥ w = z2

u0

v

−2 −1 1 2

1

2

x0

y

−2 −1 1 2

i

2i w = z2

z =
√

w∗,
z(−1) = i

�¨á. 3.17  �¨á. 3.17¡

u0

v

−2 −1 1 2

1

2

x0

y

−2 −1 1 2

i

2i w = z2

z =
√

w∗∗,
z(−1) = −i

�¨á. 3.18  �¨á. 3.18¡
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u0

v

−2 −1 1 2

1

2

x0

y

−2 −1 1 2

i

2i w = z2

z =
√

w∗∗∗,
z(1) = 1

�¨á. 3.19  �¨á. 3.19¡

u0

v

−1 1 2

−2

−1

1

2

x0

y

−1 1 2

−i

i
w = z2

z =
√

w∗∗∗∗,
z(1) = 1

�¨á. 3.20  �¨á. 3.20¡

II. �â®¡à ¦¥¨¥ w = zn

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

2

x0

y

2π
n

−2 −1 1 2

−i

i

2i
w = zn

z = n
√

w∗∗,
z(1 + i0) = 1 + i0

�¨á. 3.21  �¨á. 3.21¡

III. �â®¡à ¦¥¨¥ w = ez

u0

v

x0

y

2πi
w = ez

z = Ln w∗,
z(−1) = iπ

�¨á. 3.22  �¨á. 3.22¡

160



u0

v

x0

y

2πi

4πi
w = ez

z = Ln w∗,
z(−1) = 3iπ

�¨á. 3.23  �¨á. 3.23¡

u0

v

x0

y

πi
w = ez

z = Ln w∗∗,
z(i) = iπ

2

�¨á. 3.24  �¨á. 3.24¡

u0

v

2−1 1

−1

1

x0

y

2πi w = ez

z = Ln w∗∗∗,
z(−e)=1+iπ

�¨á. 3.25  �¨á. 3.25¡

u0

v

−1 1

−1

1

x0

y

2πi w = ez

z = Ln w∗∗∗∗,
z
(− 1

2

)
=− ln 2+iπ

�¨á. 3.26  �¨á. 3.26¡

u0

v

−1 1

1

x0

y

πi w = ez

z = Ln w∗∗∗∗,
z(2i)= ln 2+ iπ

2

�¨á. 3.27  �¨á. 3.27¡
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u0

v

−1 1

1

x0

y

πi w = ez

z = Ln w∗∗∗∗∗∗,
z
(

i
2

)
=− ln 2+ iπ

2

�¨á. 3.28  �¨á. 3.28¡

IV. �â®¡à ¦¥¨¥ w = 1
2

(
z + 1

z

)

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

x0

y

−2 −1 1 2

−i

i
w = 1

2

(
z + 1

z

)

z = w +
√

w2 − 1∗,
z(∞) = 0

�¨á. 3.29  �¨á. 3.29¡

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

x0

y

−2 −1 1 2

−i

i w = 1
2

(
z + 1

z

)

z = w +
√

w2 − 1∗∗,
z(∞) = ∞

�¨á. 3.30  �¨á. 3.30¡

u0

v

−2 −1 1 2

−1

1

x0

y
w = 1

2

(
z + 1

z

)

z = w +
√

w2 − 1∗∗∗,
z(0) = i

�¨á. 3.31  �¨á. 3.31¡

u0

v

x0

y

−1 1

−i

i
w = 1

2

(
z + 1

z

)

z = w +
√

w2 − 1∗∗∗∗,
z

(− 3i
4

)
= i

2

�¨á. 3.32  �¨á. 3.32¡
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u0

v

x0

y

−1 1

−i

i w = 1
2

(
z + 1

z

)

z = w +
√

w2 − 1∗∗∗∗∗,
z

(
3i
4

)
= 2i

�¨á. 3.33  �¨á. 3.33¡

3.1.7. �à¨£®®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥
äãªæ¨¨

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ á«®¦ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï, ª®â®àë¥
®áãé¥áâ¢«ïîâáï á ¯®¬®éìî ª« áá¨ç¥áª¨å âà¨£®®¬¥âà¨ç¥á-
ª¨å ¨ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¨ ï¢«ïîâáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¨§ã-
ç¥ëå ®â®¡à ¦¥¨©.

� ¬¥â¨¬, ®¤ ª®, çâ®   ¯à ªâ¨ª¥ «ãçè¥ ¯à®¢®¤¨âì á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®,   ¥ ¯®«ì§®¢ âìáï
£®â®¢ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ (3.20){ (3.23), â. ª. â ¬ ¥ ¯à®áâ® ¢ë¤¥-
«ïâì à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨.

1. � áá¬®âà¨¬ á ç « ,  ¯à¨¬¥à, w = ch z = ez + e−z
2 .

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ¨§¢¥áâëå
®â®¡à ¦¥¨©. �®â âãâ-â® ¨ ¯à¨£®¤¨âáï ª â «®£.

�ãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¯¥à¨®¤ 2πi. �®íâ®¬ã ¯à¨¤ñâáï ®â®¡à ¦ âì
£®à¨§®â «ìãî ¯®«®áã è¨à¨®© ¥ ¡®«¥¥ 2π. �®  ¬ ®  ¥
¯®¤®©¤ñâ, â. ª. ch z | çñâ ï äãªæ¨ï, ¨ á¨¬¬¥âà¨çë¥ â®çª¨
®â®¡à §ïâáï ¢ ®¤ã. �®¤®©¤ñâ «¨¡® ¯®«®á  è¨à¨®© π, «¨¡®
¯®«ã¯®«®á  è¨à¨®© 2π, ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ á¨¬¬¥âà¨çëå â®ç¥ª.

� £«ï¤ë¢ ¥¬ ¢ ª â «®£.
�®«®á  è¨à¨®© π á ¯®¬®éìî w1 = ez ®â®¡à §¨âáï ¢ ¢¥àå-

îî ¯®«ã¯«®áª®áâì, ª®â®à ï á ¯®¬®éìî w2 = 1
2

(
w1 + 1

w1

)
|

äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£® | ®â®¡à §¨âáï ¢ ¯«®áª®áâì á à §à¥§ ¬¨
¯® «ãç ¬ (−∞;−1] ¨ [1;+∞) (á¬. à¨á. 3.34 {3.34¡ ).

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ íâ®¬ ¨â¥à¢ « ¬¨¬®© ®á¨ ¯¥à¥èñ«  
¨â¥à¢ « (0; 1). �«ãç ©®? �®¥ç®, ¥â | ¢¥¤ì ch z = ch iy =
= cos iz = cos y, y ∈ (0; π) ⇒ ch y ∈ (−1; 1). � ¢®â ¯®«ã®á¨
£à ¨æ ýáå«®¯ã«¨áìþ, â. ª. chx = ch(−x), ch(x+ iπ) = ch(−x+
+ iπ).
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2πi

πi

00
−1 1

0

πi

�¨á. 3.34  �¨á. 3.34¡ �¨á. 3.34¢

�®«®á  è¨à¨®© π, ® à á¯®«®¦¥ ï ®â y = πi ¤® y = 2πi
®â®¡à §¨âáï âã¤  ¦¥, â. ª. á®áâ®¨â ¨§ á¨¬¬¥âà¨çëå â®ç¥ª.
�â® å®à®è® ¢¨¤®   à¨á. 3.34¢.

� § à §à¥§, § ç¨â, ¢ ®¡à â®¬ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì
ª ª¨¥-â® ®á®¡¥®áâ¨ ¢ â®çª å w = ±1, w = ∞.

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã ®¡à â®© äãªæ¨¨:

ch z =
ez + e−z

2
⇐⇒ e2z−2wez+1 = 0⇐⇒ ez = w+

√
w2 − 1⇐⇒

⇐⇒ z = Ln
(
w +

√
w2 − 1

)
= Archw. (3.20)

� ª ¢¨¤®, ®¡à â ï äãªæ¨ï ¤®¢®«ì® á«®¦ ï | íâ®
ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ¬®£®§ çëå äãªæ¨©. �¥¯¥àì ¬ë ã¦¥
§ ¥¬, çâ® â ª®¥ «®£ à¨ä¬ ¨ à ¤¨ª «. �¨¤®, çâ® w = ±1
| â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï. �ëïá¨¬, ®¡à é ¥âáï «¨ ¯®¤«®£ à¨ä¬¨-
ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¢ 0 ¢ ª®¥ç®© â®çª¥: w +

√
w2 − 1 = 0⇐⇒

⇐⇒ w2 − 1 = w2 ⇐⇒ ∅ | ¥ ®¡à é ¥âáï.
� ¬¥â¨¬, çâ® w = ∞ â®¦¥ ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï: ¤«ï

®¤®© ¢¥â¢¨
√

w2 − 1 ¯®¤«®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ®¡à é -
¥âáï ¢ ∞,   ¤«ï ¤àã£®© ¢ 0.

� ª ª ª  è¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ª®ä®à¬®, â® ®¡à â®¥ â®¦¥
ª®ä®à¬®. �ë¤¥«¨âì ¢¥â¢ì ®¡à â®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ã¦¥ ¥
â ª ¯à®áâ® |  ¤® ¢ë¤¥«ïâì ¢¥â¢ì à ¤¨ª «  ¨ «®£ à¨ä¬ . �
¤ ®¬ á«ãç ¥ ®¡à â®¥ ¬®¦® § ¤ âì ä®à¬ã«®©

z = Ln∗
(
w +

√
w2 − 1∗

)
,

z(0) =
πi

2
,
√
−1∗ = i, Ln∗ i =

πi

2
.

(3.21)
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�®¦® à áá¬®âà¥âì ¥éñ ®¤ã ®¡« áâì, ¥ á®¤¥à¦ éãî á¨¬-
¬¥âà¨çëå â®ç¥ª, | ¯®«ã¯®«®áã è¨à¨®© 2π. � ª â «®£¥
¢¨¤®, çâ® ¯à ¢ ï ¯®«ã¯®«®á  ®â®¡à ¦ ¥âáï   ¢¥è®áâì ¥¤¨-
¨ç®£® ªàã£  á à §à¥§®¬ ¯® «ãçã [1;+∞),   íâ  ®¡« áâì ®â®¡-
à §¨âáï á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£®   ¯«®áª®áâì á à §-
à¥§®¬ ¯® «ãçã [−1;+∞) (á¬. à¨á. 3.35¡ ). �à®¬¥ â®£®, íâ® ¢¨¤®
¨ ¨§ à¨á. 3.35  | â ª ª ª ¬¨¬ë© ¯à®¬¥¦ãâ®ª (0;πi),  , § -
ç¨â, ¨ (πi; 2πi) ®â®¡à ¦ îâáï ¢ ®¤¨ ¯à®¬¥¦ãâ®ª (−1; 1), â®
à §à¥§ ¯®©¤ñâ ¯® «ãçã [−1;+∞) (á¬. à¨á. 3.35 {3.35¡ ).

u0

v

−1 1 2x0

y

2πi w

�¨á. 3.35  �¨á. 3.35¡
�¥¢ ï ¯®«ã¯®«®á  è¨à¨®© 2π ®â®¡à §¨âáï âã¤  ¦¥, â. ª.

á®áâ®¨â ¨§ á¨¬¬¥âà¨çëå â®ç¥ª. � ç áâ®áâ¨, ¬®¦® ¯®«ã-
ç¨âì ¥éñ ª àâ¨ª¨. � ¯à¨¬¥à, ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯®«ã¯®«®áë è¨-
à¨®© π (á¬. à¨á. 3.36 {3.36¡ ).

u0

v

x0

y

πi
w = ch z

z = Arch w∗ = Ln (w +
√

w2 − 1∗),
z(0 + i0) = +0 + iπ

2

�¨á. 3.36  �¨á. 3.36¡
�®¦® ¢  è¥¬ á«ãç ¥ ¢ë¤¥«¨âì ¢¥â¢ì,  ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨-

ï¬¨:
√
∗ − 1 = i, Ln∗(0 + i) = πi

2 .
� á¨«ã ¯à¨æ¨¯  á¨¬¬¥âà¨¨, ¬¥¦¤ã ¯à®ç¨¬, ¬®¦® áà §ã

áª § âì, çâ® «¥¢ ï ¯®«ã¯®«®á  ®â®¡à §¨âáï ¢ ¨¦îî ¯®«ã-
¯«®áª®áâì.

2. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ w = cos z = eiz + e−iz
2 .

� ¬¥â¨¬, çâ® cos z = ch iz. �®íâ®¬ã à áá¬®âà¨¬ ¯«®áª®áâì
á ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ ¯®«®á ¬¨ (á¬. à¨á. 3.37 ) ¨ ¯®¢¥àñ¬ ¥ñ  
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ã£®« − π
2 á ¯®¬®éìî ®â®¡à ¦¥¨ï w1 = −iz. � ¤ «ìè¥ à ¡®â ¥â

w2 = chw1.

−2π
−π

0 0 π
2−π

2

− 3π
2

0

π
2

−π
2

3π
2

�¨á. 3.37  �¨á. 3.37¡ �¨á. 3.37¢

�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®«®áë ¨ ¯®«ã¯®«®áë ®â®¡à §ïâáï   á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯«®áª®áâ¨ ¨ ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ (á¬. à¨á. 3.34 {
3.37¢).

� ©¤ñ¬ ä®à¬ã«ã ®¡à â®© äãªæ¨¨ | à §à¥è¨¬ w = cos z
®â®á¨â¥«ì® z.

cos z =
eiz + e−iz

2
⇐⇒ e2iz − 2weiz + 1 = 0⇐⇒
⇐⇒ eiz = w +

√
w2 − 1⇐⇒

⇐⇒ z = −iLn
(
w +

√
w2 − 1

)
= Arccosw. (3.22)

�®íâ®¬ã ¬®¦®,  ¯à¨¬¥à, áà §ã ¨§®¡à §¨âì ®¡à § ¢¥àâ¨-
ª «ì®© ¯®«®áë è¨à¨®© π (á¬. à¨á. 3.38 {3.38¡ ).

x0

y

−π u0

v

−2 −1 1 2
−1

1w = cos z

z=Arccos w∗=− iLn∗(w+
√

w2−1∗),√
0− 1∗ = −i, Ln∗(0− i) = −πi

2

�¨á. 3.38  �¨á. 3.38¡
�âáî¤  á«¥¤ã¥â ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯®«ã¯®«®áë è¨à¨®© π (á¬.

à¨á. 3.39 {3.39¡ ). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®«ã¯®«®á  è¨à¨®© 2π
®â®¡à §¨âáï   ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® «ãçã [−1;+∞).

3. � áá¬®âà¨¬ w = sin z = eiz − e−iz
2i .

�¤¥áì á¨âã æ¨ï ¯®á«®¦¥¥, ¯®â®¬ã çâ®  ¤® ª ª-â® á¢¥áâ¨
ä®à¬ã«ã ª ¢¨¤ã ý¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �ãª®¢áª®£®þ. � ¬¥â¨¬, çâ®
sin z = cos

(
π
2 − z

)
= cos

(
z − π

2

)
. �®íâ®¬ã à áá¬®âà¨¬ ¯®«®áã ®â
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x0

y

−π
u0

vw = cos z

z=Arccos w∗=− iLn∗(w+
√
∗w2−1),√

∗− 1 = −i, Ln∗(−i) = −πi
2

�¨á. 3.39  �¨á. 3.39¡

x = − π
2 ¤® x = π

2 (á¬. à¨á. 3.37¡ ) ¨ á¤¥« ¥¬ á¤¢¨£ ¯«®áª®áâ¨
  π

2 : w1 = z − π
2 ⇐⇒ z = w1 + π

2 ⇒ z = − π
2 → w1 = −π,

z = π
2 → w1 = 0 | ¯®«®á  ®â x = − π

2 ¤® x = π
2 ®â®¡à §¨«¨áì ¢

¯®«®áã ®â x = −π ¤® x = 0 (á¬. à¨á. 3.38 ).
� ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ w = sin z = ei(w1+

π
2 ) − ei(w1+

π
2 )

2i = cosw1,
â® ¤ «ìè¥ à ¡®â îâ à §®¡à ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï.

� ©¤ñ¬ ®¡à âãî äãªæ¨î:

sin z =
eiz − e−iz

2i
⇐⇒ e2iz − 2iweiz − 1 = 0⇐⇒
⇐⇒ eiz = iw +

√
1 − w2 ⇐⇒

⇐⇒ z = −i Ln
(
iw +

√
1 − w2

)
= Arcsinw. (3.23)

�®íâ®¬ã ¬®¦® áà §ã ¨§®¡à §¨âì,  ¯à¨¬¥à, ®â®¡à ¦¥¨¥ ¯®-
«ã¯®«®áë è¨à¨®© π (á¬. à¨á. 3.40 {3.40¡ ).

x0

y

−π
2

π
2

u0

vw = sin z

z=Arcsin w=− iLn∗(iw+
√

1−w2∗),
z(0+i0)=0+i0,

√
1∗=1, Ln∗1=0

�¨á. 3.40  �¨á. 3.40¡

�¥£ª® ¯®«ãç¨âì ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨ ¯®«ã¯®«®áë è¨à¨®© 2π ¨
¤àã£¨¥.

4. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ w = sh z.
� ª ª ª w = sh z = −i sin iz, â® ã¤®¡® á ç «  ¯®¢¥àãâì

¯«®áª®áâì, ¯®«®¦¨¢ w1 = iz, § â¥¬ ¯à¨¬¥¨¬ w2 = sin w1.
� â ª ª ª w2 = sinw1 ýà ¡®â ¥âþ á ¢¥àâ¨ª «ìë¬¨ ¯®«®-

á ¬¨ ¨ ¯®«ã¯®«®á ¬¨ ®â x = − π
2 + πk ¤® x = − π

2 + π + πk,
â® ý¨áå®¤ë¬¨þ ¡ã¤ãâ £®à¨§®â «ìë¥ ¯®«®áë ¨ ¯®«ã¯®«®áë
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®â y = − π
2 + πk ¤® y = − π

2 + π + πk (á¬. à¨á. 3.41 ). � â¥¬

¯®«ãç¥ë© ®¡à § ¯®¢¥àñ¬  
(
− π

2

)
.

� ©¤ñ¬ ®¡à âãî äãªæ¨î:

sh z =
ez − e−z

2
⇔ e2z − 2wez − 1 = 0⇔

⇔ ez = w +
√

w2 + 1⇔ z = Ln(w +
√

w2 + 1) = Arshw. (3.24)
� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬,  ¯à¨¬¥à, ®â®¡à ¦¥¨¥ £®à¨§®-

â «ì®© ¯®«ã¯®«®áë è¨à¨®© π (á¬. à¨á. 3.41 {3.41¡ ), ¨ â. ¤.

x0

y
π
2

−π
2

u0

vw = sh z

z=Arsh w∗=Ln∗(w+
√
∗w2+1),√

∗1=1, Ln∗1=0

�¨á. 3.41  �¨á. 3.41¡

3.1.8. �à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï
�ë ¯à¨¢¥¤ñ¬ â®«ìª® â¥ á¢®©áâ¢  ¤à®¡®-«¨¥©ëå ®â®¡à -

¦¥¨©, ª®â®àë¬¨ ¡ã¤¥¬ ¯®áâ®ï® ¯®«ì§®¢ âìáï.
1. � ®â«¨ç¨¥ ®â à áá¬®âà¥ëå ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ãªâ å ®â®-

¡à ¦¥¨©, ã ª®â®àëå ®¡à âë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ï¢«ï«¨áì
¬®£®§ çë¬¨ äãªæ¨ï¬¨, ¤à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥-
¨ï ®¡à §ãîâ £àã¯¯ã ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à -
¦¥¨©. � ç áâ®áâ¨, ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ â®¦¥ ¤à®¡®-
«¨¥©® ¨ ª®ä®à¬®.

2. �à¥¤ë¤ãé¨¥ ®â®¡à ¦¥¨ï £¤¥-¨¡ã¤ì ¤  ¡ë«¨ ¥ ª®-
ä®à¬ë. �à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï | íâ® ¥¤¨áâ-
¢¥ë© ª« áá ®â®¡à ¦¥¨©, ª®â®àë¥ ª®ä®à¬ë ¢® ¢á¥©
à áè¨à¥®© ¯«®áª®áâ¨ C.

� ç áâ®áâ¨, á®åà ïîâáï ã£«ë ¥ â®«ìª® ¢ãâà¨ ®¡-
« áâ¥©, ® ¨   £à ¨æ¥ (ç¥£® ¥ ¡ë«® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ãª-
â å).

3. �àã£®¢®¥ á¢®©áâ¢®: ¯àï¬ë¥ ¨ ®ªàã¦®áâ¨   ¯«®áª®áâ¨
¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ¯àï¬ë¥ ¨«¨ ®ªàã¦®áâ¨.
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�¢®©áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ªàã£®¢ë¬, ¯®â®¬ã çâ®   áä¥à¥
�¨¬   ®¡à §®¬ ®ªàã¦®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®ªàã¦®áâì, ¥
¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ á¥¢¥àë© ¯®«îá,   ®¡à §®¬ ¯àï¬®© ï¢-
«ï¥âáï ®ªàã¦®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ á¥¢¥àë© ¯®«îá.
�®íâ®¬ã á¢®©áâ¢® ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª: ®ªàã¦®áâ¨  
áä¥à¥ �¨¬   ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ®ªàã¦®áâ¨.

4. �®çª¨, á¨¬¬¥âà¨çë¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯à®®¡à § , ¯¥à¥å®¤ïâ
¢ â®çª¨, á¨¬¬¥âà¨çë¥ ®â®á¨â¥«ì® ®¡à § .

�¨¬¬¥âà¨ï ®â®á¨â¥«ì® ¯àï¬®© ¢á¥¬ ¨§¢¥áâ  (á¬. à¨á.
3.42). � ¯®¬¨¬ ¯®ïâ¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ â®ç¥ª ®â®á¨â¥«ì®
®ªàã¦®áâ¨ (á¬. à¨á. 3.43).

z

z∗

z

z∗

a

�¨á. 3.42 �¨á. 3.43
�®çª¨ z ¨ z∗  §ë¢ îâáï á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ®â®á¨â¥«ì®

®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá  R á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥ a, ¥á«¨
1) ®¨  å®¤ïâáï   ®¤®¬ «ãç¥: z∗ − a = α(z − a), α > 0 ¨
2) |z − a||z∗ − a| = R2.
3) �¥âà ®ªàã¦®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥ á ∞.

�à¨¢¥¤ñ¬ ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¯à¨¬¥à, ïàª® ¤¥¬®áâà¨àãîé¨©
à®«ì ¯à¨¬¥¥¨ï ªàã£®¢®£® á¢®©áâ¢  ¨ á¢®©áâ¢  á®åà ¥¨ï
á¨¬¬¥âà¨¨ ¯à¨ ¤à®¡®-«¨¥©ëå ®â®¡à ¦¥¨ïå.

�à¨¬¥à 3.1. �â®¡à §¨â¥ ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì ¢ ¥¤¨-
¨çë© ªàã£.
I �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤à®¡®-«¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ | â®£¤ ,
¢ á¨«ã ªàã£®¢®£® á¢®©áâ¢ , £à ¨æ  | ®áì Ox | ¯¥à¥©¤ñâ ¢
¯àï¬ãî ¨«¨ ®ªàã¦®áâì. � ¬  ¤®, çâ®¡ë ¢ ®ªàã¦®áâì.

�®£¤  ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á¢®©áâ¢®¬ 4; ¯¥à¥¢¥¤ñ¬ â®çª¨, á¨¬-
¬¥âà¨çë¥ ®â®á¨â¥«ì® ®á¨ | i ¨ −i ¢ â®çª¨, á¨¬¬¥âà¨çë¥
®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â | 0
¨ ∞.
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x0

y

−i

i

u0

v

−1 1

−1

1
w = z−i

z+i

�¨á. 3.44  �¨á. 3.44¡

�ãáâì w1(i) = 0, w1(−i) = ∞ ⇒ w1 = z − i
z + i . �áâ «®áì  ©â¨

à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨: w1(0) = −1 ⇒ R = 1 (á¬. à¨á. 3.44 {
3.44¡ ). � ¤ ç  à¥è¥ . �â¢¥â. w = z − i

z + i . J

� áâ® ¤à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ¨á¯®«ì§ãîâ ¤«ï ý¢ë-
¯àï¬«¥¨ïþ £à ¨æ, ¥á«¨ ®¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¤ã£¨ ®ªàã¦-
®áâ¥© | ¯¥à¢ë© á¯®á®¡ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.2,   â ª¦¥ ¤«ï ý¯¥à¥âï-
£¨¢ ¨ïþ à §à¥§ , ª®£¤  ¨§ ¤¢ãå à §à¥§®¢-«ãç¥©   ç¨á«®¢®©
®á¨ ¦¥« â¥«ì® á¤¥« âì ®¤¨ | ¢â®à®© á¯®á®¡ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.2.

�à¨¬¥à 3.2. �â®¡à §¨â¥ ®¡« áâì   à¨á. 3.45    ¢¥àå-
îî ¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �¥à¢ë© á¯®á®¡. � ç «  ýà á¯àï¬¨¬þ £à ¨æë.

x0

y

1−1

i

u0

v

−1 1

1w = z−1
z+1

�¨á. 3.45  �¨á. 3.45¡
� ¬¥â¨¬, çâ® £à ¨æë ¨¬¥îâ ¤¢¥ ®¡é¨¥ â®çª¨, «î¡ãî ¨§

ª®â®àëå ¬®¦® ®â¯à ¢¨âì ¢ ∞. �®£¤  ®¡à § ®¡¥¨å £à ¨æ ¡ã-
¤¥â á®¤¥à¦ âì ∞ | § ç¨â, ¨ ¯àï¬ ï, ¨ ®ªàã¦®áâì ¯¥à¥©¤ãâ
¢ ¯àï¬ë¥, â. ª. ¨ª ª®© ®ªàã¦®áâ¨ ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â ∞.

� ªãî «ãçè¥?
�â¯à ¢¨¬ ¢ ∞ â®çªã z = −1,   â®çªã z = 1 ®â¯à ¢¨¬ ¢ 0,

çâ®¡ë ¥ ¨áª âì ¯®â®¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï £à ¨æ: w1 = z − 1
z + 1 .

�§ ä®à¬ã«ë áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ z ¯¥à¥-
å®¤ïâ ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ⇒ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ®áì ¯¥à¥è«  ¢
¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî. � §à¥§ ¯¥à¥á¥ª ¥â Ox ¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬,
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  ¤à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ª®ä®à¬ë ¢® ¢á¥© à áè¨-
à¥®© ¯«®áª®áâ¨,   ¯®â®¬ã á®åà ïîâ ã£«ë ¢áî¤ã, ¢ª«îç ï
£à ¨æë | § ç¨â, ®¡à § ¯®©¤ñâ ¯® ¬¨¬®© ®á¨. �¢¥àå ¨«¨
¢¨§? � ©¤ñ¬ w1(i) = i − 1

i + 1 = −2i
−2 = i⇒ ¢¢¥àå (á¬. à¨á. 3.45 {

3.45¡ ).
�¥¯¥àì ý¢ëáâà®¨¬þ £à ¨æë ¢ ®¤ã «¨¨î | ã¢¥«¨ç¨¬

ã£«ë ¢ â®çª¥ z = 0 ¢ ¤¢  à § : w2 = w2
1. �®«ãç¨« áì ¯«®á-

ª®áâì á à §à¥§®¬ ®â −1 ¤® +∞. �¤¥« ¥¬ á¤¢¨£, çâ®¡ë à §à¥§
 ç¨ «áï ¢ â®çª¥ z = 0, ¨¡® â®«ìª® ¢ ¥© ¬®¦¥â ¨§¬¥ïâìáï
ã£®« ( ¬ ¯à¥¤áâ®¨â ã¬¥ìè¥¨¥ ã£«  ¢ 2 à § , çâ®¡ë ¢áï £à -
¨æ  áâ «  ¥¤¨®© ¯àï¬®©): w3 = w2 + 1 (á¬. à¨á. 3.46 ).

0 0 0−1

�¨á. 3.46  �¨á. 3.46¡ �¨á. 3.46¢

� ª®¥æ, ¬®¦® ýà §¢¥àãâìþ ¯«®áª®áâì ¢ ¢¥àåîî ¯®«ã-
¯«®áª®áâì: w4 =

√
w3∗, w4(−1) = i (á¬. à¨á. 3.46¡ ). �®¬¯®§¨-

æ¨ï w4(w3(w2(w1))) ¤ ñâ ®â¢¥â.
�â®à®© á¯®á®¡. �®¦® áà §ã ¢ë¯àï¬¨âì £à ¨æë. �«ï

íâ®£® ¥®¡å®¤¨¬® § âì á¢®©áâ¢  äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£®, ª®â®-
à ï ¨ ¤ã£ã ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨, ¨ ®áì Ox ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ç áâ¨
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨. �®á¯®«ì§ã¥¬áï äãªæ¨¥© �ãª®¢áª®£®:
w1 = 1

2

(
z + 1

z

)
. � ©¤ñ¬ ®¡à §. �§ ª â «®£  ¢¨¤®, çâ® ¢¥àå-

ïï ¯®«ã¯«®áª®áâì ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® «ãç ¬
(−∞;−1] ¨ [1;+∞). �§ á¢®©áâ¢ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �ãª®¢áª®£®
á«¥¤ã¥â, çâ® ¤ã£  ¥¤¨¨ç®© ®ªàã¦®áâ¨ ¯¥à¥å®¤¨â   ®âà¥-
§®ª ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨. � ª ª ª w1(1) = 1, w1(i) = 0, â® íâ®
®âà¥§®ª [0; 1] (á¬. à¨á. 3.46¢).

�¥¯¥àì ý¯¥à¥âï¥¬þ ¤¢  à §à¥§  ¢ ®¤¨. � §à¥§ë ýá®¥¤¨-
¥ëþ ¢ ∞. �à¨¬¥¨¬ ¤à®¡®-«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ w2 =
= w1

w1 + 1 . �¥à¥¢¥¤ï 0 ¢ 0, −1 ¢ ∞, ¬ë ¯¥à¥¢¥«¨ ®âà¥§®ª [−1; 0]
¢ ®¤ã ¯®«ã®áì,   ¤¢  à §à¥§  | ¢ ¤àã£ãî ¯®«ã®áì. � ª ªãî
¯®«ã®áì ¯¥à¥è«¨ ¤¢  à §à¥§ ? � ª ª ª w2(1) = 1

2 , â® ¯à ¢ãî
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(á¬. à¨á. 3.46 ). ý� §¢®à ç¨¢ ¥¬þ ¢ ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì:
w3 =

√
w2∗, w1(−1) = i (á¬. à¨á. 3.46¡ ).

� à ¨ ¬ ¥ ç    ¨ ¥. � ª®© á¯®á®¡ ¢ë¡à âì? �¢®©áâ¢  ®â®-
¡à ¦¥¨ï á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£® ãá¢ ¨¢ îâáï ¤®-
¢®«ì® á«®¦®. J

�à¨¬¥à 3.3. �â®¡à §¨â¥ ¢ãâà¥®áâì ¥¤¨¨ç®£® ¯®«ã-
ªàã£  (á¬. à¨á. 3.47 )   ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

−1 1

i

u0

v

0

�¨á. 3.47  �¨á. 3.47¡ �¨á. 3.47¢

�¥à¢ë© á¯®á®¡.
I � á¯àï¬¨¬ £à ¨æë. �«ï íâ®£® ¬®¦® ®â¯à ¢¨âì «î¡ãî
®¡éãî â®çªã £à ¨æ ¢ ∞. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¡ë«® ¡ë,  -
¯à¨¬¥à, ®â®¡à ¦¥¨ï w = 1

z + 1 (¬®¦® ¨ w = 1
z − 1). �®,

çâ®¡ë ¥ ¨áª âì ¯®â®¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®¢ëå £à ¨æ, ®â-
¯à ¢¨¬ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯àï¬®© ¨ ®ªàã¦®áâ¨ ¢ 0 | ¯à¨-
¬¥¨¬ ¤à®¡®-«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ w1 = z − 1

z + 1 . � å®¤¨¬ ®¡-
à §.

1. � ª ª ª z = −1 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®ªàã¦®áâ¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
®© ®á¨, â® ¨ â®, ¨ ¤àã£®¥ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯àï¬ë¥.

2. �§ ä®à¬ã«ë ¢¨¤®, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ z ¯¥à¥å®¤ïâ ¢
¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ w. � ç¨â, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ®áì ¯¥à¥å®¤¨â
¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî.

3. � ª ª ª ®¤  £à ¨æ  | ®âà¥§®ª [−1; 1],   z = −1 ¯¥à¥å®-
¤¨â ¢ 0 ¨ z = 1 ¢ ∞, â® ®âà¥§®ª ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «ãç ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®© ®á¨. � ª®©? �¥¢ë©, â. ª. w1(0) = −1.

4. �â®à ï £à ¨æ  | ¤ã£  ®ªàã¦®áâ¨ | â®¦¥ ¯¥à¥å®¤¨â ¢
«ãç. � ª®©? �ªàã¦®áâì ¯¥à¥á¥ª ¥â ®áì ¢ â®çª¥ z = 1
¯®¤ ¯àï¬ë¬ ã£«®¬. � ª ª ª ¤à®¡®-«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥-
¨ï ª®ä®à¬ë ¢® ¢á¥© à áè¨à¥®© ¯«®áª®áâ¨ C, â®
®¨ á®åà ïîâ ã£«ë ¢áî¤ã, ¢ª«îç ï £à ¨æë ®¡« áâ¥©.
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�®íâ®¬ã ¢ â®çª¥ w1 = 0 «ãç¨ ¢§ ¨¬® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë,
â. ¥. ¢â®à®© «ãç ¯®©¤ñâ ¯® ¢¥àå¥© ¨«¨ ¨¦¥© ¬¨¬®©
¯®«ã®á¨. �® ª ª®© ¨¬¥®? � ©¤ñ¬ w1(i) = i − 1

i + 1 = i,
§ ç¨â | ¢¥àåïï ¯®«ã®áì (á¬. à¨á. 3.47¡ ).

5. �®«ãç¨«®áì ¤¢  ã£« : ®¤¨ ¢¥«¨ç¨®© π
2 , ¤àã£®© | 3π

2 .
� ª®©  è? �¥à¢ë©. �¯ïâì ¦¥, ¯®â®¬ã çâ® ã£«ë á®åà -
ïîâáï ¢ C.

�¥à¥¢¥áâ¨ ¯®«ãç¨¢è¨©áï ã£®« ¢ ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®á-
ª®áâì ã¦¥ ¥ á®áâ ¢¨â âàã¤ : w2 = −w2

1 (á¬. à¨á. 3.47¢).

�â¢¥â. w2 = −
(
z − 1
z + 1

)2
. J

�â®à®© á¯®á®¡.
I �à¨ à ¡®â¥ ¯¥à¢ë¬ á¯®á®¡®¬ ¬ë ¢à®¤¥ ¡ë ¬®£® ¯¨á «¨.
�® ¢áñ íâ®  ¤® çñâª® § âì ¨ ¥ ¯¨á âì. � ¢®â á¥©ç á á¤¥-
« ¥¬ ¢á¥£® «¨èì ®¤® ®â®¡à ¦¥¨¥, ® ®®   á ¬®¬ ¤¥«¥ á -
¬®¥ á«®¦®¥ ¨§ í«¥¬¥â àëå. �à® ¥£® ¢á¥ á«ëè «¨, ® ¬ «®
ªâ® çñâª® § ¥â, çâ®   çâ® ¨ ¯®ç¥¬ã ®â®¡à ¦ ¥âáï.

�  è¥¬ ª â «®£¥ (á¬. à¨á. 3.32 {3.32¡ ) áà §ã  å®¤¨¬,
çâ® § ¤ çã à¥è ¥â äãªæ¨ï �ãª®¢áª®£®:

w = − 1
2

(
z +

1
z

)
. J

�à¨¬¥à 3.4. �â®¡à §¨â¥ ®¡« áâì à¨á. 3.48    ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �à¨ à¥è¥¨¨ íâ®£® ¯à¨¬¥à  áâã¤¥âë ç é¥ ¢á¥£® ®è¨¡ -
îâáï | ¬£®¢¥ë© ®â¢¥â: w = 1

2

(
z + 1

z

)
.

x0

y

−1 1

i

u0

v

�¨á. 3.48  �¨á. 3.48¡
�® íâ® ¤ «¥ª® ¥ â ª! �¨ § ¡ë¢ îâ, çâ® § ¤  ï  

à¨á. 3.48  ®¡« áâì ¡®«ìè¥ ®¡« áâ¨ ®¤®«¨áâ®áâ¨ äãªæ¨¨
�ãª®¢áª®£®, | äãªæ¨ï �ãª®¢áª®£® ¥ à ¡®â ¥â!
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�®íâ®¬ã ¯à¨¬¥¨¬ ¤à®¡®-«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ w1 =
= z − 1

z + 1 . �® ¢ë¯àï¬¨â ¢á¥ £à ¨æë. � ©¤¥¬ ®¡à §.
1) �§ ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ®áì ¯¥à¥å®¤¨â ¢

¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî,    è¨ «ãç¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ «ãç [0;+∞), â. ª.
¢ãâà¥ïï â®çª  z = 0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ w1(0) = −1.

2) �®«ã®ªàã¦®áâì ¯¥à¥©¤ñâ ¢ «ãç, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë© ¤¥©áâ-
¢¨â¥«ì®© ®á¨. �® ª ª®©? �¢¥àå ¨«¨ ¢¨§? � ©¤ñ¬ w1(i) =
= i − 1

i + 1 = i⇒ ¢¢¥àå.
�®«ãç¨«®áì ¤¢  ã£« . � ª®©  è? � ª ª ª ¤à®¡®-

«¨¥©ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ª®ä®à¬ë ¢® ¢á¥© à áè¨à¥®© ¯«®á-
ª®áâ¨ C, â® ®® ¢áî¤ã á®åà ï¥â ã£«ë, ¢ª«îç ï £à ¨æë.
�¥¦¤ã ¯®«ã®ªàã¦®áâìî ¨ ¯àï¬®© ã£®« ¢ 3π

2 , § ç¨â,  è
ã£®« | ¡®«ìè¨© (á¬. à¨á. 3.48¡ ).

�¥¯¥àì, ¤«ï ã¤®¡áâ¢ , ¯®¢¥àñ¬  è ã£®«: w2 = w1e
−i π

2 ,
çâ®¡ë ã£®«  ç¨ «áï á ϕ = 0.

� ¯®á«¥¤¥¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ w1 = w
2
3

2 ∗, w3(1 + i0) = 1 + i0. J
�à¨¬¥à 3.5. �â®¡à §¨â¥ ¢¥è®áâì ýá®¢ª þ (à¨á. 3.49 )

  ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �®¯à®¡ã¥¬ ¯à¨¬¥¨âì ¤à®¡®-«¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ w1 =
= z − i

z + i .

x0

y

−1 1

i

u0

v

1

−i

u0

v

1
π
3

�¨á. 3.49  �¨á. 3.49¡ �¨á. 3.49¢

� ©¤ñ¬ ®¡à §.
�¨¬ ï ®áì ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî. �âà¥§®ª [−i; i] ¨

¤ã£  ®ªàã¦®áâ¨ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ «ãç¨. �âà¥§®ª | ¢ «ãç   ¤¥©áâ-
¢¨â¥«ì®© ®á¨, ® ª ª®©? � ª ª ª w1(0) = −1, â® íâ® ®âà¨æ -
â¥«ì ï ¯®«ã®áì. �ã£  ®ªàã¦®áâ¨ ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «ãç ¬¨¬®©
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®á¨, â. ª. ¤ã£  ¨ ®âà¥§®ª ¢§ ¨¬® ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë. �® ¢¢¥àå
¨«¨ ¢¨§? � ª ª ª w1(1) = 1 − i

1 + i = −i, â® ¢¨§,   ®âà¨æ â¥«ì-
ãî ¬¨¬ãî ¯®«ã®áì. �ãç [1; +∞) ¯¥à¥©¤ñâ ¢ ¤ã£ã ®ªàã¦-
®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â, â. ª. â®çª¨ ±i, á¨¬¬¥â-
à¨çë¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯àï¬®© y = 0, ¯¥à¥è«¨ ¢ 0 ¨ ∞| â®çª¨,
á¨¬¬¥âà¨çë¥ ®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥
ª®®à¤¨ â. � íâ® § ç¨â, çâ® ®áì Ox ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ®ªàã¦®áâì á
æ¥âà®¬ ¢ z = 0. � ï ¤¢¥ â®çª¨ ®¡à § : w1(1) = −i, w1(+∞) =
= 1 ¯®¨¬ ¥¬, çâ® ®¨ ¯à¨ ¤«¥¦ â ®ªàã¦®áâ¨ ¥¤¨¨ç®£®
à ¤¨ãá  (á¬. à¨á. 3.49¡ ).

�®¢¥àñ¬ ¢á¥   ã£®« π
2 : w2 = w1e

i π
2 . �¥¯¥àì ã£®« ¢ 3π

2

ý¯à¥¢à â¨¬þ ¢ ã£®« π; w3 = w
2
3

2 ∗, w3(1 + i0) = 1 + i0 | ¯®«ã-
ç¨« áì ¢¥àåïï ¯®«ã¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¤ã£¥ ¥¤¨¨ç®©
®ªàã¦®áâ¨ á ã£«®¬ π

2 · 23 = π
3 (á¬. à¨á. 3.49¢).

�¥¯¥àì ¤¢  ¯ãâ¨: «¨¡® ¤à®¡®-«¨¥©®¥, «¨¡® äãªæ¨ï
�ãª®¢áª®£® | á¬. ¯à¨¬¥à 3.2. J

�à¨¬¥à 3.6. �â®¡à §¨â¥ ¢¥è®áâì ý¢¥á®¢þ (à¨á. 3.50 )
  ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �â  § ¤ ç  ¢ë§ë¢ ¥â § âàã¤¥¨ï ¢ â®¬, á ç¥£®  ç âì.

x0

y

−1 1

i

u0

v

−1 1

−i

iw = z2

�¨á. 3.50  �¨á. 3.50¡

� çñ¬ á w1 = z2. �®«ãç¨« áì ¢¥è®áâì ý«®¯ âª¨þ
(á¬. à¨á. 3.50¡ ). � «ìè¥ ¡ã¤¥¬ ¤¥©áâ¢®¢ âì ¨ à ááã¦¤ âì
  «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ¯à¨¬¥àã: w2 = w1 − i

w1 + i . �âáî¤ 
áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® ®âà¥§®ª [−i; i] ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «ãç (−∞; 0], â. ª.
w2(0) = −1. �®«ã®ªàã¦®áâì ¯¥à¥å®¤¨â ¢ «ãç [0;+i∞), â. ª.
w2(−1) = −1 − i

−1 + i = i. �ãç [0;+∞) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¤ã£ã ®ªàã¦-
®áâ¨ á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â. �à¨çñ¬, â ª ª ª w2(∞) =
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= 1, w2(0) = −1, â® à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨ à ¢¥ 1 | ¯®«ãç ¥âáï
à¨á. 3.51 .

0−1 1

−i

i

0
−1 1

−i

i

−1 1

i

0

2π
3

�¨á. 3.51  �¨á. 3.51¡ �¨á. 3.51¢

� «¥¥ w3 = w2e
iπ | à¨á. 3.51¡ ,   ¯®â®¬ w4 = w

2
3

3 ∗, w4(1 +
+ i0) = 1 + i0 | à¨á. 3.51¢. � «¥¥, ª ª ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.2. J

�à¨¬¥à 3.7. �â®¡à §¨â¥ ¢¥è®áâì ýï¡«®ª þ (à¨á. 3.52 )
  ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

−2 −1 1 2

2i

−i

−1 1

−1

1

u0

v

−1 1

−i

i

0

�¨á. 3.52  �¨á. 3.52¡ �¨á. 3.52¢

I �¥à¢ë© á¯®á®¡. ý� á¯àï¬¨¬þ £à ¨æë: w1 = z − i
z + i . � ©-

¤ñ¬ ®¡à §. �§ ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¬¨¬ ï ®áì ¯¥à¥å®¤¨â
¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî, à §à¥§ ¯¥à¥èñ« ¢ à §à¥§ ¯® ®âà¥§ªã

[
0; 1

3

]
,

â. ª. w1(2i) = 2i − i
2i + i = 1

3 ,   ¤ã£¨ ®ªàã¦®áâ¥©, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥
¬¨¬ãî ®áì ¯®¤ ã£«®¬ π

4 , ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ «ãç¨ (á¬. à¨á. 3.52¡ ).
�¥¯¥àì ý¢ëáâà®¨¬þ £à ¨æë ¢ ®¤ã «¨¨î: w2 = w4

1 (á¬.
à¨á. 3.52¢). � «¥¥ ¢áñ ïá® | á¤¢¨£ ¨ ýà §¢®à®âþ ¯«®áª®áâ¨ ¢
¯®«ã¯«®áª®áâì:

w3 = −
(
w2 − 1

34

)
, w4 =

√
w3∗, w4(−1) = i.
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�â®à®© á¯®á®¡. � áâ® ¯¥à¢ë¬ ¤¥« îâ ®â®¡à ¦¥¨¥ w1 =
= z + i

z − i . �®£¤  ®¡à § ¡ã¤¥â ¤àã£®© | à¨á. 3.53 .

u0

v

3 0 34

�¨á. 3.53  �¨á. 3.53¡

�¥¯¥àì w2 = w4
1 | à¨á. 3.53¡ .

�áãé¥áâ¢¨¬ â ª  §ë¢ ¥¬®¥ ý¯¥à¥âï£¨¢ ¨¥þ à §à¥§ : ¨§
¤¢ãå à §à¥§®¢ á¤¥« ¥¬ ®¤¨ (  áä¥à¥ �¨¬   íâ® ¯à®áâ® ¯¥-
à¥âï£¨¢ ¨¥) |  ç «® ®¤®£® «ãç  ®â¯à ¢«ï¥¬ ¢ 0,   ¤àã£®£®
| ¢ ∞: w2 = w1

w1 − 34 , w2(1) = 1
1 − 34 < 0 ⇒ à §à¥§ ¯®©¤ñâ ¯®

¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ (á¬. à¨á. 3.46 ). �¥¯¥àì w3 =
√

w2∗,
w3(−1) = i. �®«ãç¨«®áì ¤ ¦¥ ª®à®ç¥. J

�à¨¬¥à 3.8. �â®¡à §¨â¥ ¢¥è®áâì ®¡« áâ¨ ¢ ¢¨¤¥ ¡ãª¢ë
ýäþ (à¨á. 3.54 )   ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

−2 −1 1 2

−2i

−i

i

2i

u0

v

�¨á. 3.54  �¨á. 3.54¡

I �¨¤®, çâ® ¢á¥ £à ¨æë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ®âà¥§ª®¢ ¯àï¬®© ¨
®ªàã¦®áâ¥©, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â. �®íâ®¬ã à á-
¯àï¬¨¬ ¨å á ¯®¬®éìî ¤à®¡®-«¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï w1 =
= 1

z . �§ ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì ï ®áì ¯¥à¥å®¤¨â
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¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìãî, ¬¨¬ ï ¢ ¬¨¬ãî. �®íâ®¬ã à §à¥§ë ¯¥à¥©-
¤ãâ   ¬¨¬ãî ®áì ®â ± i

2 ¤® ±i∞ á®®â¢¥âáâ¢¥®. �ªàã¦®áâ¨
¯¥à¥©¤ãâ ¢ ¯àï¬ë¥ x = ± 1

2 , ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë¥ ®á¨ Ox. �®«ã-
ç¨« áì ¢¥àâ¨ª «ì ï ¯®«®á  á à §à¥§ ¬¨ | à¨á. 3.54¡ .

� ª â «®£¥ í«¥¬¥â àëå ®â®¡à ¦¥¨© £®à¨§®â «ìë¥ ¯®-
«®áë ®â®¡à ¦ îâáï á ¯®¬®éìî w = ez. �®íâ®¬ã ¯®¢¥àñ¬
 èã ¯®«®áã   ã£®« π

2 , à áâï¥¬ ¤® è¨à¨ë 2π ¨ ¯®¤¨¬¥¬
¢¢¥àå   π: w2 = w12πei π

2 + iπ (á¬. à¨á. 3.55 ).

0

πi

2πi

−π π
0−eπ

−e−π

�¨á. 3.55  �¨á. 3.55¡
�¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ w3 = ew2 = eu2eiv2 | ¯®«ãç¨¬ ¯«®áª®áâì

á ¤¢ã¬ï à §à¥§ ¬¨: à §à¥§ v2 = π, u2 ∈ [π; +∞) ¯¥à¥èñ« ¢
à §à¥§ w3 = eu2eiπ = −eu2 ∈ (−∞;−eπ],   à §à¥§ v2 = π, u2 ∈
∈ [−∞;−π) ¯¥à¥èñ« ¢ à §à¥§ w3 = eu2eiπ = −eu2 ∈ (−eπ; 0] (á¬.
à¨á. 3.55¡ ).

0 0

�¨á. 3.56  �¨á. 3.56¡

ý�¥à¥âï¥¬þ à §à¥§ë w3 = w2 + e−π
w2 + eπ (á¬. à¨á. 3.56 ). �¥-

¯¥àì ýà §¢¥àñ¬þ ¯«®áª®áâì ¢ ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì w4 =
=
√

w3, w4(−1) = i (á¬. à¨á. 3.56¡ ). J

§ 3.2. �à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨
�à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨. �ãáâì ®¡« áâì D à á¯®«®¦¥  ¯®

®¤ã áâ®à®ã ®â ¯àï¬®© l, ¨ ¯ãáâì ®âà¥§®ª [a; b] íâ®© ¯àï¬®©
ï¢«ï¥âáï ç áâìî £à ¨æë ®¡« áâ¨ D.

�ãáâì ®¡« áâì D ®â®¡à ¦ ¥âáï   ®¡« áâì G, à á¯®«®¦¥-
ãî ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â ¯àï¬®© L â ª, çâ® ®¡à §®¬ ®âà¥§ª 
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[a, b] ï¢«ï¥âáï ®âà¥§®ª [A; B] ¯à¨ ¤«¥¦ é¨© L. �ãáâì ®â®-
¡à ¦¥¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á ¯®¬®éìî à¥£ã«ïà®© ¢ ®¡« áâ¨ D
äãªæ¨¨ f(z), ¥¯à¥àë¢®©   D ∪ [a; b]. �®£¤  ¢ ®¡« áâ¨ D∗,
á¨¬¬¥âà¨ç®© ®¡« áâ¨ D ®â®á¨â¥«ì® [a; b], áãé¥áâ¢ã¥â à¥£ã-
«ïà ï ¢ D∗ ¨ ¥¯à¥àë¢ ï   D∗∪ [a; b] äãªæ¨ï f̃(z),   «¨-
â¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ f(z)   ®¡« áâì D∗, ª®â®à ï ®â®¡à ¦ ¥â
®¡« áâì D∗   ®¡« áâì G∗, á¨¬¬¥âà¨çãî ®¡« áâ¨ G ®â®á¨-
â¥«ì® [A; B].

�â®â ¯à¨æ¨¯ ç áâ® ¯à¨¬¥ï¥âáï ª ®â®¡à ¦¥¨î ®¡« áâ¥©,
¨¬¥îé¨å ®¤ã ¨«¨ ¥áª®«ìª® ®á¥© á¨¬¬¥âà¨¨.

�à¨¬¥à 3.9. �â®¡à §¨âì ¢¥è®áâì ýá¥à¯ þ (à¨á. 3.57)
  ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, ®¡« áâì ¨ª ª®© á¨¬¬¥âà¨¥© ¥ ®¡« -
¤ ¥â.

x0

y

u0

v

�¨á. 3.57 �¨á. 3.58

�® ¯®á¬®âà¨¬, çâ® ¯®«ãç¨âáï ¯®á«¥ ¯¥à¢®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.
�®¯à®¡ã¥¬ ¢ë¯àï¬¨âì £à ¨æë, â. ª., ¢®-¯¥à¢ëå, ¢á¥ ç áâ¨ £à -
¨æë ¨¬¥îâ ¢¨¤ ¨«¨ ¯àï¬®©, ¨«¨ ¤ã£¨ ®ªàã¦®áâ¨,  , ¢®-
¢â®àëå, ¨¬¥îâ ¤ ¦¥ ¤¢¥ ®¡é¨å â®çª¨. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¤à®¡®-
«¨¥©®© äãªæ¨¥© w1 = z − 1

z + 1 : ®â¯à ¢¨¬, ¤«ï ¢ë¯àï¬«¥¨ï,
â®çªã z = −1 ¢ ∞,   â®çªã z = 1 ¢ 0, çâ®¡ë ¥ ¨áª âì â®çªã
¯¥à¥á¥ç¥¨ï ®¡à §®¢ | ¯®«ãç¨¬ ª àâ¨ªã à¨á. 3.58.

�®â â¥¯¥àì  ¬ ¯à¨¤ñâáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á¨¬¬¥âà¨ç-
®áâìî ®¡« áâ¨. �«ï ã¤®¡áâ¢ , ¯®¢¥àñ¬ á ç «  ¯«®áª®áâì
  ã£®« π

2 : w2 = w1e
i π
2 ,   § â¥¬ ýà §à¥¦¥¬þ ¯«®áª®áâì ¯®

¤¥©áâ¢¨â¥«ì®© ®á¨ | ¯®«ãç¨¬ å®à®è® § ª®¬ãî ®¡« áâì (á¬.
à¨á. 3.59 ). �ëáâà®¨¬ £à ¨æã ¢ ®¤ã «¨¨î: w3 = w2

2 (á¬.
à¨á. 3.59¡ ).
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0

i

0−1
�¨á. 3.59  �¨á. 3.59¡

�¤¢¨¥¬ ¯«®áª®áâì: w4 = w3 + 1. ý� §¢¥àñ¬þ ¯«®á-
ª®áâì ¢ ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì: w5 =

√
w4∗, w5(−1) = i (á¬.

à¨á. 3.60 ).
�¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ ¯à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨ w6 =

√
w4 (á¬.

à¨á. 3.60¡ ), ¯ãªâ¨à áâñàáï.

0
−1

0
−1

0
�¨á. 3.60  �¨á. 3.60¡ �¨á. 3.60¢

�¡à â¨«¨ ¢¨¬ ¨¥? �ë â®«ìª® ã¡à «¨ § ç®ª ý*þ. �â®
¯®â®¬ã çâ® w5 =

√
w4∗, w5(−1) = i ¢¬¥áâ¥ á® á¢®¨¬   «¨â¨-

ç¥áª¨¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ¯®«®©   «¨â¨ç¥áª®© äãª-
æ¨¥© w5 =

√
w3, ¨ ¢â®à ï ¢¥â¢ì w5 =

√
w3 ®â®¡à §¨â ®¡« áâì,

á¨¬¬¥âà¨çãî ¨§®¡à ¦ñ®©   à¨á. 3.60 ,   ¨¦îî ¯®«ã-
¯«®áª®áâì. � «ìè¥ ¢áñ ¯®ïâ®: w7 = w6 + 1 (á¬. à¨á. 3.60¢)
¨  ª®¥æ w8 =

√
w7, w8(−1) = i. J

�à¨¬¥à 3.10. �â®¡à §¨âì ¢¥è®áâì ýâàñå«®¯ áâ®£®
¯à®¯¥««¥à þ (à¨á. 3.61 )   ¥¤¨¨çë© ªàã£.
I � è  æ¥«ì | ®â®¡à §¨âì £à ¨æë ý«®¯ áâ¥©þ   £à ¨æã
ªàã£ .

x

y

−1 1

−i

i

x0

y

−1 1

−i

i

u0

v

−1 1

−i

i

�¨á. 3.61  �¨á. 3.61¡ �¨á. 3.61¢
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�ëà¥¦¥¬ ¨§ ¯«®áª®áâ¨ ã£®« ®â 0 ¤® 2π
3 (á¬. à¨á. 3.61¡ ).

�¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ w1 = z3 | ã£®« ¯¥à¥©-
¤ñâ ¢ ¯«®áª®áâì á à §à¥§®¬ ¯® ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ã®á¨ (á¬.
à¨á. 3.61¢).

ý� áâï¥¬þ ¯«®áª®áâì ¢ 2 à § , ¨ á¤¢¨¥¬ ¯«®áª®áâì   1
¢«¥¢®: w2 = 2w1 − 1 (á¬. à¨á. 3.62).

u0

v

−2 −1 1 2

�¨á. 3.62
�¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, ®¡à â®¥ ª ¯à¥®¡à §®¢ -

¨î �ãª®¢áª®£®, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ªàã£. �§ ª â «®£  ¢¨¤®,
çâ® ¨ ¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£® ªàã£ , ¨ ¢ãâà¥®áâì ¥¤¨¨ç-
®£® ªàã£  ®â®¡à ¦ îâáï   ¢¥è®áâì ®âà¥§ª . �â®¡à §¨¬
¢® ¢¥è®áâì ¥¤¨¨ç®£® ªàã£ , çâ®¡ë ¢¥àå¨© ¡¥à¥£ à §à¥§ 
¯¥à¥èñ« ¢ ¢¥àå¨©,   ¨¦¨© ¢ ¨¦¨© | ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨
á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ �ãª®¢áª®£® ®ªàã¦®áâ¨ à ¤¨ãá , ¡®«ì-
è¥£® 1, ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ í««¨¯áë, ¯à®å®¤¨¬ë¥ ¢ â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥-
¨¨ (¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¢ãâàì ý¡¥à¥£ þ ¯®¬¥ïîâáï ¬¥áâ ¬¨):
w3 = w2 +

√
w2

2 − 1
∗
, w3(∞) = ∞ (á¬. à¨á. 3.63 ).

0−1 1

−i

i

0−1 1

i

�¨á. 3.63  �¨á. 3.63¡
�¥¯¥àì ã¬¥ìè¨¬ ã£®« ¢ 3 à § , ¢ë¡à ¢ ¢¥â¢ì, ¤«ï ª®â®à®©

w4(8 + i0) = 2 + i0: w4 = 3
√

w3∗ = 3
√|w3|e

i∆ϕ
3 , ∆ϕ ∈ [0; 2π] (á¬.

à¨á. 3.63¡ ).
�¥¯¥àì ¡ã¤¥¬ ¯à¨¬¥ïâì ¯à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨. �¨¤®, çâ®

ç áâ¨ £à ¨æë | ¯àï¬ë¥ á® èâà¨å®¢ª®© | ¯¥à¥è«¨ ¢ ¯àï¬ë¥.
�®íâ®¬ã ¯à¨æ¨¯ ¬®¦® ¯à¨¬¥ïâì ª «î¡®© ¨§ § èâà¨å®¢ -
ëå ¯àï¬ëå. �à¨¬¥¨¬ ¥£® ª ¯àï¬®©,   ª®â®à®©  ¥á¥ 
¬¥«ª ï èâà¨å®¢ª    à¨á. 3.61¡ . �®£¤  ¢â®à ï ¢¥â¢ì 3

√
w3∗∗ =
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= 3
√|w3|ei 2π

3 e
i∆ϕ
3 , ∆ϕ ∈ [0; 2π] ®â®¡à §¨â ®¡« áâì, á¨¬¬¥âà¨ç-

ãî ®â®á¨â¥«ì® íâ®© èâà¨å®¢ª¨   ®¡« áâì, á¨¬¬¥âà¨çãî
â ª®© ¦¥ èâà¨å®¢ª¥   à¨á. 3.63¡ . �à¥âìï ¢¥â¢ì 3

√
w3∗∗∗ =

= 3
√|w3|ei 4π

3 e
i∆ϕ
3 , ∆ϕ ∈ [0; 2π] ®â®¡à §¨â âà¥â¨© ã£®« à¨á. 3.61¡

  âà¥â¨© ã£®« à¨á. 3.63¡ . �â®¡à ¦¥¨¥ ¢¥è®áâ¨ ý¯à®¯¥«-
«¥à þ ¢® ¢¥è®áâì ªàã£  (¢á¥ âà¨ ¢¥â¢¨) ¬®¦® § ¯¨á âì ¢
¢¨¤¥ w4 = 3

√
w3. �â®¡à ¦¥¨¥ w5 = 1

w4
¯¥à¥¢¥¤ñâ ¢¥è®áâì

ªàã£  ¢ ªàã£. J
�à¨¬¥à 3.11. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì à¨á. 3.64 (¡¥áª®¥çë¥

ý£à ¡«¨þ)   ¢¥àåîî ¯®«ã¯«®áª®áâì.
I �¥áª®¥çë¥ ý£à ¡«¨þ | íâ® ¢¥àåïï ¯®«ã¯«®áª®áâì á à §-
à¥§ ¬¨:

x0

y

−2π 2π−π π

πi

�¨á. 3.64
ý�ëà¥¦¥¬þ ®¤¨ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª |  ¯à¨¬¥à, ¯¥à¢ë© |

®â x = 0 ¤® x = π (á¬. à¨á. 3.65 ). � è  § ¤ ç  | ý¯¥à¥âï-
ãâìþ  áâ®ïéãî £à ¨æã   ®áì.

x0

y

π

π u0

v

π

−π
�¨á. 3.65  �¨á. 3.65¡

�¥¯¥àì ¯®¢¥àñ¬ ¥£®   ã£®« π
2 : w1 = zei π

2 (á¬. à¨á. 3.65¡ ).
�§£«ïã¢ ¢ ª â «®£, ¢¨¤¨¬, çâ® ¬®¦® ®â®¡à §¨âì   ¯®«ãªàã£
w2 = ew1 (á¬. à¨á. 3.66 ).

� ¬¥â¨¬, çâ® ¤ã£  ®ªàã¦®áâ¨ | íâ® ®¡à § ®âà¥§ª  [0;πi].
�à¨¬¥¨¬ äãªæ¨î �ãª®¢áª®£®: w3 = 1

2

(
w2 + 1

w2

)
| ¯®«ãç¨-

« áì ¨¦ïï ¯®«ã¯«®áª®áâì (á¬. à¨á. 3.66¡ ), £¤¥ ®¡à §®¬ ý¦¨-
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0−1 1 0 ch π−ch π
�¨á. 3.66  �¨á. 3.66¡

¢®©þ £à ¨æë ï¢«ï¥âáï á¯«®è®© ®âà¥§®ª [− chπ; chπ]. ý�®-
¦¬ñ¬þ ®âà¥§®ª [− chπ; chπ] ¤® áâ ¤ àâ®£® [−1; 1] ¤«ï äãª-
æ¨¨ �ãª®¢áª®£®: w4 = w3

ch π
. � â¥¯¥àì ¯à¨¬¥¨¬ ¯à¥®¡à §®-

¢ ¨¥, ®¡à â®¥ ª äãªæ¨ï �ãª®¢áª®£®, çâ®¡ë á¯«®è®© ®â-
à¥§®ª ®â®¡à §¨«áï   ¯®«ã®ªàã¦®áâì: w5 = w4 +

√
w2

4 − 1
∗
,

w5(−i) = (
√

2 − 1)i (á¬. à¨á. 3.67 ).

0−1 1 0

πi

�¨á. 3.67  �¨á. 3.67¡
�áâ «®áì ®â®¡à §¨âì à¨á. 3.67    £®à¨§®â «ìãî ¯®«ã¯®-

«®áã:
w6 = Lnw5∗, w6

(
i

2

)
= − ln 2 + i

π

2
.

� ª®¥æ, ¯à¨¬¥¨¬ ¯à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨ ª «î¡®© ¨§ ¯ãªâ¨à-
ëå £à ¨æ,  ¯à¨¬¥à, ª á®á¥¤¥© á¯à ¢ , | ¢â®à ï ¢¥â¢ì «®-
£ à¨ä¬  ¯¥à¥¢¥¤ñâ íâã ¯®«ã¯®«®áã   à¨á. 3.64 ¢ ¯®«ã¯®«®áã
[πi; 2πi], ¯ãªâ¨à ýá®âàñâáïþ | ¯®«ãç¨âáï ¯®«ã¯®«®á  è¨à¨-
®© 2π. �à¨¬¥¨¬ ª ¥© ®¯ïâì ¯à¨æ¨¯ á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ â. ¤.
�®£¤  ¯®« ï   «¨â¨ç¥áª ï äãªæ¨ï

w7 = Lnw6

®â®¡à §¨â ¡¥áª®¥çë¥ ý£à ¡«¨þ á à¨á. 3.64   «¥¢ãî ¯®«ã-
¯«®áª®áâì. � ¯®á«¥¤¥¥: w8 = w7e

−i π
2 | ¯®«ãç¨«¨ ¢¥àåîî

¯®«ã¯«®áª®áâì. J
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� ¤ ¨ï ¤«ï á ¬®áâ®ïâ¥«ì®© à ¡®âë
� à¨ â I

1. � ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï z2 − z|z|+ |z|2 = 0.
2. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =

5z + 2i

z2 + z(1 + i) − 6 − 2i
¢ àï¤ �®-

à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ z + 2 ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â
â®çª  z0 = 2i − 2. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨

3. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨ f(z) =

=
(π2 − 9z2)e

1
sinz

(sin z + sin 5z) cos2 1
z

. �â¢¥â ®¡®á®¢ âì.

4. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z+i|= 3
2

(
z − i

z − 1

)
1

1 + ch π
z

dz, 2)
+∞∫

−∞

x2ei(2x+1)

x3 + 2ix2 + x + 2i
dx,

3)
7∫

3

x2 dx

(x − 2) 3
√

(x − 3)(x − 7)2
.

5. �ãáâì g(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
Ln

z − i

3i + z
¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®© γ = {z: |z +

+ i| = 2, Re z > 0}, â ª ï, çâ® Im g(2i) = 2π. � §«®¦¨â¥
g(z) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z + i) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨
z = −i ¨ ¢ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «

,

|z+i|=1

(z + 1)g(z)
(z + i)2

dz.

6. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.1   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

1−√2
√

2− 1

−i

i

�¨á. 4.1
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� à¨ â II

1. � ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï sin z = cos z − i

2
.

2. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =
(2 − i)z + 2(1 − 2i)

z2 + 4
¢ àï¤ �®-

à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z − 1 + i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥-
¦¨â â®çª  z0 = 3. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.

3. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨
f(z) =

sin z + cos z

cos 2z
cos

(
sh z

sh 2z

)
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
4. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|2z−i|=2

2(z − 1)2

z2 + 1
e

1
z dz, 2)

+∞∫

−∞

(x − 2) cos(3 − 2x)
x2 − 6x + 13

dx,

3)
2∫

−∞

dx

(x − 10)2 3
√

(x − 2)
.

5. �ãáâì g(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨ 3
√

z
¢ ®¡« áâ¨ G = {z ∈ C: |z − 8| < 1} â ª ï, çâ® g(8) = 2. �®ª -
¦¨â¥, çâ® ¬®£®§ ç ï äãªæ¨ï F (z) = Ln(g(z)− 1) ¨¬¥¥â
¢ ®¡« áâ¨ G à¥£ã«ïàë¥ ¢¥â¢¨. �ãáâì h(z) | à¥£ã«ïà ï
¢¥â¢ì F (z) ¢ ®¡« áâ¨ G â ª ï, çâ® h(8) = 2πi. �ëç¨á«¨â¥
¨â¥£à «

,

|z|=20

dz

h
(

8z
z + 2

) .

6. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.2   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

1 2

i

2i

1
2 (1+i

√
3)

x0

y

−1 1 2

i
2i

�¨á. 4.2 �¨á. 4.3
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� à¨ â III

1. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î

f(z) =
z − 1 − 5i

z2 − 2z + 2
+

3z − 1 − 3i

z2 − z(1 + 2i) − 1 + i

¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z − 2i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨-
 ¤«¥¦¨â â®çª  z0 = 0. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨-
¬®áâ¨.

2. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
etg 2z(πz − π + 2)

1 − sin 1
1 − z

.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
3. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

3z − iz2e
3π
z

z2 + 9
dz, 2)

+∞∫

−∞

(x + 1) cos(3 − x)
x2 − 6x + 10

dx,

3)
3∫

0

3
√

3x2 − x3(6 − x)
(x − 4)2

dx.

4. �ãáâì f(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
3

√
z(z − 1) ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢ë¬: γ1 = {z: z = it,

[0;+∞)}, γ2 = {z: z = 1 − it, t ∈ [0; 2]; z = t − 2i, t ∈ (−∞; 1]}
â ª ï, çâ® f

(1
2

)
= − 3

√
1
4

. �ãáâì S(z) =
∞∑

0

ak(z + 3i)k à¥£ã-

«ïà ï ¢ ®¡« áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  äãªæ¨ï, á®¢¯ ¤ îé ï
á f(z) ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ z = −3i. � ©¤¨â¥ à -
¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  S(z) ¨ ¢ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «

,

|z+3i|= 5
2

S(z) dz

(z + i)2
.

5. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.3   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.
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� à¨ â IV

1. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =
(1 + 3i)z + i

3z2 + (6i − 1)z − 2i
¢ àï¤ �®-

à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z + 1 − i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥-
¦¨â â®çª  z0 = 4i−1. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.

2. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
(4z2 + 9π2)

(
e

z
z−1 − 1

)
ctg z

ch z
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
3. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z− 2πi
3 |= 2π

3

z2 + π2

ch z + ch 2z
dz, 2)

+∞∫

−∞

sin(1 − 3x)

x − 2 + 5
x

dx,

3)
1∫

0

3
√

x2(1 − x)
x2 − 4

dx.

4. �ãáâì g(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
3
√

z2 + 1 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®© γ = γ1 ∪ γ2 £¤¥
γ1 = {z: |z| = 1, arg z ∈

[
0;

3π

2

]
}, γ2 = {z ∈ C: Im z = −1,

Re z > 0} â ª ï, çâ® g(0) = e−
2πi
3 . �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «

,

|z+3|=1

(
g(z)

g(z) − 2

)2
dz.

5. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.4   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

i

2i

3i
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� à¨ â V

1. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =
z2 + (4 − 2i)z − 9

(z − i)((2 + i)z − z2 − 2i)
¢ àï¤

�®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ z ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â
â®çª  z0 == i − 1. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.

2. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
sin

(
1
z + i

π

)

z2(e2z − 1)(1 − cos z)
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
3. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z|=1

ze
2i
z

z − 2i
dz, 2)

+∞∫

−∞

(x + 2) sin(3 − 2x)
x2 + 2x + 37

dx,

3)
1∫

0

dx

(x + 1)2 4
√

x3(1 − x)
.

4. �ãáâì h(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨

Ln
z2 + 1

z2
¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ®âà¥§ªã [−i; i], â ª ï,

çâ® Im h
(1
5

)
= 0. � §«®¦¨â¥ h(z) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¯® áâ¥¯¥-

ï¬ (z − 1). � ©¤¨â¥ à ¤¨ãá áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®«ãç¥®£® àï¤ 
¨ ¢ëç¨á«¨â¥ áã¬¬ã àï¤  ¢ â®çª¥ z =

1
5

.
5. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.5   ¢¥àåîî

¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

i

√
2

|z|=1
|z−√2|=1
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� à¨ â VI

1. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î

f(z) =
(i + 1)z − 2i

z2 − (4 + 2i)z + 4 + 4i
+

z

z − 2 − 2i

¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z − 2i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨-
 ¤«¥¦¨â â®çª  z0 = −2 − 2i. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ 
áå®¤¨¬®áâ¨.

2. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
sin π

z + 1

(3z2 + z − 2)(1 − cos(2πz))
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
3. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z|= 3
2

z − i

z + 2i
sin

z + i

z − i
dz, 2)

+∞∫

−∞

(x + 1) cos(3 − x)
x2 − 4x + 5

dx,

3)
+∞∫

−1

4
√

x + 1 · ln(x + 1)
(x + 2)2

.

4. �ãáâì g(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
4
√

2z4 − 8z2 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ®âà¥§ªã [−2; 2], â ª ï,

çâ® g(−2
√

2) = 2i
√

2. �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
,

|z|=√7

e
1

z2

g(z) + iz
dz.

5. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.6   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

yarg(z+1) =
3

4 π
|z+1|=1

−1

i
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� à¨ â VII
1. � ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï 2 ctg z − tg z = 3i.
2. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =

z + 4
(z + 1)2

¢ àï¤ �®à   ¯® áâ¥¯¥-
ï¬ (z+1−i) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â â®çª  z0 = 0.
�ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.

3. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
sin2

(
z + 1

z

)
− sin2

(
z − 1

z

)

cos 2z · sin 2
z

cth
1

z − i
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
4. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z|=25

z dz

cos 1
z + cos 2

z

, 2)
+∞∫

−∞

x sin(4 − 2x)
x2 − 3x + 4

dx,

3)
1∫

0

dx

(x − 2)2 5
√

x2(1 − x3)
.

5. �ãáâì g(z) | à¥£ã«ïà ï ¢¥â¢ì ¬®£®§ ç®© äãªæ¨¨
3
√

z2 + 1 ¢ ¯«®áª®áâ¨ á à §à¥§®¬ ¯® ªà¨¢®© γ = γ1 ∪ γ2 £¤¥
γ1 = {z: |z| = 1, Re z > 0}, γ2 = {z: arg(z−i) =

3π

4
}, â ª ï, çâ®

g(0) = 1. �ëç¨á«¨â¥ ¨â¥£à «
,

|z−5+5i|=6

dz

g2(z) − 2g(z) − 8
.

6. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.7   ¢¥àåîî
¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

−1 1

1−√2
√

2−1

−i

i

i
3
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� à¨ â VIII
1. � ©¤¨â¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï sin z + 6i cos z = 1.
2. � §«®¦¨â¥ äãªæ¨î f(z) =

2z

z2 − 8i
+

4 − iz

z2 + 2z(1 + i)
¢ àï¤

�®à   ¯® áâ¥¯¥ï¬ (z+2) ¢ ª®«ìæ¥, ª®â®à®¬ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â
â®çª  z0 = 2i − 1. �ª ¦¨â¥ £à ¨æë ª®«ìæ  áå®¤¨¬®áâ¨.

3. � ©¤¨â¥ ¨ ¨áá«¥¤ã©â¥ ¢á¥ ®á®¡ë¥ â®çª¨ äãªæ¨¨

f(z) =
(1 + ez)3 sin

(
1
2z − 1

3π

)

(z − 3πi)3(1 + sin z)2
.

�â¢¥â ®¡®á®¢ âì.
4. �à¨¬¥ïï â¥®à¨î ¢ëç¥â®¢ ¢ëç¨á«¨âì ¨â¥£à «ë

1)
,

|z−2|=√5


ez

z2 + 1
− ze

2
z

z + 1 + i

 dz, 2)
+∞∫

0

(2x2 + 1) dx

x4 + 4
,

3)
1∫

−1

x2(x + 2) dx

(2 − x)
√

1 − x2
.

5. �ëïá¨â¥, áª®«ìª® à¥£ã«ïàëå ¢¥â¢¥© ¨¬¥¥â ¬®£®§ ç ï
äãªæ¨ï 5

√
z3 + 3

√
z ¢ ®¡« áâ¨ G = {z ∈ C: Im z >

1√
2
}. � ©-

¤¨â¥ § ç¥¨¥ íâ¨å ¢¥â¢¥© ¢ â®çª¥ z0 = i.
6. �â®¡à §¨âì ®¡« áâì, ¨§®¡à ¦ñãî   à¨á. 4.8   ¢¥àåîî

¯®«ã¯«®áª®áâì.

x0

y

−1 1 1−√2−√2−1

−i

i

i
2
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�â¢¥âë ª § ¤ ¨ï¬
¤«ï á ¬®áâ®ïâ¥«ì®© à ¡®âë

�â¢¥âë ¢ à¨ â  I
1. z = 0, z = re±

iπ
3 , r > 0.

2. f(z) = −
∞∑

0

(z + 2)2

22n+1
+ 3

∞∑

1

(−1 − i)n−1

(z + 2)n
,
√

2 < |z + 2| < 4.

3. ���: zn = πn, n 6= 0, n ∈ Z, ���: z = ± π

3
, �1: zk =

π

4
+

πk

2
,

zm = ± π

3
+ πm, k, m ∈ Z, m 6= 0, �2: zk =

2
π(2k + 1)

, k ∈ Z,
���: z = 0, z = ∞.

4. 1) −2πi

(
1 + i

π2
− 1 − i

2

)
, 2) πe−2

3
(− sin 1 + i cos 1),

3) π

sin π
3

(
23
3

+
4

3
√

25

)
.

5. g(z) = 3πi − 2
∞∑

0

(z + i)2n+1

(2n + 1)(2i)2n+1
, |z + i| < 2; I = 2πi − 6π2 −

− 2π.
�â¢¥âë ¢ à¨ â  II

1. z =
(
− π

4
± π

2
+ 2πk

)
∓ i

2
ln 2, k ∈ Z.

2. f(z) =
∞∑

0

(z − 1 + i)k

(−1 + 3i)k+1
+ 2

∞∑

1

(−1 − i)k−1

(z − 1 + i)k
,
√

2 < |z − 1 + i| <

<
√

10.
3. ���: zk = i

(π
2

+ πk
)
, k ∈ Z, ���: zk = iπk, zl = − π

4
+ πl,

k, l ∈ Z. �1: zl =
π

4
+ πl, l ∈ Z, ���: z = ∞.

4. 1) π
(
(1 + 2i)2e−1 − 8(1 + i)

)
, 2) π

2
e−4(cos 3−2 sin 3), 3) − π

24
√

3
.

5. − 2i

3π
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�â¢¥âë ¢ à¨ â  III

1. f(z) = −3
∞∑

0

(z − 2i)k

(1 − 3i)k+1
+
∞∑

1

(−1)k−1

(z − 2i)k
, 1 < |z − 2i| <

√
10,

z 6= 1 + i.
2. ���: zk =

π

4
+

πk

2
, �2: z0 = 1 − 2

π(1 + 4k)
, k 6= 0, �1: z =

= 1 − 2
π

, ���: z = 1, z = ∞.

3. 1) 6π2, 2) 4πe−1, 3) 2π√
3

. 4. R = 3, I = − 2π(1 + 2i)

3 3
√

4
.

�â¢¥âë ¢ à¨ â  IV

1. −i
∞∑

0

(1 − 3i)−k−1(z + 1 − i)k +
∞∑

1

(4 − 3i)k−1

3k(z + 1 − i)k
, 5

3
< |z + 1 −

− i| <
√

10.
2. ���: z = 1, ���: z = 0, z = ± 3πi

2
, �1: zk = πk, k 6= 0,

k ∈ Z, zn =
πi

2
+ πni, n 6= 1, n 6= −2, k, n ∈ Z.

3. 1) 8π2

3

(
4π

9
√

3
− i

)
, 2) − πe−6

2
(2 cos 2 + sin 2),

3) 2π√
3


1

3
√

16
+ 3

√
3
16
− 1

. 4. − 384πi

7
√

7
.

�â¢¥âë ¢ à¨ â  V

1. f(z) =
∞∑

0

zn

2n+1
−
∞∑

1

4nin−1

zn+1
, 1 < |z| < 2.

2. ���: z = 0, ���: z = πi, �1: zk = iπk, k 6= 1, k ∈ Z, �2:
zk = 2πk, k 6= 0, k ∈ Z, ���: z = ∞.

3. 1) 4π(e − 2), 2) πe−12

6
(sin 5 − 6 cos 5), 3) 7 4

√
2

8
π.

4. ln 2 +
∞∑

1

(−1)n−1

n

(
1

(1 + i)n
+

1
(1 − i)n

− 2
)
(z − 2)n, |z − 2| < 1,

S
(1
5

)
= ln 26.
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�â¢¥âë ¢ à¨ â  VI

1. f(z) = 1 +
∞∑

1

i(2 − 2i)n−1 + (3 + 2i)2n−1

(z − 2i)n
, |z − 2i| > 2

√
2.

2. ���: z = 0, ���: z =
2
3

, z = −2, �3: z = −1, �2: zk = k,
k 6= 0, −1, −2, k ∈ Z. ���: z = ∞.

3. 1) 2π
(
−3 sin

1
3
− 2 cos 1 + 3 sin 1

)
, 2) πe−1(3 cos 1 + sin 1),

3) π
√

2
(
1 − π

4

)
. 4. 2π

(
4e

1
8 − 1

4
√

2 − 1

)
.

�â¢¥âë ¢ à¨ â  VII
1. zk =

π

2
+ πk − i ln

√
3, k ∈ Z.

2. f(z) = 4i
∑

(−1)k(1 − 2i)−k−1(z + 1 − i)k + 3
∞∑

2

(1 − k)i−k

(z + 1 − i)k
,

1 < |z + 1 − i| <
√

5.
3. ���: z = 0, zn =

2
πn

, n 6= 0, n ∈ Z, �1: zk =
πk − 1

πk
, zn =

=
π

4
+

πm

2
, k, m ∈ Z, ���: z = i, z = ∞.

4. 1) 5π

4
, 2) πe−

√
7

√
7

(3 sin 1 −
√

7 cos 1), 3) 2π 5
√

8

5 sin 2π
5

. 5. − 2π

3
.

�â¢¥âë ¢ à¨ â  VIII
1. zk =

π

2
+ 2πk, zn = − π

2
+ 2πn − i ln 2, k, n ∈ Z.

2. f(z) = −
∞∑

0

(4 + 2i)−k−1(z + 2)k + (1 + i)
∞∑

3

2k−1

(z + 2)k
, 2 < |z +

+ 2| < 2
√

5.
3. ���: z = 0, ���: z = 3πi, �4: zk = − π

2
+ 2πk, k ∈ Z, �3:

z =
3π

2
, ���: z = ∞.

4. 1) π(ri + 2 + 2i) + 2πe−1(i − 1)(cos 1 + i sin 1), 2) 5π

8
,

3) π

(
16√
3
− 17

2

)
. 5. 5 ¢¥â¢¥©: hk(i) = 2

1
5 exp

(
(4k − 1)πi

10

)
,

k = 0, 4.
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