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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
4
= � çíàê ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ
N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë
n,m � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë âèäà n,n + 1,n + 2, . . . ,m

R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
Rn � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
C � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîìïëåêñíàÿ ïëîñ-
êîñòü
C � ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
|z| =

√
x2 + y2 � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy

z = x− iy � ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëó z = x + iy

Re z = x � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà z = x + iy

Im z = y � ìíèìàÿ ÷àñòü ÷èñëà z = x + iy

Br(z0) = {z | |z − z0| < r} � îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà r > 0 ñ
öåíòðîì â òî÷êå z0

Br(z0) = {z | |z − z0| 6 r} � çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñà r > 0 ñ
öåíòðîì â òî÷êå z0◦
Br(z0) = {z | 0 < |z− z0| < r} � ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
z0◦
Br(∞) = {z | |z| > r} � ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè
Br(∞) =

◦
Br(∞) ∪∞ � îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè

arg z � ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà z 6= 0
argãë z � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà z 6= 0, ïðèíàäëå-
æàùåå èíòåðâàëó (−π,π]
Arg z = {argãë z + 2πk | k ∈ Z} � ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé
àðãóìåíòà ÷èñëà z 6= 0

λψ0

4
= {z | arg z = ψ0} ∪ {0} � ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè 0,

ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ñ àðãóìåíòîì ψ0 ∈ [0,2π).
γab � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ (êîíòóð) ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è
ñ êîíöîì â òî÷êå b;
γ−1 � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, îáõîä êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ íàïðàâëåíèåì êðèâîé γ
◦
γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ (êîíòóð)
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

f : G → C � ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ìíîæåñòâå G ñî çíà÷åíèÿìè
â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C
f(G) = {f(z) | z ∈ G} � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f ,
çàäàííîé íà ìíîæåñòâå G
ux(x,y) = ∂u

∂x(x,y), uy(x,y) = ∂u
∂y (x,y) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u(x,y)
{ n
√

z} � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè z
Ln z � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ëîãàðèôìà z, àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ëîãàðèôìà z
{zn}, {fn(z)} � ÷èñëîâàÿ è ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè
C[0,1], (C1[0,1]) � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ
(íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îò-
ðåçêå [0,1]
C2(G) � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îáëàñòè G ⊂ R2

res
a

f � âû÷åò ôóíêöèè f â òî÷êå a

dist(z,γ) = inf{|z − ζ| | ζ ∈ γ} � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî
êðèâîé γ
diamG = sup{|z − ζ| | z,ζ ∈ G} � äèàìåòð ìíîæåñòâà G ⊂ C
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Ïðåäèñëîâèå
Íàñòîÿùàÿ êíèãà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíûì êîíñïåêòîì

êóðñà ëåêöèé ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
÷èòàåìîãî àâòîðîì ñòóäåíòàì Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñ-
êîãî èíñòèòóòà. Ýòî � ïîëóòîðàñåìåñòðîâûé êóðñ â îáúåìå 51
àêàäåìè÷åñêîãî ÷àñà ëåêöèîííûõ çàíÿòèé.

Ýòà êíèãà ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíûì ïîñîáèåì äëÿ ñòóäåíòîâ âûñ-
øèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ óãëóáëåííûì èçó÷åíèåì êóðñà ìàòå-
ìàòèêè.

Â íàñòîÿùåé êíèãå ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òàêèå ôóíêöèè íàøëè ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèìåíåíèÿ êàê â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ÷èñòîé ìàòå-
ìàòèêè, òàêèõ êàê: àëãåáðà, àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ, òàêèõ êàê: òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà,
íåáåñíàÿ ìåõàíèêà, ãèäðîäèíàìèêà, òåîðèÿ óïðóãîñòè è äð.

×òîáû ïîíÿòü âàæíîñòü òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî, îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ
ýòîé òåîðèè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ñòóäåíòàì ìëàäøèõ êóðñîâ
ïðè èçó÷åíèè èìè àëãåáðû, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêîå
àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîìï-
ëåêñíûé êîðåíü, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â àëãåáðå. Â èíòåãðàëü-
íîì èñ÷èñëåíèè áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò òîò ôàêò, ÷òî ðàöèî-
íàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé ñ
êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
è ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èìå-
åò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîëüêî èçó-
÷èâ òåîðèþ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ìîæíî ïî-
íÿòü, ïî÷åìó òàêàÿ õîðîøàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèÿ
f(x) = 1/(1 + x2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñòåïåííîãî
ðÿäà f(x) =

+∞∑
n=0

(−1)nx2n ëèøü ïðè çíà÷åíèÿõ x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ −1 < x < 1.
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Ïðåäèñëîâèå

Íåñêîëüêî ñëîâ î ïëàíå íàñòîÿùåãî êóðñà. Â ïåðâûõ ïà-
ðàãðàôàõ ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ðàçâèòèåì â êîìïëåêñíîé îá-
ëàñòè èçâåñòíûõ èç äåéñòâèòåëüíîãî àíàëèçà îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèé è îïåðàöèé: ïðåäåëà, ïðîèçâîäíîé, èíòåãðàëà. Îïèðàÿñü
íà óêàçàííûé àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò, â îñíîâíîé ÷àñòè êóð-
ñà ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ (= ãîëîìîðôíûõ)
ôóíêöèé, ò. å. ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, îïðåäåëåí-
íûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â � 9 � 11 è � 19 áóäóò èçó÷åíû óñëî-
âèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, â
âèäå ðÿäîâ Ëîðàíà, à òàêæå ðÿäîâ èç ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé.

Â êíèãå èçëîæåíû ñâîéñòâà îáðàòíûõ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé. Â � 14 � 17 ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå óñëîâèé
ñóùåñòâîâàíèÿ è âèä îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íàçûâàåìûõ "ðå-
ãóëÿðíûìè âåòâÿìè"ìíîãîçíà÷íîãî êîðíÿ èëè ìíîãîçíà÷íîãî
ëîãàðèôìà îò ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè. Â � 20 � 21 ðàññìîòðåíû
ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé è àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè.

Â êóðñå òàêæå èçëîæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèíöèïû ðåãó-
ëÿðíûõ ôóíêöèé, òàêèå êàê: ïðèíöèï àðãóìåíòà, ïðèíöèï ñî-
õðàíåíèÿ îáëàñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ è äðóãèå. Íà èõ
îñíîâå ïîñòðîåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.

Â êíèãå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèêëàäíûå àñïåêòû òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Â � 13 è � 18 c ïîìîùüþ
òåîðèè âû÷åòîâ ïîêàçàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëîâ, â òîì ÷èñëå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò äåéñòâè-
òåëüíûõ ôóíêöèé. Â � 29 íà ïðèìåðå çàäà÷è Äèðèõëå ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíû âîçìîæíîñòè êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â êíèãå èìåþòñÿ íåêîòîðûå óïðàæíåíèÿ, ïðèçâàííûå çà-
êðåïèòü òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Ýòè óïðàæíåíèÿ èìåþò ðàç-
íûé óðîâåíü ñëîæíîñòè, è ïîýòîìó ñòóäåíòàì íå ñòîèò îãîð-
÷àòüñÿ, åñëè îíè íå ñðàçó ñìîãóò íàéòè ðåøåíèå íåêîòîðûõ èç
íèõ.
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Äëÿ äàííîãî êóðñà íàïèñàí è îïóáëèêîâàí â 2006 ãîäó
¾Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî¿ â èçäàòåëüñòâå ¾ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé¿, àâòîðû
Ì.È.Øàáóíèí, Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí è Ì.È.Êàðëîâ [11]. Ýòîò ñáîð-
íèê çàäà÷ ñîäåðæèò íå òîëüêî áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ïî
êóðñó ÒÔÊÏ, íî òàêæå ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì êóðñà
è ðåøåíèÿ ìíîãèõ íàèáîëåå òèïè÷íûõ çàäà÷.

Ïåðâîå èçäàíèå êíèãè âûøëî â 1999 ãîäó. Âî âòîðîì èç-
äàíèè (2003 ãîä) è íàñòîÿùåì òðåòüåì èçäàíèè óñòðàíåíû îïå-
÷àòêè è ñäåëàíû íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ íåêî-
òîðûõ òåîðåì.

Ñ÷èòàþ ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîèì
êîëëåãàì � ïðîôåññîðàì À.À. Áîëèáðóõó, Â.Â. Ãîðÿéíîâó,
Â.Ê. Çàõàðîâó, Â.Á. Ëèäñêîìó, Á.Â. Ïàëüöåâó, Þ.Â. Ñèäîðî-
âó, Ì.È. Øàáóíèíó è Ã.Í. ßêîâëåâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî èçäàíèÿ êíèãè, à òàêæå âûðàæàþ áîëüøóþ
áëàãîäàðíîñòü À.Â. Ïîëîçîâó çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ðóêîïè-
ñè ïåðâîãî è âòîðîãî èçäàíèÿ ê ïå÷àòè. Îñîáóþ ïðèçíàòåëü-
íîñòü âûðàæàþ ìîèì ñëóøàòåëÿì � ñòóäåíòàì ôèçòåõà, êîòî-
ðûå ïîìîãëè èñïðàâèòü îïå÷àòêè â ïåðâîì èçäàíèè è ñäåëàëè
ðÿä èíòåðåñíûõ çàìå÷àíèé ïî äàííîìó êóðñó ëåêöèé.
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� 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

� 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ëèíåéíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

R2, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ z = (x,y) ñ äâóìÿ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîìïîíåíòàìè x, y, â êîòîðîì êàê îáû÷íî çàäàíû

0) ðàâåíñòâî âåêòîðîâ (ïîêîìïîíåíòíîå), ò.å. z1 = z2 ⇔
⇔ x1 = x2, y1 = y2

1) îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ

z1 + z2 = (x1 + x2,y1 + y2),

ãäå zk = (xk,yk), k ∈ 1,2;
2) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà z íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

λ:
λz = (λx,λy);

3) ðàññòîÿíèå è íîðìà:

ρ(z1,z2) = ‖z1 − z2‖ =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

Îáùèå ñâîéñòâà ïðèâåäåííûõ âûøå îïåðàöèé Âàì äîëæíû
áûòü õîðîøî èçâåñòíû èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Îáîçíà÷èì áàçèñíûå âåêòîðû èç R2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
4
= (1,0), i

4
= (0,1). (1)

Â ñèëó (1) âñÿêèé âåêòîð z = (x,y) ∈ R2 ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå z = x · 1 + y · i, èëè ïðîùå: z = x + iy.

Òåïåðü îïðåäåëèì â R2 îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

z1z2
4
= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1), (2)

ãäå zk = xk + iyk.
Îïðåäåëåíèå 1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2, â êîòîðîì

îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå (2), íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì (èëè ïðîñòðàíñòâîì) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà C íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî i íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (2) ïîëó÷àåì, ÷òî i2 = −1.
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âèäà x+ i0 èçîìîðôíî ìíî-
æåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàê êàê âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå x+ i0 → x ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî x+ i0 è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, x = Re z íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé (èëè: âåùåñòâåííîé)
÷àñòüþ, à y = Im z � ìíèìîé ÷àñòüþ ÷èñëà z = x + iy.

Âåëè÷èíà |z| 4=
√

x2 + y2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíî-
ãî ÷èñëà z = x + iy.

×èñëî z
4
= x−iy íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ÷èñ-

ëîì ê ÷èñëó z = x + iy.
Î÷åâèäíî, ÷òî zz = |z|2.
Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
1) z1z2 = z2z1 (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ),
2) (z1z2)z3 = z1(z2z3) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ),
3) (z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3 (äèñòðèáóòèâíîñòü),
4) îáðàòèìîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (2), ò. å. äëÿ ëþáûõ

z1 6= 0 è z2 óðàâíåíèå
z1z = z2 (3)

èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå, êîòîðîå áóäåì îáîçíà-
÷àòü z

4
= z2/z1 è íàçûâàòü ðåçóëüòàòîì äåëåíèÿ ÷èñëà z2 íà

÷èñëî z1.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (2) ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé {

x1x− y1y = x2,

y1x + x1y = y2.
(4)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí

∆ =

∣∣∣∣∣
x1 −y1

y1 x1

∣∣∣∣∣ = x2
1 + y2

1 = |z1|2 6= 0,

ò. å. ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ðåøåíèå ñèñòåìû (4) (ò.å. óðàâíå-
íèÿ (3)) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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� 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å, äîìíîæàÿ
ýòî óðàâíåíèå íà z1. Òîãäà ïîëó÷àåì

(z1z1)z = z1z2 ⇒ |z1|2z = z1z2 ⇒

z =
z1z2

|z1|2 =
x1x2 + y1y2

x2
1 + y2

1

+
−y1x2 + x1y2

x2
1 + y2

1

i. (5)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z1z = 1, z1 6= 0 íàçûâàþò îáðàòíûì
÷èñëîì ê z1 è îáîçíà÷àþò z−1

1 = 1
z1
.

x

y

0 x

y
z = x + iy

ϕ

Ðèñ. 1

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî
òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè, âûáðàâ áàçèñíûå âåêòîðû
1 è i èç (1) (ñì. ðèñ. 1). Ýòó ïëîñêîñòü
áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòüþ.

Ïåðåéäåì â ýòîé ïëîñêîñòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
{

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.
(6)

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî r = |z|, ò. å. r åñòü ìî-
äóëü ÷èñëà z, à ϕ íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z 6= 0 è îáîçíà÷àåòñÿ arg z. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé àðãóìåíò ÷èñëà z 6= 0 íåëüçÿ îïðåäåëèòü îä-
íîçíà÷íî, ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî 2πk. Ïîýòîìó ââåäåì ñïåöèàëü-
íûå îáîçíà÷åíèÿ. Àðãóìåíò ÷èñëà z, âûáèðàåìûé â èíòåðâàëå
(−π,π], íàçîâåì ãëàâíûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà z è îáîçíà÷èì

argãë z ∈ (−π,π]. (7)

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà ÷èñëà z âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

Arg z
4
= {argãë z + 2πk | k ∈ Z}, (8)

ãäå ÷åðåç Z îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë. ×åðåç N
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà z = 0 àðãóìåíò íå îïðåäåëåí.
Äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà z = x + iy 6= 0, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå

(r,ϕ) (6), ïîëó÷àåì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

z = |z| (cosϕ + i sinϕ) , ãäå ϕ ∈ Arg z, (9)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé (èëè ïîëÿðíîé) ôîð-
ìîé çàäàíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Îòìåòèì, ÷òî äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, çàïèñàííûå â òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ðàâíû ìåæäó ñîáîé òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ðàâíû èõ ìîäóëè è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàäàííûõ â ôîðìå (9), â ñèëó ôîðìó-
ëû (2) ïðèíèìàåò âèä

z1z2 = |z1|(cosϕ1 + i sinϕ1)|z2|(cosϕ2 + i sinϕ2) =
= |z1||z2|((cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2)+

+i(sinϕ1 cosϕ2 + sin ϕ2 cosϕ1)),

îòêóäà â ñèëó èçâåñòíûõ ôîðìóë òðèãîíîìåòðèè ïîëó÷àåì

z1z2 = |z1||z2| (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)) . (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ïåðåìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ìîäóëè ýòèõ ÷èñåë ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäû-
âàþòñÿ, ò. å.

|z1z2| = |z1||z2|, (11)
Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2. (12)

Â ôîðìóëå (12) çàïèñàíî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ, ïðè÷åì ïîä ñóì-
ìîé ìíîæåñòâ A è B ïîíèìàåòñÿ ñóììà Ìèíêîâñêîãî, ò.å. ìíî-
æåñòâî âèäà A + B

4
= {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå íàòóðàëü-
íîé ñòåïåíè n ÷èñëà z, à èç ôîðìóëû (10) ïîëó÷àåì òàê íàçû-
âàåìóþ ôîðìóëó Ìóàâðà âèäà

zn = |z|n(cosnϕ + i sinnϕ). (13)
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� 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

eiϕ 4
= cosϕ + i sinϕ, (14)

íàçûâàåìîå ôîðìóëîé Ýéëåðà. Â ñèëó (14) òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðèíèìàåò âèä

z = |z|eiϕ. (15)

Â ñèëó ôîðìóëû (10) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî eiϕ1 · eiϕ2 =
= ei(ϕ1+ϕ2), à ôîðìóëà Ìóàâðà (13) ïðèíèìàåò âèä

zn = |z|neinϕ. (16)

Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè z1 6= 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ ôîðìóëà äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

z2

z1
=
|z2|
|z1| e

i(ϕ2−ϕ1), ϕk ∈ Arg zk. (17)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàöèè, îáðàòíîé ê îïåðàöèè âîçâåäå-
íèÿ â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî z âèäà

zn = a, (18)

ãäå ÷èñëî a ∈ C è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2 çàäàíû, ïðè÷åì
a 6= 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18) ïðåäñòàâèì ÷èñëà z è a â ôîð-
ìå (15), ò. å. a = |a|eiα è z = |z|eiϕ, ãäå α ∈ Arg a. Òîãäà, ó÷è-
òûâàÿ (16) è íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî
÷èñëà, ïîëó÷àåì

(18) ⇐⇒ |z|neinϕ = |a|eiα ⇐⇒
{
|z|n = |a|
nϕ = α + 2πk, ∀ k ∈ Z ⇔

⇐⇒ |z| = n
√
|a|; ϕk =

α

n
+

2πk

n
, k ∈ Z. (19)
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé (19) óðàâíåíèÿ (18) áóäåì îáîçíà÷àòü
{ n
√

a} è íàçûâàòü êîðíåì n-é ñòåïåíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó

{ n
√

a} =

=
{

n
√
|a|

(
cos

(
α

n
+

2kπ

n

)
+ i sin

(
α

n
+

2kπ

n

))
| k ∈ 0,n− 1

}
. (20)

Â ôîðìóëå (20) ìû ó÷ëè, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé (19) ñî-
ñòîèò ðîâíî èç n ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé. Òàê, íà-
ïðèìåð, ïðè k = n â (19) ïîëó÷àåòñÿ òî æå êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
÷òî è ïðè k = 0, è ò. ä.

Ïðèìåð 1. Íàéòè { 4
√

i}. Ïî ôîðìóëå (20) ïîëó÷àåì

{ 4
√

i} =
{(

cos
(

π

8
+

2kπ

4

)
+ i sin

(
π

8
+

2kπ

4

))
| k ∈ 0,3

}
.

x

y

0

π
8

1

ei π
8

ei(π
8 + π

2 )

ei(π
8 +π)

ei(π
8 + 3π

2 )
Ðèñ. 2

Èçîáðàçèì ýòè çíà÷åíèÿ â âèäå
òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C
(ñì. ðèñ. 2). Âèäíî, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ
êîðíÿ ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñ-
òè, òàê êàê èõ ìîäóëè ðàâíû 1 è ÿâ-
ëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà. Â îáùåì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî (20) îáðàçóåò âåðøè-
íû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âïèñàí-

íîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà n
√
|a|.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïîäóìàéòå, ÷åì îïðåäåëåíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ôîðìóëå (2) íà âàø âçãëÿä
ëó÷øå, ÷åì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ:
z1z2 = x1x2 + iy1y2?
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� 2. Ïðåäåëû. Ðÿäû. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ôóíêöèè

� 2. Ïðåäåëû. Ðÿäû. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ
ïëîñêîñòü. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

x

y

0

z0

Br(z0)

Ðèñ. 3

×òîáû îïðåäåëèòü ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè C, íóæíî óòî÷íèòü ïî-
íÿòèå îêðåñòíîñòè òî÷êè. Òàê êàê C
ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
R2, òî â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåé îêðåñò-
íîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z0 ∈ C âû-
áèðàåì êðóã ñ öåíòðîì z0 ïðîèçâîëü-
íîãî ðàäèóñà r > 0, êîòîðûé îáîçíà-
÷àåì:

Br(z0)
4
= {z | |z − z0| < r} . (1)

Ïðè ýòîì ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè z0 ∈ C íàçûâàåì
ìíîæåñòâî âèäà

◦
Br(z0)

4
= {z | 0 < |z − z0| < r} . (2)

Áóäåì îáîçíà÷àòü

Br(z0)
4
= {z | |z − z0| 6 r}

çàìêíóòûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà r > 0 (ñì. ðèñ. 3).
Îñòàþòñÿ â ñèëå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-

çà, ñâÿçàííûå ñî ñõîäèìîñòüþ â R2. Íàïîìíèì èõ.
Ïóñòü z1,z2, . . . ,zn, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, ãäå zn
4
= xn + iyn, n ∈ N, êîòîðóþ êðàòêî çàïèñûâàåì

êàê {zn} èëè {zn}+∞
n=1.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî A = a+ib ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, åñëè ∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N òàêîå, ÷òî
∀n > N(ε) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå zn ∈ Bε(A). Îáîçíà÷àåì
A = lim

n→∞ zn èëè zn → A.
Óòâåðæäåíèå 1.

A = lim
n→∞ zn ⇐⇒





lim
n→∞xn = a,

lim
n→∞ yn = b.

(3)
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ:
|zn −A| 6 |xn − a|+ |yn − b|;

|xn − a| 6 |zn −A|; |yn − b| 6 |zn −A|.
Ó ï ð à æ í å í è å 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè zn → A, òî

|zn| → |A|, è ÷òî îáðàòíîå âåðíî ïðè A = 0, îäíàêî ïðè A 6= 0
èç |zn| → |A|, â îáùåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü zn → A.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë ñîõðàíÿþòñÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èõ ïðåäåëîâ (î ñóììå, ïðîèçâåäå-
íèè, ÷àñòíîì, êðèòåðèé Êîøè).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}
ñõîäèòñÿ (ñòðåìèòñÿ) ê áåñêîíå÷íîñòè (îáîçíà÷àåì: zn →∞
èëè lim

n→∞ zn = ∞), åñëè
∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N, ∀n > N(ε) |zn| > ε.

Ýòî îïðåäåëåíèå áóäåò ñëåäîâàòü èç îïðåäåëåíèÿ 1 ïðè A =
= ∞, åñëè îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëèòü êàê äîïîë-
íåíèå êðóãà Bε(0), ò. å. ìíîæåñòâî âèäà

◦
Bε(∞)

4
= {z | |z| > ε} . (4)

Îïðåäåëåíèå 3. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C, ïîïîëíåííàÿ
ïðèñîåäèíåíèåì ê íåé åäèíñòâåííîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷-
êè ∞ è ñèñòåìîé åå îêðåñòíîñòåé (4) (ò. å. ñõîäèìîñòüþ ê∞ ïî
îïðåäåëåíèþ 2), íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ C.

Ïðè ýòîì îáîçíà÷èì Bε(∞)
4
=

◦
Bε(∞) ∪ {∞}.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó îïðåäåëåíèé ñõîäèìîñòè â C ïî îïðå-
äåëåíèÿì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî C åñòü êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî,
ò. å. èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ⊂ C ìîæíî âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â ñàìîì äåëå, åñëè {zn} îãðàíè÷åíà, òî íàëè÷èå ñõîäÿùåé-
ñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè � èçâåñòíîå ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ïëîñêîñòè R2 (òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåé-
åðøòðàññà). Åñëè {zn} íå îãðàíè÷åíà, òî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà k ∈
∈ N ñóùåñòâóåò íîìåð nk òàêîé, ÷òî |znk

| > k, ò. å. ìû âûäåëèëè
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {znk

} òàêóþ, ÷òî znk
→∞.
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Ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è åå êîìïàêòíîñòü
íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò òàê íàçûâàåìàÿ ñôåðà Ðèìàíà . Äà-
äèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

Ïîìåñòèì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C â äåéñòâèòåëüíîå òðåõ-
ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 = {(ξ,η,ζ)}, ñîâìåñòèâ åå ñ
ïëîñêîñòüþ ζ = 0 (ò. å. äëÿ âñÿêîé òî÷êè z = x + iy ∈ C èìååì
ξ = x, η = y, ζ = 0). Ðàññìîòðèì â R3 ñôåðó S, êàñàþùóþñÿ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C â òî÷êå O = (0,0,0), ðàäèóñà 1

2 . Óðàâ-
íåíèå òàêîé ñôåðû S èìååò âèä

ξ2 + η2 + ζ2 = ζ. (5)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P òî÷êó íà ñôåðå S, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ òî÷êå O = (0,0,0), ò. å. P = (0,0,1). Êàæäîìó ÷èñëó
z = x + iy ∈ C ñîïîñòàâèì íåêîòîðóþ òî÷êó Z ∈ S, à èìåí-
íî, òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû S ñ îòðåçêîì ïðÿìîé ñ êîíöàìè
â òî÷êàõ P è (x,y,0).

Óðàâíåíèå ýòîãî îòðåçêà, î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå:
ξ = tx, η = ty, ζ = 1− t, t ∈ [0,1]. (6)

y = η

ζ

0

x = ξ

C

S
P

z = x + iy

Z

Ðèñ. 4

Íàéäåì òî÷êó Z ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà ñî ñôåðîé êàê ðåøå-
íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6):

t2|z|2 + 1− 2t + t2 = 1− t,
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

ò. å.
t =

1
1 + |z|2 ,

îòêóäà êîîðäèíàòû òî÷êè Z = (ξ,η,ζ) íàõîäèì ïî ôîðìóëàì

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 , ζ =
|z|2

1 + |z|2 , (7)

è îáðàòíî ïî òî÷êå Z = (ξ,η,ζ), ïðèíàäëåæàùåé ñôåðå S, ìî-
æåì âû÷èñëèòü òî÷êó z = x+ iy íà ïëîñêîñòè C èç âûðàæåíèé

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ
. (8)

Â ñèëó ôîðìóë (7), (8) âñÿêîé òî÷êå z ∈ C âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî ñîïîñòàâëåíà òî÷êà Z ∈ S \ P . Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî
òî÷êå P ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ∞. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòüþ C è ñôåðîé S, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñ-
êîé ïðîåêöèåé C íà S. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
C ñî ñôåðîé S, êîòîðóþ è íàçûâàþò ñôåðîé Ðèìàíà. Ýòî âû-
çâàíî åùå è ñïðàâåäëèâîñòüþ ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ ñòåðåîãðàôè-
÷åñêîé ïðîåêöèè, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

1) Ëþáàÿ ïðÿìàÿ èëè îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè C ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïåðåõîäèò â îêðóæ-
íîñòü íà ñôåðå S.

2) Óãëû ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ êóñî÷íî-
ãëàäêèìè êðèâûìè íà C è óãëû ìåæäó èõ îáðàçàìè íà S ïðè
ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñîõðàíÿþòñÿ.

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Äîêàæèòå ïðèâåäåííûå âûøå ñâîé-
ñòâà 1) è 2).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ
ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè.

Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëîâûì ðÿäîì, îáðàçîâàííûì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë {zn}, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{SN}, ãäå SN
4
=

N∑
n=1

zn. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {SN}∞N=1, êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} èëè ñóì-
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ìîé ÷èñëîâîãî ðÿäà è îáîçíà÷àåòñÿ
+∞∑

n=1

zn. (9)

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè SN íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóì-
ìàìè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Äëÿ êðàòêîñòè ñèìâîëîì (9) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü íå òîëüêî
ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà, íî è ñàì ÷èñëîâîé ðÿä, îáðàçîâàííûé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {zn}+∞

n=1.
Èç óòâåðæäåíèÿ 1, î÷åâèäíî, ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2. ×èñëîâîé ðÿä
+∞∑
n=1

zn ñõîäèòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ
ðÿäà

+∞∑
n=1

xn è
+∞∑
n=1

yn, ãäå zn = xn + iyn.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 äëÿ òàêèõ ðÿäîâ ñïðàâåäëèâ êðèòå-
ðèé Êîøè, à èìåííî:

ðÿä
+∞∑
n=1

zn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀ p,m : p > m > N(ε)

∣∣∣∣∣
p∑

n=m

zn

∣∣∣∣∣ < ε. (10)

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì íàøåãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f íà
ìíîæåñòâå G ⊂ C, åñëè óêàçàí çàêîí, ïî êîòîðîìó êàæäîìó
z ∈ G ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå w ∈ D ⊂ C. Ôóíê-
öèþ îáîçíà÷àþò

f : G → D èëè w = f(z). (11)
Êîãäà çàäàíà ôóíêöèÿ w = f(z), ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðà-
æåíèå ìíîæåñòâà G âî ìíîæåñòâî D. Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé
f(z) ïðè z ∈ G îáîçíà÷àþò f(G).

Òàê êàê êàæäîå çíà÷åíèå ôóíêöèè w = f(z) èìååò äâå êîì-
ïîíåíòû w = u + iv ∈ C, òî çàäàíèå ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíî
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Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

çàäàíèþ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé u = u(x,y) è v = v(x,y)
íà ïëîñêîñòè R2, ò.å.

f(z)
4
= u(x,y) + iv(x,y), ãäå z = x + iy. (12)

u

v

0 u(x, y)

v(x, y)
w = f(z)

x

y

0

f

x

y
z = x + iy

Ðèñ. 5

Îïðåäåëåíèå 6. Òî÷êà z0 ∈ C íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé
òî÷êîé ìíîæåñòâà G ⊂ C, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå,
÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Bε(z0) ⊂ G.

Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êà z0 ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà G ⊂ C, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 â ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Bε(z0) èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà

(à ïîòîìó è áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê) èç G (ò. å.
◦
Bε(z0)∩G 6= ∅,

∀ε > 0).
Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ f : G → C è òî÷êà

z0, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ìíîæåñòâà G ⊂ C. ×èñëî A ∈ C íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå z0 ïî ìíîæåñòâó G, åñëè ∀ ε > 0
∃ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(z) ∈ Bε(A),
∀ z ∈

◦
Bδ(z0) ∩G.

Îáîçíà÷àåòñÿ:
A
4
= lim

z
G→z0

f(z). (13)

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà G, òî ìíîæåñòâî G íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå ïðåäåëà è
îáîçíà÷åíèå (13) çàïèñûâàåòñÿ ïðîùå: A = lim

z→z0

f(z).
Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü G ⊂ C è A = a + ib ∈ C. Òîãäà

A = lim
G

z→z0

f(z) ⇐⇒





a = lim
(x,y)

G→(x0,y0)

u(x,y),

b = lim
(x,y)

G→(x0,y0)

v(x,y).

Îïðåäåëåíèå 9.Ôóíêöèÿ f : G → C íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé â òî÷êå z0 ∈ G, åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà G è ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀ z ∈ Bδ(z0)∩G
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(z) ∈ Bε(f(z0)).

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèÿ f : G → C íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé íà ìíîæåñòâå G, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå
ìíîæåñòâà G.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ïîëó÷àåì
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî G ⊂ C è

ôóíêöèÿ f : G → C, ãäå f(z) .= u(x,y) + iv(x,y). Ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà â òî÷êå z0 ∈ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíê-
öèè u, v íåïðåðûâíû â òî÷êå (x0,y0) ∈ R2.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4 â êîìïëåêñíîì àíà-
ëèçå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé èç äåé-
ñòâèòåëüíîãî àíàëèçà (î íåïðåðûâíîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ
è ò. ä.).

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ w = zn, n ∈ N, íåïðåðûâíà â C.
Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ w = Pn(z)

Qm(z) , n,m ∈ N, ãäå
Pn(z) = zn + an−1z

n−1 + · · ·+ a0,

Qm(z) = zm + bm−1z
m−1 + · · ·+ b0,

íåïðåðûâíà â G = {z | Qm(z) 6= 0}.
Ïðèìåð 3. Ôóíêöèÿ w = |z| íåïðåðûâíà â C.
Ïðèìåð 4. Ôóíêöèÿ w = z íåïðåðûâíà â C.
Ïðèìåð 5. Ôóíêöèÿ w = argãë z íåïðåðûâíà â C \ (−∞,0]

(ýòî äîêàæåì ïîçæå â � 5).
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå G ⊂ C çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé {fn(·)}∞n=1, ãäå fn : G → C. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëå-
íèþ 4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ïîðîæäåííîãî
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ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è ñóììû ýòî-
ãî ðÿäà. Ñóììà ðÿäà îáîçíà÷àåòñÿ êàê

+∞∑

n=1

fn(z). (14)

Àíàëîãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó àíàëèçó îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿ-
òèÿ àáñîëþòíîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà (14). Íàïîìíèì ïîñëåäíåå.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü ôóíêöèè fn : G → C, n ∈ N,

îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå G è ïóñòü Sn(z)
4
=

n∑
k=1

fk(z). Ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä (14) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà
ìíîæåñòâå G, åñëè îí ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈ G ê íåêî-
òîðîìó çíà÷åíèþ S(z), è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð
N(ε) òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì n > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|Sn(z)− S(z)| < ε äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ G.

Â ñèëó óòâåðæäåíèé 2 è 3 ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû îáëàäàþò
âñåìè ñâîéñòâàìè, èçâåñòíûìè äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ðÿäîâ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Êîøè ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (14). Êàê è â äåé-
ñòâèòåëüíîì àíàëèçå äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 5. Ñóììà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà G
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ïîðîæäåííîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, åñòü íåïðå-
ðûâíàÿ íà G ôóíêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ⊂ R+ òàêàÿ,
÷òî |fn(z)| 6 an äëÿ ∀n ∈ N è ∀ z ∈ G è ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä
+∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Òîãäà ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
+∞∑
n=1

fn(z) ñõîäèò-
ñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà G.
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� 3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Çàôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ C è åå îêðåñòíîñòü Br(z0) = {z |
| |z − z0| < r}, ãäå r > 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C òàêîâà, ÷òî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ

f(z)− f(z0)
z − z0

ïðè z → z0, (1)

òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå z0

è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(z0).
Ïóñòü ∆z

4
= z − z0 è ∆f

4
= f(z) − f(z0). Îïðåäåëåíèå 1

îçíà÷àåò, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ∆z:
0 < |∆z| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣

∆f

∆z
− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε. (2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∆f = f ′(z0)∆z + α(∆z), (3)

ãäå ôóíêöèÿ α(∆z), îïðåäåëÿåìàÿ èç ðàâåíñòâà (3), â ñèëó (2)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

lim
∆z→0

α(∆z)
∆z

= 0. (4)

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ α, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4),
íàçûâàåòñÿ o-ìàëîé ôóíêöèåé, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê o(∆z).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 ∈ C, åñëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå

∆f = A ·∆z + α(∆z), ∀∆z : 0 < |∆z| < r, (5)
ãäå A íå çàâèñèò îò ∆z, à ôóíêöèÿ α(∆z) ÿâëÿåòñÿ o(∆z).

Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå z0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
f ′(z0), ïðè÷åì â ôîðìóëå (5) ÷èñëî A = f ′(z0).
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Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå 1 ÷åðåç äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
êîìïîíåíòû ÷èñåë è ôóíêöèè f(z) = u(x,y) + iv(x,y).

Ïóñòü z0 = x0 + iy0, z = x+ iy, ∆z = ∆x+ i∆y, ∆x = x−x0,
∆y = y − y0, ∆u = u(x,y) − u(x0,y0), ∆v = v(x,y) − v(x0,y0),
∆f = ∆u + i∆v.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C áûëà
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 = x0 + iy0 ∈ C, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
1) ôóíêöèè u(x,y) è v(x,y) áûëè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

(x0,y0) ∈ R2 (êàê ôóíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ x è y);

2) â òî÷êå (x0,y0) áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (íàçû-
âàåìûå óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà):

∂u

∂x
(x0,y0) =

∂v

∂y
(x0,y0),

∂u

∂y
(x0,y0) = −∂v

∂x
(x0,y0). (6)

Ïðè ýòîì

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0,y0) + i

∂v

∂x
(x0,y0) =

∂v

∂y
(x0,y0)− i

∂u

∂y
(x0,y0).

(7)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(z0), ò. å. ñïðàâåäëèâû

âûðàæåíèÿ (4), (5), ãäå A = f ′(z0).

Îáîçíà÷èì A
4
= a + ib, α(∆z)

4
= α1(∆x,∆y) + iα2(∆x,∆y)

è ïîëó÷èì èç (5) ðàâåíñòâà åãî äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷à-
ñòåé, ò. å.

∆u = a∆x− b∆y + α1(∆x,∆y),
∆v = b∆x + a∆y + α2(∆x,∆y).

}
(8)

Èç âûðàæåíèÿ (4) è òîãî, ÷òî |α1| 6 |α| è |α2| 6 |α|, ïîëó÷àåì

lim
(∆x, ∆y)→(0, 0)

α1(∆x,∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

=

= lim
(∆x, ∆y)→(0, 0)

α2(∆x,∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

= 0, (9)
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îòêóäà ðàâåíñòâà (8) îçíà÷àþò äèôôåðåíöèðóåìîñòü (ïî îïðå-
äåëåíèþ) ôóíêöèé u(x,y) è v(x,y) â òî÷êå (x0,y0) ∈ R2, ïðè÷åì

∂u

∂x
(x0,y0) = a,

∂u

∂y
(x0,y0) = −b,

∂v

∂x
(x0,y0) = b,

∂v

∂y
(x0,y0) = a,





. (10)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (10) óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Êîøè�Ðèìàíà (6), ïðè÷åì

f ′(z0) = a+ib =
∂u

∂x
(x0,y0)+i

∂v

∂x
(x0,y0) =

∂v

∂y
(x0,y0)−i

∂u

∂y
(x0,y0).

2. Ïóñòü ôóíêöèè u(x,y),v(x,y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå
(x0,y0) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (6). Òîãäà

∆f = ∆u + i∆v =
∂u

∂x
∆x +

∂u

∂y
∆y + α1(∆x,∆y)+

+i

(
∂v

∂x
∆x +

∂v

∂y
∆y + α2(∆x,∆y)

)
(6)
=

(6)
=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(∆x + i∆y) + α1(∆x,∆y) + iα2(∆x,∆y) =

= A ·∆z + α(∆z),

ãäå ÷èñëî A = ∂u
∂x(x0,y0) + i ∂v

∂x(x0,y0), ôóíêöèÿ α = α1 + iα2,
ïðè÷åì êîìïîíåíòû α1 è α2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9). Òîãäà
ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∣

α(∆z)
∆z

∣∣∣∣ 6 |α1(∆x,∆y)|√
(∆x)2 + (∆y)2

+
|α2(∆x,∆y)|√
(∆x)2 + (∆y)2

→ 0

ïðè (∆x,∆y) → (0,0), ò. å. ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
z0, è âåðíà ôîðìóëà (7).

Àíàëîãè÷íî äåéñòâèòåëüíîìó ñëó÷àþ äîêàçûâàþòñÿ ñëåäó-
þùèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû â
òî÷êå z0, òî â òî÷êå z0:
a) ôóíêöèÿ f + g äèôôåðåíöèðóåìà è (f + g)′ = f ′ + g′,
á) ôóíêöèÿ fg äèôôåðåíöèðóåìà è (fg)′ = f ′g + fg′,
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â) ôóíêöèÿ f
g äèôôåðåíöèðóåìà, åñëè g(z0) 6= 0, è

(
f
g

)′
=

= f ′g−fg′
g2 .

Ðàçáåðåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = z2. Èñõîäÿ èç îïðå-

äåëåíèÿ 1, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z0 ∈ C çàïèøåì ∆f = (z0 +
+ ∆z)2 − z2

0 = 2z0 ·∆z + (∆z)2. Î÷åâèäíî, ÷òî ∆f/∆z = 2z0 +
+ ∆z → 2z0 ïðè ∆z → 0, ò. å. ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è
f ′(z0) = 2z0.

Ïðîâåðèì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýòîé æå ôóíêöèè ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû 1. Çäåñü u(x,y) = x2 − y2 è v(x,y) = 2xy. Âû÷èñ-
ëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂u

∂x
= 2x =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −2y = −∂v

∂x
,

óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1, â òîì ÷èñëå óñëî-
âèÿ Êîøè�Ðèìàíà (6), âûïîëíåíû âñþäó, ò. å. ôóíêöèÿ w = z2

äèôôåðåíöèðóåìà ïðè êàæäîì z ∈ C, ïðè÷åì ïî ôîðìóëå (7)
ïîëó÷àåì, ÷òî w′ = 2x + i2y = 2z.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = |z|2. Ó íåå u(x,y) =
= x2 + y2 è v(x,y) = 0. Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó-
÷àåì

∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
≡ 0,

∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂x
≡ 0.

Îòñþäà âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (6) áóäóò âûïîëíå-
íû ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî x = y = 0, ò. å. ôóíêöèÿ w = |z|2
äèôôåðåíöèðóåìà ëèøü â òî÷êå z0 = 0, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ôóíêöèè u(x,y) è v(x,y) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìûìè â R2.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = z = x − iy. Äëÿ
íåå u(x,y) = x è v(x,y) = −y. Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
ïîëó÷àåì

∂u

∂x
= 1,

∂v

∂y
= −1,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (6) íå âûïîëíåíû íè
â îäíîé òî÷êå z ∈ C, ò. å. ôóíêöèÿ âñþäó íå äèôôåðåíöèðóåìà.
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Áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ðàç-
áåðåì ïîçæå.

Ñëåäñòâèå 1. Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (6) î÷åâèäíî ýêâè-
âàëåíòíû ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì íà âåêòîðû gradu =
=

(
∂u
∂x ,∂u

∂y

)
è grad v =

(
∂v
∂x ,∂v

∂y

)
èç R2:

1) ýòè âåêòîðû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ò. å. |gradu| =
= |grad v|;

2) ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, ò. å. (gradu,grad v) = 0;
3) âåêòîð grad v ïîâåðíóò íà óãîë π

2 ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé
ñòðåëêè ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó gradu.
Ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ 1�3 ïîçâîëÿþò íàéòè äðóãèå ôîð-

ìû ïðåäñòàâëåíèÿ óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà (6). Ðàññìîòðèì äâà
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà n è l íà ïëîñ-
êîñòè R2 ñ òîé æå âçàèìíîé îðèåíòàöèåé, ÷òî è áàçèñíûå âåê-
òîðû e1 = (1,0) è e2 = (0,1), èäóùèå ïî îñÿì 0x è 0y.

Ðàñêëàäûâàÿ âåêòîðû gradu è grad v ïî íîâîìó áàçèñó èç
âåêòîðîâ n è l, ïîëó÷àåì

gradu =
∂u

∂n
n +

∂u

∂l
l, grad v =

∂v

∂n
n +

∂v

∂l
l; (11)

Óñëîâèÿ 1)�3) â ñèëó ôîðìóë (11) ýêâèâàëåíòíû îáùåé ôîð-
ìå óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà âèäà

∂u

∂n
=

∂v

∂l
,

∂u

∂l
= −∂v

∂n
. (12)

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ôîðìóë (12) â ïëîñêîñòè R2 çàäàäèì ïî-
ëÿðíûå êîîðäèíàòû (ñì. ôîðìóëû (6) â � 1), âñëåäñòâèå ÷åãî
ïîëó÷àåì ôóíêöèè ũ(r,ϕ) = u(x,y) è ṽ(r,ϕ) = v(x,y). Äëÿ ëþ-
áîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z0 = r0e

iϕ0 , ãäå r0 > 0, îïðåäåëèì
íîðìàëüíûé âåêòîð n = (cosϕ0, sinϕ0) è êàñàòåëüíûé âåêòîð
l = (− sinϕ0, cosϕ0) ê îêðóæíîñòè {z | |z| = |z0|} â òî÷êå z0 è
ïðèäåì ê âûðàæåíèÿì:

∂u

∂n
= (gradu,n) =

∂u

∂x
cosϕ0 +

∂u

∂y
sinϕ0 =

∂ũ

∂r
,

∂u

∂l
= (gradu,l) =

∂u

∂x
(− sinϕ0) +

∂u

∂y
cosϕ0 =

1
r

∂ũ

∂ϕ
,
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îòêóäà â ñèëó (12) ïîëó÷àåì óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ âèäà

∂ũ

∂r
=

1
r

∂ṽ

∂ϕ
,

∂ṽ

∂r
= −1

r

∂ũ

∂ϕ
. (13)

Çàìå÷àíèå 2. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, áóäåì óïîòðåá-
ëÿòü ñîêðàùåííóþ ôîðìó çàïèñè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèé, íàïðèìåð, áóäåò ïèñàòü ux âìåñòî ∂u

∂x , èëè uy âìåñòî ∂u
∂y .
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� 4. Ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Òàê êàê ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C åñòü åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî R2 ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, òî
è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâ â R2 ìîæíî ïåðåíåñòè íà êîìï-
ëåêñíóþ ïëîñêîñòü C. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z0 (÷òî óæå ñäåëàíî â � 2), îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
(äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè íàéäåòñÿ åå îêðåñòíîñòü, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ýòîìó ìíîæåñòâó), çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà (îíî ñîäåðæèò
âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè), îáëàñòè (ò. å. îòêðûòîãî è ñâÿç-
íîãî ìíîæåñòâà), îäíîñâÿçíîé îáëàñòè (ò. å. îáëàñòè, ó êîòîðîé
ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòûé êîíòóð, öåëèêîì ëåæàùèé â íåé, ìî-
æåò áûòü íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé ñòÿíóò â òî÷êó, îñòàâàÿñü
âíóòðè îáëàñòè).

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû îáëàñòåé.
Êðóã B1(0) = {z | |z| < 1} åñòü îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C.
Îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè

◦
B1(∞) = {z | |z| > 1}, ïðîêî-

ëîòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ
◦
B1(0) = {z | 0 < |z| < 1} è êîëüöî

{z | 1 < |z| < 2} ñóòü ïðèìåðû íåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé â C.
Â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ýòè îïðåäåëåíèÿ

ñîõðàíÿþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè ÷åðåç∞,
îñóùåñòâëÿåìîé íà ñôåðå Ðèìàíà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàñøèðå-
íèþ â C ïîíÿòèÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Òàê, íàïðèìåð, îáëàñòü
B1(∞) â ïëîñêîñòè C ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé.

Çàìå÷àíèå 1. Ìû íå ïðèâîäèì ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè â C, êîòîðîå ïðè æåëàíèè ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â êíèãå [10] ÷. 1, ãë. 1, � 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � îáëàñòü â C. Ôóíêöèÿ f : G →
→ C íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (èëè ãîëîìîðôíîé èëè àíàëèòè-
÷åñêîé) â îáëàñòè G, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà G è åå
ïðîèçâîäíàÿ f ′ : G → C ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Ãî-
âîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â òî÷êå z0, åñëè îíà îïðåäåëå-
íà è ðåãóëÿðíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ãîâîðÿò,
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÷òî ôóíêöèÿ f : D → C ðåãóëÿðíà íà ìíîæåñòâå D ⊂ C, åñëè
ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D.

Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1 èç � 3, ôóíêöèÿ w = z2 âñþäó
äèôôåðåíöèðóåìà, è òàê êàê åå ïðîèçâîäíàÿ w′(z) = 2z íåïðå-
ðûâíà, òî w = z2 ðåãóëÿðíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Ôóíêöèÿ æå w = |z|2 íå ðåãóëÿðíà íè â êàêîé îáëàñòè è íè
â êàêîé òî÷êå.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = zn, n ∈ N, n > 2. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì

w′(z) = lim
∆z→0

(z + ∆z)n − zn

∆z
=

= lim
∆z→0

n ·∆z · zn−1 + (∆z)2(. . . )
∆z

= nzn−1,

ò. å. ïðîèçâîäíàÿ âñþäó ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà, ïîýòîìó w =
= zn ðåãóëÿðíà âî âñåé ïëîñêîñòè C.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 2. Îïðåäåëèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïî ôîðìóëå

ez 4
= ex(cos y + i sin y), (1)

ãäå z = x + iy.
Â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò ôóíêöèè f = u+iv

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ôóíêöèè: u(x,y) = ex cos y, v(x,y) = ex sin y, ïðè-
÷åì |ez| = ex, y ∈ Arg ez.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ (1) íåïðåðûâíà è ÿâëÿåòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2πi.

Ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ux = ex cos y = vy, uy = −ex sin y = −vx,

ò. å. ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû è âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Êîøè�Ðèìàíà (6) èç � 3 âñþäó. Ïî òåîðåìå 1 � 3 ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ez, ïðè÷åì ïî ôîðìóëå (7) èç � 3 îíà
ðàâíà

(ez)′ = ux + ivx = ex cos y + iex sin y = ez, (2)
ò. å. w = ez ðåãóëÿðíà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå C.
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Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè sin z è cos z êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïî ôîðìóëàì

sin z
4
=

eiz − e−iz

2i
, cos z

4
=

eiz + e−iz

2
. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè z = x (ò. å. êîãäà z ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-
íûì ÷èñëîì) ðàâåíñòâà (3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ôîð-
ìóëû Ýéëåðà (ñì. � 1).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 3 èç ðåãóëÿðíîñòè ýêñïîíåíòû (1) î÷å-
âèäíî ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèé sin z è cos z êàê ñóììû
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

Èç ôîðìóë (1), (3) ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ

(eiz)′ = i eiz, (sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z. (4)
Áîëåå òîãî, èç îïðåäåëåíèé 2 è 3 ëåãêî äîêàçàòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, èçâåñòíûõ â äåéñòâèòåëüíîì àíàëèçå. Íàïðèìåð,

sin2 z + cos2 z = 1,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1.
(5)

Èç ïåðèîäè÷íîñòè ýêñïîíåíòû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè sin z è
cos z òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì 2π.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâà (4) è (5).
Îäíàêî â îòëè÷èå îò äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè sin z

è cos z íå îãðàíè÷åíû íà C. Â ñàìîì äåëå, íàéäåì, íàïðèìåð,
äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè sin z:

sin z = sin(x + iy)
(5)
= sin x cos iy + cos x sin iy =

= sinx ch y + i cosx sh y.

Îòñþäà

| sin z| =
√

sin2 x ch2 y + cos2 x sh2 y =

=
√

(1− cos2 x) ch2 y + cos2 x(ch2 y − 1) =
√

ch2 y − cos2 x,

ò. å. | sin z| ∼ | ch y| ïðè y → ∞, à ïîýòîìó ôóíêöèÿ sin z íå
îãðàíè÷åíà.
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Ó ï ð à æ í å í è å 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = f(z) =
= e−1/z4 , ïðè z 6= 0 è f(0) = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ôóíê-
öèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà (6) èç � 3 â òî÷êå
z0 = 0, íî òåì íå ìåíåå íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 = 0.
Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî òåîðåìå 1 � 3?

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ u = u(x,y) äåéñòâèòåëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ x è y, îïðåäåëåííàÿ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè G ⊂ R2 (ò. å. u ∈ C2(G)), íàçûâàåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé â G, åñëè ∀ (x,y) ∈ G:

∆u
4
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0. (6)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G è ôóíêöèè u(x,y),v(x,y) ∈ C2(G). Òîãäà
ôóíêöèè u(x,y) è v(x,y) ñóòü ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèé Êîøè�
Ðèìàíà

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (7)

ïîëó÷àåì ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆u:

∆u =
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
(7)
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0 . (8)

Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà (7) ñëåäóåò, ÷òî ∆v = 0,
ò. å. u,v ñóòü ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 2. Â � 8 ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ â îáëà-
ñòè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé îáëàñòè ëþáîå ÷èñëî
ðàç, è ïîýòîìó åå êîìïîíåíòû, ò. å. ôóíêöèè u è v, ÿâëÿþòñÿ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó óñëî-
âèå òåîðåìû 1 î ãëàäêîñòè ôóíêöèé u è v ìîæíî áûëî áû îïó-
ñòèòü, òàê êàê îíî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 5. Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u(x,y) è
v(x,y), ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè�Ðèìàíà (7), íàçûâà-
þòñÿ ñîïðÿæåííûìè.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç ðåãóëÿðíîñòè â îáëàñòè ôóíêöèè
f = u + iv ñëåäóåò ãàðìîíè÷íîñòü åå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
÷àñòåé u è v.
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Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. À èìåí-
íî

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x,y)
â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ⊂ C. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ â
îáëàñòè G ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé u(x,y) = Re f(z).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè u îïðåäå-
ëèì ôóíêöèè

P (x,y)
4
= −∂u

∂y
, Q(x,y)

4
=

∂u

∂x
. (9)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ
v(x,y) = Im f(z). Ýòà ôóíêöèÿ âìåñòå ñ ôóíêöèåé u(x,y) îáÿçà-
íà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà (7), ò. å. èùåì ôóíê-
öèþ v(x,y), ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂v

∂x
= P (x,y),

∂v

∂y
= Q(x,y).

Òàê êàê ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, òî äëÿ îïðåäåëåí-
íûõ â ôîðìóëå (9) ôóíêöèé P (x,y) è Q(x,y) ïîëó÷àåì

−∂P

∂y
+

∂Q

∂x
=

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂x2
= 0, ∀ (x,y) ∈ G. (10)

Ðàâåíñòâî (10) è îäíîñâÿçíîñòü îáëàñòè G ⊂ R2 ÿâëÿþòñÿ äî-
ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîå âåêòîðíîå ïîëå (P (x,y), Q(x,y)) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â
îáëàñòè G (ñì., íàïðèìåð, [6] òîì 2, ãëàâà 13), ò. å. âûðàæåíèå

dv = P dx + Qdy

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé (ïîòåíöèàëüíîé) ôóíêöèè v(x,y) â
îáëàñòè G, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü ôîðìóëîé:

v(x,y) =

(x, y)∫

(x0, y0)

P dx + Qdy + C,
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ò. å. â íàøåì ñëó÷àå â ñèëó (9) ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà

v(x,y) =

(x, y)∫

(x0, y0)

−∂u

∂y
dx +

∂u

∂x
dy + C, (11)

ïðè ýòîì èíòåãðàë â (11) ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
âòîðîãî ðîäà âäîëü íåêîòîðîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé, ëåæà-
ùåé â îáëàñòè G, ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íîé íà÷àëüíîé òî÷êå (x0,y0) ∈ G è êîíöîì â òî÷êå (x,y) ∈ G.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â (11) ôóíêöèÿ v(x,y) ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé â ñèëó âûïîëíåíèÿ (7), (8), à â ñèëó òåîðåìû 1 � 3
ôóíêöèÿ f(z)

4
= u(x,y) + iv(x,y) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â G.

Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 äî-
êàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè v(x,y), çàäàííîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, ñóùåñòâó-
åò ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî v(x,y) = Im f(z).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ u(x,y) = xy. Î÷åâèäíî,
÷òî îíà ãàðìîíè÷åñêàÿ, ò. å. ∆u = 0. Íàéäåì ôóíêöèþ v èç
óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà (7).

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

vy = ux = y, îòêóäà v(x,y) =
y2

2
+ ϕ(x) ∀ϕ(·). (12)

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ è ôîðìóëû (12) ïîëó÷àåì

vx = −uy = −x, ò. å. ϕ′(x) = −x, îòêóäà ϕ(x) = −x2

2
+ C.

Â èòîãå

v =
y2 − x2

2
+ C; f(z) = xy + i

(
y2 − x2

2
+ C

)
= − iz2

2
+ iC.
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� 5. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè
Ñíà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñëîæíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü çàäàíû äâå îáëàñòè D è H â êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C, äâå ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè f : D → C è g : H → C,
ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî f(z) ∈ H äëÿ âñåõ z ∈ D (ò. å.
f(D) ⊂ H). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ζ = g(f(z)) ðåãóëÿðíà â
îáëàñòè D è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ζ ′(z) = g′(f(z))f ′(z), ∀ z ∈ D. (1)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ôîð-

ìóëû (1). Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ G è
ïóñòü w0

4
= f(z0). Ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèé ∆f è ∆g ïî îïðåäåëå-

íèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ïðèíèìàþò âèä
∆f = f ′(z0)∆z + o(∆z); ∆g = g′(w0)∆w + o(∆w).

Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå ðàâåíñòâî â êà÷åñòâå ∆w çíà÷åíèå ∆f
èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â âûðàæåíèè ∆ζ

∆z =
= g′(w0) ∆f

∆z + o(∆f)
∆f

∆f
∆z , â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1). Òàê êàê

0

g(H)

u

v

0

f(D)

H

x

y

0

D

f
g

Ðèñ. 6

ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ g′(w) íåïðåðûâíà íà H, ôóíê-
öèè f(z), f ′(z) òàêæå íåïðåðûâíû íà îáëàñòè D, òî è ôóíê-
öèÿ g′(f(z)) · f ′(z) íåïðåðûâíà íà îáëàñòè D, ò. å. ôóíêöèÿ ζ =
= g(f(z)) ðåãóëÿðíà íà îáëàñòè D.

Òåîðåìà 2 (îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü íà îáëàñòè G
çàäàíû ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f : G → C è òî÷êà z0 ∈ G. Ïóñòü
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òî÷êà w0
4
= f(z0) è ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå f ′(z0) 6= 0. Òîãäà

ñóùåñòâóþò êðóãè Bδ(z0) ⊂ G è Bε(w0) òàêèå, ÷òî
a) f ′(z) 6= 0 ∀ z ∈ Bδ(z0);
á) Äëÿ ëþáîé òî÷êè ŵ ∈ Bε(w0) óðàâíåíèå f(z) = ŵ èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ẑ â êðóãå Bδ(z0), ò. å. íà êðóãå Bε(w0)
ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè f ôóíêöèÿ g : Bε(w0) →
→ Bδ(z0) (ò. å. ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé f(g(w)) = w ïðè ëþ-
áîì w ∈ Bε(w0));

â) Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ g : Bε(w0) → Bδ(z0) ðåãóëÿðíà, ïðè÷åì
åå ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

g′(w) =
1

f ′(g(w))
, ∀w ∈ Bε(w0). (2)

u

v

0

w0

Bε(w0)

x

y

0

z0

Bδ(z0)

f −→
g ←−

Ðèñ. 7

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z0 = x0 + iy0, w0 = u0 + iv0,
f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Çàäàíèå ôóíêöèè f : G → C ýêâèâà-
ëåíòíî çàäàíèþ îòîáðàæåíèÿ{

u = u(x,y)
v = v(x,y)

: G → R2. (3)

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (3) â ñèëó óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà ðàâåí

J(x,y) =
∣∣∣∣
ux uy

vx vy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ux −vx

vx ux

∣∣∣∣∣ = u2
x + v2

x = |f ′(z)|2. (4)

Îòîáðàæåíèå (3) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, è â ñèëó
óñëîâèÿ òåîðåìû è ôîðìóëû (4) ïîëó÷àåì, ÷òî J(x0,y0) 6= 0,
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ò. å. äëÿ îòîáðàæåíèÿ (3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû îá îáðàò-
íîì îòîáðàæåíèè (ñì., íàïðèìåð, [1], � 12.1, òåîðåìà 1, èëè [9],
� 28, òåîðåìû 2�3), â ñèëó êîòîðîé ñóùåñòâóþò êðóãè Bδ(z0) è
Bε(w0), δ > 0, ε > 0, òàêèå, ÷òî J(x,y) 6= 0, ∀ (x,y) ∈ Bδ(z0),
è äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (û,v̂) ∈ Bε(w0) ñèñòåìà

óðàâíåíèé
{

û = u(x,y),
v̂ = v(x,y)

èìååò â Bδ(z0) åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå (x(û,v̂),y(û,v̂)), ò. å. ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå{
x = x(u,v),
y = y(u,v),

∀ (u,v) ∈ Bε(w0), (5)

îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ (3). Áîëåå òîãî, ïî òîé æå òåîðåìå
ôóíêöèè x(u,v) è y(u,v) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â êðóãå
Bε(w0).

Îòîáðàæåíèþ (5) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñîîòâåòñòâó-
åò êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g : Bε(w0) → Bδ(z0) âèäà

z = g(w)
4
= x(u,v) + iy(u,v), (6)

êîòîðàÿ â ñèëó çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè f , ò. å.
w ≡ f(g(w)), ∀w ∈ Bε(w0). (7)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (6) ðåãóëÿðíà â Bε(w0).
Ïðîâåðèì ïî îïðåäåëåíèþ åe äèôôåðåíöèðóåìîñòü â êðó-

ãå Bε(w0). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ŵ ∈ Bε(w0). Ïóñòü
ẑ ∈ Bδ(z0) òàêîâà, ÷òî f(ẑ) = ŵ, ò.å. ẑ = g(ŵ). Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wk} ⊂ Bε(w0) òàêóþ, ÷òî wk 6= ŵ
è wk → ŵ, ïðè k → +∞. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→+∞

g(wk)− g(ŵ)
wk − ŵ

,

íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wk}. Îïðåäåëèì
zk

4
= g(wk) k ∈ N. Òîãäà zk ∈ Bδ(ẑ), f(zk) = wk è zk 6= ẑ. Èç

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g ñëåäóåò, ÷òî zk → ẑ, ïðè k → +∞.
Òàê êàê ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ẑ, òî

f ′(ẑ) = lim
k→+∞

f(zk)− f(ẑ)
zk − ẑ

= lim
k→+∞

wk − ŵ

zk − ẑ
6= 0.
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Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→+∞

g(wk)− g(ŵ)
wk − ŵ

= lim
k→+∞

zk − ẑ

wk − ŵ
= lim

k→+∞
1

wk− bw
zk−bz

=
1

f ′(ẑ)
,

êîòîðûé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wk}, ò.å.
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ g′(ŵ) è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2).

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) 6= 0 íà êðóãå Bδ(z0), à ôóíêöèè
f ′(z) è g(w) íåïðåðûâíû, òî â ñèëó ôîðìóëû (2) ïîëó÷àåì,
÷òî ôóíêöèÿ g′(w) íåïðåðûâíà, ò. å. g(w) ðåãóëÿðíà â êðóãå
Bε(w0).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : G → C íàçûâàåòñÿ îäíî-
ëèñòíîé (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîé) íà G, åñëè äëÿ ëþáûõ
òî÷åê z1, z2 èç G, z1 6= z2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(z1) 6=
6= f(z2).

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ f : G → C îäíîëèñòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ìíîæåñòâå G∗ = f(G) ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ g : G∗ → C. Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì î÷å-
âèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà è îä-
íîëèñòíà íà îáëàñòè G ⊂ C, ïðè÷åì f ′(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ G.
Òîãäà ìíîæåñòâî G∗ = f(G) åñòü îáëàñòü, è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
g : G∗ → G ðåãóëÿðíà íà îáëàñòè G∗.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
ŵ ∈ G∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ẑ ∈ G òàêàÿ, ÷òî f(ẑ) = ŵ.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ f ′(ẑ) 6= 0, òî ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëî ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(ŵ) ⊂ f(G) = G∗, ò.å. ìíîæåñòâî G∗ îò-
êðûòî. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê w1,w2 ∈ G∗ ñóùåñòâóþò òî÷êè z1,z2 ∈
∈ G òàêèå, ÷òî f(zk) = wk ïðè k = 1,2. Òàê êàê ìíîæåñòâî G
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ, òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ γz1z2 ⊂ G ñ
êîíöåâûìè òî÷êàìè z1,z2. Òîãäà åå îáðàç f(γz1z2) ⊂ G∗ ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè w1,w2 ∈ G∗. Òàêèì
îáðàçîì äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî G∗ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ. Òàê
êàê ïî òåîðåìå 2 ôóíêöèÿ g : G∗ → G ðåãóëÿðíà â êàæäîé
òî÷êå ŵ ∈ G∗, òî ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà íà G∗.

Çàìå÷àíèå 1. Â � 24 ïîêàæåì, ÷òî â ñëåäñòâèè 1 óñëîâèå
f ′(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ G ìîæíî ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàòü,
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òàê êàê ýòî óñëîâèå áóäåò ñëåäîâàòü èç óñëîâèÿ îäíîëèñòíîñòè
çàäàííîé ôóíêöèè f íà îáëàñòè G.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è
îáëàñòåé èõ çàäàíèÿ, íà êîòîðûõ ýòè ôóíêöèè áóäóò îäíîëèñò-
íûìè.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = zn, n ∈ N, n > 2.
Â � 1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ w = zn íà âñåé ïëîñêîñòè C
íå îäíîëèñòíà. À èìåííî, ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî
÷èñëà w 6= 0 óðàâíåíèå w = zn îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû z èìååò
ðîâíî n ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé:

z ∈ {
n
√

w
} 4

=
{

n
√
|w|ei( arg w+2πk

n ) | k ∈ 0,n− 1
}

. (8)

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü çàäàíî G ⊂ C. Åñëè êàæäîé òî÷êå
z ∈ G ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæå-
ñòâî èç C, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà G çàäàíà ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâà-
ìè, íàïðèìåð, F : G → 2C, ãäå 2C îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ èç C.

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ ζ = F (w)
4
= { n

√
w} â ñèëó (8) åñòü

ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè C.
Ðàññìîòðèì óãëîâóþ îáëàñòü âèäà Gα, β

4
= {z | z 6= 0, α <

< arg z < β}.
Î÷åâèäíî, ÷òî óãëîâàÿ îáëàñòü Gα, β ïðè îòîáðàæåíèè w =

= zn îòîáðàçèòñÿ íà óãëîâóþ îáëàñòü Gnα, nβ , òàê êàê ÷èñëî
z = reiϕ îòîáðàçèòñÿ â ÷èñëî w = rneinϕ. Ïðè ýòîì ëó÷ lϕ0

4
=

4
= {z | z = reiϕ0 , r > 0}, ãäå óãîë ϕ0 ∈ (α,β) çàôèêñèðîâàí,
îòîáðàçèòñÿ íà ëó÷ lnϕ0

4
= {w | w = teinϕ0 , t > 0}. Äóãà îêðóæ-

íîñòè {z | z = r0e
iϕ, ϕ ∈ (α,β)}, ãäå ðàäèóñ r0 > 0 çàôèêñè-

ðîâàí, îòîáðàçèòñÿ íà äóãó {w | w = rn
0 eiψ, ψ ∈ (nα,nβ)}. Ïðè

ýòîì w′(z) = nzn−1 6= 0 â óãëîâîé îáëàñòè Gα,β .
Âûáåðåì îáëàñòü Gα, β òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ w = zn áûëà

îäíîëèñòíîé íà íåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåò ïàðû ÷èñåë z1, z2

èç Gα, β òàêèõ, ÷òî z1 6= z2 è zn
1 = zn

2 . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
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îçíà÷àåò, ÷òî rn
1 einϕ1 = rn

2 einϕ2 , ò. å. r1 = r2 è nϕ1 = nϕ2 + 2πk
ïðè íåêîòîðîì k 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ zn îäíîëèñòíà íà îáëàñòè Gα, β ,
åñëè 0 < nβ − nα 6 2π.

Âûáåðåì α = −π
n , β = π

n . Êàê ïîêàçàíî âûøå, ôóíêöèÿ w =

= zn îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G−π
n

, π
n
íà îáëàñòü G∗ 4

=
4
= C/(−∞,0] (ñì. ðèñ. 8).

u

v

0

G∗

x

y

0

π
n

−π
n

G−π
n , π

n

zn

g0

Ðèñ. 8

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

z = g0(w)
4
= |w| 1n ei

argãë w

n , ãäå − π < argãë w < π. (9)

Ïî ñëåäñòâèþ 1 ôóíêöèÿ g0(w) (9) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ôóíêöèåé íà îáëàñòè G∗.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü F : G → 2C � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ è f : G → C � ôóíêöèÿ (êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ îäíî-
òî÷å÷íàÿ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ G çíà÷åíèå f(z) ñîäåð-
æèòñÿ âî ìíîæåñòâå F (z). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f åñòü
âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè F . Åñëè ê òîìó æå ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà (èëè ðåãóëÿðíà) íà G, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f
åñòü íåïðåðûâíàÿ (èëè ðåãóëÿðíàÿ) âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè F .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g0(w), îïðåäåëåííàÿ ôîðìó-
ëîé (9), äàåò ïðèìåð ðåãóëÿðíîé âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
{ n
√

w} íà îáëàñòè G∗ = C \ (−∞,0]. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé
ôóíêöèè (ïî ôîðìóëå (2)) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ýòîé
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ðåãóëÿðíîé âåòâè (9) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n
√

w} â êàæäîé
òî÷êå w ∈ G∗, à èìåííî:

(g0(w))′ =
1

nzn−1

∣∣∣∣
z=g0(w)

=
1

n (g0(w))n−1 . (10)

Òàê êàê âïîñëåäñòâèè áóäåì èçó÷àòü ðàçëè÷íûå ðåãóëÿðíûå
âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
w}, òî ôóíêöèþ (9) íàçîâåì

ãëàâíîé ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n
√

w}.
Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w = w(z)
4
= ez 4

= ex(cos y + i sin y).

Êàê ïîêàçàíî â � 4, ýòà ôóíêöèÿ w(z) ðåãóëÿðíà íà ïëîñêî-
ñòè C. Òàê êàê |ez| = ex > 0 ∀ z ∈ C è w′(z) = w(z), òî w′(z) 6=
6= 0 â êàæäîé òî÷êå z ∈ C.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå w = ez îòíîñèòåëüíî z ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì w 6= 0, èç òîãî, ÷òî w = |w|eiα è z = x + iy, ïîëó÷àåì
|w| = ex, y = α + 2πk ∈ Arg w, ò. å.

z ∈ ln |w|+ i Arg w.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ w = ez

îòíîñèòåëüíî z íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìîì w è îáîçíà÷àåòñÿ

Lnw
4
= ln |w|+ iArg w. (11)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè åùå îäíó ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ Lnw.
Äëÿ îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè ez â íåêîòîðîé îáëàñòè G íóæ-

íî, ÷òîáû ∀ z1,z2 ∈ G, z1 6= z2 ñëåäîâàëî, ÷òî ez1 6= ez2 . Èç ðà-
âåíñòâà ez1 = ez2 ïîëó÷àåì ez1−z2 = 1 = e2πki, ò. å. z1 = z2+2πki,
k ∈ Z. Îòñþäà äëÿ îäíîëèñòíîñòè íà G ôóíêöèè ez íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ z ∈ G ñëåäîâàëî, ÷òî z + 2πi 6∈ G.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îáëàñòü G0
4
= {z | −π < Im z < π},

â êîòîðîé ôóíêöèÿ w = ez ïî äîêàçàííîìó áóäåò îäíîëèñòíà.
Îïðåäåëèì îáðàç G∗ îáëàñòè G0 ïðè îòîáðàæåíèè w = ez.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îáðàçû ïðîñòåéøèõ êðèâûõ.
1) Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ {z | z = x + iy0, −∞ < x < ∞} ⊂

⊂ G0 ôóíêöèåé w = ez îòîáðàæàåòñÿ íà ëó÷ ly0

4
= {w | w =

= ex(cos y0 + i sin y0), −∞ < x < +∞}, ïðè÷åì ãðàíè÷íûå äëÿ

41



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

îáëàñòè G0 ïðÿìûå {z | z = x± iπ, −∞ < x < +∞}, îòîáðàæà-
þòñÿ â îäèí ëó÷ (−∞,0).

2) Âñÿêèé îòðåçîê {z | z = x0 + iy, −π < y < π} îòîáðàæà-
åòñÿ íà äóãó îêðóæíîñòè {w | w = ex0eiy, −π < y < π}.

u

v

0

G∗

ex0eiy

eiy0ex

y

x

y

0
G0

y0

x0

iπ

−iπ

Ðèñ. 9

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëîñà G0 îäíîëèñòíî îòîáðàæàåòñÿ
ôóíêöèåé w = ez íà îáëàñòü G∗ 4= C \ (−∞,0] (ñì. ðèñ. 9). Ñëå-
äîâàòåëüíî, åå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ h0, äåéñòâóþùàÿ èç îáëàñòè
G∗ íà ïîëîñó G0, òàêîâà, ÷òî Imh0(w) ∈ (−π,π), ∀w ∈ G∗. Ó÷è-
òûâàÿ ôîðìóëó (11), îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

h0(w) = ln |w|+ i argãë w, w ∈ C \ (−∞,0], (12)
ãäå argãë w ∈ (−π,π).

Ïî ñëåäñòâèþ 1 ôóíêöèÿ h0(w) ðåãóëÿðíà íà G∗, ò. å. h0(w)
åñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnw. Áóäåì íà-
çûâàòü åå ãëàâíîé ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
Lnw. Ïî òåîðåìå 2 âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ

h′0(w) =
1
ez

∣∣∣∣
z=h0(w)

=
1
w

. (13)

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îáðàòíîé
ôóíêöèè è ñëåäñòâèÿ 1 ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

h1(w) = ln |w|+ i arg w, arg w ∈ (0,2π),

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ëî-
ãàðèôìà Lnw â îáëàñòè C \ [0,+∞).
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� 6. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà íà ïëîñêîñòè R2.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ z = z(t) = x(t)+iy(t), ãäå x(t) è
y(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà t íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [t0,t1]. Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò áîëåå
÷åì èç îäíîé òî÷åê.

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé (èëè
êðèâîé Æîðäàíà), åñëè ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t
(êðîìå, áûòü ìîæåò, åãî çíà÷åíèé t = t0 è t = t1) ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ z(t). Ïðîñòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòîé, åñëè z(t0) = z(t1).

Æîðäàíîì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáàÿ ïðî-
ñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ äåëèò ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü C íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè, âíåøíþþ (ñîäåðæà-
ùóþ òî÷êó z = ∞) è âíóòðåííþþ.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t íà îòðåçêå [t0,t1] â îäíîì íà-
ïðàâëåíèè (îò t0 ê t1 èëè îáðàòíî) òî÷êà z(t) ñîâåðøàåò îáõîä
êðèâîé γ. Âûáîð íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ
îðèåíòàöèåé êðèâîé γ, à êðèâàÿ ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé íà-
çûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé èëè êîíòóðîì.

Ñêàæåì, ÷òî íà êðèâîé γ âûáðàíà îðèåíòàöèÿ, èíäóöèðî-
âàííàÿ çàäàííîé ïàðàìåòðèçàöèåé z(t), t ∈ [t0,t1], åñëè íà êðè-
âîé âûáðàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçðàñ-
òàíèþ ïàðàìåòðà t. Òî÷êè z(t0) è z(t1) íàçûâàþòñÿ êîíöåâû-
ìè òî÷êàìè êîíòóðà, èëè, áîëåå òî÷íî, íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷êàìè êîíòóðà γ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ ⊂ C íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëü-
íîãî ïåðåìåííîãî z = z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [t0,t1], ó êîòîðîé
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ôóíêöèè x(t) è y(t) íåïðåðûâíû, èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå x′(t) è y′(t) è z′(t) = x′(t) + iy′(t) 6= 0 âñþäó íà îòðåçêå
[t0,t1], ïðè÷åì åñëè êðèâàÿ çàìêíóòà, òî z′(t0 + 0) = z′(t1 − 0).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü çàäàí íåïðåðûâíûé êîíòóð γ â C
ñ ïàðàìåòðèçàöèåé z = z(t), t ∈ [t0,t1]. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íîå ðàçáèåíèå {θk}m

k=0 îòðåçêà [t0,t1], ò. å. t0 = θ0 < θ1 <
< · · · < θm = t1 òàêîå, ÷òî êîíòóðû γk, îïðåäåëÿåìûå ôóíê-
öèÿìè z = z(t), t ∈ [θk−1,θk], ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ãëàäêèìè
êîíòóðàìè ñ òîé æå, ÷òî è ó êîíòóðà γ, îðèåíòàöèåé. Òîãäà
êîíòóð γ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì, èëè îáúåäè-
íåíèåì ãëàäêèõ êîíòóðîâ {γk}, ò. å. γ = γ1 ∪ γ2 ∪ . . . ∪ γm.

Çàìå÷àíèå 1. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ êîíòóðà γ ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé,
èíäóöèðîâàííîé åãî ïàðàìåòðèçàöèåé z(t).

Ïóñòü çàäàí êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð γ ñ ïàðàìåòðèçàöèåé
z = z(t), t ∈ [t0,t1], ãäå z(t0) � íà÷àëüíàÿ, à z(t1) � êîíå÷íàÿ
òî÷êè êîíòóðà γ.

Ïóñòü âûáðàíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0,t1] âèäà

λ
4
= {τk | k ∈ 0,mλ, t0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · < τmλ

= t1}. (1)

x

y

0

z(t0)

z(t1)

zk−1

zk ζkz1

z2
z3

Ðèñ. 10

Ìåëêîñòüþ ðàçáèåíèÿ λ íàçîâåì
âåëè÷èíó

|λ| 4= max{τk − τk−1 | k ∈ 1,mλ}.
Ïóñòü ïðè êàæäîì k ∈ 1,mλ ïðîèç-
âîëüíî âûáðàíà òî÷êà

ζk ∈ {z(t) | t ∈ [τk−1,τk]}, (2)

ò. å. òî÷êà ζk ïðèíàäëåæèò äóãå £ ¢
zk−1,zk ⊂ γ, ãäå zk

4
= z(τk).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü íà êóñî÷íî-ãëàäêîì êîíòóðå γ çà-
äàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : γ → C. Îïðåäåëèì âûðàæåíèå

σ(λ)
4
=

mλ∑

k=1

f(ζk)∆zk, ãäå ∆zk
4
= zk − zk−1, (3)
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êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f
âäîëü γ, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ λ. Åñëè ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì (3) ïðè |λ| → 0, íå çàâèñÿ-
ùèé îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ λ (1) è òî÷åê {ζk} (2), òî ýòîò ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f ïî êîíòóðó γ, êîòîðûé
îáîçíà÷àåòñÿ ∫

γ
f(z) dz. (4)

Òåîðåìà 1. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå â îïðåäåëåíèè 4 ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ èíòåãðàë (4) ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫

γ
f(z) dz =

=
∫

γ
(u(x,y) dx− v(x,y) dy) + i

∫

γ
(v(x,y) dx + u(x,y) dy), (5)

ãäå f(z) = u(x,y) + iv(x,y), è ñòîÿùèå ñïðàâà â ôîðìóëå (5)
äâà èíòåãðàëà ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðî-
ãî ðîäà îò äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ ïî êîíòóðó γ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèñàâ èíòåãðàëüíóþ ñóììó (3)
÷åðåç äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì

σ(λ) =
mλ∑

k=1

(u(ξk,ηk) + iv(ξk,ηk)) (∆xk + i∆yk) =

=
mλ∑

k=1

(u(ξk,ηk)∆xk − v(ξk,ηk)∆yk)+

+i

mλ∑

k=1

(u(ξk,ηk)∆yk + v(ξk,ηk)∆xk)
4
= σ1(λ) + iσ2(λ). (6)

Â èòîãå ïîêàçàëè, ÷òî σ(λ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîð-
ìóëîé (6) â âèäå äâóõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì σ1(λ) è σ2(λ), ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì âòîðîãî ðîäà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé îò äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y ïî
êðèâîé γ íà ïëîñêîñòè. Êàê ïîêàçàíî â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, � 50 [9]), óñëîâèé òåîðåìû 1 (ò. å. ôóíê-
öèè u,v íåïðåðûâíû íà êóñî÷íî-ãëàäêîì êîíòóðå γ) äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû ýòèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïðè
|λ| → 0, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû è ôîðìóëà (5).
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫

γ
f(z) dz =

∫ t1

t0

f(z(t))z′(t) dt, (7)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7) ñòîèò èíòåãðàë îò êîìïëåêñíî-
çíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, êîòîðûé îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫ t1

t0

(u(t) + iv(t)) dt
4
=

∫ t1

t0

u(t) dt + i

∫ t1

t0

v(t) dt. (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìó-
ëû (5) è èç ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
âòîðîãî ðîäà ÷åðåç èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó êîíòóðà:∫

γ
P (x,y) dx + Q(x,y) dy =

=
∫ t1

t0

(
P (x(t),y(t))x′(t) + Q(x(t),y(t))y′(t)

)
dt.

Èç òåîðåìû 1 è ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî
ðîäà äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé îò äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ
ïî êðèâîé íà ïëîñêîñòè ñëåäóþò ñâîéñòâà èíòåãðàëà (4):

1 ◦. Ëèíåéíîñòü:∫

γ
(λf(z) + µg(z)) dz = λ

∫

γ
f(z) dz + µ

∫

γ
g(z) dz, ∀λ,µ ∈ C.

2 ◦. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ−1 êîíòóð, ïîëó÷åííûé èç γ çàìåíîé
îðèåíòàöèè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Òîãäà∫

γ−1

f(z) dz = −
∫

γ
f(z) dz.

3 ◦. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð γ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì äâóõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîíòóðîâ γ1 è γ2 (ò. å. γ = γ1 ∪ γ2 ïî
îïðåäåëåíèþ 3). Òîãäà∫

γ
f(z) dz =

∫

γ1

f(z) dz +
∫

γ2

f(z) dz.

4 ◦. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà èíòåãðàëà∣∣∣∣
∫

γ
f(z) dz

∣∣∣∣ 6
∫ t1

t0

|f(x(t) + iy(t))|
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt
4
=

4
=

∫

γ
|f(z)| |dz|,(9)
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ãäå ñïðàâà â íåðàâåíñòâå ñòîèò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåð-
âîãî ðîäà îò äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè |f(z)| äåéñòâèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ x, y ïî êîíòóðó γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 4 ◦. Èç ôîðìóëû (3) ïîëó÷àåì îöåí-
êó

|σ(λ)| =
∣∣∣∣∣

mλ∑

k=1

f(ζk)∆zk

∣∣∣∣∣ 6
mλ∑

k=1

|f(ζk)||∆zk|. (10)

Ñïðàâà â íåðàâåíñòâå (10) ñòîèò èíòåãðàëüíàÿ ñóììà êðè-
âîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, è òàê êàê ôóíêöèÿ |f(z)|
íåïðåðûâíà íà êóñî÷íî-ãëàäêîì êîíòóðå γ ïî ïåðåìåííûì x,y,
òî, êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì., íà-
ïðèìåð, � 50 [9]) êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îò äåé-
ñòâèòåëüíîé ôóíêöèè |f(z)| ñóùåñòâóåò. Ñëåâà â (10), â ñèëó
ðàâåíñòâà lim|λ|→0 |σ(λ)| = | lim|λ|→0 σ(λ)|, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì
ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (9).

5 ◦. Èíâàðèàíòíîñòü. Èíòåãðàë (3) íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïàðàìåòðèçàöèè z(t) êîíòóðà γ ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ
ïàðàìåòðèçàöèÿ èíäóöèðóåò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ êîíòó-
ðà γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà
äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà îò äåéñòâèòåëü-
íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà R2, è èç ôîðìóëû (5).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü a ∈ C, k ∈ Z, r > 0. Ïóñòü γr åñòü îêðóæ-
íîñòü {z | |z − a| = r}, îðèåíòèðîâàííàÿ äâèæåíèåì ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

Ik =
∫

γr

(z − a)k dz. (11)

Ð å ø å í è å. Âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ îêðóæíîñòè γr

âèäà z(t) = a + rei t, ãäå t ∈ [0,2π]. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 èìååì

Ik =

2π∫

0

rkeik trieit dt = irk+1

2π∫

0

ei(k+1)t dt.

Â èòîãå
1) ïðè k = −1 ïîëó÷àåì I−1 = i

2π∫
0

dt = 2πi;

47



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

2) ïðè k 6= −1 ïîëó÷àåì

Ik = irk+1




2π∫

0

cos(k + 1)t dt + i

2π∫

0

sin(k + 1)t dt


 = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè fn : G → C, n ∈ N è êóñî÷íî�ãëàäêèé êîíòóð γ. Ïóñòü
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

+∞∑
n=1

fn(z) ñõîäèòñÿ ê ñâîåé ñóììå S(z)

ðàâíîìåðíî íà êîíòóðå γ. Òîãäà ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èí-
òåãðèðîâàòü ïî êîíòóðó γ, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

γ

S(z)dz =
+∞∑

n=1

∫

γ

fn(z)dz. (12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
÷åðåç SN (z) =

N∑
n=1

fn(z), N ∈ N. Îíè î÷åâèäíî íåïðåðûâíû
íà G, è â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íà êîíòóðå γ,
àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 5 èç � 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà S(z)
äàííîãî ðÿäà òàêæå íåïðåðûâíà íà êîíòóðå γ, ò. å. èíòåãðèðóå-
ìà íà êðèâîé γ. Òàê êàê äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
γ, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ
âñåõ íîìåðîâ N > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup
z∈γ

|S(z)− SN (z)| 6 ε

l(γ)
,

ãäå l(γ) =
∫
γ
|dz| � äëèíà êîíòóðà γ. Ïîýòîìó ïðè âñåõ N >

> N(ε) â ñèëó îöåíêè (8) ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣

∫

γ

S(z)dz −
N∑

n=1

∫

γ

fn(z)dz

∣∣∣∣∣∣
6

∫

γ

| S(z)− SN (z) | |dz| < ε,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ðÿäà îçíà÷àåò ðàâåíñòâî (12).

48
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� 7. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó Êîøè � îñíîâíóþ

òåîðåìó òåîðèè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Ñäåëàåì ýòî â òðè ýòàïà.
Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.

Dγ

G

Ðèñ. 11

Òåîðåìà 1 (Êîøè). Äëÿ âñÿêîé ðå-
ãóëÿðíîé ôóíêöèè f : G → C, çàäàííîé â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî ∫

γ

f(z) dz = 0, (1)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîìó ïðîñòîìó
çàìêíóòîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó êîíòóðó γ,
ïðèíàäëåæàùåìó îáëàñòè G (ñì. ðèñ. 11).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîãî â òåîðåìå êîíòóðà γ
ïåðåïèøåì ôîðìóëó (5) èç � 6 â âèäå

∫

γ

f(z) dz = J1 + iJ2, (2)

ãäå
J1

4
=

∫

γ

u dx− v dy; J2
4
=

∫

γ

v dx + u dy. (3)

×åðåç D îáîçíà÷èì îäíîñâÿçíóþ ïîäîáëàñòü G, ãðàíèöåé êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ äàííûé êîíòóð γ.

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [6],
ãë. 13) èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãðèíà:

∫

γ

P dx + Q dy =
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy, (4)

ãäå P (x,y) è Q(x,y) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ
x, y, íåïðåðûâíûå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â çàìêíóòîé îáëàñòè D = D ∪ γ.

Â ñèëó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé u è v
íà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, ñëåäóþùåé èç ðåãóëÿðíîñòè ôóíê-
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öèè f , ôîðìóëà Ãðèíà (4) è óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà äàþò äëÿ
èíòåãðàëîâ (3)

J1 =
∫∫

D

(
−∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dx dy

Ê.-Ð.= 0,

J2 =
∫∫

D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dx dy

Ê.-Ð.= 0,

ò. å. ðàâåíñòâî (1) äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ôóíêöèè f â òåîðåìå 1 ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Ý. Ãóðñà äîêà-
çàë, ÷òî â òåîðåìå 1 äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ëèøü äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü ôóíêöèè f â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [8].

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G â òåîðåìå 1
ñóùåñòâåííî, ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè f(z) = 1/z, çà-
äàííîé íà íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè

◦
B2(0), èíòåãðàë îò êîòîðîé

ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ðàâåí 2πi (ñì. ïðèìåð 1 � 6).
Îäíàêî ìîæíî èçìåíèòü ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, äîïóñêà-

þùóþ ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû 1 íà ñëó÷àé èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ãðàíèöå íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè îïðåäåëåííîãî íèæå òèïà.

Îïðåäåëåíèå 1.Îáëàñòüþ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé áó-
äåì íàçûâàòü îáëàñòü G ⊂ C, ãðàíèöó Γ êîòîðîé ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ îãðàíè-
÷åííûõ êðèâûõ Γ1, . . . , Γm (íåíóëåâîé äëèíû), ïåðåñå÷åíèå êî-
òîðûõ âîçìîæíî ëèøü â êîíöåâûõ òî÷êàõ, ïðè÷åì òî÷êà ìîæåò

Γ1

Γ2
Γ3

Γ4 Γ5
Γ6

Ðèñ. 12

áûòü êîíöåâîé íå áîëåå ÷åì ó äâóõ
êðèâûõ. Ýòè êðèâûå Γ1, . . . , Γm áó-
äåì íàçûâàòü ãëàäêèìè êîìïîíåíòà-
ìè ãðàíèöû Γ îáëàñòè G. Ýòè êîì-
ïîíåíòû áûâàþò äâóõ òèïîâ:

1) Êðèâàÿ Γk òàêîâà, ÷òî â êàæ-
äîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè z0 ∈
∈ Γk íàõîäÿòñÿ êàê òî÷êè èç îáëà-
ñòè G, òàê è èç C \ (G ∪ Γ). Òàêàÿ
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êðèâàÿ Γk íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ãëàäêîé êîìïîíåíòîé ãðà-
íèöû Γ.

2) Êðèâàÿ Γk òàêîâà, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 ∈
◦
Γ k (îáîçíà-

÷åíèå
◦
Γ k îçíà÷àåò êðèâóþ Γk áåç êîíöåâûõ òî÷åê) ñóùåñòâóåò

îêðåñòíîñòü Bε0(z0) òàêàÿ, ÷òî Bε0(z0) \ Γk ⊂ G. Òàêàÿ êîìïî-
íåíòà Γk íàçûâàåòñÿ ðàçðåçîì, ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà z0 ∈

◦
Γ k

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ðàçðåçà.
Íà ðèñ. 12 êðèâûå Γ1, Γ2, Γ3 ñóòü ïðàâèëüíûå ãëàäêèå êîì-

ïîíåíòû, à êðèâûå Γ4, Γ5, Γ6 ñóòü ðàçðåçû.
Îïðåäåëåíèå 2. Îáëàñòüþ G ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-

âàííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü G ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé (ñì. îïðåäåëåíèå 1), åñëè íà Γ çà-
äàíà îðèåíòàöèÿ òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî âñåì ïðàâèëüíûì
ãëàäêèì êîìïîíåíòàì ãðàíèöû îáëàñòü G îñòàåòñÿ ñëåâà, à
êàæäûé ðàçðåç îáõîäèòñÿ äâàæäû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Ïðè ýòîì îáõîäå ðàçðåç ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ
áåðåãîâ, ïðè äâèæåíèè ïî êàæäîìó èç íèõ îáëàñòü G äîëæíà
îñòàâàòüñÿ ñëåâà (ñïðàâà áóäåò íàõîäèòüñÿ äðóãîé áåðåã ðàçðå-
çà) (ñì. ðèñ. 12).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óòî÷íèì ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f : G → C íà çàìûêàíèè îáëàñòè G = G ∪ Γ, à
èìåííî, â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ.

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ëèøü îäíîé èç ïðàâèëü-
íûõ ãëàäêèõ êîìïîíåíò ãðàíèöû Γ, èëè ÿâëÿþùåéñÿ êîíöåâîé
òî÷êîé ëèøü îäíîãî ðàçðåçà, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â ýòîé
òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîâïàäåíèå åå çíà÷åíèÿ â ýòîé òî÷êå
ñ ïðåäåëîì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå ïî îáëàñòè G.

Äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè z0 ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåçà Γk,
íå ÿâëÿþùåéñÿ êîíöåâîé òî÷êîé íèêàêîãî äðóãîãî ðàçðåçà, â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1 íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü
Bε(z0) òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Bε(z0) \ Γk ⊂ G äåëèòñÿ ðàçðå-
çîì Γk íà äâå ïîäîáëàñòè, êîòîðûå îáîçíà÷èì B+ è B−. Ïðè
ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà z0 ðàçáèëàñü íà äâå òî÷êè z+

0 è z−0
òàêèå, ÷òî òî÷êà z+

0 ïðèíàäëåæèò áåðåãó ðàçðåçà, ïðèíàäëå-
æàùåìó ãðàíèöå îáëàñòè B+, à òî÷êà z−0 ïðèíàäëåæèò áåðåãó
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ðàçðåçà, ïðèíàäëåæàùåìó ãðâíèöå îáëàñòè B−. Òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â ãðàíè÷íîé òî÷êå z+

0 (èëè òî÷êå
z−0 ), åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå z+

0 (z−0 ) ñîâïàäàåò ñ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå z0 ïî ìíîæåñòâó B+ (ïî ìíîæåñò-
âó B−).

Åñëè æå êîíöåâàÿ òî÷êà îäíîãî èç ðàçðåçîâ ïðèíàäëåæèò è
äðóãèì êîìïîíåíòàì ãðàíèöû, òî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷-
êè êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà òðè è áî-
ëåå ïîäîáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
â ýòîé êîíöåâîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü G ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé Γ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà íà îáëà-
ñòè G è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G = G ∪ Γ. Òîãäà

∫

Γ

f(z) dz = 0. (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2 ïðèâåäåì äëÿ êëàññà îá-
ëàñòåé G, êîãäà äîáàâëåíèåì ê åå ãðàíèöå Γ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ðàçðåçîâ îñòàâøèåñÿ òî÷êè îáëàñòè G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà, òàê íàçûâàåìûõ, çâåçäíûõ
îáëàñòåé. Ïðè ýòîì â ñèëó òîãî, ÷òî èíòåãðàëû ïî ðàçðåçàì
â ñóììå ðàâíû íóëþ, èíòåãðàë ïî Γ ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ
ïî ãðàíèöàì çâåçäíûõ îáëàñòåé. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ çâåçäíîé îáëàñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ
çâåçäíîé îáëàñòüþ, åñëè ãðàíèöà Γ îáëàñòè G ìîæåò áûòü çà-
äàíà â âèäå

Γ = {z | z = z0 + z1(t), α 6 t 6 β, z1(α) = z1(β)}, (6)

ãäå z0 ∈ G íàçûâàåòñÿ öåíòðîì çâåçäíîé îáëàñòè, z1 : [α,β] →
→ C � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé êðèâîé

Γλ
4
= {z | z = z0 + λz1(t), α 6 t 6 β}, λ ∈ (0,1), (7)
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ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Γλ ⊂ G, ∀λ ∈ (0,1).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ çâåçäíûõ îáëàñòåé.

z0

Γλ

Γ

γ

à á
Ðèñ. 13

Ïðèìåð 1. Êàæäîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé îá-
ëàñòüþ, ïðè÷åì åå öåíòðîì ìîæåò ñëóæèòü ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî
ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 2. Îáëàñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 13à, ÿâëÿåòñÿ
çâåçäíîé.

Ïðèìåð 3. Îáëàñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 13á, íå ÿâëÿåòñÿ
çâåçäíîé, íî åå ìîæíî íåêîòîðûì ðàçðåçîì γ ðàçáèòü íà äâå
çâåçäíûå ïîäîáëàñòè.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèìåðû 1�3 ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ îáëà-
ñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ çâåçäíûìè èëè ïðåäñòàâèìûõ â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çâåçäíûõ ïîäîáëàñòåé, äîñòàòî÷íî
áîëüøîé.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðî-
âåäåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ çâåçäíîé ñ öåíòðîì
â òî÷êå z0 = 0.

Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî åå öåíòð z0 6= 0. Ñäåëàâ çàìåíó
z̃ = z − z0, Γ̃ = Γ− z0, G̃ = G− z0, ïîëó÷èì çâåçäíóþ îáëàñòü
G̃ ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, ïðè÷åì∫

Γ

f(z) dz =
∫

eΓ

f(z̃ + z0)dz̃ =
∫

eΓ

f̃(z̃)dz̃,
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ãäå f̃(z̃)
4
= f(z̃ +z0) åñòü ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, è åñëè ïîêàæåì,

÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òî è èñõîäíûé ðàâåí íóëþ.
Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî öåíòð îáëàñòè G åñòü òî÷êà z0 = 0. Òîãäà

êðèâàÿ Γλ èç (7) ïðèíèìàåò âèä:
Γλ = {z | z = λz1(t), α 6 t 6 β}, λ ∈ (0,1).

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ 3 çâåçäíîé îáëàñòè ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ Γλ ⊂ G, òî ïî òåîðåìå 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

Γλ

f(ζ) dζ = 0, ∀λ ∈ (0,1). (8)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî λ ∈ (0,1) è ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííîãî ζ = λz. Òîãäà âêëþ÷åíèå ζ ∈ Γλ ýêâèâàëåíòíî
âêëþ÷åíèþ z ∈ Γ. Â ñèëó ýòîãî ðàâåíñòâî (8) ïðèíèìàåò âèä∫

Γ

f(λz)λ dz = 0, îòêóäà
∫

Γ

f(λz) dz = 0, ∀λ ∈ (0,1). (9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìêíó-
òîì ìíîæåñòâå G, òî ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó îíà ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà G. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε) > 0, ∀ z′,z′′ ∈ G, |z′ − z′′| < δ ⇒

⇒ |f(z′)− f(z′′)| < ε.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî z ∈ Γ ïîëó÷àåì |z − λz| = (1 −
− λ)|z| 6 (1− λ)C0, ãäå C0

4
= max{|z| | z ∈ Γ} < +∞.

Âûáðàâ λε ∈ (0,1), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (1−λε) <
< δ(ε)/C0, ïîëó÷àåì, ÷òî |z − λεz| < δ(ε), ∀ z ∈ Γ. Ïîýòîìó
èç (9) ñëåäóåò:∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
∫

Γ
(f(z)− f(λεz)) dz

∣∣∣∣ 6

6
∫

Γ

|f(z)− f(λεz)| |dz| 6 ε

∫

Γ
|dz|.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (5).
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Òåîðåìà 3 (îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Êîøè). Ïóñòü çàäàíà
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàííîé ãðàíèöåé Γ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà
íà îáëàñòè G è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G = G ∪ Γ.
Òîãäà ∫

Γ

f(z) dz = 0. (10)

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

γ2

γ3

γ4

Ðèñ. 14

Äî ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó
îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè G îäíà
ãðóïïà êîìïîíåíò îáðàçóåò âíåø-
íèé êóñî÷íî-ãëàäêèé çàìêíóòûé
êîíòóð, êîòîðûé îòäåëÿåò òî÷êè
îáëàñòè G îò áåñêîíå÷íîé òî÷êè è
ïîýòîìó îðèåíòèðîâàí ïðîòèâ õî-
äà ÷àñîâîé ñòðåëêè (äëÿ ïðîñòîòû
ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî îäíà êîìïîíåíòà Γ1). Âñå äðó-
ãèå êîìïîíåíòû ãðàíèöû Γ áóäóò âíóòðåííèìè, ñîîòâåòñòâåííî
îáõîä èõ (äëÿ ðàçðåçîâ � îáõîä ïî èõ áåðåãàì) áóäåò ïðîâîäèòü-
ñÿ ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 14).

Ïîñòðîèì ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ ìíîãîêîìïî-
íåíòíóþ êðèâóþ Γ̃, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ãðàíèöó Γ, äîáàâëå-
íèåì ê êàæäîé âíóòðåííåé êîìïîíåíòå ãðàíèöû Γk äîïîëíè-
òåëüíîãî ðàçðåçà γk ⊂ G, ñîåäèíÿþùåãî Γk ñ âíåøíåé êîì-
ïîíåíòîé Γ1, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû âñå äîïîëíèòåëüíûå ðàçðåçû
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü, è êàæäûé îáõîäèëñÿ äâàæäû â ïðî-
òèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Òàê êàê äîïîëíèòåëüíûå ðàçðåçû íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè ðå-
ãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f , òî èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî êàæäîìó
äîïîëíèòåëüíîìó ðàçðåçó (îáîéäåííîìó äâàæäû â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ) ðàâåí íóëþ.

Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé Γ̃ ñîâïàäà-
åò ñ èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå Γ. Íî ïîñòðîåííàÿ íàìè êðèâàÿ Γ̃
îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G̃ ⊂ G, è ïî òåî-
ðåìå 2 èíòåãðàë ïî åå ãðàíèöå Γ̃ ðàâåí íóëþ, òî åñòü ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî (10).
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� 8. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè
Ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ â îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè, ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ðåãóëÿð-
íàÿ â îáëàñòè ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé Γ. Ïóñòü
ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà íà G è íåïðåðûâíà íà G = G ∪
∪ Γ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ G ñïðàâåäëèâà èíòåãðàëüíàÿ
ôîðìóëà Êîøè âèäà

f(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ. (1)

Gr

γr

z

Ðèñ. 15

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó z ∈ G. Ôóíêöèÿ ζ → f(ζ)

ζ−z ðåãó-
ëÿðíà â îáëàñòè G \ {z}. Âûáåðåì
÷èñëî r0 > 0 òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå Br0(z) ⊂ G.

Äëÿ êàæäîãî r ∈ (0,r0) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç γr

4
= {ζ | |ζ − z| = r}

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå z
ðàäèóñà r, îðèåíòèðîâàííóþ ïðî-

òèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òàêæå îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà Gr
4
=

4
= G\Br(z) è Γr

4
= Γ∪γ−1

r . Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîå ìíîæåñòâî Gr

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàííîé ãðàíèöåé Γr (ñì. ðèñ. 15).

Ïî òåîðåìå 3 èç � 7 ïîëó÷àåì

0 =
∫

Γr

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ −
∫

γr

f(ζ)
ζ − z

dζ. (2)

Èòàê,

J
4
=

1
2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ
(2)
=

1
2πi

∫

γr

f(ζ)
ζ − z

dζ, ∀ r : 0 < r < r0. (3)
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Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1 � 6, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 1 =
= 1

2πi

∫
γr

1
ζ−z dζ, îòêóäà

J − f(z) =
1

2πi

∫

γr

f(ζ)− f(z)
ζ − z

dζ, ∀ r ∈ (0,r0).

Òàê êàê f(ζ) íåïðåðûâíà â òî÷êå z ∈ G, òî äëÿ êàæäîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) ∈ (0,r0) òàêîå, ÷òî äëÿ ∀ ζ : |ζ − z| <
< δ(ε) ñëåäóåò |f(ζ)− f(z)| < ε. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ r ∈ (0,δ(ε)),
ïîëó÷àåì

|J − f(z)| 6 1
2π

∫

γr

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z| |dζ| 6 ε

2πr

∫

γr

|dζ| = ε. (4)

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî èç (3), (4) ñëåäóåò J =
= f(z), ò. å. äîêàçàíà ôîðìóëà (1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð â êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è ïóñòü w = q(z) � íåïðåðûâíàÿ íà γ
ôóíêöèÿ. Òîãäà èíòåãðàë âèäà

I(z)
4
=

1
2πi

∫

γ

q(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ γ (5)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøèïî êîíòóðó γ îò ôóíêöèè q.
Òåîðåìà 2. Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ â îïðåäåëåíèè 1 óñëî-

âèÿõ ôóíêöèÿ I : C \ γ → C èç (5) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöè-
ðóåìà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîäíûõ ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

I(n)(z) =
n!
2πi

∫

γ

q(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, n ∈ N. (6)

z

γ

z + ∆z
ζ

Ðèñ. 16

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äîêàæåì ôîð-
ìóëó (6) ïðè n = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ q(ζ)
íåïðåðûâíà íà êîíòóðå γ, òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî M < +∞ òàêîå, ÷òî |q(ζ)| 6 M ïðè
ζ ∈ γ.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó z 6∈ γ. Ïóñòü d
4
= dist(z,γ)� ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè z äî êðèâîé γ. Î÷åâèäíî, ÷òî d > 0. Âûáåðåì ÷èñëî
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r ∈ (
0,d

2

)
è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ∆z ∈ C òàê, ÷òîáû

0 < |∆z| < r. Òîãäà äëÿ ∀ ζ ∈ γ ïîëó÷àåì

|ζ − (z + ∆z)| > |ζ − z| − |∆z| > d− d

2
=

d

2
. (7)

Îöåíèì âûðàæåíèå
I(z + ∆z)− I(z)

∆z
− 1

2πi

∫

γ

q(ζ)
(ζ − z)2

dζ =

=
1

2πi

∫

γ

q(ζ)
[(

1
ζ − z −∆z

− 1
ζ − z

)
1

∆z
− 1

(ζ − z)2

]
dζ.(8)

Óïðîñòèì âûðàæåíèå â ïðÿìûõ ñêîáêàõ ïîä èíòåãðàëîì (8):
[. . . ] =

=
ζ − z − (ζ − z −∆z)
(ζ − z)(ζ − z −∆z)

· 1
∆z

− 1
(ζ − z)2

=
∆z

(ζ − z)2(ζ − z −∆z)
.

Ïîýòîìó äëÿ (8) ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣∣∣∣∣
∆I

∆z
− 1

2πi

∫

γ

q(ζ)
(ζ − z)2

dζ

∣∣∣∣∣∣
6 1

2π

∫

γ

|q(ζ)||∆z| |dζ|
|ζ − z|2|ζ − z −∆z| 6

6 |∆z|
πd3

∫

γ

|q(ζ)| |dζ| 6 |∆z| ·M
πd3

∫

γ

|dζ| → 0, ∆z → 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

I ′(z) =
1

2πi

∫

γ

q(ζ)
(ζ − z)2

dζ. (9)

2. Îáùèé ñëó÷àé n-é ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî
ïåðâîìó ñëó÷àþ èç ôîðìóëû (6) äëÿ (n − 1)-é ïðîèçâîäíîé è
âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

(ζ − z −∆z)n = (ζ − z)n − n∆z(ζ − z)n−1 + O(∆z2),

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà â îáëàñòè
G ⊂ C. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ èìååò â G ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿä-
êîâ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â
îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
z0 ∈ G, òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî r0 > 0 òàêîå, ÷òî Br0(z0) ⊂ G.
Ïóñòü îêðóæíîñòü γr0

4
= {z | |z − z0| = r0} îðèåíòèðîâàíà ïî-

ëîæèòåëüíî îòíîñèòåëüíî âíóòðåííîñòè êðóãà (ò. å. äâèæåíèåì
ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ñïðàâåäëèâà
èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫

γr0

f(ζ)
ζ − z

dζ, ∀ z ∈ Br0(z0). (10)

Òàê êàê â ôîðìóëå (10) ôóíêöèÿ ζ → f(ζ) íåïðåðûâíà íà
γr0 , òî èíòåãðàë â (10) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà
òèïà Êîøè, è ïî òåîðåìå 2 îí áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì â
êðóãå Br0(z0), ò. å. â ñèëó ðàâåíñòâà (10) ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîì êðóãå Br0(z0), ïðè ýòîì èç (6) ñëåäóåò
ôîðìóëà:

f (n)(z) =
n!
2πi

∫

γr0

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, ∀ z ∈ Br0(z0). (11)

Òàê êàê òî÷êà z0 ∈ G áûëà ïðîèçâîëüíîé, òî ôóíêöèÿ f áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåé îáëàñòè G.
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� 9. Ðÿä Òåéëîðà. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà
Îïèðàÿñü íà èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè, â ýòîì ïàðàãðà-

ôå ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé
òî÷êè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûé ðÿä âèäà

+∞∑

n=0

cn(z − a)n, (1)

ãäå òî÷êà a ∈ C è êîýôôèöèåíòû cn ∈ C çàäàíû.
Òåîðåìà 1 (Àáåëü). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (1) ñõîäèòñÿ â

òî÷êå z0 6= a, òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ëþáîé òî÷êå èç
êðóãà B|z0−a|(a), à â ëþáîì çàìêíóòîì êðóãå Br(a), ãäå 0 < r <
< |z0 − a|, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ÷èñëîâîé ðÿä
+∞∑
n=0

cn(z0 − a)n ñõîäèòñÿ, òî èç êðèòåðèÿ Êîøè ñëåäóåò, ÷òî
lim

n→∞ |cn(z0 − a)n| = 0, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > 0 òàêîå,
÷òî |cn(z0 − a)n| 6 α äëÿ âñåõ n.

1) Ïóñòü òî÷êà z ∈ B|z0−a|(a). Òîãäà |cn(z − a)n| =

= |cn(z0 − a)n| ·
∣∣∣ z−a
z0−a

∣∣∣
n

6 αqn
z , ãäå qz

4
=

∣∣∣ z−a
z0−a

∣∣∣ < 1. Òàê êàê

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑

n=0
qn
z î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíå-

íèÿ ðÿä (1) ñõîäèòñÿ è àáñîëþòíî â òî÷êå z.

2) Îïðåäåëèì q0
4
= r

|z0−a| . Àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1 ïîëó÷àåì
îöåíêó: |cn(z−a)n| 6 αqn

0 äëÿ âñåõ z ∈ Br(a). Òàê êàê ÷èñëîâîé
ðÿä

∞∑
n=0

qn
0 î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà

(ñì. óòâåðæäåíèå 6 � 2) ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êðóãå
Br(a).

Ýòà òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå îá îáëà-
ñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (1).
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Îïðåäåëèì äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (1) ïîíÿòèå ðàäèóñà ñõîäè-
ìîñòè:

R
4
= sup{|z − a| |

+∞∑

n=0

cn(z − a)n ñõîäèòñÿ}. (2)

Òîãäà, åñëè 0 < R < +∞, òî â ñèëó òåîðåìû 1 â êàæäîé òî÷êå
êðóãà BR(a) ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, à â êàæäîé òî÷êå z 6∈ BR(a)
ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ. Êðóã BR(a) íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè
ðÿäà (1).

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ñòåïåííîãî ðÿäà (1) ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåí ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå Êîøè�Àäàìàðà

R =
1

lim
n→∞

n
√
|cn|

. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
êíèãàõ [12] èëè [10].

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ðÿä âèäà
+∞∑
n=0

zn, ÿâëÿþùèéñÿ ñóì-
ìîé áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ýòîò ðÿä î÷åâèä-
íî ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 1 ê ôóíêöèè 1

1−z . Â ñàìîì äåëå, ïðåîá-
ðàçîâàâ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ê âèäó:

SN (z)
4
=

N∑

n=0

zn =

(
N∑

n=0

zn

)
1− z

1− z
=

1− zN+1

1− z
,

óáåæäàåìñÿ, ÷òî SN (z) → 1
1−z ïðè N →∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ó ôóíêöèè f : Br(a) → C ñóùåñò-
âóþò â òî÷êå a ïðîèçâîäíûå f (n)(a) ëþáîãî ïîðÿäêà n ∈ N.
Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä âèäà

+∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n (4)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a.
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Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êðóãå Br(a), ãäå
a ∈ C, r > 0, òî îíà ïðåäñòàâèìà â ýòîì êðóãå Br(a) â âèäå
ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Òåéëîðà, ò. å.

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n, ∀ z ∈ Br(a), (5)

ãäå
cn =

f (n)(a)
n!

. (6)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-

êó z ∈ Br(a). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî r1 > 0 òàêîå, ÷òî |z −
− a| < r1 < r.

x

y

0

z
a

Br(a)

γr1

Ðèñ. 17

Ïóñòü γr1

4
= {ζ | |ζ − a| = r1} �

îðèåíòèðîâàííàÿ äâèæåíèåì ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè îêðóæíîñòü
(ñì. ðèñ. 17). Çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ
ôîðìóëó Êîøè:

f(z) =
1

2πi

∫

γr1

f(ζ)
ζ − z

dζ. (7)

Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ζ → 1
ζ−z ,

ãäå ζ ∈ γr1 , ê âèäó
1

ζ − z
=

1
(ζ − a)− (z − a)

=
1

(ζ − a)
(
1− z−a

ζ−a

) .

Çäåñü
∣∣∣ z−a
ζ−a

∣∣∣ = |z−a|
r1

4
= q, q < 1. Êàê è â ïðèìåðå 1, ïîëó÷àåì

ðàçëîæåíèå â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

1
ζ − z

=
1

ζ − a

(
1 +

z − a

ζ − a
+

(
z − a

ζ − a

)2

+ . . .

)
=

+∞∑

n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
.

Â èòîãå, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (7) ïðåäñòàâèìà ñõîäÿ-
ùèìñÿ íà γr1 ðÿäîì

f(ζ)
ζ − z

=
+∞∑

n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ), ∀ζ ∈ γr1 . (8)
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Òàê êàê äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà (8) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣∣

(z − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ)

∣∣∣∣ 6 M

r1
· qn, ãäå M

4
= sup

ζ∈γr1

|f(ζ)| < +∞,

à ðÿä
∞∑

n=0
qn ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ôóíêöèî-

íàëüíûé ðÿä (8) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îêðóæíîñòè γr1 . Ïî-
ýòîìó â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 6 ðÿä (8) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòå-
ãðèðîâàòü ïî îêðóæíîñòè γr1 . Â ðåçóëüòàòå èç ôîðìóë (7), (8)
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

f(z) =
+∞∑

n=0

1
2πi

∫

γr1

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ · (z − a)n, (9)

ò. å. ñòåïåííîé ðÿä âèäà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè

cn
4
=

1
2πi

∫

γr1

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ. (10)

Ýòè êîýôôèöèåíòû cn íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè z èëè îê-
ðóæíîñòè γr1 , òàê êàê, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ïðî-
èçâîäíîé (11) èç � 8, ïîëó÷àåì äëÿ cn ôîðìóëó (6). Òàêèì îá-
ðàçîì, ðÿä (9) åñòü ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f . Â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè z ∈ Br(a) ðÿä (9) ñõîäèòñÿ âî âñåì êðóãå Br(a), à ïîýòîìó
åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > r.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G è
ïóñòü âûáðàíà òî÷êà a ∈ G. Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â
âèäå ðÿäà Òåéëîðà

f(z) =
+∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â êðóãå BR(a) ìàêñèìàëü-
íîãî ðàäèóñà R > 0, ïðè êîòîðîì ýòîò êðóã ñîäåðæèòñÿ â îá-
ëàñòè G (ñì. ðèñ. 18).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü w = ez. Ïî ôîðìóëå (2) èç � 4 èìååì
w′(z) = · · · = w(n)(z) = ez. Òàê êàê ôóíêöèÿ ez ðåãóëÿðíà â
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êðóãå BR(0) ïðè ëþáîì R > 0, òî, âû÷èñëÿÿ íåïîñðåäñòâåííî
êîýôôèöèåíòû ðÿäà ïî ôîðìóëå (6), ïîëó÷àåì ðÿä

w = ez = w(0) +
1
1!

w′(0)z + · · · =
+∞∑

n=0

zn

n!
. (11)

Ïðè ýòîì â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ðÿä (11) ñõîäèòñÿ âñþäó â C, ò. å.
R = +∞.

Ïðèìåð 3. Ôóíêöèÿ w = sin z
4
= eiz−e−iz

2i ðåãóëÿðíà â C
(ñì. � 4). Ïî òåîðåìå 1, âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòû (6), ïîëó÷àåì
ôîðìóëó

sin z =
+∞∑

k=0

z2k+1

(2k + 1)!
(−1)k, R = +∞. (12)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðåãóëÿðíîé â C ôóíêöèè w = cos z
4
= eiz+e−iz

2
ïîëó÷àåì ôîðìóëó

cos z =
+∞∑

k=0

z2k

(2k)!
(−1)k, R = +∞. (13)

x

y

0

R
Ga x

y

0−1 1

Ðèñ. 18 Ðèñ. 19

Ïðèìåð 4. Ïóñòü w = h0(z)
4
= ln |z|+ i argãë z, ãäå argãë z ∈

∈ (−π,π), ò.å. h0(z) � ãëàâíàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè Ln z â îáëàñòè G = C \ (−∞,0].

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè (ñì. òåîðåìó 2 � 5 è ôîð-
ìóëó (13) èç � 5) èìååì

w′ = h′0(z) =
1
z

∀ z ∈ G. (14)
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Ñäåëàåì çàìåíó z íà z + 1. Ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ w = h0(z +
+ 1) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G̃ = C \ (−∞,−1], ò. å., â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ h0(z + 1) ðåãóëÿðíà â êðóãå B1(0) (ñì. ðèñ. 19).

Èç ôîðìóëû (14) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

(h0(1 + z))′ =
1

1 + z
; (h0(1 + z))′′ = − 1

(1 + z)2
; . . . ;

(h0(1 + z))(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + z)n
.

Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëå (6) êîýôôèöèåíòû cn, â ñèëó òåîðåìû 2
ïîëó÷àåì ñõîäÿùèéñÿ â êðóãå B1(0) ðÿä Òåéëîðà äëÿ ðåãóëÿð-
íîé âåòâè h0(1 + z):

h0(1+z) =
+∞∑

n=1

(−1)n−1

n
zn = z− z2

2
+

z3

3
− . . . ; z ∈ B1(0). (15)

Îïðåäåëèì â îáëàñòè G̃ = C \ (−∞,−1] ôóíêöèþ f(z) = −z +
+ (1 + z)h0(1 + z). Èç ôîðìóëû (15) ïîëó÷àåì äëÿ íåå ñõîäÿ-
ùèéñÿ â êðóãå B1(0) ðÿä Òåéëîðà

f(z) =
+∞∑

n=1

(−1)n+1

n(n + 1)
zn+1. (16)

Ýòîò ðÿä (16) èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî íà
ãðàíèöå ñâîåãî êðóãà ñõîäèìîñòè, à èìåííî, â êàæäîé òî÷êå
îêðóæíîñòè |z|=1.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

S(z) =
+∞∑

n=1

fn(z), z ∈ G, (17)

÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè fn : G → C,
çàäàííûå â íåêîòîðîé îáëàñòè G. Îñëàáèì ïîíÿòèå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (17) íà îáëàñòè G (ñð. îïðåäåëåíèå 11 � 2).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (17)
ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íà îáëàñòè G, åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè z ∈ G ñóùåñòâóåò êðóã Br(z), r > 0, ñîäåðæàùèéñÿ â
îáëàñòè G, íà êîòîðîì ðÿä (17) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà êîìïàêòíîñòè ëþáîãî çàì-
êíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè C, èç ëîêàëü-
íî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (17) íà îáëàñòè G ñëåäóåò,
÷òî ðÿä (17) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì çàìêíóòîì îãðà-
íè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè G.

Òåîðåìà 3 (Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä (17), ñîñòàâëåííûé èç ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé fn : G → C,
ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íà îáëàñòè G. Òîãäà
1) ñóììà S(z) ðÿäà (17) åñòü òîæå ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà G

(Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà);
2) ðÿä (17) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà G ëþáîå

÷èñëî ðàç, ò. å. äëÿ ∀ k ∈ N èìååò ìåñòî ôîðìóëà

S(k)(z) =
+∞∑

n=1

f (k)
n (z), z ∈ G, (18)

ïðè÷åì êàæäûé ðÿä (18) ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íà
îáëàñòè G (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SN (z) ÷àñòè÷íóþ

ñóììó ðÿäà (17), ò. å.

SN (z)
4
=

N∑

n=1

fn(z). (19)

1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ G è âîçüìåì
òàêèå r > 0, r1 > 0, ÷òîáû Br+r1(z0) ⊂ G. Òàê êàê äëÿ âñÿêîãî
N ∈ Nôóíêöèÿ SN (z) ðåãóëÿðíà â G, òî ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëå Êîøè èìååì

SN (z) =
1

2πi

∫

γr+r1

SN (ζ)
ζ − z

dζ, ∀ z ∈ Br(z0), (20)

ãäå γr+r1

4
= {ζ | |ζ − z0| = r + r1} � îêðóæíîñòü, îðèåíòèðîâàí-

íàÿ ïîëîæèòåëüíî (ò.å. ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè).
Â ñèëó ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíî-

ãî ðÿäà (17) íà G è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fn(z) èç óòâåðæäå-
íèÿ 5 � 2 ñëåäóåò, ÷òî è ñóììà ðÿäà S(z) òàêæå åñòü íåïðåðûâ-
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íàÿ ôóíêöèÿ íà G. Êðîìå òîãî, èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
Br+r1(z0) ðÿäà (17) ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0∃N(ε) ∈ N, ∀N > N(ε) :

sup
ζ∈γr+r1

|SN (ζ)− S(ζ)| 6 ε. (21)

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Br(z0) è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > N(ε),
ãäå N(ε) èç (21), ïîëó÷àåì
∣∣∣∣∣∣∣

1
2πi

∫

γr+r1

SN (ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∫

γr+r1

S(ζ)
ζ − z

dζ

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 1
2π

∫

γr+r1

|SN (ζ)− S(ζ)|
|ζ − z| |dζ| 6 ε

2πr1
· 2π(r + r1) = ε · r + r1

r1
. (22)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0 èç (20) è (22) ñëåäóåò,
÷òî

lim
N→∞

SN (z) =
1

2πi

∫

γr+r1

S(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ Br(z0),

ò. å.
S(z) =

1
2πi

∫

γr+r1

S(ζ)
ζ − z

dζ, ∀ z ∈ Br(z0). (23)

Âûðàæåíèå ñïðàâà â ðàâåíñòâå (23) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà
Êîøè îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè S(ζ) (îïðåäåëåíèå ñì. â � 8).
Ïî åãî îñíîâíîìó ñâîéñòâó (òåîðåìà 2 � 8) ýòîò èíòåãðàë áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåì, ò. å. ñóììà ðÿäà S(z) åñòü ðåãóëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z0 èç G, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ðÿäà S(z) ðåãóëÿðíà âî âñåé îáëàñòè G.

Èòàê, ôóíêöèè SN (z) è S(z) ðåãóëÿðíû â îáëàñòè G, ò. å. â
ýòîé îáëàñòè G ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå S

(k)
N (z) è S(k)(z) ïðè

∀ k ∈ N (ñì. òåîðåìó 3 � 8).
2. Îïÿòü çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ G è ïðî-

èçâîëüíûé êðóã Br(z0), r > 0, òàêîé, ÷òî Br(z0) ⊂ G. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî r1 > 0 òàêîå, ÷òî Br+r1(z0) ⊂ G. Ïî
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ôîðìóëå (11) èç òåîðåìû 3 � 8 äëÿ ëþáîãî k ∈ N è ðåãóëÿðíûõ
ôóíêöèé SN (z) è S(z) ïîëó÷àåì

S
(k)
N (z) =

k!
2πi

∫

γr+r1

SN (ζ)
(ζ − z)k+1

dζ, z ∈ Br(z0), (24)

S(k)(z) =
k!
2πi

∫

γr+r1

S(ζ)
(ζ − z)k+1

dζ, z ∈ Br(z0). (25)

Îòñþäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0, âûáèðàÿ N(ε) â ñèëó (21), ïðè
ëþáîì N > N(ε) ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣S(k)
N (z)− S(k)(z)

∣∣∣ =
k!
2π

∣∣∣∣∣∣∣

∫

γr+r1

SN (ζ)− S(ζ)
(ζ − z)k+1

dζ

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 k!
2π · rk+1

1

· sup
ζ∈γr+r1

|SN (ζ)− S(ζ)| · 2π(r + r1) <

<
k!(r + r1)

rk+1
1

ε, ∀ z ∈ Br(z0).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì S
(k)
N (z)

ðàâíîìåðíî íà Br(z0) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè S(k)(z). Â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè âûáîðà z0 ∈ G è êðóãà Br(z0) ïîñëåäíåå îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S

(k)
N (z) ñõîäèòñÿ ê S(k)(z) ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî íà îáëàñòè G.
Èç òåîðåìû 1 Àáåëÿ è òåîðåì Âåéåðøòðàññà ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà (1) â êðóãå åãî ñõî-

äèìîñòè BR(a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ, ïðè-
÷åì ñòåïåííîé ðÿä (1) â êðóãå åãî ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåííî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç.

Ñëåäñòâèå 3. Ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè f : G → C â îáëà-
ñòè G è âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè f íà âñÿ-
êîì êðóãå Br(a) ⊂ G â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (1)
ïî ñòåïåíÿì (z − a) ýêâèâàëåíòíû.
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� 10. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé
Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G →

→ C ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G ⊂ C. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê {zn} ⊂ G, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå a ∈ G è òàêàÿ, ÷òî f(zn) = 0 ∀n ∈ N. Òîãäà f(z) = 0 ïðè
âñåõ z èç îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü Γ � ãðàíèöà îáëàñòè G è
÷èñëî ρ0

4
= dist(a,Γ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ãðàíèöû Γ.

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî 0 < ρ0 6 +∞. Òàê êàê ôóíêöèÿ f ðåãó-
ëÿðíà íà êðóãå Bρ0(a) ⊂ G, òî ïî òåîðåìå 2 èç � 9 ôóíêöèÿ f
ïðåäñòàâèìà â ýòîì êðóãå â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Òåéëîðà

f(z) =
+∞∑

n=0

cn(z − a)n. (1)

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû cn = 0 ïðè âñåõ n = 0,1, . . . .
Ïðåæäå âñåãî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå a èç óñëîâèÿ
òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî c0 = f(a) = lim

n→+∞ f(zn) = 0. Äîïóñòèì,
÷òî íàéäåòñÿ íàèìåíüøèé èíäåêñ m > 1, ïðè êîòîðîì cm 6= 0.
Òîãäà ðÿä (1) ïðèíèìàåò âèä

f(z) = (z − a)m (cm + cm+1(z − a) + . . . ) , (2)
ò. å. ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = (z − a)mh(z), (3)
ãäå ôóíêöèÿ h êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 2 � 9) ðåãóëÿðíà â êðóãå Bρ0(a), ïðè÷åì h(a) = cm 6=
6= 0. Â ñèëó ýòîãî è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè h ñóùåñòâóåò ÷èñëî
r0 ∈ (0,ρ0) òàêîå, ÷òî h(z) 6= 0 ∀ z ∈ Br0(a). Òàê êàê (z − a)m 6=
6= 0 ïðè ëþáîì z ∈

◦
Br0(a), òî èç ðàâåíñòâà (3) ïîëó÷àåì, ÷òî

f(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈
◦
Br0(a). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ,

ñîãëàñíî êîòîðîìó f(zn) = 0, ïðè÷åì zn ∈
◦
Br0(a) ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû cn = 0 â
ðÿäå (1), à ïîòîìó f(z) ≡ 0 íà êðóãå Bρ0(a).

69



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

a

b

G

ζ1

ζ2

ζ3

Ðèñ. 20

2) Äîêàæåì, ÷òî f(b) = 0 â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå b ∈ G \ Bρ0(a). Ñî-
åäèíèì òî÷êè a è b ïðîèçâîëüíûì
êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì γ ⊂ G.

Ïóñòü ρ
4
= dist(γ,Γ). Î÷åâèäíî,

÷òî ρ > 0, ρ 6 ρ0. Ðàññìîòðèì êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî êðóãîâ B0,B1, . . . ,BK

îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ρ > 0, ò.å. Bk
4
=

4
= Bρ(ζk) ⊂ G òàêèõ, ÷òî èõ öåíòðû ζk

ïðèíàäëåæàò êðèâîé γ, ζ0 = a, ζl = b,
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà |ζk−ζk−1| 6 ρ/2
∀ k ∈ 1,K. Ïî ïîñòðîåíèþ î÷åâèäíî

âêëþ÷åíèå ζk+1 ∈ Bk ∩Bk+1 äëÿ âñåõ k ∈ 0,K − 1 (ñì. ðèñ. 20).
Òàê êàê ρ0 > ρ, òî ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå 1 ôóíêöèÿ

f(z) = 0 íà êðóãå B0 = Bρ(a).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f íà êðóãå B1. Òàê êàê f(z) = 0 ïðè

âñåõ z ∈ B0 ∩B1, è òàê êàê î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò íåñòàöèîíàð-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {z1

n} ⊂ B0 ∩B1 òàêàÿ, ÷òî z1
n → ζ1 ïðè

n →∞, ò. å. f(z1
n) = 0 ∀n ∈ N, òî îòñþäà àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1)

ñëåäóåò, ÷òî f(z) ≡ 0 â êðóãå B1. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, èç òîãî, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ 1,K : f(z) ≡ 0 â êðóãå
Bk−1, è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå [ζk−1,ζk] ⊂ Bk−1 ∩Bk, ïîëó÷à-
åì, ÷òî f(z) ≡ 0 â êðóãå Bk, ÷òî â èòîãå íà ïîñëåäíåì øàãå
äàåò ðàâåíñòâî f(b) = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü çàäàíû îáëàñòü G è ìíîæåñòâî E ⊂
⊂ G, ñîäåðæàùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿ-
ùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå èç G. Ïóñòü ôóíêöèè f è g : G → C
ðåãóëÿðíû â îáëàñòè G è f(z) = g(z) ïðè âñåõ z ∈ E. Òîãäà
f ≡ g â îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì ôóíêöèþ h(z)
4
= f(z)−g(z),

îíà ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G è ïî óñëîâèþ h(z) = 0 ∀ z ∈ E. Òîãäà
ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ h(z) ≡ 0 íà G, ÷òî è âëå÷åò òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåñïðàâåäëèâûì, åñëè a 6∈ G. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
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f(z) = sin 1
z , îïðåäåëåííóþ íà îáëàñòè C \ {0}. Îíà ðåãóëÿðíà,

à ïðè zn = 1
2πn ôóíêöèÿ f(zn) = 0, íî î÷åâèäíî, ÷òî sin 1

z 6≡ 0
â C \ {0}.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè

f(z) = sin z
4
=

eiz − e−iz

2i
è g(z)

4
=

+∞∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
(−1)n.

Åùå ðàç äîêàæåì èõ ðàâåíñòâî, îïèðàÿñü íà òåîðåìó 1.
Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèè f è g ðåãóëÿðíû â C, ïðè÷åì, êàê

áûëî ïîêàçàíî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, f(x) = g(x) ïðè âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ x. Òîãäà ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè f ≡ g íà
ïëîñêîñòè C.

Ïðèìåð 2. Äîêàæåì ðàâåíñòâî sin2 z + cos2 z = 1 ïðè âñåõ
z ∈ C. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(z)

4
= sin2 z + cos2 z − 1. Îíà,

î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíà, è òàê êàê f(x) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî çíà÷åíèÿ x, òî ïî òåîðåìå 1 f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ C.

Ïðèìåð 3. Äîêàæåì ôîðìóëó

cos(z + ζ) = cos z cos ζ − sin z sin ζ ∀ z,ζ ∈ C.

1) Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå ζ.
Ôóíêöèÿ f(z)

4
= cos (z + ζ) − cos z cos ζ + sin z sin ζ òàêîâà, ÷òî

îíà ðåãóëÿðíà â C, è f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ C.

2) Çàôèêñèðóåì äàëåå ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå çíà÷å-
íèå z. Ôóíêöèÿ h(ζ)

4
= cos(z + ζ) − cos z cos ζ + sin z sin ζ ðåãó-

ëÿðíà â C è ïðè êàæäîì äåéñòâèòåëüíîì çíà÷åíèè ζ â ñèëó
äîêàçàííîãî â ïóíêòå 1 h(ζ) = 0. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
ïîëó÷àåì, ÷òî h(ζ) ≡ 0 ∀ ζ ∈ C. Ýòî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíû îáëàñòü G è ôóíêöèÿ
f : G → C. Ôóíêöèÿ g : G → C íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè f â îáëàñòè G, åñëè ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â
îáëàñòè G è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g′(z) = f(z), ∀ z ∈ G.
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Òåîðåìà 2 (î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f : G → C íåïðåðûâíà â îáëàñòè G. Ïóñòü äëÿ êàæ-
äîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà ◦

γ ⊂ G ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∫

◦
γ

f(z) dz = 0. (4)

Òîãäà ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ âèäà

g(z)
4
=

z∫

a

f(ζ) dζ, z ∈ G, (5)

ãäå a � ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà èç G, à èíòåãðàë áåðåòñÿ
ïî ëþáîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó êîíòóðó â G ñ íà÷àëîì â òî÷êå a
è êîíöîì â òî÷êå z.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó a ∈
∈ G. Äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë (5) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè γaz è γ̃az � äâà ðàçëè÷-
íûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîíòóðà ñ îáùèìè íà÷àëîì â òî÷êå a è
êîíöîì â òî÷êå z, òî êîíòóð ◦

γ
4
= γaz ∪ γ̃−1

az ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì êîíòóðîì, ïðèíàäëåæàùèì îáëàñòè G. Ïî óñëîâèþ òåîðå-
ìû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4), îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

γaz

z

a

z + ∆z

Ðèñ. 21

∫

γaz

f(ζ) dζ =
∫

eγaz

f(ζ) dζ.

Èòàê ïîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàë (5)
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîíöåâîé òî÷-
êè z. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíê-
öèÿ g : G → C èç (5) åñòü ïåð-
âîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f . Çàôèêñèðó-
åì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ G è
êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð γaz, ñîåäè-
íÿþùèé òî÷êó a ñ òî÷êîé z.

Òàê êàê G � îáëàñòü, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî
Br(z) ⊂ G. Äëÿ ëþáîãî ∆z òàêîãî, ÷òî 0 < |∆z| < r, îïðåäå-
ëèì êîíòóð γa(z+∆z) òàêîé, ÷òî γa(z+∆z) = γaz ∪ [z,z + ∆z], ãäå
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[z,z + ∆z] � ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé êîíöåâûå
òî÷êè (ñì. ðèñ. 21).

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ g(z) è g(z +∆z) ÷åðåç èíòåãðàëû (5) ïî
êîíòóðàì γaz è γa(z+∆z), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

g(z + ∆z)− g(z)
∆z

=
1

∆z

z+∆z∫

z

f(ζ) dζ, (6)

ãäå èíòåãðàë ñïðàâà âçÿò ïî íàïðàâëåííîìó îòðåçêó [z,z +∆z].
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå z äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0, δ 6 r, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ζ : |ζ −
− z| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(ζ)− f(z)| < ε. Ïîýòîìó èç
ðàâåíñòâà (6) ïðè |∆z| < δ(ε) ïîëó÷àåì
∣∣∣∣
∆g

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

∆z

z+∆z∫

z

(f(ζ)− f(z)) dζ

∣∣∣∣∣∣
6

6 1
|∆z|

z+∆z∫

z

|f(ζ)− f(z)| |dζ| < 1
|∆z| · ε · |∆z| = ε. (7)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ g′(z), ïðè÷åì
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g′(z) = f(z). Òàê êàê ôóíêöèÿ f íå-
ïðåðûâíà, òî â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà íà
îáëàñòè G.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè îáëàñòü G îäíîñâÿçíà, òî ó âñÿêîé ðå-
ãóëÿðíîé ôóíêöèè f : G → C ñóùåñòâóåò åå ðåãóëÿðíàÿ ïåðâî-
îáðàçíàÿ âèäà (5).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Êîøè (òåîðåìà 1 � 7) â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4), ò. å. âûïîë-
íåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 3 (Ìîðåðà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C íåïðå-
ðûâíà â îáëàñòè G è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫

4
f(ζ) dζ = 0 (8)
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äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíîãî êîíòóðà 4, ïðèíàäëåæàùåãî îáëà-
ñòè G. Òîãäà ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Èç óñëîâèÿ (8) äëÿ ëþáîãî êðóãà Br(a) ⊂ G è ëþáîé

çàìêíóòîé ëîìàíîé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé γ ⊂ Br(a) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî

∫
γ

f(ζ) dζ = 0.

2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êó a ∈ G, êðóã Br(a) ⊂
⊂ G è òî÷êó z ∈ Br(a). Äëÿ ëþáîãî êîíòóðà γaz ⊂ Br(a), ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ëîìàíîé ëèíèåé ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â
òî÷êå z, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

∫
γaz

f(ζ) dζ. Â ñèëó ïóíêòà 1 çíà-

÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âèäà ëîìàíîé γaz, ñîåäè-
íÿþùåé òî÷êè a è z, à çàâèñèò ëèøü îò òî÷êè z, ò. å. ýòî ôóíê-
öèÿ àðãóìåíòà z. Îáîçíà÷èì åå g(z). Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé g′(z) è ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà g′(z) = f(z) ∀ z ∈ Br(a), îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà íà Br(a), ò. å. â ñèëó òåîðåìû 3 èç
� 8 îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f êàê
ïðîèçâîäíàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè g ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíîé íà Br(a).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 2, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Òåîðåìà 4 (î ñòèðàíèè ðàçðåçà). Ïóñòü îäíîñâÿçíàÿ
îáëàñòü G èíòåðâàëîì (A,B) ⊂ G (ãäå òî÷êè A è B ïðè-
íàäëåæàò ãðàíèöå îáëàñòè G) ðàçäåëåíà íà äâå îäíîñâÿçíûå
ïîäîáëàñòè G1 è G2, ò. å. G = G1 ∪ G2 ∪ (A,B). Ïóñòü äëÿ
êàæäîãî k ∈ 1,2 çàäàíà ôóíêöèÿ fk : Gk ∪ (A,B) → C, ðå-
ãóëÿðíàÿ â îáëàñòè Gk è íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå Gk ∪
∪ (A,B). Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f1(z) = f2(z) ïðè âñåõ
z ∈ (A,B). Òîãäà ôóíêöèÿ f , ðàâíàÿ f1(z) ïðè z ∈ G1 ∪
∪ (A,B) è ðàâíàÿ f2(z) ïðè z ∈ G2, ðåãóëÿðíà íà âñåé îáëà-
ñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèÿ f î÷åâèäíî íå-
ïðåðûâíà íà îáëàñòè G, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåãóëÿðíîñòè
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ôóíêöèè f âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ìîðåðà, ïî êîòîðîé äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî∫

∆DEC

f(z) dz = 0 (9)

äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíîãî êîíòóðà ∆DEC ⊂ G.

P
Q

A

B

C

D
E

G1

G2
b

c

γ1

γ2

γm

Ðèñ. 22 Ðèñ. 23

Åñëè êîíòóð ∆DEC öåëèêîì ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ
Gk ∪ (A,B), òî ðàâåíñòâî (9) ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîé òåîðåìû
Êîøè (òåîðåìà 2 èç � 7) äëÿ ðåãóëÿðíîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
Gk ôóíêöèè fk. Ïóñòü ∆DEC ∩ Gk 6= ∅, ∀k ∈ 1,2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç GDEC çàìêíóòóþ îáëàñòü, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
êîíòóð ∆DEC, è ïóñòü îòðåçîê [P,Q] = GDEC ∩ (A,B). Òîãäà
(ñì. ðèñ. 22) äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ PCQ è PQED âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 2 èç � 7, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

∫

PCQ

f(z) dz = 0,

∫

PQED

f(z) dz = 0.

Îòñþäà, ñêëàäûâàÿ ýòè èíòåãðàëû, â ñóììå ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî (9).

Ëåììà 1. Ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè
f : G → C â îáëàñòè G îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ïîñòîÿí-
íóþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g1 è g2 � äâå ïåðâîîáðàçíûå
ôóíêöèè f íà îáëàñòè G. Òîãäà ôóíêöèÿ h(z)

4
= g1(z) − g2(z)
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ðåãóëÿðíà è h′(z) = f(z) − f(z) ≡ 0 ∀ z ∈ G. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ G è ïóñòü ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî âêëþ÷åíèå Br(a) ⊂ G. Ïî òåîðåìå 2 èç � 9 ïðåäñòàâèì
ôóíêöèþ h â êðóãå Br(a) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà Òåéëîðà. Òàê
êàê h′(z) ≡ 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëî-
ðà ðàâíû íóëþ, êðîìå c0. Ñëåäîâàòåëüíî, h(z) = c0, ∀z ∈ Br(a),
îòêóäà ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî h(z) = c0,∀z ∈ G.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C íåïðåðûâíà íà îá-
ëàñòè G è èìååò íà íåé ïåðâîîáðàçíóþ g1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
òî÷åê b,c ∈ G è ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γbc ⊂ G ñ
íà÷àëîì â òî÷êå b ∈ G è êîíöîì â òî÷êå c ∈ G èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà):∫

γbc

f(ζ) dζ = g1(c)− g1(b). (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû ôóíêöèÿ f áóäåò ðåãóëÿðíîé íà G. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê
f íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóåò g′1(z) = f(z) íà G, òî ôóíêöèÿ g1

ðåãóëÿðíà íà G ïî îïðåäåëåíèþ. Ïî òåîðåìå 3 èç � 8 ðåãóëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ g1 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà G, îòêóäà è
åå ïðîèçâîäíàÿ, ò. å. ôóíêöèÿ f , òàêæå áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìà íà G, ïîýòîìó îíà ðåãóëÿðíà.

2. Ïóñòü îáëàñòü G îäíîñâÿçíà. Ïî ñëåäñòâèþ 2 ó ðåãóëÿð-
íîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ g âèäà (5) ñ íà÷àëü-
íîé òî÷êîé a ∈ G, îòêóäà â ñèëó òåîðåìû Êîøè (� 7) äëÿ ëþáûõ
êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîíòóðîâ γab ⊂ G è γac ⊂ G ïîëó÷àåì∫

γbc

f(ζ) dζ =
∫

γac

f(ζ) dζ −
∫

γab

f(ζ) dζ = g(c)− g(b) = g1(c)− g1(b).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå
g è g1 îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó (ñì. ëåììó 1).

3. Ïóñòü îáëàñòü G íåîäíîñâÿçíà, ïðè÷åì ïóñòü Γ � ãðàíè-
öà îáëàñòè G. Îïðåäåëèì ρ

4
= dist(γbc,Γ). Òàê êàê ïî óñëîâèþ

òåîðåìû γbc ⊂ G, òî ρ > 0. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1
ðàçîáüåì γbc íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ êîíòóðîâ γ1, . . . ,γK ñ
êîíöåâûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâåííî ζ0 = b, ζ1, . . . , ζK = c, è
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òàê, ÷òî èõ äëèíû l(γk) 6 ρ/2 ∀ k ∈ 1,K (ñì. ðèñ. 23). Òîãäà
êàæäûé êîíòóð γk ñîäåðæèòñÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè � â êðó-
ãå Bρ(ζk) ⊂ G. Ïîýòîìó ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì
ïóíêòà 2 è çàïèñàòü∫

γk

f(ζ) dζ = g1(ζk)− g1(ζk−1), ∀ k ∈ 1,K.

Â èòîãå, ñóììèðóÿ ïî âñåì êîíòóðàì {γk}, ïîëó÷àåì
∫

γbc

f(ζ) dζ =
K∑

k=1

∫

γk

f(ζ) dζ = g1(c)− g1(b).

Ñëåäñòâèå 4. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : G → C èìååò íà
îáëàñòè G ïåðâîîáðàçíóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áîãî êóñî÷íî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà ◦

γ ⊂ G ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

∫
◦
γ

f(z)dz = 0.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü çàäàíû îáëàñòü G = C \ {0} è ôóíêöèÿ
f(z) = 1

zn , ãäå n ∈ N, n > 2. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ f
ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G, à ôóíêöèÿ g(z) = − 1

(n−1)zn−1 ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè G. Èç òåîðåìû 5 ñëåäó-
åò, ÷òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà (10) ìîæíî âû÷èñëèòü
ñëåäóþùèé èíòåãðàë:∫

|ζ|=1

dζ

ζn
= g(1)− g(1) = 0.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(z) = 1
z â îáëàñòè

C \ {0}. Ýòà ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíà. Îäíàêî â îáëàñòè
C \ {0} îíà íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ïî îêðóæíîñòè îòëè÷åí îò íóëÿ (ñì.
ïðèìåð 1 èç � 6), ò.å. ∫

|ζ|=1

dζ

ζ
= 2πi,

÷òî â ñèëó òåîðåìû 5 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå â îáëàñòè C \ {0}
ïåðâîîáðàçíîé ó ôóíêöèÿ f(z) = 1

z .
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� 11. Ðÿä Ëîðàíà
Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿäîì Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C

íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, (1)

ïîíèìàåìîå êàê ñóììà äâóõ ðÿäîâ:
+∞∑

n=0

cn(z − a)n (2)

è
−1∑

n=−∞
cn(z − a)n =

+∞∑

m=1

c−m(z − a)−m. (3)

Ðÿä (2) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñòåïåííûì ðÿäîì è â ñèëó òåî-
ðåìû Àáåëÿ (òåîðåìà 1 � 9) îáëàñòüþ åãî ñõîäèìîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðûé êðóã BR(a), ãäå R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (2). Ðÿä (3) çàìåíîé 1

z−a = ζ ïðèâîäèòñÿ ê ñòåïåííîìó ðÿäó
+∞∑
m=1

c−mζm, è ïî òîé æå òåîðåìå Àáåëÿ åãî îáëàñòü ñõîäèìî-
ñòè � òîæå íåêîòîðûé êðóã |ζ| < α0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (3)
ñõîäèòñÿ â îáëàñòè |z − a| > 1

α0

4
= ρ > 0. Åñëè ρ > R, òî ñóì-

ìàðíûé ðÿä (1) íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå, åñëè æå ρ < R,
òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ â êîëüöå:

Kρ,R(a)
4
= {z | ρ < |z − a| < R}. (4)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êîëüöî Kρ,R(a), ãäå R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè

ðÿäà (2), à 1
ρ � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

+∞∑
m=1

c−mζm, íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì ñõîäèìîñòè ðÿäà Ëîðàíà (1).

Ïî òåîðåìå Àáåëÿ è ïî îïðåäåëåíèþ 3 èç � 9 ðÿä (2) ñõî-
äèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â êðóãå ñõîäèìîñòè BR(a), â ÷àñò-
íîñòè, ðàâíîìåðíî â BR1(a) ïðè ëþáîì R1 ∈ (0,R), à ðÿä (3)
ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â êîëüöå |z − a| > ρ, â ÷àñòíî-
ñòè, ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå |z − a| > ρ1 ïðè ëþáîì ρ1 > ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ëîðàíà (1) ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî
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â åãî êîëüöå ñõîäèìîñòè Kρ,R(a) (ñì. (4)), â ÷àñòíîñòè, ðàâíî-
ìåðíî â ëþáîì êîëüöå âèäà
Kρ1,R1(a) = {z | ρ1 6 |z − a| 6 R1}, ãäå ρ < ρ1 < R1 < R.

Òàê êàê ê òîìó æå êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (1) â êîëüöå ñõîäèìîñòè
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
(òåîðåìà 3 � 9) ñóììà ðÿäà Ëîðàíà â êîëüöå ñõîäèìîñòè òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, ïðè÷åì ðÿä Ëîðàíà â ýòîì
êîëüöå ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî,
Òåîðåìà 1 (Ëîðàíà�Âåéåðøòðàññà). Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ

f : Kρ,R(a) → C, ðåãóëÿðíàÿ â êîëüöå Kρ,R(a) = {z | ρ < |z −
− a| < R}, ãäå 0 6 ρ < R 6 +∞, ïðåäñòàâèìà â ýòîì êîëüöå
ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ëîðàíà

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

cn =
1

2πi

∫

γr

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ, n ∈ Z, (5)

ïðè ëþáîì r ∈ (ρ,R), ãäå γr
4
= {ζ | |ζ − a| = r} � îêðóæíîñòü ñ

ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé, ò. å. åå îáõîä ïðîèçâîäèòñÿ ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî êàæ-
äûé êîýôôèöèåíò cn â ôîðìóëå (5) íå çàâèñèò îò âûáîðà r ∈
∈ (ρ,R). Ôóíêöèÿ ζ → f(ζ)

(ζ−a)n+1 ðåãóëÿðíà â êîëüöå Kρ,R(a). Äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë r1,r2: ρ < r1 < r2 < R îïðåäåëèì îêðóæíîñòè γk

ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðàäèóñà rk, k ∈ 1,2, îðèåíòèðîâàííûå ïî-
ëîæèòåëüíî. Ìíîæåñòâî Γ

4
= γ2 ∪ γ−1

1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé êîëüöà Kr1,r2(a) è ïî îáîáùåííîé
òåîðåìå Êîøè (òåîðåìà 3 � 7) ïîëó÷àåì, ÷òî

∫

γ2∪γ−1
1

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ = 0,
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îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
∫

γ2

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ =
∫

γ1

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ,

êîòîðîå è òðåáîâàëîñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè èí-
òåãðàëà (5) îò âûáîðà çíà÷åíèÿ r ∈ (ρ,R) ïðè êàæäîì n ∈ Z.

2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 â êîëüöå Kρ,R(a).
Âûáåðåì ÷èñëà r1,r2 òàêèå, ÷òî ρ < r1 < |z0 − a| < r2 < R, è
îêðóæíîñòè γk

4
= {z | |z − a| = rk} ïðè k ∈ 1,2, îðèåíòèðîâàí-

íûå ïîëîæèòåëüíî. Òîãäà ìíîæåñòâî Γ
4
= γ2 ∪ γ−1

1 , ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé êîëüöà Kr1,r2(a)

4
=

4
= {z | r1 < |z − a| < r2}, â êîòîðîì ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå
Êîøè (òåîðåìà 1 � 8) ïîëó÷àåì

f(z0) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z0

dζ =

=
1

2πi

∫

γ2

f(ζ)
ζ − z0

dζ − 1
2πi

∫

γ1

f(ζ)
ζ − z0

dζ
4
= I2 + I1. (6)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I2 èç ðàâåíñòâà (6). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 � 9, äëÿ âñåõ ζ ∈ γ2 ïîäèí-
òåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñóììû ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè (ñì. ïðèìåð 1 � 9) âèäà

1
2πi

f(ζ)
(ζ − z0)

=
1

2πi

f(ζ)

(ζ − a)
(
1− z0−a

ζ−a

) =

=
1

2πi

+∞∑

n=0

(z0 − a)n

(ζ − a)n+1
f(ζ). (7)

Èç ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè
∣∣∣∣f(ζ)

(z0 − a)n

(ζ − a)n+1

∣∣∣∣ 6 M

r2
· (q2)n, ∀ ζ ∈ γ2,
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ãäå q2
4
= |z0−a|

r2
< 1, M

4
= sup{|f(z)| | r1 6 |z − a| 6 r2} < +∞, è

èç òîãî, ÷òî ðÿä
+∞∑
n=0

(q2)n ñõîäèòñÿ, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà
ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà γ2.
Ïî òåîðåìå 2 èç � 6 ðÿä (7) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü
ïî γ2, ò. å. ïîëó÷èì, ÷òî

I2 =
1

2πi

∫

γ2

f(ζ)
ζ − z0

dz
(7)
=

(7)
=

+∞∑

n=0

1
2πi

∫

γ2

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ · (z0 − a)n =
+∞∑

n=0

cn(z0 − a)n, (8)

ãäå
cn =

1
2πi

∫

γ2

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ, n = 0,1,2, . . . (9)

3. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I1 èç (6). Ïðåäñòàâèì − 1
ζ−z0

â âèäå
ñóììû ðÿäà (ñì. ïðèìåð 1 � 9)

− 1
ζ − z0

=
1

(z0 − a)
(
1− ζ−a

z0−a

) =
+∞∑

n=0

(ζ − a)n

(z0 − a)n+1
. (10)

Ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä (10) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ζ
íà γ1, òàê êàê∣∣∣∣

ζ − a

z0 − a

∣∣∣∣ =
r1

|z0 − a|
4
= q1 < 1, ∀ ζ ∈ γ1.

Òàê êàê |f(ζ)| 6 M ïðè ζ ∈ γ1, òî â âûðàæåíèè

− 1
2πi

f(ζ)
(ζ − z0)

=
+∞∑

n=0

1
2πi

f(ζ)(ζ − a)n

(z0 − a)n+1
, ζ ∈ γ1, (11)

ðÿä ñïðàâà òàêæå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà γ1, è àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ âû÷èñëåíèÿ I2 ïî òåîðåìå 2 � 6 åãî ìîæíî ïî÷ëåííî
èíòåãðèðîâàòü ïî γ1. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èç ðàâåíñòâà (11)
ïîëó÷àåì

I1 =
+∞∑

n=0


 1

2πi

∫

γ1

f(ζ)(ζ − a)n dζ


 1

(z0 − a)n+1
. (12)

Çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (12) íîìåð (n + 1) íà (−m), ïîëó÷àåì ðà-
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âåíñòâî

I1 =
−1∑

m=−∞
cm(z0 − a)m, (13)

ãäå
cm =

1
2πi

∫

γ1

f(ζ)
(ζ − a)m+1

dζ, m = −1,− 2, . . . (14)

Â ñèëó ïóíêòà 1) â ôîðìóëàõ (9), (14) êîíòóðû γ1, γ2 ìîæíî
çàìåíèòü íà ëþáóþ îêðóæíîñòü γr = {z | |z − a| = r}, ãäå ρ <
< r < R, ò. å. âåðíà îáùàÿ ôîðìóëà êîýôôèöèåíòîâ (5). Òàê
êàê òî÷êà z0 áûëà âûáðàíà â äàííîì êîëüöå Kρ,R(a) ïðîèç-
âîëüíî, òî, ñêëàäûâàÿ ðÿäû (8) è (13), ïîëó÷àåì ðÿä Ëîðàíà
ñ êîýôôèöèåíòàìè (5), ñõîäÿùèéñÿ âî âñåì êîëüöå Kρ,R(a) ê
ôóíêöèè f .

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f : BR(a) → C ðåãóëÿðíà íà
BR(a), òî åå ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a, ïîëó÷åííûé â
òåîðåìå 1, ñîâïàäàåò ñ åå ðÿäîì Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Â ñàìîì äåëå, ïðè îòðèöàòåëüíûõ m = −1,−2, . . . èç ðå-
ãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(ζ)(ζ − a)−m−1

áóäåò òàêæå ðåãóëÿðíîé â êðóãå BR(a), è ïî òåîðåìå Êîøè
èíòåãðàë îò íåå ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ, ò. å. ïî
ôîðìóëå (5) cm = 0 ïðè ∀m = −1,−2, . . . . Ïðè m ∈ N äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ cm ôîðìóëû (4) â � 11 è (10) â � 9 ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Ëîðàíà). Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f , ðåãóëÿðíîé â êîëüöå
Kρ,R(a) = {z | ρ < |z − a| < R}, â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a åäèíñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f ïðåä-
ñòàâëåíà â êîëüöå Kρ,R(a) â âèäå íåêîòîðîãî ðÿäà

f(z) =
−1∑

n=−∞
bn(z − a)n +

+∞∑

n=0

bn(z − a)n, ∀z ∈ Kρ,R(a). (15)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî r ∈ (ρ,R) è îêðóæíîñòü γr
4
=

4
= {z | |z − a| = r}, êîòîðàÿ îðèåíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî. Êàê
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ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1 � 6, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Ik
4
=

∫

γr

dz

(z − a)k+1
=

{
2πi, k = 0,

0, k = ±1,± 2, . . .
(16)

Êàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ïàðàãðàôà, ðÿä (15) ñõîäèòñÿ
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî íà Kρ,R(a), ò.å. â ÷àñòíîñòè íà îêðóæíîñ-
òè γr îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Çàôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî k ∈ Z.
Óìíîæèâ ðÿä (15) íà îãðàíè÷åííóþ ïî ìîäóëþ íà îêðóæíîñ-
òè γr ôóíêöèþ 1

2πi(z−a)k+1 , ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ
íà îêðóæíîñòè γr ðÿä

1
2πi

f(z)
(z − a)k+1

=
+∞∑

n=−∞

1
2πi

bn
(z − a)n

(z − a)k+1
. (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 èç � 6 åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåã-
ðèðîâàòü ïî îêðóæíîñòè γr, è, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (5), ïîëó÷à-
åì
ck

(5)
=

1
2πi

∫

γr

f(z)
(z − a)k+1

dz
(17)
=

+∞∑
n=−∞

1
2πi

bn

∫

γr

dz

(z − a)k−n+1

(16)
= bk,

ò. å. ðÿä (15) ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Ëîðàíà (1), (5).
Èç ñëåäñòâèÿ 1 è òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 2. Ïðåäñòàâëåíèå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f :

BR(a) → C â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì
(z−a) åäèíñòâåííî. Îíî ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé ôóíê-
öèè ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

x

y

0 21 3 4

Ðèñ. 24

Ïðèìåð 1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ

f(z) =
1

z(z − 1)

â ðÿä Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a = 2 â
êîëüöå K1,2(2) = {z | 1 < |z − 2| < 2}.

Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíê-
öèÿ f ðåãóëÿðíà â çàäàííîì êîëüöå, ò. å.
òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ïî òåî-
ðåìå 1 ñóùåñòâóåò. Ôîðìóëà (5) íå ñîâñåì óäîáíà äëÿ âû÷èñ-
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ëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà. Ïîýòîìó ïîñòóïèì èíà÷å.
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f â âèäå ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé

f(z) =
1

z − 1
− 1

z
. (18)

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (18) ê âèäó

−1
z

= − 1
(z − 2) + 2

= −1
2

1(
1 + z−2

2

) .

Òàê êàê â çàäàííîì êîëüöå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∣∣ z−2

2

∣∣ <
< 1, òî, ñäåëàâ çàìåíó ζ = − z−2

2 è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèìå-
ðîì 1 èç � 9, ïîëó÷àåì ðÿä

−1
2

1(
1 + z−2

2

) =
+∞∑

n=0

(
−1

2

)(
z − 2

2

)n

(−1)n, (19)

ñõîäÿùèéñÿ â êðóãå |z−2| < 2. Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì ïåðâîå
ñëàãàåìîå â (18) è ïðè |z − 2| > 1 ïîëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä

1
z − 1

=
1

(z − 2) + 1
=

1
(z − 2)

1(
1 + 1

z−2

) =

=
1

z − 2

+∞∑

n=0

(
− 1

z − 2

)n

=
+∞∑

n=1

(−1)n+1

(z − 2)n
. (20)

Â èòîãå èç ðÿäîâ (19) è (20) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f
â âèäå ðÿäà

f(z) =
+∞∑

n=0

(−1)n+1(z − 2)n

2n+1
+

−1∑
n=−∞

(−1)n+1(z− 2)n, ∀ z ∈ K1,2(2)

êîòîðûé â ñèëó òåîðåìû 2 (åäèíñòâåííîñòè ðÿäà Ëîðàíà) ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìûì ðÿäîì Ëîðàíà äàííîé ôóíêöèè f â êîëüöå
K1,2(2).

Ñëåäñòâèå 3 (íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ðÿäà Ëîðàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â êîëüöå
Kρ,R(a) = {z | ρ < |z − a| < R} è íà êàæäîé îêðóæíîñòè γr =
= {z | |z−a| = r}, ãäå r ∈ (ρ,R), ñïðàâåäëèâà îöåíêà |f(z)| 6 Ar

84



� 11. Ðÿä Ëîðàíà

∀ z ∈ γr. Òîãäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (5) ðÿäà Ëîðàíà (1) ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

|cn| 6 Ar

rn
, ∀n ∈ Z. (21)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ôîðìóëû (5) ñðàçó ñëåäóåò

|cn| =
∣∣∣∣∣∣

1
2πi

∫

γr

f(ζ) dζ

(ζ − a)n+1

∣∣∣∣∣∣
6 Ar

2πrn+1

∫

γr

|dζ| = Ar

rn
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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� 12. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå ðåãóëÿðíà â òî÷êå

a ∈ C, íî ðåãóëÿðíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè a (ò. å. íà ìíîæåñòâå

◦
Bρ(a), ρ > 0). Òîãäà òî÷êó a íàçû-

âàþò èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé (îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà)
ôóíêöèè f .

Â îïðåäåëåíèè 1 òî÷êà a ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé òî÷êîé
(òîãäà

◦
Bρ(a) = {z | 0 < |z − a| < ρ}), òàê è áåñêîíå÷íîé (òîãäà

◦
Bρ(∞) = {z | |z| > ρ}).

Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f îêîëî îñîáîé òî÷êè
áóäåì ðàçëè÷àòü òðè òèïà îñîáûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ∈ C ôóíê-
öèè f :

◦
Bρ(a) → C íàçûâàåòñÿ

1) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-
äåë lim

z→a
f(z) ∈ C;

2) ïîëþñîì, åñëè ñóùåñòâóåò lim
z→a

f(z) = ∞;

3) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî
èëè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà lim

z→a
f(z).

Â ñëó÷àå, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà a êîíå÷íà, ðåãóëÿðíóþ â êîëü-
öå

◦
Bρ(a) ôóíêöèþ f ïî òåîðåìå 1 � 11 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a, ò. å.

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n, z ∈

◦
Bρ(a). (1)

Òîãäà áóäåì ðàçëè÷àòü äâå ÷àñòè ýòîãî ðÿäà Ëîðàíà

Iïð
4
=

+∞∑

n=0

cn(z − a)n è Iãë
4
=

−1∑
n=−∞

cn(z − a)n,

êîòîðûå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëüíîé è ãëàâíîé ÷à-
ñòÿìè ðÿäà Ëîðàíà (1) ñ öåíòðîì â îñîáîé òî÷êå a.
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Â ñëó÷àå, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà a = ∞, ôóíêöèþ f ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ â êîëüöå

◦
Bρ(∞) ðÿäà

Ëîðàíà (ñ öåíòðîì â òî÷êå ∞)

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cnzn, z ∈

◦
Bρ(∞), (2)

è òåïåðü áóäåì ðàçëè÷àòü ÷àñòè ðÿäà (2)

Iïð
4
=

0∑
n=−∞

cnzn è Iãë
4
=

+∞∑

n=1

cnzn,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëüíîé è ãëàâíîé ÷à-
ñòÿìè ðÿäà Ëîðàíà (2) ñ öåíòðîì â ∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü òî÷êà a ∈ C åñòü èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f . Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëåíà ñâîèì ðÿäîì
Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a.
1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà a ∈ C áûëà óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷-

êîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà
Ëîðàíà îòñóòñòâîâàëà (ò. å. Iãë(z) ≡ 0).

2) ×òîáû òî÷êà a ∈ C áûëà ïîëþñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà Iãë(z) ñîäåðæàëà êî-
íå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.

3) ×òîáû òî÷êà a ∈ C áûëà ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà
Iãë(z) ñîäåðæàëà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
I. Ïóñòü òî÷êà a ∈ C, ò.å. êîíå÷íà.
1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà

ôóíêöèè f , ò. å. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
z→a

f(z). Òîãäà
ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà ρ1 ∈ (0,ρ) è A > 0 òàêèå, ÷òî
|f(z)| < A ïðè ∀ z ∈

◦
Bρ1(a).

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿ-
äà Ëîðàíà ôóíêöèè f (ñì. ñëåäñòâèå 3 � 11)

|cn| 6 A

rn
, ∀ r ∈ (0,ρ1).
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Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n < 0 ñëåäóåò, ÷òî |cn| 6 A · r|n| → 0
ïðè r → 0, ò. å. cn = 0 äëÿ âñåõ n < 0, ò. å. Iãë(z) ≡ 0.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Iãë(z) ≡ 0, ò. å. cn = 0 ∀n < 0.
Òîãäà f(z) =

+∞∑
n=0

cn(z − a)n 4
= S(z), ∀ z ∈

◦
Bρ(a).

Òàê êàê ïî ïåðâîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 3 � 9)
ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà S(z) åñòü ðåãóëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ íà êðóãå Bρ(a), ïðè÷åì f(z) = S(z) ïðè z 6= a, òî
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

S(z) = S(a) = c0.

1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà a � ïîëþñ ôóíêöèè f , ò. å.
ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

z→a
f(z) = ∞. Â ñèëó ýòîãî ìîæíî âûáðàòü

δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ z ∈
◦
Bδ(a) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z)| > 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(z)
4
= 1

f(z) ïðè z ∈
◦
Bδ(a).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè

◦
Bδ(a), ïðè÷åì g(z) 6= 0 è |g(z)| < 1 ïðè âñåõ z ∈

◦
Bδ(a).

Òàê êàê òî÷êà a åñòü ïîëþñ ôóíêöèè f , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
z→a

g(z) = lim
z→a

1
f(z) = 0, ò. å. ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà a åñòü óñòðà-

íèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g. Ñëåäîâàòåëüíî, äîîïðåäåëÿÿ
g(a) = 0, ïîëó÷àåì â ñèëó ïóíêòà 1), ÷òî ôóíêöèÿ g ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

g(z) = bm(z − a)m + bm+1(z − a)m+1 + . . . , ∀ z ∈ Bδ(a). (3)

Òàê êàê ôóíêöèÿ g(z) 6≡ 0, â ðàâåíñòâå (3) ñóùåñòâóåò íàè-
ìåíüøèé íîìåð m > 1, ïðè êîòîðîì bm 6= 0. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèþ g ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå g(z) = (z − a)mh(z), ãäå
h(z)

4
= bm +bm+1(z−a)+ . . . , ïðè÷åì ôóíêöèÿ h êàê ñóììà ñõî-

äÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà ðåãóëÿðíà â êðóãå Bδ(a) è h(a) 6= 0.
Ïîýòîìó h(z) 6= 0 ïðè âñåõ z èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Bρ1(a),
ãäå 0 < ρ1 6 δ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ p(z)

4
= 1

h(z) òîæå ðåãó-
ëÿðíà â Bρ1(a), è ïî òåîðåìå 2 èç � 9 îíà òàêæå ïðåäñòàâèìà â
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âèäå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà, ò. å.
p(z) = d0 + d1(z − a) + d2(z − a)2 + . . . , z ∈ Bρ1(a),

ïðè÷åì çäåñü d0 = 1
bm
6= 0. Â èòîãå ïîëó÷àåì â

◦
Bρ1(a)

f(z) =
1

g(z)
=

p(z)
(z − a)m

= (4)

=
d0

(z−a)m
+

d1

(z−a)m−1
+· · ·+ dm−1

(z−a)
+dm+dm+1(z−a)+. . . . (5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü â ðàâåíñòâå (4)- (5) åñòü ðÿä
Ëîðàíà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a, ïðè÷åì åãî ãëàâíàÿ
÷àñòü Iãë(z), î÷åâèäíî, ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ñëàãàåìûõ.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè f â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Bρ1(a) â âèäå ñóììû ñõî-

äÿùåãîñÿ ðÿäà Ëîðàíà (4)- (5), ïðè÷åì d0 6= 0. Òîãäà, âûíîñÿ
çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü 1

(z−a)m , ïîëó÷àåì

f(z) =
1

(z − a)m
(d0 + d1(z − a) + . . . )

4
=

p(z)
(z − a)m

. (6)

Â ôîðìóëå (6) ôóíêöèÿ p êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî
ðÿäà ðåãóëÿðíà â êðóãå Bρ1(a) è lim

z→a
p(z) = p(a) = d0 6= 0. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû 1
(z−a)m →∞ ïðè z → a. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
z→a

f(z) = ∞.
3) Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîñëåäíèõ óñëîâèé ïîêàæåì ìåòîäîì

èñêëþ÷åíèÿ. Ïðåäåë ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â C èëè íå ñóùåñòâî-
âàòü. Ó ãëàâíîé ÷àñòè Iãë(z) ðÿäà ìîæåò áûòü êîíå÷íîå ÷èñëî
íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ èëè áåñêîíå÷íîå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â C è êîíå÷íîñòè ÷èñëà íåíóëåâûõ ñëàãàå-
ìûõ â Iãë(z) óæå äîêàçàíû â ïï. 1) è 2). Ñëåäîâàòåëüíî, îò-
ñóòñòâèå ïðåäåëà ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíî áåñêîíå÷íîìó ÷èñ-
ëó íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â Iãë(z).

II. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò îñîáóþ òî÷êó a = ∞. Çàìåíîé
àðãóìåíòà ζ = 1

z ïðèõîäèì ê ôóíêöèè f̃(ζ) = f
(

1
ζ

)
, ó êîòîðîé

îñîáîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ζ = 0, ïðè÷åì ñóùåñòâîâàíèå
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ïðåäåëà ôóíêöèè f̃(ζ) â òî÷êå ζ = 0 ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâà-
íèþ ïðåäåëà ôóíêöèè f(z) â∞, ò. å. òèï îñîáîé òî÷êè a = ∞ ó
ôóíêöèè f(z) è òèï îñîáîé òî÷êè ζ = 0 ó ôóíêöèè f̃(ζ) îäèíà-
êîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f(z)
ñ öåíòðîì â òî÷êå ∞ ïðè çàìåíå àðãóìåíòà ïåðåõîäèò â ãëàâ-
íóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f̃(ζ) ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ = 0.
Òàê êàê íåîáõîäèìîå ñîîòâåòñòâèå â êîíå÷íîé òî÷êå ζ = 0 óæå
óñòàíîâëåíî â ïóíêòå I, òî ýòî âëå÷åò òðåáóåìîå ñîîòâåòñòâèå
ïðè a = ∞.

Ñëåäñòâèå 1. Òî÷êà a ∈ C ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü
◦
Bρ(a), íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî m > 1 è ðåãóëÿðíàÿ â êðóãå Bρ(a) ôóíêöèÿ p
òàêèå, ÷òî p(a) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z) =
p(z)

(z − a)m
, z ∈

◦
Bρ(a). (7)

Â ñâîþ î÷åðåäü, òî÷êà a = ∞ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü
◦
Bρ(∞),

÷èñëî m > 1, ðåãóëÿðíàÿ â
◦
Bρ(∞) ôóíêöèÿ h, ó êîòîðîé ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë h(∞) 6= 0, òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

f(z) = zmh(z), z ∈
◦
Bρ(∞). (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ôîðìóë (4)
è (6) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a ∈ C � ïîëþñ ôóíêöèè f . Òîãäà
÷èñëî m â ôîðìóëàõ (7) èëè (8) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêîì ïîëþñà a ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü a ∈ C, ρ > 0,m > 1, ïóñòü ôóíêöèÿ
g : Bρ(a) → C ðåãóëÿðíà è

g(a) = g′(a) = · · · = g(m−1)(a) = 0, g(m)(a) 6= 0.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g èìååò â òî÷êå a íóëü m-ãî ïî-
ðÿäêà (èëè m-é êðàòíîñòè). Åñëè æå g(a) 6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî
òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè g (èëè äëÿ ñëåäñòâèÿ 2:
ôóíêöèÿ g èìååò â òî÷êå a íóëü íóëåâîãî ïîðÿäêà).
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ôóíêöèè g,h : Bρ(a) → C ðåãóëÿðíû,
ïðè÷åì ôóíêöèÿ h èìååò â òî÷êå a íóëü k-ãî ïîðÿäêà (k > 0), à
ôóíêöèÿ g èìååò â òî÷êå a íóëü m-ãî ïîðÿäêà (m > 1). Òîãäà,
åñëè m > k, òî ôóíêöèÿ f(z) = h(z)

g(z) èìååò â òî÷êå a ïîëþñ
(m− k)-ãî ïîðÿäêà, à åñëè m 6 k, òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå
a óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4 èìååì äëÿ
ôóíêöèé h è g ïðåäñòàâëåíèå

h(z) = (z − a)kh1(z), g(z) = (z − a)mg1(z),

ãäå ôóíêöèè h1, g1 : Bρ(a) → C ðåãóëÿðíû è h1(a) 6= 0, g1(a) 6=
6= 0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ p(z)

4
= h1(z)

g1(z) . Ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿð-
íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è p(a) 6= 0. Â èòîãå äëÿ
ôóíêöèè f ïîëó÷àåì ôîðìóëó (7) è èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò óò-
âåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) = ez−1
z ïðè z 6= 0.

Òî÷êà z = 0 åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , òàê êàê
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå ðÿäà ñ öåíòðîì
â òî÷êå 0:

f(z) =
(1 + z + z2

2! + . . . )− 1
z

= 1 +
z

2!
+

z2

3!
+ . . . , (9)

ïðè âñåõ 0 < |z| < +∞.

Òî÷êà z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , òàê
êàê ðÿä (9) â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè
f ñ öåíòðîì â ∞, è åãî ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) = sin z
z2 ïðè |z| > 0.

Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =
z − z3

3! + z5

5! − . . .

z2
=

1
z
− z

3!
+ . . . , ∀ z 6= 0,

ò. å. 0 � ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f .
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Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) = e1/z ïðè |z| > 0.
Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà

f(z) = 1 +
1
z

+
1

2!z2
+ . . . , |z| > 0,

îòêóäà èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà 0 åñòü ñóùåñòâåííî îñî-
áàÿ òî÷êà, à òî÷êà ∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .
Òî, ÷òî òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, ìîæíî
áûëî äîêàçàòü èíà÷å, ïî îïðåäåëåíèþ 2, ïîêàçàâ íàëè÷èå ðàç-
ëè÷íûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè f â íóëå ñïðàâà è ñëåâà ïî äåéñòâè-
òåëüíîé îñè.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü äëÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f :
◦
B1(0) → C

óñòàíîâëåíà îöåíêà

|f(z)| 6 A√
|z| , ãäå A = const > 0, z ∈

◦
B1(0). (10)

Êàêóþ îñîáåííîñòü èìååò ôóíêöèÿ f â òî÷êå 0?
Ð å ø å í è å. Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïðè |z| 6 1 ïîëó-

÷àåì, ÷òî
√
|z| 6 1 è |z| 6

√
|z|, ïîýòîìó

|zf(z)| 6
√
|z| · |f(z)| 6 A, z ∈

◦
B1(0),

ò. å. ó ôóíêöèè zf(z) òî÷êà z = 0 åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.
Ïîýòîìó â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ

◦
B1(0) ñïðàâåäëèâî åå

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà

zf(z) =
+∞∑

n=0

cnzn, îòêóäà f(z) =
c0

z
+

+∞∑

n=0

cn+1z
n.

Â ñëó÷àå, êîãäà c0 = 0, òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé
îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f .

Äîïóñòèì, ÷òî c0 6= 0. Òîãäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå f(z) =
= h(z)

z , ãäå ôóíêöèÿ h ðåãóëÿðíà è h(0) 6= 0. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ
÷èñëà α > 0 è β 6 1 òàêèå, ÷òî |h(z)| > α ïðè z ∈ Bβ(0). Îòñþäà
|f(z)| > α

|z| ïðè 0 < |z| < β. Â ñèëó óñëîâèÿ (10) ïîëó÷àåì, ÷òî
α
|z| 6 A√

|z| ïðè âñåõ z : 0 < |z| < β, ò. å.
√
|z| > α

A > 0 ïðè
âñåõ z : 0 < |z| < β, ÷òî íåâåðíî. Â èòîãå óñòàíîâëåíî, ÷òî
ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå 0 óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó.
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Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Óñëîâèÿ çàäà÷è (10) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

Ar
4
= max
|z|=r

|f(z)| 6 A

r1/2
, ∀ r ∈ (0,1). (11)

Ðàññìîòðèì ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. Ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà è èç íåðà-
âåíñòâà (11) ïîëó÷àåì îöåíêó

|cn| 6 Ar

rn
6 A

rn+1/2
.

Îòñþäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî n < 0 ïîëó÷àåì, ÷òî |cn| 6
6 A · r|n|− 1

2 → 0 ïðè r → 0, ò. å. cn = 0 äëÿ âñåõ n < 0, ò. å.
Iãë(z) ≡ 0. Â èòîãå ìû åùå ðàç ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò
â òî÷êå 0 óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó.

Ïðèìåð 5. Äëÿ êàêîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f :
◦
B1(0) → C

ìîæíî óêàçàòü ôóíêöèþ g :
◦
B1(0) → C, g(z) 6≡ 0, òàêóþ, ÷òî

lim
z→0

(f(z)g(z)) = 0 ? (12)

Ïðè ýòîì ðàññìîòðåòü äâå âîçìîæíîñòè:
a) ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â êðóãå B1(0);
á) ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
B1(0).

Ð å ø å í è å. Îòáðîñèì òðèâèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà f ≡ 0.
Äëÿ ñëó÷àåâ à) è á) ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ.

Ñëó÷àé à). Èìååì òðè âîçìîæíîñòè äëÿ îñîáîé òî÷êè z = 0
ôóíêöèè f .

1) Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå 0 óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷-
êó. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà g(z) = z óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (12) çàäà÷è, ò. å. îòâåò ïîëîæèòåëüíûé.

2) Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå 0 ïîëþñ m-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà
â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f â
âèäå f(z) = p(z)

zm , ãäå ôóíêöèÿ p ðåãóëÿðíà â êðóãå B1(0) è
p(0) 6= 0. Âîçüìåì ôóíêöèþ âèäà g(z) = zm+1 è ïîëó÷èì, ÷òî
f(z)g(z) = zp(z), ò. å. äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå (12) è îòâåò
ïîëîæèòåëüíûé.
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3) Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå 0 ñóùåñòâåí-
íî îñîáóþ òî÷êó. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ðåãóëÿðíîé â êðóãå B1(0)
ôóíêöèè g âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

3.1) g(0) 6= 0. Òîãäà, òàê êàê ôóíêöèÿ f íå èìååò ïðåäåëà â
íóëå, òî è ôóíêöèÿ fg, î÷åâèäíî, íå èìååò ïðåäåëà â íóëå, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (12).

3.2) g(0) = 0. Òîãäà èìååò ïðåäñòàâëåíèå g(z) = zkh(z), ãäå
k ∈ N, à ôóíêöèÿ h ðåãóëÿðíà â êðóãå B1(0) è h(0) 6= 0. Íî
òîãäà ôóíêöèÿ p(z)

4
= zkf(z) =

+∞∑
n=−∞

cnzn+k òàêæå â ãëàâíîé
÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ò. å.
òî÷êà z = 0 òîæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíê-
öèè p. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå 3.1), ôóíêöèÿ ph íå èìååò
ïðåäåëà â 0, ïðè÷åì ph = fg, ò. å. íå âûïîëíåíî óñëîâèå (12).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå à) ìû ïîëó÷èëè îòâåò, ÷òî óñëî-
âèå (12) âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f , à ëèøü äëÿ
ôóíêöèè, ó êîòîðîé òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷-
êîé èëè ïîëþñîì.

Ñëó÷àé á). Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ fg ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñ-
òè

◦
B1(0), ïðè÷åì ñîãëàñíî (12) òî÷êà íóëü äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ

óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, áîëåå òîãî, íóëåì ôóíêöèè fg. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî k > 1 (ïîðÿäîê íóëÿ) è ðåãóëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ h : B1(0) → C òàêàÿ, ÷òî h(0) 6= 0, äëÿ êîòîðûõ ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z)g(z) = zkh(z), ∀ z ∈
◦
B1(0). (13)

Èç òîãî, ÷òî h(0) 6= 0, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0
òàêîå, ÷òî h(z) 6= 0, ∀ z ∈ Br(0). Îòñþäà èç âûðàæåíèÿ (13)
ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è á):

∃ r ∈ (0,1) òàêîå, ÷òî f(z) 6= 0 ∀ z ∈
◦
Br(0). (14)

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé
ôóíêöèè f , óñëîâèå (14), î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. (Åñëè áû ñóùå-
ñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} → 0, äëÿ êîòîðîé f(zn) = 0,
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òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷èëè áû, ÷òî f ≡ 0). Â ýòîì
ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûáðàòü g(z) = z.

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì m-ãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè f , óñëîâèå (14) âûïîëíåíî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, è äî-
ñòàòî÷íî âûáðàòü g(z) = zm+1.

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè f , óñëîâèå (14) ìîæåò êàê âûïîëíÿòüñÿ, òàê è
íàðóøàòüñÿ. Ïîêàæåì ýòî.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f1(z) = e1/z óñëîâèå (14) âûïîëíå-
íî. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ìîæíî âçÿòü g(z) = ze−1/z.

Äëÿ ôóíêöèè f2(z) = sin 1
z óñëîâèå (14) íå âûïîëíåíî (òàê

êàê f2(zn) = 0 ïðè âñåõ zn = 1
πn), ò. å. äëÿ òàêîé ôóíêöèè íå

ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîé â
◦
B1(0) ôóíêöèè g, äëÿ êîòîðîé âûïîë-

íåíî óñëîâèå (12).
Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî êðîìå ôóíêöèé ñ èçîëèðîâàí-

íûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè ñ íå-
èçîëèðîâàííûìè îñîáûìè òî÷êàìè. Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

1
cos(π/z)−1 èìååò ïîëþñû â òî÷êàõ zn = 1

(2n) , n = ±1 ± 2, . . .
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåå íåèçîëèðîâàííîé
îñîáîé òî÷êîé, à èìåííî, ýòî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîëþñîâ {zn}.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïóñòü òî÷êà a åñòü ïîëþñ ôóíêöèè f .
Êàêóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå a èìåþò ôóíêöèè f2(z) è ef(z)?

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì
ôóíêöèè f è ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè g. Êàêóþ
îñîáåííîñòü â òî÷êå a èìååò ôóíêöèÿ fg?

Ó ï ð à æ í å í è å 3. Ïóñòü òî÷êà a åñòü ñóùåñòâåííî îñî-
áàÿ òî÷êà ôóíêöèè f . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîâåäåíèè ôóíêöèè

1
f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a?
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� 13. Òåîðèÿ âû÷åòîâ
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a ∈ C � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷-

êà ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè f :
◦
Bρ(a) → C, ρ > 0. Ïóñòü γr

4
= {z |

| |z − a| = r} � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü,
ïðè÷åì 0 < r < ρ. Òîãäà âû÷åòîì ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî

res
a

f
4
=

1
2πi

∫

γr

f(z) dz. (1)

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (1) èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âåëè-
÷èíû r ∈ (0,ρ).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå óäîáíûõ âûðàæåíèé âû÷èñëåíèÿ âû-
÷åòà ôóíêöèè, ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f :

◦
Bρ(a) → C åå ðÿäîì

Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå a

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − a)n. (2)

Òîãäà ïî ôîðìóëå (5) � 11 äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn ïîëó÷àåì,
÷òî èíòåãðàë (1) ðàâåí êîýôôèöèåíòó c−1, ò. å.

res
a

f = c−1. (3)
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ.
Ëåììà 1. Ïóñòü a � ïîëþñ ôóíêöèè f ïîðÿäêà m. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî m0 > m ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

res
a

f =
1

(m0 − 1)!
lim
z→a

dm0−1

dzm0−1
[(z − a)m0f(z)] . (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f â âèäå ðÿ-
äà Ëîðàíà (2) ñ öåíòðîì â ïîëþñå a ïîðÿäêà m. Òàê êàê ÷èñëî
m0 > m, òî â ðÿäå (2) êîýôôèöèåíòû cn = 0 ïðè âñåõ n < −m0.
Èòàê,

f(z) =
c−m0

(z − a)m0
+

c−m0+1

(z − a)m0−1
+

+ · · ·+ c−1

(z − a)
+ c0 + c1(z − a) + . . . . (5)

Óìíîæàÿ ðÿä (5) íà (z − a)m0 , ïîëó÷àåì
(z − a)m0f(z) = c−m0 + c−m0+1(z − a) + · · ·+
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+c−1(z − a)m0−1 + . . . , z ∈
◦
Bρ(a). (6)

Òàê êàê ïîëó÷åííûé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) ñòåïåííîé
ðÿä ñõîäèòñÿ â Bρ(a), òî ïî òåîðåìå Àáåëÿ (òåîðåìà 1 � 9) îí
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Bρ(a).
Ïîýòîìó è ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 3 � 9) åãî ìîæíî
ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü (m0−1) ðàç, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåì

dm0−1

dzm0−1
[(z − a)m0f(z)] =

= (m0 − 1)!c−1 + m0!c0(z − a) + . . . , z ∈
◦
Bρ(a). (7)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (7), î÷åâèäíî, èìååò ïðåäåë ïðè z →
→ a. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, â ñèëó ôîðìóëû (3) ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó (4).

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f :
◦
Bρ(a) → C ïðåäñòàâèìà â

âèäå
f(z) =

P (z)
Q(z)

, z ∈
◦
Bρ(a),

ãäå ôóíêöèè P è Q ðåãóëÿðíû â êðóãå Bρ(a), ïðè÷åì
P (a) 6= 0, Q(a) = 0, Q′(a) 6= 0. (8)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

res
a

f =
P (a)
Q′(a)

. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó óñëîâèÿ (8)
òî÷êà a � ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f è ïî ôîðìóëå (4)
(ïðè m0 = 1) ïîëó÷àåì

res
a

f = lim
z→a

[
P (z)(z − a)

Q(z)

]
= lim

z→a

P (z)
Q(z)−Q(a)

z−a

=
P (a)
Q′(a)

.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f :
◦
BR0(∞) → C ðåãóëÿð-

íà (÷èñëî R0 > 0). Òîãäà âû÷åòîì ôóíêöèè f â áåñêîíå÷íîñòè
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

res∞ f
4
=

1
2πi

∫

γR
−1

f(z) dz, (10)
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x

y

0 R0 R

γ−1
R

Ðèñ. 25

ãäå ÷èñëî R > R0, à îêðóæíîñòü
γR

−1 = {z | |z| = R} îðèåíòèðîâà-
íà äâèæåíèåì ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåë-
êè ðèñ. 25 (ò. å. îòðèöàòåëüíî). Àíàëî-
ãè÷íî ñëó÷àþ êîíå÷íîé òî÷êè îöåíèì
res∞ f ÷åðåç ðÿä Ëîðàíà äëÿ ôóíêöèè f

â îêðåñòíîñòè
◦
BR0(∞), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

åãî êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä

cn =
1

2πi

∫

γR

f(ζ)
ζn+1

dζ, n ∈ Z, (11)

ãäå îêðóæíîñòü γR ïðè R > R0 îðèåíòèðîâàíà äâèæåíèåì ïðî-
òèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (11) è (10),
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû

res∞ f = −c−1, (12)

ãäå c−1 � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Ëîðàíà
ñ öåíòðîì â áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü ïîÿâèëñÿ çíàê ìèíóñ çà ñ÷åò
ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè îêðóæíîñòè γR â ôîðìóëàõ (11) è (10).

Ëåììà 3. Ïóñòü∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .
Òîãäà res∞ f ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

res∞ f = lim
z→∞ [z (f(∞)− f(z))] . (13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
Ëîðàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

◦
BR0(∞) èìååò âèä

f(z) = f(∞) +
c−1

z
+

c−2

z2
+ . . . ,

ò. å.
z (f(∞)− f(z)) = −c−1 − c−2

z
+ o

(
1
z

)
,

÷òî â ïðåäåëå ïðè z →∞ äàåò ôîðìóëó (13).
Òåîðåìà 1 (Êîøè î âû÷åòàõ). Ïóñòü çàäàíà îáëàñòü

G ⊂ C ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðà-
íèöåé Γ (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1, 2 èç � 7), ïóñòü G

4
= G

⋃
Γ. Ïóñòü
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ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è ðåãóëÿðíà íà G âñþäó, çà èñêëþ÷åíè-
åì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê a1,a2, . . . ,an ∈
∈ G (ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âñå ak ðàçëè÷íû è åñëè∞ ∈
∈ G, òî ∞ = an) è ïóñòü ê òîìó æå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíà íà G \ (

n⋃
k=1

ak). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫

Γ

f(z) dz = 2πi

n∑

k=1

res
ak

f. (14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü îáëàñòü G îãðàíè÷åíà. Òàê
êàê ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê a1, . . . ,an ∈ G êîíå÷íî, òî ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî Br(ak) ⊂ G ∀ k ∈ 1,n, ïðè÷åì ýòè
êðóãè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G̃

4
=

4
= G \

(
n⋃

k=1

Br(ak)
)
.

Ìíîæåñòâî G̃ òîæå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé Γ̃ = Γ ∪

(
n⋃

k=1

γk
−1

)
,

ãäå γk ñóòü îêðóæíîñòè {z | |z − ak| = r}, îðèåíòèðîâàííûå
äâèæåíèåì ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè, à γk

−1 � îíè æå, íî
îðèåíòèðîâàííûå ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî óñëîâèÿì òåîðå-
ìû ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà íà G̃ è íåïðåðûâíà íà åå çàìûêàíèè
G̃

4
= G̃∪ Γ̃ (ñì. ðèñ. 26). Òîãäà èç òåîðåìû 3 � 7 è ñâîéñòâ èíòå-

ãðàëîâ ïîëó÷àåì

0 =
∫

eΓ

f(z) dz =
∫

Γ

f(z) dz −
n∑

k=1

∫

γk

f(z) dz
(1)
=

(1)
=

∫

Γ

f(z) dz −
n∑

k=1

2πi res
ak

f,

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (14).
2. Ïóñòü∞ ∈ G. Òîãäà îñîáûå òî÷êè a1, . . . ,an−1 ∈ G � êî-

íå÷íû, à an = ∞. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ 1 � 7 ãðàíèöà Γ ñîñòî-
èò èç îãðàíè÷åííûõ ãëàäêèõ êîìïîíåíò, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî
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x

y

0

Γ1

G

Γ2

Γ3

γ1

γk

γn

a1

ak

an

x

y

0

γR

Γ1

Γ2

a1

a2

ak

an−1

Ðèñ. 26 Ðèñ. 27

R > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî z ∈ Γ ∪
(

n−1⋃
k=1

ak

)
ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî |z| < R.
Îïðåäåëèì G̃ = G∩BR(0). Òîãäà G̃ � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ̃ = Γ∪γR, ãäå γR = {z | |z| = R} �
îêðóæíîñòü, îðèåíòèðîâàííàÿ äâèæåíèåì ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé
ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 27). Äëÿ ðåãóëÿðíîé â C \ BR(0) ôóíêöèè f
ïî îïðåäåëåíèþ 2 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

res∞ f = − 1
2πi

∫

γR

f(z) dz. (15)

Òàê êàê îáëàñòü G̃ îãðàíè÷åíà, òî, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàò
ïóíêòà 1), ïîëó÷àåì∫

eΓ

f(z) dz = 2πi
n−1∑

k=1

res
ak

f. (16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫

eΓ

f(z) dz =
∫

Γ

f(z) dz +
∫

γR

f(z) dz
(15)
=

∫

Γ

f(z) dz − 2πi res∞ f,

îòêóäà è èç (16) ñëåäóåò (14).
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà âî âñåé êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëè-
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ðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê a1, . . . ,an ∈ C. Òîãäà
n∑

k=1

res
ak

f = 0. (17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê∞, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îñî-
áîé òî÷êîé äàííîé ôóíêöèè f , òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïîëàãàåì, ÷òî an = ∞. Ðàññìîòðèì R > 0 òàêîå, ÷òî âñå ak ∈
∈ BR(0) ∀ k ∈ 1,n− 1. Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç γR

4
= {z |

| |z| = R} îêðóæíîñòü, îðèåíòèðîâàííóþ äâèæåíèåì ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 äëÿ îáëàñòè BR(0)
ïîëó÷àåì ∫

γR

f(z) dz = 2πi
n−1∑

k=1

res
ak

f. (18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ 2,
−

∫

γR

f(z) dz = 2πi res∞ f,

÷òî âìåñòå ñ (18) äàåò ðàâåíñòâî (17).
Ïðèìåíèì òåîðèþ âû÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ èí-

òåãðàëîâ.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì èíòåãðàë J =

∫
γ

z dz
(z−1)(z−2) . Çäåñü êîí-

òóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ åñòü îêðóæíîñòü γ = {z | |z| = 3}, à
ôóíêöèÿ f(z) = z

(z−1)(z−2) . Îñîáûìè òî÷êàìè ýòîé ôóíêöèè f
âíóòðè êîíòóðà γ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè 1 è 2, ýòî ïîëþñû 1-ãî ïî-
ðÿäêà. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 è ôîðìóëó (9), ïîëó÷àåì

J = 2πi
(
res
1

f + res
2

f
)

= 2πi

( z
z−2

1

∣∣∣∣
z=1

+
z

z−1

1

∣∣∣∣
z=2

)
= 2πi.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèì èíòåãðàë J =
+∞∫
−∞

1+x2

1+x4 dx.

×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó î âû÷åòàõ âûáèðàåì ïðîèçâîëü-
íîå ÷èñëî R > 1, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëèì îðèåíòèðîâàííûé
äâèæåíèåì ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè êîíòóð γR

4
= [−R,R]∪

∪ CR, ãäå CR
4
= {z | |z| = R, Im z > 0} (ñì. ðèñ. 28). Îïðåäå-
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ëèì ôóíêöèþ f(z) = 1+z2

1+z4 è âíà÷àëå âû÷èñëèì èíòåãðàë JR
4
=

4
=

∫
γR

f(z) dz.

x

y

0−R R

CR

Ðèñ. 28

Ôóíêöèÿ f èìååò ïîëþñû 1-ãî
ïîðÿäêà (íóëè çíàìåíàòåëÿ) â òî÷-
êàõ zk = ei(π/4+πk/2), k = 0,1,2,3,
ïðè÷åì òîëüêî òî÷êè z0 è z1 ëåæàò
âíóòðè êîíòóðà γR.

Ïî òåîðåìå 1 î âû÷åòàõ è ôîð-
ìóëå (9) ïîëó÷àåì

JR = 2πi

(
res
z0

f + res
z1

f

)
= 2πi

[
1 + ei 2π

4

4ei 3π
4

+
1 + e2i 3π

4

4ei 9π
4

]
=

= 2πi

[
1
2i
· e−i π

4 + ei π
4

2
+

1
−2i

· e−i 3π
4 + ei 3π

4

2

]
=

= π

(
cos

π

4
− cos

3π

4

)
= π

√
2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

JR =

+R∫

−R

f(z) dz +
∫

CR

f(z) dz
4
= I1

R + I2
R.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë I1
R → J ïðè R → +∞. Ïîçæå (ñì.

ëåììó 4) ìû äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë I2
R → 0 ïðè R → +∞,

îòêóäà â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî J = π
√

2.
Îáîáùàÿ ïðèìåð 2, èçó÷èì ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ.
I. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà

J =

+∞∫

−∞
Fn, m(x) dx. (19)

Çäåñü Fn, m(x) = Pn(x)
Qm(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ãäå

{
Pn(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0,

Qm(x) = xm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0,

(20)
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ïðè÷åì ïîëàãàåì, ÷òî Qm(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈ R1.
Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë J (19)

ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè m > n + 1. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ
íåçàâèñèìî è î÷åíü ïðîñòî ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷-
íî äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (19).

Ïóñòü {z+
k }l

k=1 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçëè÷íûõ íóëåé ìíî-
ãî÷ëåíà Qm(z), ëåæàùèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0.
Êàê è â ïðèìåðå 2, äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà R > R0

4
= max{|z+

k | | k ∈
∈ 1,l} îïðåäåëèì êîíòóð γR

4
= [−R,R] ∪ CR, îðèåíòèðîâàííûé

äâèæåíèåì ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè, ãäå CR
4
= {z | |z| =

= R, Im z > 0} � ïîëóîêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 28). Îïðåäåëèì
èíòåãðàë

JR
4
=

∫

γR

Fn, m(z) dz.

Ïî òåîðåìå 1 î âû÷åòàõ, ïðè êàæäîì R > R0 ïîëó÷àåì

JR = 2πi

(
l∑

k=1

res
z+
k

Fn, m

)
,

ò. å. JR = Const íå çàâèñèò îò R > R0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà JR â âèäå ñóììû JR = J1

R +J2
R,

ãäå

J1
R
4
=

+R∫

−R

Fn, m(x) dx, J2
R
4
=

∫

CR

Fn, m(z) dz. (21)

Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè m > n + 1 ñóùåñòâóåò
lim

R→+∞
J2

R = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
R→+∞

J1
R = J è

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
+∞∫

−∞
Fn, m(x) dx = 2πi

l∑

k=1

res
z+
k

Fn, m. (22)

Äîêàæåì íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå, îïèðàÿñü íà ëåììó.
Ëåììà 4. Ïóñòü Φ(z) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà çàìêíó-

òîì ìíîæåñòâå {z | Im z > 0, |z| > R0 > 0}. Ïóñòü CR
4
= {z |

| |z| = R, Im z > 0}, R > R0, � ïîëóîêðóæíîñòü â âåðõíåé
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ïîëóïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì
ε(R)

4
= max{|Φ(z)| | z ∈ CR} ïðè R > R0.

Åñëè
lim

R→+∞
ε(R)R = 0,

òî
lim

R→+∞

∫

CR

Φ(z) dz = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé ëåììû ïîëó÷àåì îöåí-
êè∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

Φ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
6

∫

CR

|Φ(z)||dz| 6 ε(R)
∫

CR

|dz| = ε(R)πR → 0.

Ïðèìåíèì ëåììó 4 äëÿ ñëó÷àÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Φ(z)
4
=

4
= Fn, m(z) (ò.å. ê ïðàâîìó èíòåãðàëó â (21)).

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |z| > R0 ïîëó÷àåì

|Φ(z)| = |zn|(1 + o1(1))
|zm|(1 + o2(1))

= |z|n−m(1 + o3(1)),

ò. å. ñïðàâåäëèâà îöåíêà |Φ(z)| 6 2|z|n−m, ò. å. ε(R)R 6
6 2Rn−m+1 → 0 ïðè n − m + 1 < 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, ïî êîòîðîé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

lim
R→+∞

J2
R = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (19) ïðè m > n + 1 è
ôîðìóëà (22) îáîñíîâàíû ïîëíîñòüþ.
II. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà

J =

2π∫

0

F (cosϕ, sinϕ) dϕ. (23)

Çäåñü F (x,y)
4
= P (x,y)

Q(x,y) ; ãäå P,Q � ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííûõ x
è y.

Ñäåëàåì çàìåíó z = z(ϕ) = eiϕ, 0 6 ϕ 6 2π. Òîãäà cosϕ =
= 1

2

(
eiϕ + e−iϕ

)
= 1

2

(
z + 1

z

)
; sinϕ = 1

2i

(
z − 1

z

)
, dz = ieiϕ dϕ,
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ò. å.

J =

2π∫

0

F

(
z(ϕ)

2
+

1
2z(ϕ)

,
z(ϕ)
2i

− 1
2iz(ϕ)

)
· z′(ϕ)
iz(ϕ)

dϕ =

=
∫

|z|=1

F

(
1
2

(
z +

1
z

)
,

1
2i

(
z − 1

z

))
dz

iz
=

∫

|z|=1

F1(z) dz.

Â èòîãå èíòåãðàë (23) ñâåëñÿ ê èíòåãðàëó ïî êðóãó |z| = 1 îò
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè F1(z), êîòîðûé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 î âû÷åòàõ.

III. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà

J =

+∞∫

−∞
eiαxFn,m(x) dx. (24)

Çäåñü Fn,m(x)
4
= Pn(x)

Qm(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (20), α � äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî, α > 0 è Qm(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈ R1 (ò. å.
èíòåãðàë (24) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèè F ). Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë (24)
ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî m − n > 0, è âû÷èñëèì ýòîò èíòå-
ãðàë.

Ïóñòü ÷åðåç {z+
k }l

k=1 îáîçíà÷åíû âñå ðàçëè÷íûå íóëè ìíîãî-
÷ëåíà Qm(z) (çíàìåíàòåëÿ ôóíêöèè Fn,m(z)), ëåæàùèå â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì, êàê è â ïóíêòå I, ïðè ëþáîì
R > R0

4
= max{|z+

k | | k ∈ 1,l} ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé
êîíòóð γR

4
= [−R,R]∪CR, ãäå CR � ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 28). Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ
ïîëó÷àåì

JR
4
=

∫

γR

eiαzFn,m(z) dz = 2πi
l∑

k=1

res
z+
k

(
eiαzFn,m(z)

)
, (25)

ò. å. èíòåãðàë JR íå çàâèñèò îò R > R0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî èíòåãðàëà (25) â âèäå ñóììû
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äâóõ èíòåãðàëîâ

JR =

+R∫

−R

eiαxFn,m(x) dx +
∫

CR

eiαzFn,m(z) dz. (26)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (26) áóäåò èìåòü ïðåäåë è ñõîäèòüñÿ
ê èñêîìîìó çíà÷åíèþ J èíòåãðàëà (24) ïðè R → +∞, åñëè
âòîðîå ñëàãàåìîå â (26) èìååò ïðåäåë ïðè R → +∞, ðàâíûé
íóëþ. ×òîáû ïîêàçàòü ïîñëåäíåå, äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 5 (Æîðäàí). Ïóñòü Φ(z) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå {z | Im z > 0, |z| > R0 > 0}. Ïóñòü
÷èñëî α > 0 è CR

4
= {z | |z| = R, Im z > 0}, R > R0, �

ñåìåéñòâî ïîëóîêðóæíîñòåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Îáîçíà-
÷èì

ε(R)
4
= max{|Φ(z)| | z ∈ CR} ïðè R > R0.

Åñëè lim
R→+∞

ε(R) = 0, òî lim
R→+∞

∫
CR

eiαzΦ(z) dz = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z ∈ CR, òîãäà z = Reiϕ =
= R cosϕ + iR sinϕ, 0 6 ϕ 6 π. Ïîýòîìó ïðè z ∈ CR∣∣eiαz

∣∣ =
∣∣∣eiα(x+iy)

∣∣∣ = e−αy = e−αR sin ϕ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì
sinϕ > 2

π
ϕ ïðè ϕ ∈

[
0,

π

2

]
, (27)

ïîëó÷àåì îöåíêè∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

eiαzΦ(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
6

∫

CR

|Φ(z)|e−αR sin ϕ|dz| 6

6 ε(R)R

π∫

0

e−αR sin ϕ dϕ = 2ε(R)R

π/2∫

0

e−αR sin ϕ dϕ 6

6 2ε(R)R

π/2∫

0

e−αR2ϕ/π dϕ 6 π

α
ε(R),

ò. å. ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (26), ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû
Æîðäàíà, ÷òî ïðè óñëîâèè m > n âòîðîé èíòåãðàë â (26) ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè R →∞. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R > R0 â
ñèëó óñëîâèÿ m−n > 1 ïîëó÷àåì ε(R) 6 2

Rm−n 6 2
R → 0. Îòñþ-

äà ïî ëåììå 5 èç (25) è (26) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî lim
R→+∞

JR = J

è ôîðìóëó
+∞∫

−∞
eiαxFn,m(x) dx = 2πi ·

l∑

k=1

res
z+
k

(
eiαzFn,m(z)

)
. (28)

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèì èíòåãðàë Ëàïëàñà âèäà

J(α) =

+∞∫

−∞

eiαx

1 + x2
dx, α ∈ R1.

Çäåñü F (z) = 1
1+z2 ; åå îñîáûå òî÷êè z1,2 = ±i, ò. å. â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè ëåæèò ëèøü òî÷êà z+
1 = i � ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà.

Ïðè α > 0 ïî ôîðìóëå (28) ïîëó÷àåì

J(α) = 2πi res
i

(
eiαz

1 + z2

)
= 2πi

(
eiαz

2z

∣∣∣∣
z=i

)
= πe−α.

Ïðè α < 0 äåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó x = −t:

J(α) =

−∞∫

+∞

e−iαt

1 + t2
(−dt) =

+∞∫

−∞

ei|α|t

1 + t2
dt = πe−|α|.

Â èòîãå, J(α) = πe−|α|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
+∞∫

−∞

eiαx

1 + x2
dx =

+∞∫

−∞

cosαx

1 + x2
dx + i

+∞∫

−∞

sinαx

1 + x2
dx,

ïðè÷åì ïîñëåäíèé èíòåãðàë îò íå÷åòíîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî,
ðàâåí íóëþ, òî ïîëó÷àåì åùå îäíó ôîðìóëó

+∞∫

−∞

cosαx

1 + x2
dx = πe−|α|.
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Ñëåäñòâèå 2. Èíòåãðàëû âèäà

J1 =

+∞∫

−∞
cosαx · Fn,m(x) dx è J2 =

+∞∫

−∞
sinαx · Fn,m(x) dx, (29)

ãäå Fn,m(x) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó
âèäà (24), ò. å.

J1 = Re

+∞∫

−∞
eiαxFn,m(x) dx, J2 = Im

+∞∫

−∞
eiαxFn,m(x) dx.
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Ïóñòü z = x + iy 6= 0. Íàïîìíèì, ÷òî ϕ ∈ Arg z, åñëè âû-
ïîëíåíû ðàâåíñòâà

cosϕ =
x

|z| , sinϕ =
y

|z| , (1)

ãäå Arg z = {ϕ + 2πk | k ∈ Z} � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ àðãó-
ìåíòà z, îïðåäåëåííàÿ íà C \ {0}. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âî-
ïðîñ âûäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
Arg z.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü z : [0,1] → C � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (ò. å. êëàññà C1[0,1]), ïðè÷åì z(t)

4
= x(t) +

+ iy(t) 6= 0 ∀t ∈ [0,1]. Ïóñòü çàäàíî çíà÷åíèå ϕ0 ∈ Arg z(0).
Òîãäà ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(·) ∈ C1[0,1], óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ âêëþ÷åíèþ ϕ(t) ∈ Arg z(t), t ∈ [0,1], ò.å. óðàâíå-
íèÿì

cosϕ(t) =
x(t)
|z(t)| , sinϕ(t) =

y(t)
|z(t)| , t ∈ [0,1], (2)

è óñëîâèþ ϕ(0) = ϕ0. Áîëåå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è
çàäàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé

ϕ(t) = ϕ0 +
∫ t

0

xy′ − yx′

x2 + y2
dτ. (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(·) èç (3) è
âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ

ϕ′(t) =
xy′ − yx′

x2 + y2
. (4)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè u(t)
4
= cos ϕ(t), v(t)

4
= sinϕ(t). Òîãäà,

âû÷èñëÿÿ èõ ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì
{

u′ = − sinϕ(t) · ϕ′(t) = −vϕ′,
v′ = cosϕ(t) · ϕ′(t) = uϕ′.

(5)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ũ(t)
4
= x(t)

|z(t)| è ṽ(t)
4
= y(t)

|z(t)| . Òîãäà

109



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

ũ′ =
d

dt

(
x

|z|
)

=
d

dt

(
x√

x2 + y2

)
=

x′

|z| −
x(xx′ + yy′)

|z|3 =

=
x′y2 − xyy′

|z|3 = − y

|z| ·
xy′ − yx′

x2 + y2
= −ṽ

xy′ − yx′

x2 + y2
, (6)

ṽ′ =
d

dt

(
y

|z|
)

= · · · = x

|z| ·
xy′ − yx′

x2 + y2
= ũ

xy′ − yx′

x2 + y2
. (7)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (4) âèäèì, ÷òî ôóíêöèè (ũ,ṽ) óäîâëåòâî-
ðÿþò òîé æå ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (5), ÷òî è ôóíêöèè (u,v), ïðè÷åì ïðè t = 0 èìååì ðàâåí-
ñòâà u(0) = ũ(0), v(0) = ṽ(0). Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (5) ïîëó÷àåì u(t) ≡ ũ(t), v(t) ≡ ṽ(t) ïðè t ∈ [0,1],
ò. å. ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2), è ôóíêöèÿ ϕ(t) èç (3) åñòü èñ-
êîìàÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (2) è
óñëîâèþ ϕ1(0) = ϕ0. Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (2), ïî-
ëó÷àåì, â ñèëó (5) è (6), (7), ÷òî ϕ′1(τ) = xy′−yx′

x2+y2 , îòêóäà, èíòå-
ãðèðóÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ïî îòðåçêó [0,t] (ïðè êàæäîì t ∈ [0,1]),
ïîëó÷àåì â ñèëó ôîðìóëû (3), ÷òî ϕ1 ≡ ϕ.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëó (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîì-
ïàêòíîì âèäå

ϕ(t) = ϕ0 + Im
∫ t

0

z′(τ)
z(τ)

dτ. (8)

Â ñàìîì äåëå, ïðåîáðàçîâàâ ïîäûíòåãðàëüíóþ â (8) ôóíê-
öèþ

z′

z
=

(x′ + iy′)(x− iy)
x2 + y2

=
x′x + y′y
x2 + y2

+ i
y′x− yx′

x2 + y2
,

ïîëó÷àåì èç ôîðìóëû (3) ôîðìóëó (8).
Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 ñóùåñòâó-

åò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåòâü ϕ(t) ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè Arg z(t) âèäà (3).
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà ôóíêöèè z(·) ∈
∈ C1[0,1] íà îòðåçêå [0,1] íàçîâåì ÷èñëî

∆[0,1] arg z(t)
4
= ϕ(1)− ϕ(0) =

=

1∫

0

x(t)y′(t)− y(t)x′(t)
x2(t) + y2(t)

dt = Im

1∫

0

z′(t)
z(t)

dt. (9)

Òåîðåìà 2 (ëîãàðèôìè÷åñêîå ñâîéñòâî). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ z : [0,1] → C èìååò âèä z(t)

4
= z1(t)z2(t), ãäå ôóíêöèè

z1(·),z2(·) ∈ C1[0,1], ïðè÷åì z1(t) 6= 0, z2(t) 6= 0 ∀ t ∈ [0,1]. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆[0,1] arg z(t) = ∆[0,1] arg z1(t) + ∆[0,1] arg z2(t). (10)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 (ôîðìóëû (9))

ïîëó÷àåì

∆[0,1] arg z(t) = Im

1∫

0

(z1(τ)z2(τ))′

z1(τ) · z2(τ)
dτ = Im

1∫

0

z′1z2 + z′2z1

z1z2
dτ =

= Im

1∫

0

(
z′1
z1

+
z′2
z2

)
dτ = ∆[0,1] arg z1(t) + ∆[0,1] arg z2(t).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà z âäîëü êîíòó-
ðà γ, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè z(t), t ∈
∈ [0,1], íàçîâåì

∆γ arg z
4
= ∆[0,1] arg z(t). (11)

Çàìå÷àíèå 2. Â îïðåäåëåíèè 2 ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà z
âäîëü ãëàäêîãî êîíòóðà γ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçà-
öèè z(t), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäàí ýòîò êîíòóð γ, ò. å. ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà

∆γ arg z = Im
∫

γ

dz

z
. (12)

Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë (9) è (11), à òàêæå èç ñâîéñòâà íåçàâè-
ñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè
ãëàäêîãî êîíòóðà (ñì. ñâîéñòâî 5◦ � 6).
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Çàìå÷àíèå 3. Ëåãêî óñòàíîâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðè-
ðàùåíèÿ àðãóìåòðà z âäîëü ãëàäêîãî êîíòóðà γ. Ýòî ïðèðàùå-
íèå ÿâëÿåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà ðàäèóñ-âåêòîðà −−→0z ïðè íåïðåðûâ-
íîì ïðîáåãàíèè êîíöà âåêòîðà z âäîëü êðèâîé γ îò íà÷àëüíîé
åå òî÷êè z(0) äî êîíå÷íîé åå òî÷êè z(1).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíî ñåìåéñòâî êîí-
òóðîâ {γα} ⊂ G, α ∈ [a,b], ïðåäñòàâëåííîå ôóíêöèåé z(t,α),
t ∈ [0,1], ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ z′t(t,α), ïðè÷åì
ôóíêöèè z(t,α), z′t(t,α) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåí-
òîâ íà [0,1] × [a,b]. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî {γα} çàäàåò
íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ ãëàäêîãî êîíòóðà γa â ãëàäêèé êîí-
òóð γb â îáëàñòè G.

Çàìå÷àíèå 4. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà z(0,α) ≡ z0, z(1,α) =
= z1 (ò. å. ñåìåéñòâî γα èìååò íåïîäâèæíûå íà÷àëüíóþ è êîíå÷-
íóþ òî÷êè), òî ïîëó÷àåì íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ êîíòóðà γa

â êîíòóð γb ñ íåïîäâèæíûìè íà÷àëîì è êîíöîì (ñì. ðèñ. 29).
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî êðèâûå γa è γb ãîìîòîïíû â
îáëàñòè G.

x

y

0

γa

γα1

γb

z0

z1

t

α

0

z(t, α)

1

a

α1

b

Ðèñ. 29

Òåîðåìà 3 (óñòîé÷èâîñòü ïðè íåïðåðûâíîé äåôîð-
ìàöèè). Ïóñòü ñåìåéñòâî êîíòóðîâ {γα} çàäàåò íåïðåðûâíóþ
äåôîðìàöèþ ãëàäêîãî êîíòóðà γa â ãëàäêèé êîíòóð γb â îáëà-
ñòè C \ {0} (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 3). Ïðè ýòîì z(t,α) 6= 0 ïðè
âñåõ (t,α) ∈ [0,1]× [a,b]. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî A ∈ C, A 6= 0,
òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî z(1,α) = Az(0,α) ∀α ∈ [a,b].
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ I(α)

4
= ∆γα arg z îò ïàðàìåòðà α ∈ [a,b]

(ò. å. I(α) = ∆[0,1] arg z(t,α)). Òîãäà I(α) = const, îòêóäà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò ðàâåíñòâî ∆γa arg z = ∆γb

arg z.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè α ∈ [a,b]
îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t,α) íåïðåðûâíóþ ïî t âåòâü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè t → Arg z(t,α), ïîëó÷åííóþ â òåîðåìå 1 (ñì. ôîðìó-
ëó (3)). Òàê êàê

ϕ(1,α) ∈ Arg z(1,α), ϕ(0,α) ∈ Arg z(0,α),

òî
ϕ(1,α)− ϕ(0,α) ∈ Arg

z(1,α)
z(0,α)

,

è òàê êàê ïî óñëîâèþ z(1,α)
z(0,α) ≡ A, ò. å. íå çàâèñèò îò α, òî

∀ψ0 ∈ Arg A ∃n(α) ∈ Z,

ϕ(1,α)− ϕ(0,α) = ψ0 + 2πn(α), ∀α ∈ [a,b]. (13)
Ïî îïðåäåëåíèþ 1 èç ðàâåíñòâà (13) ïîëó÷àåì

I(α)
4
= ∆[0,1] arg z(t,α) = ϕ(1,α)− ϕ(0,α) = ψ0 + 2πn(α), (14)

ò. å. I(α) åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ôîðìóëû (9) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

I(α) = Im

1∫

0

z′t(t,α)
z(t,α)

dt.

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ñòîÿùåì ñïðàâà
èíòåãðàëå íåïðåðûâíà ïî (t,α) íà [0,1] × [a,b], îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî èíòåãðàë íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α. Â èòî-
ãå íåïðåðûâíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ (14) ìîæåò áûòü òîëüêî
êîíñòàíòîé.

Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó òåîðåìû 3 ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿ-
òèÿ ∆[0,1] arg z(t) (è ∆γ arg z) íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ, íî è äëÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé z(t) (è êîíòóðîâ γ).

Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z:
[0,1] → C (ò. å. z(·) ∈ C[0,1]) è ïóñòü z(t) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ [0,1].
Îïðåäåëèì ÷èñëî r

4
= min{|z(t)| | t ∈ [0,1]}. Î÷åâèäíî, ÷òî r >

> 0. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε 6 r/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
zε(·) � ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ êëàññà C1[0,1], ïðèáëèæàþùóþ
äàííóþ ôóíêöèþ z(·) ñ òî÷íîñòüþ äî ε, ò. å. |z(t) − zε(t)| < ε
∀ t ∈ [0,1], ïðè÷åì zε(0) = z(0), zε(1) = z(1). Òàêóþ ôóíêöèþ
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zε(·) áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé ε-àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè z(·).
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãëàäêàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ zε(·) ôóíêöèè
z(·) ñóùåñòâóåò. Òàê, íàïðèìåð, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ
çàäàííîé ôóíêöèè z(·) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Pn(·) òàêîé, ÷òî
|z(t)− Pn(t)| < ε/2, ∀ t ∈ [0,1]. Òîãäà ôóíêöèÿ

zε(t)
4
= Pn(t) + (z(1)− Pn(1)) t + (z(0)− Pn(0)) (1− t)

áóäåò èñêîìîé ôóíêöèåé. Â ñàìîì äåëå, îíà ãëàäêàÿ, zε(0) =
= z(0), zε(1) = z(1), è

|zε(t)− z(t)| 6 |z(t)− Pn(t)|+ |z(1)− Pn(1)|t+
+|z(0)− Pn(0)|(1− t) <

ε

2
+

ε

2
t +

ε

2
(1− t) = ε.

Îòìåòèì, ÷òî zε(t) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ [0,1]. Â ñàìîì äåëå,

|zε(t)| = |(zε(t)− z(t)) + z(t)| >
> |z(t)| − |zε(t)− z(t)| > r − ε > 1

2
r > 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè z(·) ∈ C[0,1], z(t) 6= 0, ∀t ∈ [0,1], íà îòðåçêå [0,1]
íàçîâåì

∆[0,1] arg z(t)
4
= ∆[0,1] arg zε(t), (15)

ãäå zε(·) ∈ C1[0,1] � ëþáàÿ ãëàäêàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè
z(·) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ε > 0.

Çàìå÷àíèå 5. Âûðàæåíèå (15) íå çàâèñèò îò âûáîðà ãëàä-
êîé ε-àïïðîêñèìàöèè zε(·) äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè z(·), ò. å.
îïðåäåëåíèå 4 êîððåêòíî.

x

y

0

zε(t)

z̃ε(t)z(0)

z(1)

∆arg z(t)

Ðèñ. 30

Â ñàìîì äåëå ïóñòü z̃ε(·) � äðó-
ãàÿ ãëàäêàÿ ε-àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè
z(·) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0
(ñì. ðèñ. 30).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

z(t,α)
4
= αz̃ε(t) + (1− α)zε(t),

∀α ∈ [0,1], t ∈ [0,1].
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ
zε(·) â z̃ε(·). Ïðè ýòîì

|z(t,α)− z(t)| 6 α|z̃ε(t)− z(t)|+ (1− α)|zε(t)− z(t)| < ε,

ãäå
ε < r 6 |z(t)|, ∀t ∈ [0,1],

ïîýòîìó
|z(t,α)| > |z(t)| − |z(t,α)− z(t)| > r − ε > 0,

ò. å. z(t,α) 6= 0 ∀ (t,α). Â èòîãå ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ z(t,α)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3, èç êîòîðîé ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå ðàâåíñòâî ∆[0,1] arg z̃ε(t) = ∆[0,1] arg zε(t).

Ïðèâåäåì åùå îäíî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé 1 è 4.
Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî íåïðåðûâíîãî êîí-

òóðà ◦
γ ∈ C \ {0} ñóùåñòâóåò ÷èñëî n◦

γ
∈ Z òàêîå, ÷òî

∆◦
γ

arg z = 2πn◦
γ
. (16)
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� 15. Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
êîðíÿ è ëîãàðèôìà Ln z

Íàïîìíèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå C\{0} â � 5 áûëè îïðåäåëåíû
ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè âèäà

{ n
√

z} 4= n
√
|z|e i

n
Arg z, (1)

Ln z
4
= ln |z|+ i Arg z, (2)

ãäå n ∈ N, n > 2, Arg z
4
= {arg z + 2πk | k ∈ Z} � ìíîæåñòâî

âñåõ àðãóìåíòîâ ÷èñëà z 6= 0.
Â � 5 ïî òåîðåìå 2 îá îáðàòíîé ôóíêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ýòè ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè { n
√

z} è Ln z â îáëàñòè C \ (−∞,0]
èìåþò ðåãóëÿðíûå âåòâè, êîòîðûå áûëè íàçâàíû ãëàâíûìè ðå-
ãóëÿðíûìè âåòâÿìè. Ýòè âåòâè èìåëè âèä

g0(z)
4
= n

√
|z|e i

n
argãë z, (3)

h0(z)
4
= ln |z|+ i argãë z, (4)

ãäå argãë z ∈ (−π,π).
Îáîáùèì ðàññóæäåíèÿ èç � 5.
1. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Çàôèêñèðóåì ÷èñëà n ∈ N, n > 2,

è ψ0 ∈ [−π,π). Ðàññìîòðèì óãëîâóþ îáëàñòü âèäà G1
4
= {z 6= 0 |

| arg z ∈
(

ψ0

n ,ψ0+2π
n

)
}.

Ôóíêöèÿ w = zn îäíîëèñòíà íà îáëàñòè G1 è îòîáðàæàåò
ýòó îáëàñòü íà îáëàñòü C\λψ0 , ãäå λψ0

4
= {z | arg z = ψ0}∪{0} �

ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè 0, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê ñ àðãóìåíòîì
ψ0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíàÿ ê ñòåïåííîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ
ñóùåñòâóåò è èìååò âèä

g∗(z)
4
= n

√
|z|e i

n
arg∗ z, (5)

ãäå arg∗ z ∈ (ψ0,ψ0 + 2π). Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè
(òî÷íåå, ïî ñëåäñòâèþ 1 � 5) ôóíêöèÿ g∗, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîð-
ìóëå (5), áóäåò ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, ò. å. ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z}, îïðåäåëåííîé íà îáëàñòè C\λψ0

ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè G1.
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Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ôóíêöèÿ ez, çàäàíà íà îáëàñòè G2
4
= {z |

| Im z ∈ (ψ0,ψ0 + 2π)}. Òîãäà îíà îäíîëèñòíà íà íåé è ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ â îáëàñòè C \ λψ0 . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä

h∗(z)
4
= ln |z|+ i arg∗ z, (6)

ãäå arg∗ z ∈ (ψ0,ψ0 + 2π). Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè
ôóíêöèÿ h∗, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (6), áóäåò ðåãóëÿðíîé
ôóíêöèåé, ò. å. ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z,
îïðåäåëåííîé íà îáëàñòè C \ λψ0 ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè G2.

Ëåììà 1. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ψ0 ∈ [−π,π) è îáëàñòü G ⊂
⊂ C\λψ0 . Âñå íåïðåðûâíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
z}

è Ln z, ñóùåñòâóþùèå íà îáëàñòè G, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
âåòâÿìè è èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

gk(z) = g∗(z)e
2πki

n , k ∈ 0,n− 1, (7)
hk(z) = h∗(z) + 2πki, k ∈ Z, (8)

ãäå ôóíêöèè g∗ è h∗ îïðåäåëåíû â (5), (6).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè gk è hk ÿâ-

ëÿþòñÿ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n
√

z} è Ln z ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè ýòîì îíè ðåãóëÿðíû íà îáëàñòè G, òàê êàê ôóíê-
öèè g∗ è h∗ ðåãóëÿðíû. Äîïóñòèì, ÷òî g � íåêîòîðàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z}, îïðåäåëåííàÿ íà

îáëàñòè G. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êîðíÿ ñïðàâåäëèâû òîæäå-
ñòâà gn(z) ≡ z è gn∗ (z) ≡ z. Ïîýòîìó

(
g(z)
g∗(z)

)n
≡ 1, îòêóäà g(z)

g∗(z) ∈
∈ { n

√
1}, ò.å. ñóùåñòâóåò k(z) ∈ 0,n− 1 òàêîå, ÷òî

g(z)
g∗(z)

= ei 2π
n

k(z), z ∈ G. (9)

Â ðàâåíñòâå (9) ñëåâà ñòîèò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ñïðàâà �
ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 ∈ 0,n− 1 òàêîå, ÷òî g(z) = gk0(z), ò. å.
ôîðìóëà (7) îïèñûâàåò âñå íåïðåðûâíûå (è ðåãóëÿðíûå) âåòâè
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z}.
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Àíàëîãè÷íî, ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü h
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z íà îáëàñòè G. Òîãäà ïî îïðåäåëå-
íèþ îáðàòíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà eh(z) ≡ z, eh∗(z) ≡
≡ z, ∀ z ∈ G, ò. å. eh(z)−h∗(z) ≡ 1, îòêóäà ñóùåñòâóåò k(z) ∈ Z
òàêîå, ÷òî

h(z)− h∗(z) = 2πk(z)i. (10)

Ñëåâà â ðàâåíñòâå (10) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñïðàâà �
ôóíêöèÿ ñ äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè, ñëåäîâàòåëüíî, k(z) =
= k0 = const, ò. å. ôîðìóëà (8) îïèñûâàåò âñå íåïðåðûâíûå (è
ðåãóëÿðíûå) âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z.

Ëåììà 2. Ó ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n
√

z} è Ln z íå
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûõ âåòâåé, îïðåäåëåííûõ â êîëüöå
Kr, R(0)

4
= {z | r < |z| < R}, ãäå 0 6 r < R 6 +∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî â
êîëüöå Kr, R(0) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü g
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z}. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ g íåïðåðûâ-

íà íà îáëàñòè Kr, R(0) \ (−∞,0]. Ïî ëåììå 1 (ïðè ψ0 = −π)
ñóùåñòâóåò íîìåð k0 ∈ Z òàêîé, ÷òî

g(z) = g0(z)e
2πk0i

n , ∀ z ∈ Kr, R(0) \ (−∞,0], (11)

ãäå g0 � ãëàâíàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü (3). Ïóñòü x ∈ (−R,−r).
Òîãäà èç ðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àåì â ïðåäåëå

g(x + i0) = n
√
|x|e iπ+2πk0i

n , g(x− i0) = n
√
|x|e−iπ+2πk0i

n ,

ò. å. g(x+i0) 6= g(x−i0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ g
íåïðåðûâíà â òî÷êå x ∈ Kr, R(0).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå äëÿ Ln z.
Ñëåäñòâèå 1. Íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûõ âåòâåé ìíîãî-

çíà÷íûõ ôóíêöèé { n
√

z} è Ln z, îïðåäåëåííûõ â ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè G ⊂ C, ñîäåðæàùåé ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè 0
èëè ñîäåðæàùåé ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Îñîáàÿ ðîëü òî÷åê 0 è∞ äëÿ ôóíêöèé { n
√

z}
è Ln z áóäåò èçó÷åíà â � 22�23.
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x

y

0

Ðèñ. 31

2. Îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü âûáðàíà
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G â C, ïðè÷åì 0 6∈
6∈ G. Êðîìå îáëàñòåé âèäà C\λψ0 ïðèìå-
ðîì òàêîé îáëàñòè ìîæåò áûòü îáëàñòü
â C, ãðàíèöà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðåçîì
ïî íåêîòîðîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó êîíòó-
ðó, èäóùåìó èç òî÷êè 0 â∞ (ñì. ðèñ. 31).

Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîé îáëàñòè G ñó-
ùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z} è

Ln z. Îïèøåì èõ âèä.
Ëåììà 3. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ⊂ C òàêîé, ÷òî 0 6∈ G,

ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg z.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êó

z0 ∈ G è åå àðãóìåíò ψ0 ∈ Arg z0. Èç òî÷êè z0 (êàê íà÷àëüíîé)
â ïðîèçâîëüíóþ (êîíå÷íóþ) òî÷êó z ∈ G ïðîâåäåì íåêîòîðûé
ãëàäêèé êîíòóð γz0z ⊂ G.

Îïðåäåëèì
ϕγz0z

4
= ψ0 + ∆γz0z arg z, (12)

ãäå
∆γz0z arg z

4
= Im

∫

γz0z

dζ

ζ
. (13)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ϕγz0z ∈ Arg z.
Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 0 6∈

6∈ G, ôóíêöèÿ 1
z ðåãóëÿðíà, è ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè

äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà ◦
γ ⊂ G ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî
∫
◦
γ

dζ
ζ = 0. Â ñèëó ðàâåíñòâà (13) ýòî çíà÷èò,

÷òî ∆◦
γ

arg z = 0 äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà ◦
γ ⊂ G, ò. å.

âûðàæåíèå (12) íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíòóðà γz0z, à îïðåäåëÿ-
åòñÿ ëèøü âûáîðîì êîíå÷íîé òî÷êè z, ò. å. ìû ïîëó÷èì ôóíê-
öèþ îò z âèäà

ϕ0(z)
4
= ψ0 + ∆γz0z arg z, (14)

ãäå

∆γz0z arg z = Im

z∫

z0

dζ

ζ
. (15)
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Â ñèëó òåîðåìû 2 � 10 ôóíêöèÿ g(z)
4
=

z∫
z0

dζ
ζ ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíîé ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè 1
z â îáëàñòè G, ïîýòîìó ϕ0(z)

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé îò (x,y). Òàêèì îáðàçîì ïî-
êàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ0(z) åñòü íåïðåðûâíàÿ âåòâü Arg z â îá-
ëàñòè G.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

g̃0(z)
4
= n

√
|z|e i

n
ϕ0(z), z ∈ G, (16)

h̃0(z)
4
= ln |z|+ iϕ0(z), z ∈ G, (17)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ0 âçÿòà èç ôîðìóë (14), (15).
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
z} è

Ln z ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì â ñèëó ëåììû 3 ýòè âåòâè íåïðå-
ðûâíû â îáëàñòè G.

Òåîðåìà 1. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G òàêîé, ÷òî 0 6∈ G,
ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
z}

è Ln z, ïðè ýòîì âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè
âèäà

gk(z) = g̃0(z)e
2πki

n , k = 0,1, . . . ,n− 1, (18)
hk(z) = h̃0(z) + 2πki, k ∈ Z, (19)

ãäå ôóíêöèè g̃0 è h̃0 âçÿòû èç âûðàæåíèé (16), (17).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî íåïðå-

ðûâíûå ôóíêöèè g̃0 è h̃0 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â äàííîé îá-
ëàñòè G.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z1 ∈ G, è ïóñòü r > 0
òàêîå, ÷òî Br(z1) ⊂ G. Òàê êàê 0 6∈ Br(z1), òî ñóùåñòâóåò ëó÷
λψ0 , íå ïåðåñåêàþùèé êðóã Br(z1). Èòàê, â ñèëó âêëþ÷åíèÿ
Br(z1) ⊂ (C \ λψ0) ∩G, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 1 Ïðîñòåé-
øèé ñëó÷àé è ïî ëåììå 1, â êîòîðîé îïèñàíû âñå íåïðåðûâíûå
âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
z} è Ln z â êðóãå Br(z1) ⊂

⊂ (C \ λψ0), ñóùåñòâóþò íîìåðà k∗, k∗∗ ∈ Z òàêèå, ÷òî
g̃0(z) = g∗(z)e

2πk∗i
n , ∀z ∈ Br(z1),

è
h̃0(z) = h∗(z) + 2πk∗∗i, ∀z ∈ Br(z1),
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ò. å. ôóíêöèè g̃0, h̃0 ðåãóëÿðíû â äàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z1.
Òàê êàê òî÷êà z1 áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé èç îáëàñòè G, òî
ôóíêöèè g̃0 è h̃0 ðåãóëÿðíû â îáëàñòè G.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, ëåã-
êî ïîêàçàòü, ÷òî âñå íåïðåðûâíûå âåòâè óêàçàííûõ ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè è èìåþò âèä (18), (19).

Ïðèâåäåì åùå îäíó ôîðìóëó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ
âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z.

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü hk (ñì. (19)) ìíî-
ãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G òàêîé, ÷òî
0 6∈ G, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíè-
öà):

hk(z) = hk(z0) +

z∫

z0

dζ

ζ
, z ∈ G, (20)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîìó êîíòóðó, ëåæàùåìó â îáëà-
ñòè G, ñ íà÷àëîì â ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z0 ∈ G
è êîíöîì â òî÷êå z ∈ G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

Re

z∫

z0

dζ

ζ
= ln |z| − ln |z0|. (21)

Â ñàìîì äåëå,

Re

z∫

z0

dζ

ζ
=

t∫

0

xx′ + yy′

x2 + y2
dτ =

t∫

0

d
√

x2 + y2

√
x2 + y2

= ln |z(t)| − ln |z(0)|,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (21). Îòñþäà è èç ôîðìóë (14),
(15), (17) è (19) ïîëó÷àåì
hk(z) = ln |z|+ i(ψ0 + ∆γ arg z + 2πk) =

= ln |z| − ln |z0|+ (ln |z0|+ i(ψ0 + 2πk)) + i∆γ arg z =

= Re

z∫

z0

dζ

ζ
+ hk(z0) + i Im

z∫

z0

dζ

ζ
= hk(z0) +

z∫

z0

dζ

ζ
.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïîëó÷èòå ôîðìóëó (20) êàê ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû 2 î ïåðâîîáðàçíîé èç � 10.
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� 16. Ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
Ln f(z) è êîðíÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè f : G →
→ C, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà â îá-
ëàñòè G ⊂ C, ïðè÷åì

f(z) 6= 0, ∀ z ∈ G. (1)
Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì â îáëàñòè G äâå ìíîãîçíà÷íûå

ôóíêöèè:

Ln f(z)
4
= ln |f(z)|+ i Arg f(z), (2)

{ n
√

f(z)} 4
= n

√
|f(z)|e i

n
Arg f(z), (3)

ãäå Arg f(z)
4
= {arg f(z) + 2πk | k ∈ Z}.

Èññëåäóåì ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ, êðîìå ïðåäïîëîæåíèÿ 1, ó
ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé (2) è (3) ñóùåñòâóþò â îáëàñòè G ðåãó-
ëÿðíûå âåòâè, à òàêæå êàêîé âèä ýòè ðåãóëÿðíûå âåòâè èìåþò.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîãî íåïðåðûâíîãî êîíòó-
ðà γ, ïðèíàäëåæàùåãî îáëàñòè G, çàäàíà ïàðàìåòðèçàöèÿ âèäà
z = z(t), t ∈ [0,1], z(·) ∈ C[0,1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ îáðàç êîíòó-
ðà γ ïðè îòîáðàæåíèè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé f , ò. å. Γ

4
= f(γ).

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíòóð Γ ìîæåò áûòü çàäàí ïàðàìåòðèçàöèåé
âèäà w = w(t)

4
= f(z(t)), t ∈ [0,1]. Â ñèëó (1) 0 6∈ Γ. Ïðèðàùå-

íèåì àðãóìåíòà ôóíêöèè f âäîëü êîíòóðà γ íàçîâåì äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî

∆γ arg f(z)
4
= ∆Γ arg w = ∆[0,1] arg w(t). (4)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, èç îïðåäåëåíèÿ 1 � 14 è òåîðåì 1�2
� 14, î÷åâèäíî, ñëåäóåò

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè f , f1, f2 â îáëàñòè G óäîâëåòâî-
ðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ 1, è ïóñòü âûáðàí ïðîñòîé íåïðåðûâíûé
êîíòóð γ ⊂ G. Òîãäà

1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∆γ arg (f1(z)f2(z)) = ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z); (5)
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2) åñëè ïðîñòîé íåïðåðûâíûé êîíòóð γ ðàçáèò íåêîòîðîé
òî÷êîé A íà äâà êîíòóðà γ1 è γ2, ò. å. γ = γ1 ∪ γ2, (ñì. ðèñ. 32),
òî

∆γ arg f(z) = ∆γ1 arg f(z) + ∆γ2 arg f(z). (6)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð, ãäå γ1 è γ2 �
äâå åãî ãëàäêèå êîìïîíåíòû, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (6);

3) äëÿ ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γ ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

∆γ arg f(z) = Im
∫

Γ

dw

w
= Im

∫

γ

f ′(z) dz

f(z)
. (7)

x

y

0

A

γ

γ1

γ2

x

y

0

z0

G

γa

γα

Ðèñ. 32 Ðèñ. 33

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè G
ïðåäïîëîæåíèþ 1. Åñëè îáëàñòü G îäíîñâÿçíà, òî äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî çàìêíóòîãî íåïðåðûâíîãî êîíòóðà ◦

γ ⊂ G ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî

∆◦
γ

arg f(z) = 0. (8)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 4 � 14 ëåììó

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíòóð ◦
γ ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì. Òîãäà èç îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè z0 ∈ ◦

γ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ z(t,α) ⊂ G, t ∈ [0,1],
α ∈ [a,b], îñóùåñòâëÿþùàÿ íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ êîíòó-
ðà ◦

γ (çàäàâàåìîãî ôóíêöèåé t → z(t,a)) â òî÷êó z0 ≡ z(t,b)
(ñì. ðèñ. 33). Â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèÿ f(z(t,α)) çàäàåò íåïðå-
ðûâíóþ äåôîðìàöèþ êîíòóðà

◦
Γ = f(

◦
γ ) â òî÷êó w0 = f(z0).
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Ïðè ýòîì â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1 f(z(t,α)) 6= 0 ∀ t,α. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òåîðåìå 3 � 14 ïîëó÷àåì

I(α)
4
= ∆[0,1] arg f(z(t,α)) = const ,

ò. å. ∆◦
γ

arg f(z) = ∆[0,1] arg f(z(t,a)) = ∆[0,1] arg f(z0) = 0.
Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â îáëàñòè G óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäïîëîæåíèþ 1. Åñëè â îáëàñòè G ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå
âåòâè g0 èëè h0 ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
f(z)} èëè Ln f(z)

ñîîòâåòñòâåííî, òî âñå íåïðåðûâíûå âåòâè ýòèõ ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé â îáëàñòè G ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

gk(z) = g0(z)e
2πki

n , k ∈ 0,n− 1, (9)
hk(z) = h0(z) + 2πki, k ∈ Z, (10)

ïðè ýòîì îíè îïèñûâàþò âñå ðåãóëÿðíûå âåòâè â îáëàñòè G
ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n

√
f(z)} è Ln f(z) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1
� 15.

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè G
óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ 1 è òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðî-
ñòîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà ◦

γ ⊂ G ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî (8). Òîãäà â îáëàñòè G ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå
âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg f(z), ïðè÷åì âñå îíè ïðåä-
ñòàâèìû â âèäå{

ϕk(z) = ϕ0(z) + 2πk, k ∈ Z,

ϕ0(z) = ψ0 + ∆γaz arg f(z)
(11)

ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîé òî÷êè a ∈ G è óãëà
ψ0 ∈ Arg f(a), ïðè÷åì γaz ⊂ G åñòü ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-
ãëàäêèé êîíòóð ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå z.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (8),
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ϕ0(z) èç ôîðìóëû (11) íå çàâèñèò
îò âûáîðà êîíòóðà γaz, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òî÷êè z. Òàêæå
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðèâåäåííûå
â (11) ôóíêöèè ϕk óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèþ ϕk(z) ∈ Arg f(z)
∀ z ∈ G, ∀ k ∈ Z. Ïóñòü ◦

γ � çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð
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â G. Â ñèëó ôîðìóëû (21) èç � 15 äëÿ çàìêíóòîãî êîíòóðà Γ =
= f(

◦
γ ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Re

∫
Γ

dw
w = 0. Îòñþäà è â ñèëó

ôîðìóëû (7) èç ëåììû 1 ðàâåíñòâî (8) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
∫

◦
γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = i∆◦
γ

arg f(z) = 0, ∀ ◦γ ⊂ G.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïåðâîîáðàçíîé (òåîðåìà 2 � 10)
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z)

4
=

z∫
a

f ′(ζ)
f(ζ) dζ ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãóëÿðíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè G. Òàê êàê ê òîìó æå ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî ϕ0(z) = ψ0 + Im Φ(z), òî ôóíêöèÿ ϕ0 íåïðåðûâíà
íà îáëàñòè G.

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (11) îïèñûâàåò âñå íåïðåðûâíûå
âåòâè Arg f(z) â îáëàñòè G. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ âåòâü ϕ̃(z) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg f(z) â îáëàñòè G.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Arg f(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ G íàéäåòñÿ íî-
ìåð k(z) ∈ Z òàêîé, ÷òî

ϕ̃(z)− ϕ0(z) = 2πk(z). (12)
Ñëåâà â ðàâåíñòâå (12) ñòîèò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñïðàâà �
ôóíêöèÿ ñ äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ýòî âîçìîæíî ëèøü, åñëè
k(z) = k0 = const, ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (11).

Ëåììà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â îáëàñòè G óäîâëåòâîðÿåò
ïðåäïîëîæåíèþ 1. Åñëè â îáëàñòè G ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ
âåòâü h ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z), òî äëÿ ëþáûõ a,b ∈ G
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

h(b) = h(a) + ln
∣∣∣∣
f(b)
f(a)

∣∣∣∣ + i∆γab
arg f(z), (13)

ãäå γab � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð â G ñ íà÷àëîì
â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîé â óñëîâèè ëåììû ðå-
ãóëÿðíîé âåòâè h ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z) â ñèëó îïðå-
äåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

h(z) = ln |f(z)|+ i Imh(z), (14)
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ò. å. Im h(z) åñòü íåïðåðûâíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
Arg f(z) (ñì. ôîðìóëó (2)), òî÷íåå, Imh(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x è y.

Äîïóñòèì, ÷òî çàäàííûé êîíòóð γab ãëàäêèé è z : [0,1] → C
� åãî ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Òîãäà Imh(z(t)) åñòü ãëàäêàÿ
âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Arg f(z(t)). Ïî òåîðåìå 1 � 14 è
ïî îïðåäåëåíèþ 1 � 14 ïîëó÷àåì

∆[0,1] arg f(z(t)) = Imh(b)− Im h(a).

Â ñëó÷àå, êîãäà êîíòóð γab ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì, ýòî ðà-
âåíñòâî òàêæå ñïðàâåäëèâî ( ñëåäóåò åùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåì-
ìîé 1). Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ 1 ïîëó÷àåì

Imh(b)− Imh(a) = ∆γab
arg f(z). (15)

Èç ðàâåíñòâ (14) è (15) ñëåäóåò
h(b)− h(a) = ln |f(b)| − ln |f(a)|+ i∆γab

arg f(z).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â îáëàñòè G óäîâëåòâîðÿ-
åò ïðåäïîëîæåíèþ 1. ×òîáû â îáëàñòè G ñóùåñòâîâàëè ðåãó-
ëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî-
ãëàäêîãî êîíòóðà ◦

γ ⊂ G âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (8).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Áåðåì êîíòóð ◦

γ ñ
íà÷àëîì è êîíöîì â îäíîé òî÷êå a = b. Ïî ëåììå 5 èç ôîðìó-
ëû (13) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (8).

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êó a ∈ G
è çíà÷åíèå h(a) ∈ Ln f(a). Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
z ∈ G è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γaz ñ
íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå z âûðàæåíèå

h(z) = h(a) + ln
∣∣∣∣
f(z)
f(a)

∣∣∣∣ + i∆γaz arg f(z). (16)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (8) çíà÷åíèå h(z) íå
çàâèñèò îò âûáîðà êîíòóðà γaz ⊂ G, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âû-
áîðîì êîíöåâîé òî÷êè z, ò. å. h ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî,
î÷åâèäíî, ÷òî h(z) ∈ Ln f(z) ∀ z ∈ G.
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Òàê êàê h(a) = ln |f(a)|+iψ0, ãäå ψ0 åñòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå
Arg f(a), òî èç (16) ïîëó÷àåì, ÷òî

h(z) = ln |f(z)|+ i(ψ0 + ∆γaz arg f(z)), (17)
ò. å. â ñèëó ëåììû 4 ôóíêöèÿ h åñòü íåïðåðûâíàÿ âåòâü ìíî-
ãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z) â îáëàñòè G. Äîêàæåì åå ðåãóëÿð-
íîñòü â îáëàñòè G. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå z1 ∈ G ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Îáîçíà÷èì w1
4
= f(z1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ 1 w1 6= 0, ò. å.

ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî 0 6∈ Bε(w1). Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî îáðàç
êðóãà Bδ(z1) ⊂ G ñîäåðæèòñÿ â êðóãå Bε(w1), ò. å. f (Bδ(z1)) ⊂
⊂ Bε(w1). Êàê ïîêàçàíî â � 15, ó ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Lnw
â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Bε(w1), íå ñîäåðæàùåé íóëü, ñóùåñòâó-
åò ðåãóëÿðíàÿ âåòâü h̃(w), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ h̃(w1) =
= h(z1). Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé âèäà h̃(f(z))
åñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè Ln f(z) â êðóãå Bδ(z1), ïðè÷åì
h̃(f(z1)) = h(z1). Â ñèëó ëåììû 3 îá îáùåì âèäå íåïðåðûâíûõ
âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z) â îáëàñòè Bδ(z1) è â ñè-
ëó ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé â òî÷êå z1

ïîëó÷àåì, ÷òî h(z) ≡ h̃(f(z)) ïðè z ∈ Bδ(z1), ò. å. ôóíêöèÿ h
ðåãóëÿðíà â êðóãå Bδ(z1).

Ëåììà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â îáëàñòè G óäîâëåòâîðÿåò
ïðåäïîëîæåíèþ 1. Åñëè â îáëàñòè G ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ
âåòâü g ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
f(z)}, òî äëÿ ëþáûõ a,b ∈

∈ G ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

g(b) = g(a) n

√∣∣∣∣
f(b)
f(a)

∣∣∣∣e
i
n

∆γab
arg f(z), (18)

ãäå γab � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð â G ñ íà÷àëîì
â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1) Äîïóñòèì, ÷òî îáëàñòü G îäíîñâÿçíà. Òîãäà ïî ëåììå 2

âûïîëíåíî óñëîâèå (8). Ïóñòü âûáðàíû òî÷êà a ∈ G è óãîë ψ0 ∈
∈ Arg f(a). Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ â îáëàñòè G
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âåòâü h ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z) òàêàÿ, ÷òî Imh(a) =

= ψ0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g0(z)
4
= e

1
n

h(z). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà
ðåãóëÿðíà â G. Â ñèëó (2) è (17) ôóíêöèÿ g0 ïðèíèìàåò âèä

g0(z) = n
√
|f(z)|e i

n
(ψ0+∆γaz arg f(z)), g0(a) = n

√
|f(a)|e i

n
ψ0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g0 åñòü íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
f(z)} â îáëàñòè G. Äëÿ çàäàííîé â

óñëîâèè ëåììû 6 ôóíêöèè g â ñèëó ëåììû 2 ñóùåñòâóåò k0 ∈
∈ 0,n− 1 òàêîå, ÷òî

g(z) = g0(z)e
2πk0i

n , z ∈ G,

ò. å.
g(z) = n

√
|f(z)|e i

n
(ψ0+2πk0+∆γaz arg f(z)),

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (18).
2) Ïóñòü îáëàñòü G íåîäíîñâÿçíà. Ïóñòü a,b è êîíòóð γab ⊂

⊂ G çàäàíû ïî óñëîâèþ. Ðàçîáüåì äàííûé êîíòóð γab òî÷êà-
ìè z0 = a, z1, . . . ,zk = b íà ìàëûå ñåãìåíòû γzlzl+1

òàêèå, ÷òî
êàæäûé èç íèõ ëåæèò â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé ïîäîáëàñòè â
îáëàñòè G, ãäå â ñèëó äîêàçàííîãî â ïóíêòå 1) ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

g(zl+1)
g(zl)

= n

√∣∣∣∣
f(zl+1)
f(zl)

∣∣∣∣e
i
n

∆γzlzl+1
arg f(z)

. (19)

Ïåðåìíîæàÿ ðàâåíñòâà (19) ïðè âñåõ l îò 0 äî k−1, ïîëó÷àåì

g(b)
g(zk−1)

· g(zk−1)
g(zk−2)

· . . . · g(z1)
g(a)

= n

√∣∣∣∣
f(b)
f(a)

∣∣∣∣e
i
n

k−1P
l=0

∆γzlzl+1
arg f(z)

,

îòêóäà â ñèëó ëåììû 1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî (18).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f â îáëàñòè G óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäïîëîæåíèþ 1. ×òîáû â îáëàñòè G ñóùåñòâîâàëè ðåãóëÿð-
íûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
f(z)}, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîí-
òóðà ◦

γ ⊂ G íàøëîñü öåëîå ÷èñëî k◦
γ
òàêîå, ÷òî

∆◦
γ

arg f(z) = (2πn)k◦
γ
. (20)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (20) ñëå-
äóåò èç ëåììû 6, òàê êàê ïðè a = b è ïðè γab =

◦
γ â ñèëó (18)

èìååì e
i
n

∆◦
γ

arg f(z)
= 1, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî (20).

Äîñòàòî÷íîñòü. Çàôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ G è çíà÷åíèå
g(a) ∈ { n

√
f(a)}. Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ G

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γaz ⊂ G (ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå z) âûðàæåíèå

g(z) = g(a) · n

√∣∣∣∣
f(z)
f(a)

∣∣∣∣e
i
n

∆γaz arg f(z), (21)

êîòîðîå â ñèëó ðàâåíñòâà (20) íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíòóðà
γaz ⊂ G, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò z â îáëàñòè G. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

g(z) ∈ { n
√

f(z)}, ∀ z ∈ G.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ â (21), ðåãóëÿðíà
â G. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z1 ∈ G, è ïóñòü ÷èñëî
r > 0 òàêîâî, ÷òî Br(z1) ⊂ G. Òîãäà èç ôîðìóëû (21) ñëåäóåò
âûðàæåíèå

g(z) = g(z1) · n

√∣∣∣∣
f(z)
f(z1)

∣∣∣∣e
i
n

∆γz1z arg f(z), ∀ z ∈ Br(z1). (22)

Ôîðìóëó (22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå g(z) = e
1
n

h(z), ãäå ôóíê-
öèÿ h ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

h(z) = ln |f(z)|+ i(ψ1 + ∆γz1z arg f(z)), ∀ z ∈ Br(z1), (23)
ïðè÷åì çäåñü ψ1 ∈ Arg f(z1), ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ
g(z1) = n

√
|f(z1)|e i

n
ψ1 .

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà ◦
γ ⊂ Br(z1) â ñèëó

ëåììû 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8), òî ïî òåîðåìå 1 â îáëàñòè
Br(z1) ôóíêöèÿ h èç (23) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãî-
çíà÷íîé ôóíêöèè Ln f(z), è ïîýòîìó ôóíêöèÿ g êàê ñóïåðïîçè-
öèÿ äâóõ ðåãóëÿðíûõ åñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè { n

√
f(z)}

â êðóãå Br(z1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè z1 îòñþäà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â îáëàñòè G äëÿ ôóíêöèè f , óäîâëåò-
âîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè h
èëè g ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé Ln f(z) èëè { n

√
f(z)} ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà ïðîèçâîäíûå ýòèõ âåòâåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

h′(z) =
f ′(z)
f(z)

, g′(z) =
f ′(z)

n(g(z))n−1
. (24)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, äàííûå ôóíêöèè ðå-
ãóëÿðíû è óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

eh(z) ≡ f(z), gn(z) ≡ f(z).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè òîæäåñòâà, ïîëó÷àåì ôîðìóëû (24).
Çàìå÷àíèå 1. Èç ëåìì 5 è 6 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ

âåòâü ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé { n
√

f(z)} è Ln f(z) â çàäàííîé
îáëàñòè G îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîåãî çíà÷åíèÿ
â îäíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a ∈ G.
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� 17. Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé
Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ïðåäûäó-

ùåãî ïàðàãðàôà íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { 4
√

z3(z + 1)} â îáëàñòè G
4
= C \ [−1,0].

Äëÿ ðåãóëÿðíîé âåòâè g ýòîé ôóíêöèè òàêîé, ÷òî g1(2) = 4
√

24i,
âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ g1(i) è g′1(i).

Ð å ø å í è å. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2 èç
� 16 î ñóùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíûõ âåòâåé äàííîé ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè â çàäàííîé îáëàñòè G.

Ôóíêöèÿ f(z)
4
= z3(z +1) ðåãóëÿðíà è f(z) 6= 0 â îáëàñòè G.

Ïóñòü ◦
γ � çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð, ëåæàùèé â îá-

ëàñòè G, çàäàííûé ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-ãëàäêîé ïàðàìåòðèçà-
öèè z = z(t), t ∈ [0,1], z(0) = z(1) = z0 ∈ G. Òàê êàê z(t) ∈ G,
∀t ∈ [0,1], òî z(t) 6= α äëÿ êàæäîãî α ∈ [−1,0].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ z(t,α)
4
= z(t) − α, ãäå t ∈ [0,1], α ∈

∈ [−1,0]. Ýòî íåïðåðûâíàÿ äåôîðìàöèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 3 � 14)
â îáëàñòè G, ïðè÷åì z(t,α) 6= 0 ∀t,α è z(1,α)

z(0,α) = z0−α
z0−α ≡ 1 ïðè âñåõ

α ∈ [−1,0]. Ïî ñâîéñòâó óñòîé÷èâîñòè ê äåôîðìàöèè (òåîðåìà 3
� 14) ïîëó÷àåì, ÷òî

I(α) ≡ ∆[0,1] arg z(t,α) = const ∀α ∈ [−1,0].

Òàêèì îáðàçîì, I(0) = I(−1), ò. å.
∆◦

γ
arg z = ∆◦

γ
arg(z + 1). (1)

Îòñþäà è ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó ñâîéñòâó (òåîðåìà 2 � 14) ïî-
ëó÷àåì

∆◦
γ

arg z3(z + 1) = 3∆◦
γ

arg z + ∆◦
γ

arg(z + 1)
(1)
=

(1)
= 4∆◦

γ
arg z = 4(2πk◦

γ
) = (2π · 4)k◦

γ
,

ò. å. âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 � 16, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
â îáëàñòè G ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè { 4

√
z3(z + 1)}.
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Ïî ôîðìóëå (21) � 16 ðåãóëÿðíàÿ âåòâü g èìååò âèä

g1(z) = (24)1/4 · i · 4

√∣∣∣∣
z3(z + 1)

24

∣∣∣∣ e
i
4
(3∆γ arg z+∆γ arg(z+1)), (2)

ãäå γ � êîíòóð ñ íà÷àëîì â òî÷êå a = 2 è êîíöîì â òî÷êå z.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ g1(i) âîçüìåì

îòðåçîê γ = [2,i] è âû÷èñëèì âäîëü íåãî ïðèðàùåíèÿ àðãó-
ìåíòîâ z è z + 1. Òàê êàê ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà z âäîëü êðè-
âîé γ åñòü óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñ-âåêòîðà −−→0z ïðè íåïðåðûâíîì
äâèæåíèè z ïî êðèâîé γ îò íà÷àëüíîé òî÷êè ê êîíå÷íîé, òî
(ñì. ðèñ. 34) ïîëó÷àåì, ÷òî ∆γ arg z = π

2 . Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè-
ðàùåíèå àðãóìåíòà z + 1 âäîëü êðèâîé γ åñòü óãîë ïîâîðîòà
ðàäèóñ-âåêòîðà −−−−−→(−1)z ïðè íåïðåðûâíîì äâèæåíèè z ïî êðèâîé
γ îò íà÷àëüíîé òî÷êè ê êîíå÷íîé, òî (ñì. ðèñ. 34) ïîëó÷àåì,
÷òî ∆γ arg(z + 1) = π

4 . Â èòîãå, â ñèëó (2) ïîëó÷àåì g1(i) =
= 2

1
8 · e 15

16
πi.

x

y

0

γ

−1 1 2

i

Ðèñ. 34

Òàê êàê èç ôîðìóëû (24) � 16 ñëå-
äóåò, ÷òî g′1(z) = 4z3+3z2

4(g1(z))3
, òî

g′1(i) =
−3− 4i

4
· 2− 3

8 · e− 13
16

πi.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü ñóùåñòâî-
âàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ó ìíîãîçíà÷-

íîé ôóíêöèè Ln z
z+1 â îáëàñòè G

4
= C \ ((−∞,−1] ∪ [0,+∞)).

Îïèñàòü çíà÷åíèÿ ðåãóëÿðíîé âåòâè h ýòîé ôóíêöèè ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì h

(−1
2

)
= iπ. Âû÷èñëèòü h(i), h′(i).

Ð å ø å í è å. Çäåñü ôóíêöèÿ f(z)
4
= z

z+1 ðåãóëÿðíà è
f(z) 6= 0 â îáëàñòè G. Òàê êàê äàííàÿ îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ îä-
íîñâÿçíîé, òî ïî ëåììå 2 � 16 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8) � 16.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 � 16 î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåãóëÿðíûõ âåòâåé äàííîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè. Áî-
ëåå òîãî, ðåãóëÿðíàÿ âåòâü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàäàííûì óñëî-
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âèÿì, èìååò âèä (ñì. ôîðìóëó (13) â � 16)

h(z) = iπ + ln
| z

z+1 |∣∣ −1/2
1−1/2

∣∣ + i (∆γ arg z −∆γ arg(z + 1)) , (3)

ãäå γ � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð â îáëàñòè G ñ íà÷àëîì â òî÷êå
a = −1/2 è êîíöîì â òî÷êå z. Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëÿÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà z è ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà
z + 1, ïîëó÷àåì èç ôîðìóëû (3)

h(i) = iπ + ln
1√
2

+ i
(
−π

2
− π

4

)
= − ln

√
2 + i

π

4
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (24) � 16 î äèôôåðåíöèðîâàíèè ðåãó-
ëÿðíûõ âåòâåé ëîãàðèôìà, ïîëó÷àåì

h′(z) =
f ′(z)
f(z)

=
1

z(z + 1)
, ò. å. h′(i) = −1 + i

2
.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ âåòâü h ìíîãîçíà÷-
íîé ôóíêöèè Ln(1 − z2) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì
ïî ëó÷ó äåéñòâèòåëüíîé îñè (−∞,1] òàêàÿ, ÷òî Imh

(
i
5

)
= 0.

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ h â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå a =
= −i. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.
Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà è åãî ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z = i

5 .

Ð å ø å í è å. Òàê êàê çàäàííàÿ îáëàñòü G
4
= C \ (−∞,1]

îäíîñâÿçíà, à ôóíêöèÿ f(z)
4
= 1−z2 ðåãóëÿðíà è f(z) 6= 0 â ýòîé

îáëàñòè, òî â ñèëó ëåììû 2 � 16 è òåîðåìû 1 � 16 ðåãóëÿðíûå
âåòâè ôóíêöèè Ln(1 − z2) ñóùåñòâóþò â äàííîé îáëàñòè G.
Òàê êàê h

(
i
5

)
= ln |1 − (

i
5

)2 | + i Imh
(

i
5

)
, òî h

(
i
5

)
= ln 26

25 . Ïî
ôîðìóëå (13) � 16 âû÷èñëèì çíà÷åíèå h(−i):

h(−i) = ln
26
25

+ ln
∣∣∣∣
1− i2

26/25

∣∣∣∣ + i(∆γ arg(z − 1)+

+∆γ arg(z + 1) + ∆γ arg(−1)) =

= ln 2 + i

(
−

(
2π − π

4
− arctg

1
5

)
+

(
− arctg

1
5
− π

4

))
=

= ln 2− 2πi. (4)
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Çäåñü γ åñòü êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð ñ íà÷àëîì â òî÷êå i
5 è

êîíöîì â òî÷êå −i.
Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè h â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷-

êå −i ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîãî. Ïóñòü ζ = z+i. Òîãäà h(z) =
= h(ζ − i) = h̃(ζ), ïðè÷åì h̃(0) = h(−i) = ln 2− 2πi. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ âåòâè ëîãàðèôìà ïîëó÷àåì

h̃(ζ) ∈ Ln
(
1− (ζ − i)2

)
= Ln

(
2

(
1− ζ

1 + i

)(
1− ζ

i− 1

))
=

= Ln 2 + Ln
(

1− ζ

1 + i

)
+ Ln

(
1− ζ

i− 1

)
. (5)

Êàê ïîêàçàíî íàìè ðàíåå (ñì. ïðèìåð 4 � 9), ìíîãîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ln(1 + z) â êðóãå B1(0) èìååò ðåãóëÿðíûå âåòâè, äëÿ
êîòîðûõ áûëè âûïèñàíû ðÿäû Òåéëîðà. Ïîýòîìó â êðóãå |ζ| <
<
√

2 ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè Ln
(
1− ζ

1+i

)
è Ln

(
1− ζ

i−1

)
òàê-

æå èìåþò ðåãóëÿðíûå âåòâè. Â ÷àñòíîñòè, âîçüìåì èõ ðåãóëÿð-
íûå âåòâè h+(ζ) è h−(ζ), ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òîáû h+(0) =
= h−(0) = 0. Òîãäà ïî ôîðìóëå (15) � 9 èõ ðÿäû Òåéëîðà â
êðóãå |ζ| < √

2 èìåþò âèä

h+(ζ) = −
+∞∑

k=1

ζk

k(1 + i)k
, h−(ζ) = −

+∞∑

k=1

ζk

k(i− 1)k
, (6)

ïðè÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ðàâåí R =
√

2. Èç âêëþ-
÷åíèÿ (5) â ñèëó (6) ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå h̃(ζ)−h+(ζ)−h−(ζ) ∈
∈ Ln 2, ò. å.

h̃(ζ)− h+(ζ)− h−(ζ) = ln 2 + 2πk(ζ)i. (7)

Òàê êàê ñëåâà â ðàâåíñòâå (7) ñòîèò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
à ñïðàâà � ñòóïåí÷àòàÿ, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî k(ζ) = const. Ïî-
ëîæèâ ζ = 0, ïîëó÷àåì â ñèëó (4), ÷òî k(ζ) ≡ −1.

Îáúåäèíÿÿ âûðàæåíèÿ (6) è (7), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè h â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

h(z) = ln 2− 2πi−
+∞∑

k=1

1
k

(
1

(1 + i)k
+

1
(i− 1)k

)
(z + i)k. (8)
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Óòî÷íèì, ïðè êàêèõ z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8). Ïðèâåäåííûé
â ôîðìóëå (8) ñòåïåííîé ðÿä, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
âåòâüþ ôóíêöèè Ln(1 − z2) â êðóãå ñõîäèìîñòè ðÿäà |z + i| <
<
√

2. Îáîçíà÷èì ñóììó ýòîãî ðÿäà ÷åðåç S(z) ïðè z ∈ B√2(−
−i). Çàäàííàÿ íà C\(−∞,1) ôóíêöèÿ h íà ðàçðåçå (−1,1) èìååò
ðàçðûâ. Â ñàìîì äåëå, ïðè x ∈ (−1,1) äëÿ ëþáîãî êîíòóðà γ ⊂
⊂ G, ñ íà÷àëîì íà íèæíåì êðàþ ðàçðåçà â òî÷êå x−i0 è êîíöîì
íà âåðõíåì êðàþ ðàçðåçà â òî÷êå x + i0 è ñîâåðøàþùåãî îáõîä
òî÷êè z = 1 ñïðàâà, ïî ôîðìóëå (13) � 16 ïîëó÷àåì
h(x + i0) = h(x− i0) + i (∆γ arg(z − 1) + ∆γ arg(z + 1)) =

= h(x− i0) + i(2π + 0).

Ïðè x < −1 àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî h(x + i0) = h(x −
− i0) + 4πi. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (8) èìååò ìåñòî ëèøü íà
ìíîæåñòâå {z | |z + i| <

√
2, Im z < 0}. Â ñâîþ î÷åðåäü íà

ìíîæåñòâå {z | |z + i| < √
2, Im z > 0} çà ñ÷åò ñêà÷êà çíà÷åíèé

ôóíêöèè h(z) ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû îáëàñòè G ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî h(z) = S(z)+2πi. Â ÷àñòíîñòè, S

(
i
5

)
= h

(
i
5

)−2πi =
= ln 26

25 − 2πi.
Òàê êàê ôóíêöèÿ S(z) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãî-

çíà÷íîé ôóíêöèè Ln(1 − z2) â êðóãå B√2(−i), òî ïî ôîðìó-
ëå (24) èç � 16 äëÿ ðåãóëÿðíîé âåòâè ëîãàðèôìà ïîëó÷àåì

S′(z) =
−2z

1− z2
, ò. å. S′

(
i

5

)
= − 5i

13
.

Ðàñïðîñòðàíèì ôîðìóëó ñòåïåíè, èçâåñòíóþ äëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà, èñïîëüçóÿ ìíîãîçíà÷-
íóþ ôóíêöèþ Ln z.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a,b ∈ C, ïðè÷åì a 6= 0. Òîãäà îïðå-
äåëèì ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {ab} ïî ôîðìóëå

{ab} = eb Ln a. (9)

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà b =
= n è êîãäà b = 1

n , ãäå n ∈ N, ìíîæåñòâà {ab} â (9) ñîâïàäàþò ñ
îïðåäåëåííûìè ðàíåå â � 1 ñòåïåíüþ an è êîðíåì { n

√
a}, ïðè÷åì

ìíîæåñòâî {an} ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

135



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Ïðèìåð 4. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî b ∈ C, b 6∈ N. Èññëåäóåì
ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {(1+
+ z)b} â êðóãå B1(0).

Ð å ø å í è å. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1 ó ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè {(1 + z)b} ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè, òàê êàê, î÷åâèä-
íî, ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè ó ôóíêöèè Ln(1+ z) â êðóãå
B1(0), êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü hk(z), ãäå hk(0) = 2πki, k ∈
∈ Z. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè {(1 + z)b} ïðèíèìàþò âèä

wk(z) = ebhk(z), wk(0) = e2πkbi, k ∈ Z. (10)
Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè wk(z) â êðó-
ãå B1(0). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè
(òåîðåìà 1 � 5) ïîëó÷àåì

w′k(z) = wk(z) · b

1 + z
, ò. å. w′k(0) = b · wk(0),

w′′k(z) = wk(z) · b(b− 1)
(1 + z)2

, ò. å. w′′k(0) = b(b− 1) · wk(0),

w
(n)
k (z) = wk(z) · b(b− 1) . . . (b− n + 1)

(1 + z)n
. (11)

Èç ñîîòíîøåíèé (11) è èç ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå íóëü ïîëó÷àåì

wk(z) = wk(0) ·
+∞∑

n=0

Cn
b zn, (12)

ãäå Cn
b

4
= b(b−1)...(b−n+1)

n! .
Ó ï ð à æ í å í è å 2. Èññëåäóéòå, ñóùåñòâóþò ëè ó ìíîãî-

çíà÷íîé ôóíêöèè {(1 + z)b} â êðóãå B1(0) äðóãèå ðåãóëÿðíûå
âåòâè, êðîìå âåòâåé âèäà (10).

Ïðèìåð 5. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì z ðåãó-
ëÿðíóþ âåòâü g(z) ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { 3

√
1− z2} â îáëàñòè

B1(0) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì g(0) = e
2πi
3 .

Ïî ôîðìóëå (12) ñðàçó ïîëó÷àåì îòâåò (ïðè b = 1
3):

g(z) = e
2πi
3

+∞∑

n=0

Cn
1/3(−1)nz2n, z ∈ B1(0).
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Ïðèìåð 6. Óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { 4

√
z3(z + 1)} â îáëàñòè

◦
B1(∞), ðàçëî-

æèòü ýòè âåòâè â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z.
Ð å ø å í è å. Òàê êàê ìíîæåñòâî

◦
B1(∞) ⊂ C \ [−1,0],

òî, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1, ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèè
{ 4
√

z3(z + 1)} â îáëàñòè G1 =
◦
B1(∞) ñóùåñòâóþò, ïðè ýòîì îíè

îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â îäíîé ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íîé òî÷êå z0 ∈ G1.

Ïóñòü z0 = 2, òîãäà ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü gk(z) îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç çíà÷åíèÿ gk(2) = 4

√
24e

2πki
4 , ò. å. gk(z) = e

πki
2 · g0(z),

k = 0,1,2,3.
Äëÿ âñÿêîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x > 2 ïîëó÷àåì â ñè-

ëó (18) � 16 ôîðìóëó
g0(x) = 4

√
x3(x + 1) e

i
4
(3∆γ arg z+∆γ arg(z+1)).

Â ýòîé ôîðìóëå êîíòóð γ åñòü îòðåçîê [2,x], ïîýòîìó ∆γ arg z =
= 0, ∆γ arg(z+1) = 0, îòêóäà g0(x) = 4

√
x3(x + 1), ò. å. çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ïðè äåéñòâèòåëüíûõ x > 2 ñîâïàäàåò ñ àðèôìåòè÷åñ-
êèì çíà÷åíèåì êîðíÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Òåéëîðà ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ïîëó÷èì ïðè
x > 2:

g0(x) = x
4

√
1 +

1
x

= x
+∞∑

n=0

Cn
1/4

1
xn

. (13)

Òàê êàê ðåãóëÿðíûå â îáëàñòè
◦
B1(∞) ôóíêöèÿ g0(z) è ñóì-

ìà ðÿäà
+∞∑
n=0

Cn
1/4

1
zn−1 ðàâíû íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè x > 2,

òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè (ñì. òåîðå-
ìó 1 � 10) óêàçàííûå ôóíêöèè ðàâíû â

◦
B1(∞). Â èòîãå ïîëó-

÷àåì ðàâåíñòâî
gk(z) = e

πki
2

+∞∑

n=0

Cn
1/4

1
zn−1

, |z| > 1, (14)

êîòîðîå â ñèëó òåîðåìû 2 � 11 î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä Ëîðàíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ðåãóëÿðíîé âåòâè gk

èñêîìûì ðÿäîì Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.
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� 18. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
îò ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
Ïðè âû÷èñëåíèè ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ èíòåãðàëîâ îò

äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé (òàêèõ êàê êîðåíü èëè ëîãàðèôì), îñíîâíîé ïðîáëå-
ìîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îáëàñòåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè ýòèõ ìíîãîçíà÷íûõ
ôóíêöèé, è êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êî-
òîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

x

y

0−1

I+
ε,R

I−ε,R

Cε

CR

Gε,R

Ðèñ. 35

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòå-
ãðàë

J =

+∞∫

0

ln x dx

(1 + x)2 3
√

x
.

Ð å ø å í è å. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýòîãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ âû-
÷åòîâ â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ìû
âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü ìíîãî-
çíà÷íûå ôóíêöèè Ln z è { 3

√
z}.

Îïðåäåëèì îáëàñòè G
4
= C \ [0,+∞) è Gε, R

4
= {z ∈ G | ε <

< |z| < R}, ãäå 0 < ε < 1 < R. Â îáëàñòè G ó ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè Ln z ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ âåòâü âèäà h(z) = ln |z|+
+ i arg z, à ó ôóíêöèè { 3

√
z} ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ âåòâü âèäà

g(z) = 3
√
|z|e i

3
arg z, ãäå â îáîèõ ñëó÷àÿõ arg z ∈ (0,2π). Îïðåäå-

ëèì ôóíêöèþ
f(z)

4
=

h(z)
(1 + z)2g(z)

,

è ðàññìîòðèì åå â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Gε, R (ñì. ðèñ. 35). Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îáëàñòè Gε, R \ {−1} è
íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìà âïëîòü äî ãðàíèöû γε, R îáëàñòè Gε, R.
Ïðè ýòîì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âåðõíåì áåðåãó
I+
ε, R ðàçðåçà ïî îòðåçêó [ε,R] ðàâíî

f(x + i0) =
ln x

(1 + x)2 3
√

x
, x ∈ I+

ε, R. (1)
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Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà íèæíåì áåðåãó I−ε, R ðàçðåçà
ðàâíî

f(x− i0) =
lnx + 2πi

(1 + x)2 3
√

xe
2πi
3

, x ∈ I−ε, R. (2)

Òî÷êà z = −1 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f . Ïî
òåîðåìå î âû÷åòàõ è ïî ôîðìóëå (4) èç � 13 ïîëó÷àåì
∫

γε,R

f(z) dz = 2πi res
−1

f = 2πi
d

dz

[
h(z)
g(z)

]

z=−1

=

= 2πi
g(z)h′(z)− h(z)g′(z)

g2(z)

∣∣∣∣
z=−1

= 2πi
1
zg(z)− 1

3
g(z)

z h(z)
g2(z)

∣∣∣∣∣
z=−1

=

=
(
−1 +

iπ

3

)
· 2πie−i π

3 . (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçáèâàÿ êîíòóð γε,R íà ãëàäêèå êîìïîíåí-
òû, ò. å. γε, R = I+

ε, R ∪ I−ε, R ∪Cε∪CR, ãäå Cε è CR � îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñîâ ε è R ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

∫

γε, R

f(z) dz =




∫

I+
ε, R

+
∫

I−ε, R

+
∫

Cε

+
∫

CR


 f(z) dz.

Â èòîãå â ñèëó ðàâåíñòâ (1) è (2) ïîëó÷àåì
∫

γε, R

f(z) dz =

=

R∫

ε

lnx dx

(1 + x)2 3
√

x
+

ε∫

R

lnx + 2πi

(1 + x)2 3
√

xe
2πi
3

dx+
∫

Cε

f(z) dz+
∫

CR

f(z) dz =

=
(
1− e−

2πi
3

) R∫

ε

ln x dx

(1 + x)2 3
√

x
− 2πie−

2πi
3

R∫

ε

dx

(1 + x)2 3
√

x
+

+
∫

Cε

f(z) dz +
∫

CR

f(z) dz. (4)
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Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë
∫
Cε

f(z) dz → 0 ïðè ε → 0, è èíòåãðàë
∫

CR

f(z) dz → 0 ïðè R → +∞. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì îöåíêè

∣∣∣∣∣∣

∫

Cε

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
6

2π∫

0

| ln ε|+ 2π

(1− ε)2ε1/3
ε dϕ 6

6 (| ln ε|+ 2π)2πε

(1− ε)2ε1/3
→ 0 ïðè ε → 0, (5)

∣∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣∣
6

2π∫

0

| lnR|+ 2π

(R− 1)2R1/3
R dϕ ∼

∼ 2π
| lnR|
R4/3

→ 0 ïðè R → +∞. (6)

Èòàê, â ïðåäåëå ïðè ε → 0 è R → +∞ èç ôîðìóë (3)� (6)
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(
−1 +

iπ

3

)
2πie−i π

3 =
(
1− e−

2πi
3

)
J − 2πie−

2πi
3 J̃ ,

ãäå J̃ =
+∞∫
0

dx
(1+x)2 3√x

, ò. å.
(
−1 +

iπ

3

)
π = sin

π

3
· J − π

(
cos

π

3
− i sin

π

3

)
J̃ . (7)

Ïðèðàâíÿâ â ðàâåíñòâå (7) äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè,
ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ

−π =
√

3
2

J − π

2
J̃ ,

π
√

3
2

J̃ =
π2

3
,

îòêóäà
J̃ =

2π

3
√

3
, J =

(
π2

3
√

3
− π

)
2√
3

.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë âèäà

J =

2∫

0

4
√

x3(2− x)
(1 + x)2

dx
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Ð å ø å í è å. ×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè âû÷åòîâ, íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíê-
öèþ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Îäíàêî ïðè ýòîì êîðåíü ñòàíî-
âèòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé { 4

√
z3(2− z)}. Ïîýòîìó íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû ó ýòîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ñóùåñòâîâàëè ðå-
ãóëÿðíûå âåòâè. Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà, òàê êàê ýòà
ôóíêöèÿ äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â îáëàñòè
G = C \ [0,2], âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 � 16. (Ïðîâåðü-
òå ñàìîñòîÿòåëüíî àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1 èç �17.)

Âûáåðåì òåïåðü òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü ýòîãî êîðíÿ, êî-
òîðàÿ â ïðåäåëå íà âåðõíåì áåðåãó I+ ðàçðåçà ïî îòðåçêó [0,2]
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ 4

√
x3(2− x) > 0,

x ∈ [0,2]. Äëÿ ýòîãî âûáèðàåì ðåãóëÿðíóþ â îáëàñòè C \ [0,2]
âåòâü g ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { 4

√
z3(2− z)} òàêóþ, ÷òî åå ïðå-

äåë â òî÷êå z = 1 èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàâåí
g(1 + i0) = 1. (8)

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå âåòâè â ëþáîé òî÷êå
x ∈ (0,2) èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ( ò.å. íà áåðåãó I+ ðàçðå-
çà) ðàâíî g(x + i0) = 4

√
x3(2− x) > 0. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè g â òî÷êàõ x ∈ (0,2) èç íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ò. å. íà
áåðåãó I− ðàçðåçà ïî îòðåçêó [0,2], ïðèíèìàåò ïî ôîðìóëå (18)
� 16 çíà÷åíèå

g(x− i0) = 4
√
|x3(2− x)| e i

4
(3∆γ arg z+∆γ arg(2−z)) =

= g(x + i0) e
i
4
(3·2π+0) = g(x + i0) e

3
2
πi. (9)

Â ôîðìóëå (9) êîíòóð γ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå 1+i0 íà âåðõíåì
áåðåãó ðàçðåçà è îêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x− i0 íà íèæíåì áåðåãó
ðàçðåçà.

Ïóñòü ε ∈ (0,1). Ðàññìîòðèì â îáëàñòè G êîíòóð γε, èìå-
þùèé âèä ãàíòåëè (ñì. ðèñ. 36), ò. å. ñîñòàâëåííûé èç îêðóæ-
íîñòåé C0ε è C2ε ðàäèóñà ε è öåíòðàìè â òî÷êàõ 0 è 2 ñîîò-
âåòñòâåííî, à òàêæå äâóõ áåðåãîâ I+

ε è I−ε ðàçðåçà ïî îòðåçêó
[ε,2− ε].

Îðèåíòèðóåì ïîëó÷åííûé êîíòóð γε ïîëîæèòåëüíî ïî
îòíîøåíèþ ê îãðàíè÷åííîé èì âíåøíåé ÷àñòè ïëîñêîñòè
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x

y

0

C0ε C2ε

γγ

γ

I+
ε

I−ε 2
−1

Ðèñ. 36

(ñì. ðèñ. 36). Ïóñòü f(z)
4
= g(z)

(1+z)2
. Òàê êàê ôóíêöèþ f ìîæíî

íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü íà êîíòóð γε, òî ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Jε
4
=

∫

γε

f(z) dz.

Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, è èç ôîðìû êîíòóðà
γε ñ äðóãîé, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

Jε = 2πi

(
res
−1

f + res∞ f

)
=

(∫

I+
ε

+
∫

I−ε
+

∫

C0ε

+
∫

C2ε

)
f(z)dz. (10)

Òàê êàê òî÷êà z = −1 åñòü ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f òî,
âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé (4) � 13 è ôîð-
ìóëîé (24) � 16, ïîëó÷èì

res
−1

f = lim
z→−1

d

dz

[
(z + 1)2f(z)

]
= lim

z→−1

dg(z)
dz

=

= lim
z→−1

[
(z3(2− z))′

4g3(z)

]
=

5
2g3(−1)

.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå g(−1). Âçÿâ êîíòóð γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå
1 + i0, ëåæàùåé íà âåðõíåì êðàå I+

ε , è êîíöîì â òî÷êå −1, ïî
ôîðìóëå (18) � 16 ïîëó÷àåì

g(−1) = 4
√

3 e
i
4
(3∆γ arg z+∆γ arg(2−z)) = 4

√
3 e

i
4
(π·3+0).

Â èòîãå
res
−1

f =
5

2 · 33/4
e−

π
4
i.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ res∞ f âûïèøåì ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z

ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè∞. Ïóñòü z = x � ïðîèçâîëüíîå äåé-
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ñòâèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî x > 2. Òîãäà ïî òîé æå ôîðìó-
ëå (18) � 16 ïîëó÷àåì (çäåñü êîíòóð γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå 1 + i0
íà I+

ε è êîíöîì â òî÷êå x > 2)

g(x) = 4
√

x3(x− 2) e
i
4
(3∆γ arg z+∆γ arg(z−2)) =

= x
4

√
1− 2

x
e

i
4
(0−π) = e−

πi
4 x

+∞∑

n=0

Cn
1/4

(
−2

x

)n

.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äîêàçàíî â ïðèìåðå 5 � 17, îòñþäà è
èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè �10 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

g(z) = e−
πi
4 z ·

+∞∑

n=0

Cn
1/4

(−2)n

zn
, |z| > 2. (11)

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé â ñèëó ôîðìóëû (11) ïðåîáðàçóåì
ôóíêöèþ f ê âèäó

f(z) =
z

(z + 1)2
h(z), ãäå h(z) = e−

πi
4

+∞∑

n=0

Cn
1/4

(−2)n

zn
. (12)

Òàê êàê ïî ôîðìóëå (12) èç � 17 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàç-
ëîæåíèå â ñõîäÿùèéñÿ ïðè |z| > 1 ðÿä:

z

(1 + z)2
=

1

z
(
1 + 1

z

)2 =
1
z

(
1− 2

z
+

3
z2

+ . . .

)
, (13)

òî, ïåðåìíîæàÿ ðÿäû (12) è (13), ïîëó÷àåì, ÷òî

res∞ f = −h(∞) = −e−
πi
4 .

Îöåíèì èíòåãðàëû ïî îêðóæíîñòÿì C0ε = {z | |z| = ε} è
C2ε = {z | |z − 2| = ε}:

∣∣∣∣∣∣

∫

C0ε

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
6

2π∫

0

4
√
|ε3(2 + ε)|
(1− ε)2

ε dϕ 6 A · ε7/4 → 0 ïðè ε → 0,

∣∣∣∣∣∣

∫

C2ε

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
6

2π∫

0

4
√

(2 + ε)3ε
(3− ε)2

ε dϕ 6 B · ε5/4 → 0 ïðè ε → 0.
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Â ñèëó ôîðìóë (8) è (9) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
∫

I+
ε

f dz =

2−ε∫

ε

4
√

x3(2− x)
(1 + x)2

dx,

∫

I−ε

f dz =

ε∫

2−ε

g(x− i0)
(1 + x)2

dx = −
2−ε∫

ε

g(x + i0)e
3
2
πi

(1 + x)2
dx = −e

3
2
πi

∫

I+
ε

f dz.

Ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå (10) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî

2πi

(
5

2 · 33/4
− 1

)
e−

π
4
i = J

(
1− e

3
2
πi

)
,

ò. å.

π

(
5

2 · 33/4
− 1

)
=

e
π
4
i − e−

π
4
i

2i
J, J =

√
2π

(
5

2 · 33/4
− 1

)
.

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü áûë ïðèâåäåí îáùèé ìåòîä âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà β-ôóíêöèè. Ðåøåíèå æå êîíêðåòíîãî
ïðèìåðà 2 ìîæíî áûëî óïðîñòèòü. Òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåìà íà ãðàíèöó îáëàñòè G =
= C \ [0,2] (ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà âåðõíåì è íèæíåì
áåðåãàõ ðàçðåçà (0,2)), âêëþ÷àÿ êîíöåâûå òî÷êè 0 è 2, òî âìå-
ñòî èíòåãðàëà ïî "ãàíòåëå"γε ìîæíî áûëî ïî òåîðèè âû÷åòîâ
âû÷èñëÿòü èíòåãðàë ïî äâóì áåðåãàì I+ è I− ðàçðåçà ïî âñåìó
îòðåçêó [0,2].

x

y

0
α α

i√
2

−i√
2

2i

−2 2

Ðèñ. 37

Åñëè áû ôóíêöèÿ êîðíÿ (8) ñòîÿ-
ëà â çíàìåíàòåëå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè f , òî áåç ¾ãàíòåëè¿ γε íå îáîéòèñü.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü g
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {√z2 − 4} îïðå-
äåëåíà â îáëàñòè G, ïðåäñòàâëÿþùåé ñî-
áîé êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì
ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 2, Im z > 0

(ñì. ðèñ. 37), ïðè÷åì ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè g
â îêðåñòíîñòè z = ∞ ðàâíà z. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

144



� 18. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ðåãóëÿðíûõ âåòâåé

J =
∫

|z|=1

dz

g(z)− 3z
.

Ð å ø å í è å. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïðèìåðàì ïðåæäå
âñåãî ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî â çàäàííîé îáëàñòè äåéñòâèòåëüíî
ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèè {√z2 − 4}. (Äîêàæèòå
ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà J ïî òåîðèè âû÷åòîâ íàäî íàé-
òè îñîáûå òî÷êè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ò. å. òî÷êè, â êî-
òîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî g(z) = 3z. ×òîáû èõ íàéòè, çà-
ìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò g2(z) = (3z)2. Òàê êàê
ïî îïðåäåëåíèþ êîðíÿ g2(z) = z2 − 4, òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
z2 − 4 = 9z2, ò. å. z1, 2 = ± i√

2
� òî÷êè, â êîòîðûõ âîçìîæíî

ðàâåíñòâî g(z) = 3z.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ g
(
± i√

2

)
. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âíà÷àëå âû-

÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè g â êîíå÷íîé òî÷êå, íàïðèìåð, â
òî÷êå z = 0. Äîïóñòèì, ÷òî ìû çíàåì çíà÷åíèå g(0). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x > 2 âû÷èñëèì çíà÷åíèå g(x)
ïî ôîðìóëå (18) � 16 (âçÿâ êîíòóð γ, èäóùèé èç òî÷êè z = 0 â
òî÷êó x):

g(x) = g(0)

√∣∣∣∣
x2 − 4

4

∣∣∣∣ e
i
2
(∆γ arg(z−2)+∆γ arg(z+2)) =

= g(0)
x

2

√
1− 4

x2
e

i
2
(π+0) =

i

2
g(0) · x

(
1− 2

x2
+ o

(
1
x2

))
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ðÿäà Òåéëîðà äëÿ
ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Ïî òåîðåìå î åäèí-
ñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 1 � 10) îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî

g(z) =
i

2
g(0)

(
z − 2

z
+ o

(
1
z

))
, |z| > 2.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíê-
öèè g â∞ ðàâíà z, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî g(0) = −2i. Òåïåðü ïî
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ôîðìóëå (18) � 16 ëåãêî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ g
(

i√
2

)
è g

(
− i√

2

)
:

g

(
i√
2

)
= −2i

√∣∣∣∣
−0,5− 4

4

∣∣∣∣ e
i
2
(− arcctg 2

√
2+arcctg 2

√
2) = − 3i√

2
.

Àíàëîãè÷íî g
(
− i√

2

)
= − 3i√

2
. Îòñþäà çíàìåíàòåëü (g(z) − 3z)

îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êå z = − i√
2
. Òàê êàê g′(z) = z

g(z) ,
òî g′

(
− i√

2

)
= 1

3 6= 3. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z = − i√
2
åñòü

ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(z) = 1
g(z)−3z .

Â èòîãå âû÷èñëÿåì èíòåãðàë ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ

J = 2πi res
− i√

2

f = 2πi
1

g′
(
− i√

2

)
− 3

= −3πi

4
.

146



� 19. Öåëûå è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

� 19. Öåëûå è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : C → C, ðåãóëÿðíàÿ âî âñåé

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íàçûâàåòñÿ öåëîé.
Ïî òåîðåìå 2 � 9 öåëàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõî-

äÿùåãîñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ðÿäà Òåéëîðà

f(z) =
+∞∑

n=0

cnzn, |z| < +∞, (1)

ãäå
cn =

1
2πi

∫

|ζ|=r

f(ζ)
ζn+1

dζ. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (1) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà
ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå ∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ öåëîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò ÷èñëà
A > 0, R1 > 0 è öåëîå m > 0, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

|f(z)| 6 A|z|m, ∀ z : |z| > R1. (3)
Òîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå,
÷åì m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ôîðìóëå (2) äëÿ êîýôôèöèåí-
òîâ cn ïðè r > R1 ïîëó÷àåì îöåíêó

|cn| 6 1
2π

∫

|ζ|=r

|f(ζ)|
rn+1

|dζ| 6 Arm

2πrn+1
· 2πr = Arm−n. (4)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî (4) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ r > R1,
òî ïðè n > m èç îöåíêè (4) ñëåäóåò, ÷òî |cn| ìåíüøå ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà Arm−n (ïðè r → ∞), ò. å. cn = 0 ïðè n >
> m. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðÿäà (1) ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f åñòü
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì m.

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Åñëè öåëàÿ ôóíê-
öèÿ f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, òî
îíà ïîñòîÿííà.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó
àëãåáðû.
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Òåîðåìà 2. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí
Pn(z) = c0 + c1z + · · ·+ cnzn,

ãäå cn 6= 0, n > 1, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü â ïëîñêî-
ñòè C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ìíîãî-
÷ëåí Pn íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ íè ïðè êàêîì z ∈ C. Òîãäà îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ g(z)

4
= 1

Pn(z) , êîòîðàÿ â ñèëó äîïóùåíèÿ áóäåò
öåëîé. Ïðè z →∞ èìååì Pn(z) →∞, ò. å. g(z) → 0 ïðè z →∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñ-
òè

◦
BR1(∞). Òîãäà ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ôóíêöèÿ g(z) ≡ const,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g.
Àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè f íà

áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì òðè âîçìîæíîñòè:
1) ∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ò. å. ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
◦
BR1(∞), îòêóäà ïî òåîðåìå Ëèó-

âèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî f(z) ≡ const;
2) ∞ � ïîëþñ, ò. å. ñóùåñòâóåò limz→∞ f(z) = ∞. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä Ëîðàíà ïî
ñòåïåíÿì z â îêðåñòíîñòè∞, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì (1),
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ò. å. ôóíêöèÿ f åñòü
ìíîãî÷ëåí;

3) ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå 2. Öåëàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé áåñêîíå÷íîñòü

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, íàçûâàåòñÿ öåëîé òðàíñ-
öåíäåíòíîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåðàìè öåëûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè ez, sin z, cos z, sh z, ch z.

Òåîðåìà 3 (Ñîõîöêèé). Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ öå-
ëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ C íàé-
äåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
è òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞ f(zn) = A.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Ïóñòü A = ∞. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n ∈ N íà ìíîæåñòâå

|z| > n ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ∞ áûëà
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áû óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f , ò. å. ôóíêöèÿ f íå
áûëà áû òðàíñöåíäåíòíîé), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà zn,|zn| > n,
òàêàÿ, ÷òî |f(zn)| > n. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî lim

n→∞ zn = ∞ è
lim

n→∞ f(zn) = ∞, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Ïóñòü A 6= ∞. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà ε0 > 0 è δ0 > 0 òàêèå, ÷òî
äëÿ âñåõ z,|z| > δ0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(z)−A| > ε0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = 1
f(z)−A . Îíà â ñèëó äîïóùåíèÿ

ðåãóëÿðíà â îáëàñòè
◦
Bδ0(∞), ïðè÷åì â ýòîé îáëàñòè ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà |g(z)| < 1/ε0. Òî åñòü ∞ åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè g, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë B = lim

z→∞ g(z),
ãäå B ∈ C. Òàê êàê f(z) = A + 1

g(z) , òî ôóíêöèÿ f òîæå ïðè
z → ∞ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, åñëè B 6= 0, èëè áåñêîíå÷íûé
ïðåäåë, åñëè B = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû, ïî
êîòîðîìó ∞ åñòü ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f . Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàøå äîïóùåíèå îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïóñòü äëÿ öåëîé ôóíêöèè f ñóùå-
ñòâóþò ÷èñëà A > 0, R1 > 0 è öåëîå m > 0, ïðè êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(z)| > A|z|m, ∀ z : |z| > R1.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà f ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. (Ñðàâíèòå ñ òåî-
ðåìîé 1.)

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñîõîö-
êîãî èñïîëüçóåòñÿ ëèøü òî, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü åñòü ñóùåñòâåí-
íî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , òî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4 (Ñîõîöêèé). Ïóñòü ôóíêöèÿ f :
◦
Bε(a) → C

ðåãóëÿðíà, à òî÷êà a ∈ C � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíê-
öèè f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ∈ C íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {zn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå a, è òàêàÿ, ÷òî lim

n→∞ f(zn) = A.
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Áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, õàðàêòåðèçóþùèé ïîâåäåíèå öå-
ëîé òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèè, îïèñàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå,
êîòîðóþ ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 5 (Ïèêàð). Ïóñòü çàäàíà öåëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ
ôóíêöèÿ f . Òîãäà â êàæäîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-
öèÿ f ïðèíèìàåò, è ïðèòîì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ëþáîå çíà-
÷åíèå èç C, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.

Èíà÷å ãîâîðÿ, òåîðåìà Ïèêàðà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè f �
öåëàÿ òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ âñÿêîãî A ∈ C, çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îäíîãî, óðàâíåíèå f(z) = A èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé {zn}. Ïðè ýòîì â ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû åäèíñòâåííîñòè lim

n→∞ zn =∞.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ w = ez. Äëÿ ëþáîãî A 6= 0

óðàâíåíèå ez = A èìååò ðåøåíèÿ zn = ln |A|+ i(argãë A + 2πn),
ãäå argãë A ∈ (−π,π], n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Çäåñü ÷èñëî A =
= 0 ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç òåì èñêëþ÷èòåëüíûì ïî òåîðåìå Ïèêàðà
çíà÷åíèåì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : C → C íàçûâàåòñÿ ìåðî-
ìîðôíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî R > 0 îíà ðåãóëÿðíà â êðóãå BR(0),
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.
1) Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà f(z) = Pn(z)

Qm(z) , ãäå Pn(z) è
Qm(z) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ýòà
ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ â C.

2) Ôóíêöèÿ ctg z = cos z
sin z èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëþñîâ 1-ãî ïî-

ðÿäêà â òî÷êàõ zk = πk, ∀ k ∈ Z.
3) Ôóíêöèÿ z

ez−1 èìååò ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ zk =
= 2πki, ∀ k ∈ Z, k 6= 0.
Ïóñòü çàäàíà ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f è ïóñòü {zk} ⊂ C �

âñå åå ïîëþñû. Äëÿ êàæäîãî ïîëþñà zk ∈ C ïîðÿäêà mk íàé-
äåòñÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü

◦
Bδk

(zk), â êîòîðîé ôóíêöèÿ f
ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ëîðàíà

f(z) =
ck−mk

(z − zk)mk
+ · · ·+ ck

−1

z − zk
+ ck

0 + ck
1(z − zk) + . . . . (5)
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Îáîçíà÷èì ãëàâíóþ ÷àñòü ýòîãî ðÿäà Ëîðàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå
zk ÷åðåç qk(z), ò. å.

qk(z)
4
=

ck−mk

(z − zk)mk
+ · · ·+ ck

−1

z − zk
. (6)

Òåîðåìà 6. Åñëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f èìååò â áåñêî-
íå÷íîñòè óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó èëè ïîëþñ, òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî âñåõ ïîëþñîâ òàêîé ôóíê-
öèè f êîíå÷íî, òàê êàê èíà÷å, â ñèëó êîìïàêòíîñòè ðàñøè-
ðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà ïîëþñîâ, êîòîðàÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé òî÷êîé è íå ìîæåò áûòü áåñ-
êîíå÷íîñòüþ (ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû). Îáîçíà÷èì
÷åðåç {zk}l

k=1 âñå êîíå÷íûå ïîëþñû ôóíêöèè f , ÷åðåç qk � ãëàâ-
íóþ ÷àñòü (6) êàæäîãî ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â
òî÷êå zk. Îáîçíà÷èì òàêæå

q0(z)
4
= c1z + · · ·+ cnzn

ãëàâíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â áåñêîíå÷-
íîñòè. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

r(z)
4
= f(z)−

l∑

k=0

qk(z).

Ýòà ôóíêöèÿ â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ â êàæäîé òî÷êå zk,
ãäå k ∈ 1,l, à òàêæå â áåñêîíå÷íîñòè èìååò óñòðàíèìûå îñî-
áåííîñòè. Ïîýòîìó, åñëè äîîïðåäåëèòü åå â ýòèõ òî÷êàõ ïî íå-
ïðåðûâíîñòè, è òàê êàê äðóãèõ îñîáåííîñòåé ó ôóíêöèè r íåò,
òî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ r ÿâëÿåòñÿ öåëîé è îãðàíè÷åííîé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r(z) ≡ a0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

f(z) = a0 +
l∑

k=0

qk(z), (7)

ò. å. ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.
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Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðåìå 6 òàêæå äîêàçàíà ôîðìóëà (7),
øèðîêî óïîòðåáëÿåìàÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, î âîçìîæ-
íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(z) = Pn(z)

Qm(z) â
âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé.

Ïîêàæåì, êàê óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 ìîæíî ðàçâèòü íà
ñëó÷àé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîëþñîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìó ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ êîíòóðîâ {Γn}∞n=1 íà-
çîâåì ïðàâèëüíîé, åñëè âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:
1) Äëÿ ëþáîãî n îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì Γn ñîäåð-

æèòñÿ âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γn+1, ïðè-
÷åì òî÷êà 0 ñîäåðæèòñÿ âíóòðè êîíòóðà Γ1.

2) Îáîçíà÷èì dn
4
= min{|z| | z ∈ Γn}. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

lim
n→∞ dn = ∞.

3) Îáîçíà÷èì ln
4
= äëèíà êîíòóðà Γn. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñóùå-

ñòâîâàëî ÷èñëî A > 0 òàêîå, ÷òî ln 6 Adn, ∀n ∈ N.
Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïðàâèëüíûõ ñèñòåì êîíòó-

ðîâ.
1. Îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êå 0 è ðàäèóñàìè Rn = n ∈ N.
2. Êâàäðàòû ñ öåíòðàìè â òî÷êå 0 è äèàãîíàëÿìè äëèíû n ∈
∈ N.
Òåîðåìà 7 (Êîøè). Ïóñòü äëÿ çàäàííîé ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ñèñòåìà êîíòóðîâ {Γn}∞n=1

òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû äâà äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:
1. Îáîçíà÷èì εn

4
= max{|f(z)| | z ∈ Γn}. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

lim
n→∞ εn = 0.

2. Ïîëþñû {zk} ôóíêöèè f ïðîíóìåðîâàíû òàê, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî n ∈ N îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì Γn, ñîäåðæèò
ðîâíî n ïåðâûõ ïî ïîðÿäêó ïîëþñîâ ôóíêöèè f , ïðè÷åì íà
ñàìîì êîíòóðå Γn ïîëþñîâ ôóíêöèè f íåò.
Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ðÿäà ýëåìåí-

òàðíûõ äðîáåé âèäà

f(z) =
+∞∑

k=1

qk(z), (8)
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ãäå ôóíêöèè qk îïðåäåëåíû â ôîðìóëå (6). Áîëåå òîãî, äëÿ
ëþáîãî R > 0 â êðóãå BR(0), èç êîòîðîãî âûáðîøåíû òî÷êè
ïîëþñîâ ôóíêöèè f , ðÿä (8) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñÿêîãî n ∈ N îïðåäåëèì
ôóíêöèè

Sn(z)
4
=

n∑

k=1

qk(z), (9)

rn(z)
4
= f(z)− Sn(z). (10)

Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Âíóòðè êîíòóðà Γn ïî óñëîâèþ òåîðå-
ìû ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ z1,z2, . . . ,zn ôóíê-
öèè f . Â ñèëó îïðåäåëåíèé (9), (10) äëÿ ôóíêöèè rn êàæ-
äàÿ òî÷êà zk, k ∈ 1,n, ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé,
òàê êàê åå ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé δk-îêðåñòíîñòè òî÷êè zk

åñòü ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f â ýòîé
îêðåñòíîñòè è Sn(z) � ñóììîé ãëàâíûõ ÷àñòåé ðÿäîâ Ëîðà-
íà ôóíêöèè f ñ öåíòðàìè â ïîëþñàõ, â òîì ÷èñëå è ñ öåí-
òðîì â äàííîé òî÷êå zk. Äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ rn â êàæäîé
òî÷êå zk ïðè k ∈ 1,n ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì ïðåäåëà,
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ rn ðåãóëÿðíà âíóòðè Γn è íåïðåðûâ-
íà íà çàìûêàíèè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γn. Ïî èí-
òåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè (òåîðåìà 1 � 8) â ëþáîé òî÷êå z,
ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γn, ïîëó÷à-
åì

rn(z) =
1

2πi

∫

Γn

rn(ζ)
ζ − z

dζ =
1

2πi

∫

Γn

f(ζ)
ζ − z

dζ− 1
2πi

∫

Γn

Sn(ζ)
ζ − z

dζ. (11)

Âû÷èñëèì I1n(z)
4
= − 1

2πi

∫
Γn

Sn(ζ)
ζ−z dζ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

(òåîðåìà 1 � 13). Çäåñü ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà
âñþäó, êðîìå ïîëþñîâ â òî÷êàõ ζ = z, ζ = z1, . . . , ζ = zn. Âíå
êîíòóðà Γn îíà ðåãóëÿðíà, è ïîýòîìó

I1n(z) = res∞
Sn(ζ)
ζ − z

.
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Òàê êàê â ñèëó ðàâåíñòâ (6) è (9) ïîëó÷àåì ñóììó
Sn(ζ)
ζ − z

=
n∑

k=1

mk∑

l=1

ck
−l

(ζ − z)(ζ − zk)l
,

â êîòîðîé êàæäîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèìî â âèäå
ck
−l

(ζ − z)(ζ − zk)l
= ck

−l

(
1

ζ l+1
+ o

(
1

ζ l+1

))
,

ãäå l + 1 > 2, òî ïî ôîðìóëå âû÷åòîâ (12) � 13 ïîëó÷àåì

res∞
Sn(ζ)
ζ − z

= 0, ò. å. I1n(z) ≡ 0.

Â èòîãå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(z) =
1

2πi

∫

Γn

f(ζ)
ζ − z

dζ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì îöåíêó

|rn(z)| 6 1
2π

∫

Γn

∣∣∣∣
f(ζ)
ζ − z

∣∣∣∣ |dζ| 6 ln
2π

max
{∣∣∣∣

f(ζ)
ζ − z

∣∣∣∣ | ζ ∈ Γn

}
. (12)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî R > 0. Òàê êàê lim
n→∞ dn =

= ∞ (ïî óñëîâèþ 2 îïðåäåëåíèÿ 4), òî íàéäåòñÿ íîìåð N0 òà-
êîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N0, dn > 2R. Â ñèëó óñëîâèÿ 3 îïðåäåëå-
íèÿ 4 äëÿ âñåõ z ∈ BR(0) è âñåõ n > N0 ïîëó÷àåì îöåíêó

|rn(z)| 6 1
2π

· εn

dn −R
ln =

εn

2π
· 1
1− R

dn

· ln
dn

6 εn

π
A.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà lim
n→∞ εn = 0 (óñëîâèå 1 òåîðåìû) ñëå-

äóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé rn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà BR(0) ê íóëþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
Sn = f − rn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f â êðóãå BR(0)
âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëå-
íà, ò. å. çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê åå ïîëþñîâ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü â òåîðåìå 7 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ, çà
èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ 1, âìåñòî êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå:

1′) ñóùåñòâóþò ÷èñëà C > 0 è m ∈ N òàêèå, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

εn
4
= max{|f(z)| | z ∈ Γn} 6 C · (dn)m, ∀n ∈ N, (13)
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ãäå dn � ñì. â îïðåäåëåíèè 4. Òîãäà, åñëè òî÷êà íóëü íå ÿâ-
ëÿëàñü ïîëþñîì ôóíêöèè f , òî äîáàâëÿÿ åùå îäèí äîñòàòî÷íî
ìàëûé êðóãîâîé êîíòóð ñ öåíòðîì â íóëå, ñîäåðæàùèéñÿ âíóò-
ðè êîíòóðà Γ1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z)

zm+1 âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 7, ïî êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå
åå â ðÿä ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé, îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî
ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé äëÿ ôóíêöèè f .

Ïðèìåð 1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ w = ctg z â ðÿä ýëåìåí-
òàðíûõ äðîáåé.

Ð å ø å í è å. Òàê êàê òî÷êè z1 = 0, z2 = π, z3 = −π,
z4 = 2π . . . , � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà, òî ñòðîèì ïðàâèëüíóþ
ñèñòåìó êîíòóðîâ Γn â âèäå êâàäðàòîâ (ñì. ðèñ. 38).

Ýòà ñèñòåìà êâàäðàòîâ ïðàâèëüíàÿ, òàê êàê dn > (n− 1)π
2 ,

ln = 4πn, ò. å. ln/dn 6 16 ïðè âñåõ n ∈ N.
Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 7.

x

y

0−2π 2π

−π π

−π
2

π
2

Γ1

Γ2

Γ3

Ðèñ. 38

1) Îöåíèì max{| ctg z| | z ∈ Γn}.
Íà âåðòèêàëüíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà Γn, èìåþùèõ âèä: z =

= π
2 + iy + πm, ïîëó÷àåì

∣∣cos
(

π
2 + iy + πm

)∣∣
∣∣sin (

π
2 + iy + πm

)∣∣ =
| sin iy|
| cos iy| =

∣∣∣∣
e−y − ey

e−y + ey

∣∣∣∣ 6 1.
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Íà ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà Γn, èìåþùèõ âèä:
z = x + iyn, |yn| = π

2 m, ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà

| ctg z| = |eix−yn + e−ix+yn |
|eix−yn − e−ix+yn | 6 |eix−yn |+ |e−ix+yn |

||eix−yn | − |e−ix+yn || 6

6 e−yn + eyn

|e−yn − eyn | =
1 + e−2|yn|

1− e−2|yn| < 2.

Â èòîãå, ôóíêöèÿ | ctg z| îãðàíè÷åíà íà êâàäðàòàõ {Γn}∞n=1.
2) Êàæäûé êâàäðàò Γn ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ ðîâíî n ïî-

ëþñîâ è íà Γn íåò ïîëþñîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ctg z

z óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì
òåîðåìû 7. Íàéäåì ãëàâíûå ÷àñòè ðàçëîæåíèé â ðÿä Ëîðàíà
ôóíêöèè ctg z

z â åå â ïîëþñàõ:

1. Â ïîëþñå z = 0 ïîëó÷àåì ctg z
z = cos z

z sin z = 1− z2

2!
+...

z2
�
1− z2

3!
+...

� =

= 1
z2 + c0 + . . . , ò. å. q0(z) = 1

z2 .
2. Îñòàëüíûå ïîëþñû zk = πk, k = ±1,± 2, . . . , áóäóò 1-ãî

ïîðÿäêà, ò. å.

qk =
res
zk

f

z − zk
; res

zk

f =
cos z

z

(sin z)′

∣∣∣∣
z=πk

=
1
πk

.

Ïî òåîðåìå 7 ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ñóììó ðÿäà ýëåìåí-
òàðíûõ äðîáåé

ctg z

z
=

1
z2

+
+∞∑
k 6=0

k=−∞

1
πk(z − πk)

,

îòêóäà

ctg z =
1
z

+
+∞∑
k 6=0

k=−∞

(z − πk) + πk

πk(z − πk)
=

1
z

+
+∞∑
k 6=0

k=−∞

(
1
πk

+
1

z − πk

)
=

=
1
z

+
+∞∑

k=1

(
1
πk

+
1

z − πk
+

1
−πk

+
1

z + πk

)
=

=
1
z

+
+∞∑

k=1

(
1

z − πk
+

1
z + πk

)
.
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� 20. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ

çàäàííûõ ôóíêöèé. Ïðîñòåéøèé èç íèõ ìû óæå âñòðå÷àëè ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè â � 10. Íà-
ïîìíèì åãî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f çàäàíà íà
ìíîæåñòâå E, à ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G, ñîäåðæàùåé
ìíîæåñòâî E, ïðè÷åì

f(z) = g(z), ∀ z ∈ E. (1)
Òîãäà ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèè f ñ ìíîæåñòâà E íà îáëàñòü G.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî òî÷åê è èìååò â îáëàñòè G ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
ïðåäåëüíóþ òî÷êó, òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè
f : E → C ñ ìíîæåñòâà E íà îáëàñòü G åäèíñòâåííî, ò. å.
åñëè ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ g : G → C, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ îïðåäåëåíèþ 1, òî îíà åäèíñòâåííà.

Äàííîå óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 1 � 10).

Òàê, íàïðèìåð, â � 10 ìû ðàññìîòðåëè àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå ôóíêöèé ex, sinx, cosx ñ äåéñòâèòåëüíîé îñè íà âñþ
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî ôîðìóëàì

ez 4
= ex · eiy, sin z

4
=

eiz − e−iz

2i
, cos z

4
=

eiz + e−iz

2
.

Îñíîâíûå ñëîæíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé ñâÿçàíû
ñ ðàññìîòðåíèåì ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïðèìåðàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ Ln z è { n

√
z}.

Ïðèâåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü âûáðàíû òî÷êà a ∈ C è êðóã Br(a),

r > 0, íà êîòîðîì çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f . Òîãäà ïàðó(
Br(a), f

)
íàçîâåì ýëåìåíòîì, à òî÷êó a íàçîâåì öåíòðîì ýòîãî

ýëåìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò

(
Bρ(b), g

)
ÿâëÿåò-

ñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà
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(
Br(a), f

)
, åñëè Br(a) ∩ Bρ(b) 6= ∅ è f(z) = g(z), ∀ z ∈ Br(a) ∩

∩Bρ(b).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííûõ ýëåìåíòå (Br(a),f) è êðóãå

Bρ(b) ôóíêöèÿ g íà Bρ(b), åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííà (â
ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè � òåîðåìû 1 � 10).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñêàæåì, ÷òî äâà ýëåìåíòà
(
Br(a), f

)
è(

Bρ(b), g
)
ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè èìåþò îáùèé öåíòð a = b è

îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè-
÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóãîãî. Òî åñòü, åñëè r < ρ, òî f(z) =
= g(z) ïðè âñåõ z ∈ Br(a). Îáîçíà÷àåì

(
Br(a), f

) ∼ (
Bρ(b), g

)

Îïðåäåëåíèå 5. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò
(
Bρ(b), g

)
ÿâëÿåò-

ñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà
(
Br(a), f

)
÷åðåç êî-

íå÷íóþ öåïî÷êó êðóãîâ (òàêæå ãîâîðÿò: ÷åðåç êîíå÷íóþ öå-
ïî÷êó ýëåìåíòîâ), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåí-
òîâ

(
Br1(a1), f1

)
,

(
Br2(a2), f2

)
, . . . ,

(
Brn(an), fn

)
òàêèõ, ÷òî

äëÿ êàæäîãî íîìåðà k ∈ 2,n ýëåìåíò
(
Brk

(ak), fk

)
ÿâëÿåò-

ñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà(
Brk−1

(ak−1), fk−1

)
, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(
Br1(a1), f1

)
=

(
Br(a), f

)
è

(
Brn(an), fn

)
=

(
Bρ(b), g

)
.

Ïðèìåð 1. Ñòåïåííîé ðÿä
+∞∑
n=0

zn ñõîäèòñÿ â êðóãå B1(0)

è ðàñõîäèòñÿ ïðè |z| > 1. Ïðè ýòîì ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàñ-
ñà (ñì. � 9) ñóììà f1 äàííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â
êðóãå B1(0) ôóíêöèåé, è, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1 � 9, îíà
ñîâïàäàåò â ýòîì êðóãå B1(0) ñ ôóíêöèåé f2(z) = 1

1−z , êî-
òîðàÿ îïðåäåëåíà è ðåãóëÿðíà â C \ {1}. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ëþáîì a ∈ C \ [1,+∞) ýëåìåíò

(
B|a−1|(a), f2

)
ÿâëÿåò-

ñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà(
B1(0), f1

)
(òàê êàê íå ïóñòî ìíîæåñòâî B1(0)

⋂
B|a−1|(a), â

êîòîðîì ýòè ôóíêöèè ñîâïàäàþò). Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëü-
íîì a > 1 ìíîæåñòâî B1(0)

⋂
B|a−1|(a) ïóñòî, íî ýëåìåíò(

B|a−1|(a), f2

)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåí-

òà
(
B1(0), f1

)
÷åðåç öåïî÷êó êðóãîâ, òàê êàê, ââåäÿ, íàïðè-

ìåð, åùå îäèí ýëåìåíò
(
B|i−1|(i), f2

)
, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî
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ïîñëåäíèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñ-
êèì ïðîäîëæåíèåì êàê ýëåìåíòà

(
B1(0), f1

)
, òàê è ýëåìåíòà(

B|a−1|(a), f2

)
.

x

y

0−2 2−1 1

−2i

2i

−i

i

B1(1)

B1(i)

B1(−1)

B1(−i)

Ðèñ. 39

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïÿòü ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëåííûõ
èç ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {√z}, âèäà(
B1(1),f0

)
,
(
B1(i),fπ/2

)
,
(
B1(−i),f−π/2

)
,
(
B1(−1),fπ

)
,
(
B1(−1),f−π

)
,

ãäå fs(z) =
√
|z|e i

2
args z, ïðè÷åì args z ∈ (

s − π
2 ,s + π

2

)
, s = 0,

±π/2, ±π.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â äàííûõ ïÿòè ýëåìåíòàõ êàæäàÿ

ôóíêöèÿ fs íà ñîîòâåòñòâóþùåì åé êðóãå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {√z}, ïðè÷åì fπ(z) =
= −f−π(z) ïðè âñåõ z ∈ B1(−1). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 3 ýëå-
ìåíò

(
B1(i), fπ/2

)
(òàêæå, êàê è ýëåìåíò

(
B1(−i), f−π/2

)
) ÿâëÿ-

åòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåí-
òà

(
B1(1), f0

)
, òàê êàê íà ìíîæåñòâå B1(1) ∩ B1(i) ôóíêöèè f0

è fπ/2 ðàâíû (ñì. ðèñ. 39).
Àíàëîãè÷íî ýëåìåíò

(
B1(−1), fπ

)
åñòü íåïîñðåäñòâåííîå

àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà
(
B1(i), fπ/2

)
, à ýëåìåíò(

B1(−1), f−π

)
åñòü íåïîñðåäñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå ýëåìåíòà
(
B1(−i), f−π/2

)
. Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè äâà

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà
(
B1(−1), fπ

)
è

(
B1(−1), f−π

)
, îïðåäåëåí-

íûõ â îäíîì è òîì æå êðóãå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-
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ñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè îäíîãî ýëåìåíòà
(
B1(1), f0

)
. Ïðèâåäåì

åùå îäèí ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ � ïðîäîëæåíèå
âäîëü êîíòóðà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü
(
Br1(a), f

)
� íà÷àëüíûé ýëåìåíò, à

γab � êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â
òî÷êå b, çàäàííûé ÷åðåç ïàðàìåòð åãî äëèíû s, ò. å. z = z(s),
0 6 s 6 l, z(0) = a, z(l) = b. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò

(
Br2(b), g

)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà

(
Br1(a), f

)
âäîëü êîíòóðà γab, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0, r 6 min{r1,r2},
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : [0,l] → C è ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ(
Br(z(s)), fs

)
, ∀ s ∈ [0,l] òàêèå, ÷òî

a) äëÿ âñÿêîãî s0 ∈ [0,l] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî fs0(z(s)) =
= ϕ(s) ïðè âñåõ s ∈ [0,l]

⋂
(s0 − r,s0 + r).

á)
(
Br(z(0)), f0

) ∼ (
Br1(a), f

)
è

(
Br(z(l)), fl

) ∼ (
Br2(b), g

)
�

ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ.
Ñôîðìóëèðîâàííîå â îïðåäåëåíèè 6 óñëîâèå ïî ñóùå-

ñòâó îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè s0 ýëåìåíò(
Br(z(s)), fs

)
ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðî-

äîëæåíèåì ýëåìåíòà
(
Br(z(s0)), fs0

)
ëèøü äëÿ áëèçêèõ ê s0

çíà÷åíèé s, ò. å. ïðè |s − s0| < r. Åñëè æå êðóã Br(z(s0)) èìå-
åò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ êðóãîì Br(z(s1)) ïðè äàëåêîì îò s0

çíà÷åíèè s1, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fs0 è
fs1 ðàçëè÷íû â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííûõ âûøå êðóãîâ.

Â ðàçîáðàííîì íàìè ðàíåå ïðèìåðå 2 íà÷àëüíûé ýëåìåíò(
B1(1), f0

)
, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðîäîëæèòü íå òîëüêî âäîëü êî-

íå÷íîé öåïî÷êè êðóãîâ, íî è âäîëü êîíòóðà � âåðõíåé ïîëó-
îêðóæíîñòè z = z1(s) = eis, s ∈ [0,π], ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà
ýëåìåíòîâ

(
B1(z1(s)), fs

)
, ãäå äëÿ âñåõ s ∈ [0,π] ôóíêöèÿ fs

îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðèìåðå 2. Â ðåçóëüòàòå ïðîäîë-
æåíèÿ âäîëü ýòîãî êîíòóðà îïÿòü ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ýëåìåíò(
B1(−1), fπ

)
. Åñëè æå íà÷àëüíûé ýëåìåíò

(
B1(1), f0

)
áóäåì

ïðîäîëæàòü âäîëü íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè z = z2(s) = e−is,
s ∈ [0,π] ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ

(
B1(z2(s)), f−s

)
, òî

ïîëó÷èòñÿ êîíå÷íûé ýëåìåíò
(
B1(−1), f−π

)
. Â ýòîì ñëó÷àå, òàê

æå êàê è ïðè ïðîäîëæåíèè âäîëü òðåõçâåííûõ öåïî÷åê êðóãîâ
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â ïðèìåðå 2, êîíå÷íûå ýëåìåíòû
(
B1(−1), fπ

)
è

(
B1(−1), f−π

)
ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 1. Ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé âäîëü
êîíå÷íîé öåïî÷êè êðóãîâ (ïî îïðåäåëåíèþ 5) è âäîëü êîíòóðà
(ïî îïðåäåëåíèþ 6) ýêâèâàëåíòíû. Ò.å. äëÿ âñÿêîãî àíàëèòè-
÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êîíå÷íîé öåïî÷êè êðóãîâ íàéäåò-
ñÿ êîíòóð òàêîé, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü ýòî-
ãî êîíòóðà ïðèâîäèò ê òîìó æå êîíå÷íîìó ýëåìåíòó, ÷òî è ïðè
ïðîäîëæåíèè âäîëü çàäàííîé êîíå÷íîé öåïî÷êè êðóãîâ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü
êîíòóðà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ öåïî÷êà êðóãîâ, òàêàÿ, ÷òî àíàëè-
òè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü íåå ïðîâîäèò ê òîìó æå ýëåìåíòó,
÷òî è ïðè ïðîäîëæåíèè âäîëü çàäàííîãî êîíòóðà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíò (Bρ(b),g) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñ-

êèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (Br(a),f) ÷åðåç íåêîòîðóþ êî-
íå÷íóþ öåïî÷êó êðóãîâ. Ïóñòü ïðè ýòîì ïîëó÷åíû ýëåìåíòû
{(Brk

(ak),fk} (ñì. îïðåäåëåíèå 5). Òîãäà â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ íîìåðà k ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿåì öåíòðû âõîäÿùèõ â
óïîðÿäî÷åííóþ öåïî÷êó êðóãîâ îòðåçêàìè è ïîëó÷àåì ëîìà-
íóþ γab. Ïðè ýòîì ëåãêî óêàçàòü ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî âñÿ-
êèé êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, ïðèíàä-
ëåæàùåé ëîìàíîé γab, ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì
èç êðóãîâ {Brk

(ak)}n
k=1. Îòñþäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-

åì 6, ìîæíî â êàæäîé òî÷êå z(s) ëîìàíîé íà êðóãå Br(z(s))
çàäàòü ýëåìåíò òàê, ÷òî ýëåìåíò (Bρ(b),g) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (Br(a),f)
âäîëü ýòîé ëîìàíîé γab.

2. Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíò
(
Br2(b), g

)
ïîëó÷åí èç ýëåìåíòà(

Br1(a), f
)
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âäîëü êóñî÷íî - ãëàä-

êîãî êîíòóðà γab (ïî îïðåäåëåíèþ 6).
Ïóñòü êîíòóð γab ÷åðåç ïàðàìåòð åãî äëèíû s çàäàåòñÿ

ôóíêöèåé z = z(s), 0 6 s 6 l, z(0) = a, z(l) = b. Ïî
îïðåäåëåíèþ 6 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ(
Br(z(s)), fs

)
, s ∈ [0,l], ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âû-
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áåðåì â íåé êîíå÷íóþ öåïî÷êó ýëåìåíòîâ
(
Br(z(sk)), fsk

)n

k=1
,

ãäå n =
[

2l
r

]
+ 1, sk = r

2k ïðè k = 0, . . . ,n − 1, à sn = l.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî íîìåðà k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |z(s) −
− z(sk)| 6 r

2 ïðè ëþáîì s ∈ (sk,sk+1]. Ïîýòîìó êàæäûé ýëå-
ìåíò

(
Br(z(sk+1)), fsk+1

)
ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì àíàëèòè-

÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà
(
Br(z(sk)), fsk

)
, îòêóäà â ñîâî-

êóïíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò
(
Br(b), fl

)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñ-

êèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà
(
Br0(a), f0

)
÷åðåç êîíå÷íóþ öå-

ïî÷êó êðóãîâ {Br(z(sk))}n
k=1.

Îïðåäåëåíèå 7.Ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïîðîæ-
äåííîé íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì

(
Br(a), f0

)
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòü F âñåõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîë-
æåíèåì ýëåìåíòà

(
Br(a), f0

)
âäîëü âñåõ òàêèõ êîíòóðîâ, íà÷è-

íàþùèõñÿ â òî÷êå a, âäîëü êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæå-
íèå âîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå 8. Àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé (áåç ñëîâà:
ïîëíàÿ) íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F , ò. å. òàêîå ïîäìíîæåñòâî,
ëþáûå äâà ýëåìåíòà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ïðî-
äîëæåíèÿìè äðóã äðóãà ÷åðåç íåêîòîðûé êîíòóð èëè íåêîòî-
ðóþ êîíå÷íóþ öåïî÷êó ýëåìåíòîâ èç ýòîãî æå ïîäìíîæåñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà

(
Br(a), f0

)
. Â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíîãî ìîæíî áðàòü ëþáîé ýëåìåíò èç ñîâîêóïíîñòè F .
Ìíîæåñòâî G =

⋃
α Brα(zα), ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì

êðóãîâ âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè F , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü.

Â ñàìîì äåëå, îòêðûòîñòü ìíîæåñòâà G ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî îíî åñòü îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñâÿçíîñòü ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ 8, ò. å. èç òîãî, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè èç G
ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëåæàùåé â îáúåäèíåíèè êðóãîâ, â
óçëàõ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ öåíòðû êðóãîâ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ
â öåïî÷êó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòîâ ñ öåíòðàìè â óêàçàííûõ òî÷êàõ äðóã
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â äðóãà. Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
çàäàíà (îïðåäåëåíà) íà îáëàñòè G.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè îäíîñâÿçíà, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2 (î ìîíîäðîìèè). Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü è Br(a) ⊂ G. Åñëè ýëåìåíò

(
Br(a), f0

)
àíàëèòè÷åñêè ïðî-

äîëæàåì ïî ëþáîìó êîíòóðó γab, ëåæàùåìó â îäíîñâÿçíîé îá-
ëàñòè G, òî ðåçóëüòàò åãî ïðîäîëæåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
b ∈ G íå çàâèñèò îò êîíòóðà γab, à îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî
êîíöîì b.

×àñòî ýòî ôîðìóëèðóþò è òàê: àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G, ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà G.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå
îïðåäåëåíèå è ëåììà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêèå êîíòóðû γ è γ̃
çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ïàðàìåòð äëèíû s â âèäå z =
= z(s), s ∈ (0,l) è z = z̃(s), s ∈ (0,l̃). Ðàññòîÿíèåì ìåæäó êðè-
âûìè γ è γ̃ íàçîâåì âåëè÷èíó

dist(γ,γ̃) = max{|z(s)− z̃(s)| | s ∈ [0, min(l,l̃)]}+ |l − l̃|. (2)

Ëåììà 1. Ïóñòü ýëåìåíò (Br0(a),f0) ìîæåò áûòü àíàëèòè-
÷åñêè ïðîäîëæåí âäîëü êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γab (ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
ε > 0 òàêîå, ÷òî ýëåìåíò (Br0(a),f0) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæåí âäîëü ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γ̃ab (èìåþ-
ùåãî òå æå íà÷àëî è êîíåö) òàêîãî, ÷òî dist(γab,γ̃ab) < ε (ãäå
dist ñì. â îïðåäåëåíèè 9). Ïðè ýòîì â êîíå÷íîé òî÷êå b áóäóò
ïîëó÷åíû ýêâèâàëåíòíûå ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = z(s), s ∈ (0,l),
îïèñûâàåò êîíòóð γab ÷åðåç ïàðàìåòð åãî äëèíû, è z(0) = a,
z(l) = b. Ïóñòü ÷èñëî r > 0, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(s),
s ∈ (0,l) è ýëåìåíòû (Br(z(s)),fs) âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì 6 ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ýëåìåíòà
(Br0(a),f0) âäîëü êîíòóðà γab.
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Âûáåðåì ÷èñëî ε = r
4 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîí-

òóð γ̃ab, çàäàâàåìûé ôóíêöèåé z = z̃(s), s ∈ (0,l̃), ãäå z̃(0) =
= a, z̃(l̃) = b, òàêîé, ÷òî dist(γab,γ̃ab) < ε.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà s ∈ [0, min(l,l̃)] îïðåäåëèì çíà÷åíèå
ôóíêöèè ϕ̃(s) è ýëåìåíò (Bε(z̃(s)),f̃s) èç âûðàæåíèé ϕ̃(s) =
= fs(z̃(s)) è f̃s(z) = fs(z) ïðè âñåõ z ∈ Bε(z̃(s)), ÷òî âîçìîæíî
â ñèëó î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ Bε(z̃(s)) ⊂ Br(z(s)).

Â ñëó÷àå, êîãäà l > l̃, èç ðàâåíñòâà z(l) = z̃(l̃) = b ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå Bε(z̃(l̃)) ⊂ Br(z(l̃))

⋂
Br(z(l)), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

fel(z) = fl(z) ïðè âñåõ z ∈ Bε(z̃(l̃)), ò. å. êîíå÷íûå ýëåìåíòû
ýêâèâàëåíòíû.

Â ñëó÷àå, êîãäà l < l̃, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà s ∈ (l,l̃], òàê êàê
l̃ − l < ε, òî èìååì z̃(s) ∈ Bε(b). Ïîýòîìó îïðåäåëèì çíà÷åíèå
ôóíêöèè ϕ̃(s) è ýëåìåíò (Bε(z̃(s)),f̃s) èç âûðàæåíèé ϕ̃(s) =
= fl(z̃(s)) è f̃s(z) = fl(z) ïðè âñåõ z ∈ Bε(z̃(s)), ÷òî âîçìîæíî
â ñèëó âêëþ÷åíèÿ Bε(z̃(s)) ⊂ Br(z(l)). Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå (ïðè l < l̃) êîíå÷íûå ýëåìåíòû
ýêâèâàëåíòíû.

Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ϕ̃(s) íà îòðåçêå [0,l̃]. Äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ s0 ∈ [0, min(l,l̃)] â ñèëó âûáîðà êîíòóðà
γ̃ab ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå z̃(s) ∈ Br(z(s0)) ïðè âñåõ s ∈
∈ [0, max(l,l̃)]

⋂
(s0 − ε,s0 + ε), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ̃(s) =

= fs0(z̃(s)) ïðè âñåõ s ∈ [0, max(l,l̃)]
⋂

(s0−ε,s0+ε), ò. å. ôóíêöèÿ
ϕ̃(s) íåïðåðûâíà â òî÷êå s0. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå, êîãäà l < l̃,
èç ðàâåíñòâà ϕ̃(s) = fl(z̃(s)) ïðè âñåõ s ∈ (l−ε,l̃] ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè ϕ̃(s) íà èíòåðâàëå (l − ε,l̃]. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 6 ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà (Br0(a),f0) âäîëü êîíòóðà γ̃ab, ïðè÷åì
â êîíå÷íîé òî÷êå ïîëó÷åí ýëåìåíò, ýêâèâàëåíòíûé êîíå÷íîìó
ýëåìåíòó, ïîëó÷àåìîìó ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ýëå-
ìåíòà (Br0(a),f0) âäîëü êîíòóðà γab.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G äà-

íû äâà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êîíòóðà γ0 è γ1 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé
z = z0(t) è z = z1(t), ãäå t ∈ [0,1], êîòîðûå ñîåäèíÿþò òî÷êè a
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è b, ò. å. z0(0) = z1(0) = a è z0(1) = z1(1) = b. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè (òàê êàê â ñèëó ëåììû 1 è òåîðåìû Âåéåðøòðàññà
ìîæíî ñãëàäèòü êðèâûå â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, â êîòîðûõ
èìååòñÿ èçëîì) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòóðû γ0 è γ1 ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè. Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè G êðèâûå γ0 è γ1 ÿâ-
ëÿþòñÿ ãîìîòîïíûìè, ò. å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ z = z(t,α) ⊂ G
ïðè t ∈ [0,1], α ∈ [0,1] òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè z(t,α) è z′t(t,α) íåïðå-
ðûâíû íà êâàäðàòå [0,1]× [0,1], à òàêæå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
z(t,0) = z0(t) è z(t,1) = z1(t) ïðè âñåõ t ∈ [0,1], à z(0,α) = a è
z(1,α) = b ïðè âñåõ α ∈ [0,1].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïà-
ðàìåòðà α ∈ [0,1] ôóíêöèÿ z = z(t,α), t ∈ [0,1] îïèñûâàåò ãëàä-
êóþ êðèâóþ γα, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G è ñîåäèíÿ-
åò òî÷êè a è b. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
z(t,α) è z′t(t,α) íà êâàäðàòå [0,1] × [0,1] äëèíà l(α) êîíòóðà γα

åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà α ∈ [0,1], è ïðè äîñòà-
òî÷íî áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ α1,α2 ∈ [0,1] ðàññòîÿíèå dist(γα1 ,γα2)
ìåæäó êðèâûìè ìàëî.

Ïî ëåììå 1 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α ∈ [0,1] ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî δ(α) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè α̃, âçÿ-
òîì èç èíòåðâàëà Iα

4
= [0,1]

⋂
(α−δ(α),α+δ(α)), àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà
(
Br(a), f0

)
âäîëü êàæäîãî êîíòóðà γeα

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíûì ýëåìåíòàì â êîíå÷íîé òî÷êå b.
Ïî ëåììå Ãåéíå�Áîðåëÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî èí-

òåðâàëîâ Iαj , ãäå 0 = α0 < α1 < . . . < αn, ïîêðûâàþùèõ îòðå-
çîê [0,1] òàê, ÷òî ýòè èíòåðâàëû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:
Iαj

⋂
Iαj+1 6= ∅, ∀j, è

n⋃
j=0

Iαj = [0,1]. Òîãäà àíàëèòè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå ýëåìåíòà
(
Br(a), f0

)
âäîëü êàæäîãî êîíòóðà γα, ãäå

α ∈ Iα0

⋃
Iα1 ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíûì ýëåìåíòàì â êîíöå-

âîé òî÷êå b. Àíàëîãè÷íî ýòî âåðíî ïðè âñåõ α ∈ Iα1

⋃
Iα2 è òàê

äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ýëåìåíòà

(
Br(a), f0

)
âäîëü êàæäîãî êîíòóðà γα, ãäå α ∈ [0,1],

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíûì ýëåìåíòàì â òî÷êå b.
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� 21. Ïîëíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ëîãàðèôìà
è êîðíÿ è èõ ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

1. Ïîëíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïóñòü òî÷êà a ∈
∈ C, a 6= 0. Âûáåðåì â êðóãå B|a|(a) íåêîòîðûå ðåãóëÿðíûå
âåòâè ha è ga ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé Ln z è { n

√
z} ñîîòâåò-

ñòâåííî (êîòîðûå, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 1 � 15, ñóùåñòâóþò
â êðóãå B|a|(a)). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíòû
(B|a|(a),ha) è (B|a|(a),ga) ïîðîæäåíû ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöè-
ÿìè Ln z è { n

√
z} ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè a,b ∈ C\{0}
è íà÷àëüíûé ýëåìåíò (B|a|(a),ha), ïîðîæäåííûé ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèåé Ln z. Òîãäà ýòîò ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí
âäîëü ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γab (ñ íà÷àëîì â òî÷-
êå a è êîíöîì â òî÷êå b), íå ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íóëü. Äëÿ ïîëó-
÷åííîãî â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (B|b|(b),hb)
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

hb(b) = ha(a) +
∫

γab

dζ

ζ
, (1)

hb(z) = hb(b) +
∫ z

b

dζ

ζ
, z ∈ B|b|(b). (2)

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè c ∈ C\{0} è âñÿêîãî ýëåìåíòà (B|c|(c),hc), ïî-
ðîæäåííîãî ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé Ln z, íàéäåòñÿ òàêîé êîí-
òóð γ̃ac, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íóëü, ÷òî ýëåìåíò (B|c|(c),hc)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (B|a|(a),ha)
âäîëü êîíòóðà γ̃ac.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d

4
= dist({0}, γab) � ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè 0 äî êðèâîé γab. Ðàçîáüåì êîíòóð γab òî÷êàìè z0 =
= a, z1, . . . ,zK = b íà ÷àñòè γzk−1zk

òàê, ÷òîáû äëèíà êàæ-
äîãî èç íèõ óäîâëåòâîðÿëà íåðàâåíñòâó l(γzk−1zk

) < d, ∀ k ∈
∈ 1,K. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ 1,K ýëåìåíò (B|a|(a),ha) äî-
ïóñêàåò ïðîäîëæåíèå âäîëü êîíòóðà γazk−1

⊂ γab, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîëó÷åí ýëåìåíò (B|zk−1|(zk−1),hk−1). Ïîêàæåì, ÷òî ýëå-
ìåíò (B|zk−1|(zk−1),hk−1) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæå-
íèå âäîëü ñëåäóþùåé ÷àñòè γzk−1zk

êîíòóðà γab.
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Â ñàìîì äåëå, òàê êàê |zk−1 − zk| < d 6 |zk−1|, òî zk ∈
∈ B|zk−1|(zk−1). Îïðåäåëèì â êðóãå B|zk|(zk) ðåãóëÿðíóþ âåòâü
hk ôóíêöèè Ln z ïî åå çíà÷åíèþ â öåíòðå êðóãà, ò. å. ïóñòü
hk(zk) = hk−1(zk). Òîãäà

hk(zk)− hk−1(zk−1) = ln |zk| − ln |zk−1|+ i∆γzk−1zk
arg z =

=
∫

γzk−1zk

dζ

ζ
. (3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî hk(z) = hk−1(z) âî âñåõ òî÷êàõ z èç íåïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà B|zk−1|(zk−1)∩B|zk|(zk). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëå-
ìåíò (B|zk|(zk),hk) åñòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà
(B|zk−1|(zk−1),hk−1) âäîëü ÷àñòè êîíòóðà γzk−1zk

. Â ÷àñòíîñòè,
ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè k = 1 ýëåìåíò (B|z1|(z1),h1) åñòü àíàëèòè-
÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà (B|a|(a),ha) âäîëü êîíòóðà γaz1 .

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåî-
ðåìû î ïðîäîëæàåìîñòè ýëåìåíòà (B|a|(a),ha) âäîëü êîíòó-
ðà γab. Ïðè ýòîì, ñêëàäûâàÿ ïî âñåì k âûðàæåíèÿ (3), ïîëó-
÷àåì ôîðìóëó (1). Ôîðìóëà (2) áûëà äîêàçàíà â ñëåäñòâèè 2
� 15.

2. Ïóñòü çàäàíû òî÷êà c 6= 0 è ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
(B|c|(c),hc), ïîðîæäåííûé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé Ln z. Âûáå-
ðåì ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð γac ñ êîíöåâûìè
òî÷êàìè a è c, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî 0 6∈ γac. Òîãäà ïî äîêàçàí-
íîìó â ïóíêòå 1 ýëåìåíò (B|a|(a),ha) ïðîäîëæàåì âäîëü êîí-
òóðà γac, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåò ïîëó÷åí íåêîòîðûé íîâûé
ýëåìåíò (B|c|(c),h̃c). Òàê êàê ôóíêöèè hc è h̃c ÿâëÿþòñÿ ðåãó-
ëÿðíûìè âåòâÿìè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z â êðóãå B|c|(c),
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k̃ ∈ Z òàêîå, ÷òî hc(z) = h̃c(z)+2πk̃i, ∀ z ∈
∈ B|c|(c).

Åñëè k̃ = 0, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè k̃ 6= 0, òî ê êîíòóðó γac

íàäî äîáàâèòü êîíòóð γ1 = {z | |z| = |c|}, ïî êîòîðîìó ïðîèç-
âîäèòñÿ îáõîä íà÷àëà êîîðäèíàò |k̃| ðàç, ïðè÷åì ïðîòèâ õîäà
÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè k̃ > 0, è ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè
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k̃ < 0. Òîãäà àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòà (B|c|(c),h̃c)
âäîëü γ1 ïðèâåäåò ê ýëåìåíòó (B|c|(c),hc) ïî ôîðìóëå (1).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ìû ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ln z ñîñòî-

èò èç ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ âèäà
(B|a|(a),ha(z) + 2πki), ∀ a ∈ C \ {0}, ∀ k ∈ Z,

ãäå ha � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
Ln z â êðóãå B|a|(a).

Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ { n
√

z} = e
1
n

Ln z, òî
âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòîâ, ïîðîæ-
äåííûõ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé Ln z â C \ {0}, âëå÷åò âîçìîæ-
íîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòîâ, ïîðîæäåííûõ
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé { n

√
z}. Òî÷íåå, èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè a,b ∈

∈ C \ {0} è ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (B|a|(a),ga), ïîðîæäåííûé
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé { n

√
z}. Ýòîò ýëåìåíò ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåí âäîëü ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà γab (ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b), íå ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íóëü.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà
(B|b|(b),gb) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

gb(b) = ga(a) · n

√∣∣∣∣
b

a

∣∣∣∣ e
i
n

∆γab
arg z. (4)

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè c ∈ C \ {0} è âñÿêîãî ýëåìåíòà (B|c|(c),gc),
ïîðîæäåííîãî ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé { n

√
z}, íàéäåòñÿ òàêîé

êîíòóð γ̃ac, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íóëü, ÷òî ýëåìåíò (B|c|(c),gc)
áóäåò àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (B|a|(a),ga) âäîëü
êîíòóðà γ̃ac.

Ñëåäñòâèå 3. Ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ n
√

z ñîñòî-
èò èç ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ âèäà

(
B|a|(a),ga(z) · e i

n
2πk

)
, ãäå

a ∈ C \ {0}, k ∈ 0,n− 1, à ga � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
z} â êðóãå B|a|(a).
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Çàìå÷àíèå 1. Ìû ðàññìîòðåëè ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîé ôóíê-
öèè {z1/n}. Ñ òåì æå óñïåõîì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîãîçíà÷-
íîé ôóíêöèè {zb} = eb Ln z, ãäå b ∈ C � ôèêñèðîâàíî, è z 6=
6= 0, âçÿâ äëÿ êàæäîãî a 6= 0 ýëåìåíò âèäà (B|a|(a),ha), ïî-
ðîæäåííûé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé Ln z, ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò
(B|a|(a),fa), ãäå fa(z) = ebha(z), ïîðîæäåííûé ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèåé {zb}. Àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî âñÿ-
êèé ýëåìåíò (B|a|(a),fa), ïîðîæäåííûé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöè-
åé {zb}, äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî ëþáîìó êîí-
òóðó γac, íå ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó z = 0.

2. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Ñóùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá
èçáàâëåíèÿ îò ìíîãîçíà÷íîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ln z è
n
√

z, ÷åðåç ïîíÿòèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ýòèõ ôóíêöèé.
2 a). Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Ln z. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü C

ñ ðàçðåçîì, òî÷íåå, îáëàñòü C \ (−∞,0]. Êàê ïîêàçàíî â � 15,
ôóíêöèÿ Ln z íà ýòîé îáëàñòè ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ðåãóëÿðíûõ âåòâåé âèäà

hk(z) = h0(z) + 2πki, k ∈ Z,

h0(z) = ln |z|+ i argãë z, (5)
ãäå argãë z ∈ (−π,π).

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíîé íà ñïåöè-
àëüíîì ìíîæåñòâå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé âñå çíà÷åíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè Ln z ïðè z ∈ C \ {0}. Ðàñøèðèì îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè äî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, êî-
òîðîå è áóäåò íàçûâàòüñÿ "ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ"ôóíêöèè
Ln z. Äëÿ ýòîãî ïî îïðåäåëåíèþ áóäåì ðàçëè÷àòü òî÷êè zk =
= rei(ϕ+2πk) (ãäå r > 0, ϕ ∈ (−π, + π]) ïðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ
çíà÷åíèÿõ k. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé òàêèì îáðàçîì
íóìåðàöèè èç ìíîæåñòâà C \ {0} ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ âèäà

Gk
4
= {z | z = reiϕ, r > 0, ϕ ∈ (−π + 2πk, π + 2πk]}, (6)

ãäå k ∈ Z. Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Gk îïðåäåëèì ôóíêöèþ

hk(z)
4
= ln r + iϕ, ãäå z = reiϕ ∈ Gk, (7)
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Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (5) è (7) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè êàæ-
äîì k ∈ Z ôóíêöèè (5) è (7) ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå

◦
Gk

4
=

4
= Gk \ {z | z = reiπ(1+2k), r > 0}, ò. å. ôóíêöèÿ hk ðåãóëÿðíà íà
ìíîæåñòâå

◦
Gk.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

G+
k

4
= Gk

⋂
{z | | Im z > 0}, G−

k

4
= Gk

⋂
{z | | Im z < 0}. (8)

Ïðè êàæäîì z ∈ Gk \
◦
Gk ôóíêöèÿ hk òåðïèò ðàçðûâ, à èìåííî,

ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ
hk(z) = lim

G+
k

ζ → z

hk(ζ) 6= lim
G−

k
ζ → z

hk(ζ), (9)

hk(z) = lim
G−

k+1

ζ → ze2πi

hk+1(ζ). (10)

Èç ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {Gk} îáðàçóåì ìíî-
æåñòâî G =

+∞⋃
k=−∞

Gk, íà êîòîðîì îïðåäåëèì ôóíêöèþ h ïî

ôîðìóëå
h(z) = hk(z), åñëè z ∈ Gk.

Íà ìíîæåñòâå G ââåäåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé åãî
òî÷åê. Åñëè a ∈ ◦

Gk, Re a < 0, òî îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè a
íàçîâåì ëþáîé êðóã âèäà

Bε(a), ãäå ε ∈ (0,| Im a|). (11)

Åñëè a ∈ ◦
Gk, Re a > 0, òî îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè a íàçîâåì

ëþáîé êðóã âèäà
Bε(a), ãäå ε ∈ (0,|a|). (12)

Åñëè æå a ∈ Gk \
◦
Gk, òî, âûáèðàÿ ëþáîå ε ∈ (0,|a|), îêðåñòíîñòü

ýòîé òî÷êè îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå
{z ∈ G+

k | |z − a| < ε}
⋃
{z ∈ G−

k+1 | |a e2πi − z| < ε}. (13)
Ïðè òàêîì çàäàíèè ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé íà ìíîæåñòâå G ïî-
ëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ h â ñèëó âûðàæå-
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íèé (9)� (13) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à â ñèëó òåîðå-
ìû 1 èç �21 îíà áóäåò òàêæå è ðåãóëÿðíîé íà ìíîæåñòâå G.

Ìíîæåñòâî G ñ óêàçàííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé íàçûâà-
åòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè Ln z.

x

y

0

Gk+1
l+k+1

l−k+1
x

y

0

Gk
l+k

l−k
x

y

0

Gk−1
l+k−1

l−k−1

Ðèñ. 40

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè G â
êàæäîì ìíîæåñòâå Gk ââåäåì ðàçðåç ïî ëèíèè ðàçðûâà ôóíê-
öèè hk ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðõíèì áåðåãîì ðàçðåçà l+k =

= Gk \
◦
Gk è íèæíèì áåðåãîì ðàçðåçà l−k = {z | z = reiϕ, ϕ =

= π(−1 + 2k)} (ñì. ðèñ. 40).
Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî k ∈ Z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî l+k =

= l−k+1, êîòîðîå âìåñòå ñ çàäàíèåì îêðåñòíîñòåé âèäà (13) îçíà-
÷àåò ñêëåéêó âåðõíåãî áåðåãà ðàçðåçà ëèñòà Gk ñ íèæíèì áåðå-
ãîì ðàçðåçà ëèñòà Gk+1 (ñì. ðèñ. 41).

x

y Gk+1

Gk

Gk−1

x

y

G0

G1

Ðèñ. 41 Ðèñ. 42

2 b). Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü êîðíÿ.
Íà îáëàñòè C \ (−∞,0] ñóùåñòâóþò äâå ðåãóëÿðíûå âåòâè

ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {√z} âèäà

gk(z) =
√
|z|e i

2
(argãë z+2πk), k ∈ 0,1. (14)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé âñå çíà÷å-
íèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè √z, ðàñøèðèì åå ìíîæåñòâî îï-
ðåäåëåíèÿ C \ (−∞,0], à èìåííî: ðàññìîòðèì äâà íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâà G0 è G1, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè (6) (ïðè
k ∈ 0,1). Íà êàæäîì Gk îïðåäåëèì ôóíêöèþ

gk =
√

r e
iϕ
2 , ãäå z = reiϕ ∈ Gk, k ∈ 0,1.

Ïðè êàæäîì k ∈ 0,1 ôóíêöèÿ gk ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (14)
íà ìíîæåñòâå

◦
Gk, ò. å. òàì îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé.

Ïðè ýòîì â êàæäîé òî÷êå z ∈ Gk \
◦
Gk ôóíêöèÿ gk òåðïèò ðàç-

ðûâ, à èìåííî, ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ
gk(z) = lim

G+
k

ζ → z

gk(ζ) = − lim
G−

k
ζ → z

gk(ζ), (15)

òî÷íåå, èìååì:
g1(z) = lim

G−0
ζ → ze−2πi

g0(ζ), z ∈ G1 \
◦
G1, (16)

g0(z) = lim
G−1

ζ → ze2πi

g1(ζ), z ∈ G0 \
◦
G0. (17)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G = G0
⋃

G1 è, êàê â ñëó÷àå ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ëîãàðèôìà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëà-
ìè (15)� (17) îïðåäåëÿåì ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé òî÷åê a èç

◦
Gk

ïî ôîðìóëàì (11) è (12) (ãäå k ∈ 0,1), äëÿ òî÷åê a èç G0 \
◦
G0 ïî

ôîðìóëàì (13) (ïðè k = 0), à äëÿ òî÷åê a ∈ G1 \
◦
G1 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
{z ∈ G+

1 | |z − a| < ε}
⋃
{z ∈ G−

0 | |a e−2πi − z| < ε}. (18)
Íà ìíîæåñòâå G c îïðåäåëåííîé âûøå ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé
çàäàäèì ôóíêöèþ

g(z) = gk(z), åñëè z ∈ Gk, k ∈ 0,1.

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè√
z. Ìû ñïåöèàëüíî òàê ïîäîáðàëè ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé íà G,

÷òîáû ôóíêöèÿ g áûëà íà ìíîæåñòâå G íåïðåðûâíîé, à â ñè-
ëó ñëåäñòâèé 2, 3 ôóíêöèÿ g áóäåò ðåãóëÿðíà íà ìíîæåñòâå G.
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Îïðåäåëåííîå âûøå ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè √z.

Ïðèâåäåííûé âûøå âûáîð îêðåñòíîñòåé âî ìíîæåñòâå G
ìîæíî íàãëÿäíî èçîáðàçèòü êàê ñïåöèàëüíóþ ñêëåéêó äâóõ
ëèñòîâ

◦
G0 è

◦
G1 ïî áåðåãàì ðàçðåçà, ñäåëàííîãî íà èíòåðâà-

ëå (−∞,0). Ïðè ýòîì âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà l+1 ìíîæåñòâà G1

íóæíî ñêëåèòü ñ íèæíèì áåðåãîì ðàçðåçà l−0 ìíîæåñòâà G0, à
âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà l+0 ìíîæåñòâà G0 íóæíî ñêëåèòü ñ íèæ-
íèì áåðåãîì ðàçðåçà l−1 ìíîæåñòâà G1 (ñì. ðèñ. 42).
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� 22. Îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
Â � 12 ìû ðàññìîòðåëè èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ðåãó-

ëÿðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþò åùå îñîáûìè òî÷êàìè îä-
íîçíà÷íîãî õàðàêòåðà. Ïðè ðàçáîðå ïðèìåðîâ ïîëíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé Ln z è n

√
z â � 21 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè àíàëèòè-

÷åñêèå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò â îáëàñòè 0 < |z| < ∞, ò. å. òî÷êè 0
è ∞ òîæå ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè, íî óæå íîâîãî òèïà. Îáîáùèì
êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

γaz

Br(a)

a

z
b

Ðèñ. 43

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F ñîäåðæèò ýëåìåíò
(Br(a),fa) ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C, è
ïóñòü ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ãëàäêèé êîí-
òóð γab ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîí-
öîì â òî÷êå b ∈ C òàêîé, ÷òî ýëåìåíò

(Br(a),fa) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí âäîëü ëþáîé ÷àñòè γaz êîí-
òóðà γab ïðè z ∈ γab \ {b}, íî íå ïðîäîëæàåì âäîëü âñåãî êîí-
òóðà γab (ò. å. íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà (Br(b),fb) ñ öåíòðîì â
òî÷êå b, ÿâëÿþùåãîñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà
(Br(a),fa) âäîëü êîíòóðà γab). Òîãäà òî÷êà b íàçûâàåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F (ñì. ðèñ. 43).

Ïóñòü òî÷êà b = ∞ òàêîâà, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííîãî
z = 1

ζ â ýëåìåíòàõ äàííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F(z) ïîëó-
÷àåì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ F

(
1
ζ

)
, ó êîòîðîé òî÷êà ζ = 0

îêàçàëàñü îñîáîé òî÷êîé. Òîãäà òî÷êà b = ∞ íàçûâàåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F(z).

Èíîãäà, êîãäà ýòî òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, "îñîáîé òî÷êîé"áóäåì
íàçûâàòü ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç òî÷êè b è óêàçàííîãî â îïðåäåëå-
íèè 1 êîíòóðà γab.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëþñ è ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ðåãóëÿð-
íîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 1, à óñòðàíèìàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà íå óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 1.

Îñîáàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, çàäàííîé â îáëàñòè,
êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f0(z) = 1
h(z)−iπ çàäàíà â êðó-

ãå B1(1), ãäå ôóíêöèÿ h åñòü ðåãóëÿðíàÿ â êðóãå B1(1) âåòâü
ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè Ln z òàêàÿ, ÷òî h(1) = 0. Àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæàÿ ýëåìåíò (B1(1),f0) âäîëü âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè
γ1 = {z | z = eis, s ∈ [0,π]}, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå h(−1) = iπ, ò. å.
â îñîáîé òî÷êå (−1,γ1) àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F , ïîðîæäåí-
íîé ýëåìåíòîì (B1(1),f0), áóäåò ïîëþñ (ñì. ðèñ. 44).

x

y

0 1−1 2

γ1

γ2

Полюс
Прав.точка

Ðèñ. 44

Àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàÿ ýëåìåíò (B1(1),f0) âäîëü íèæíåé
ïîëóîêðóæíîñòè γ2 = {z ∣∣ z = e−is, s ∈ [0,π]}, ïîëó÷àåì ýëå-
ìåíò (B1(−1),f−π) ñî çíà÷åíèåì f−π(−1) = 1

−2iπ , ò. å. (−1,γ2)
åñòü ïðàâèëüíàÿ òî÷êà, ò. å. òî÷êà z = −1 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé è
ãðàíè÷íîé òî÷êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F ëèøü íà îäíîì
èç ëèñòîâ åå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 1 (Êîøè�Àäàìàð). Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä
+∞∑

n=0

cn(z − a)n (1)

èìååò íåíóëåâîé êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R. Òîãäà íà ãðà-
íèöå åãî êðóãà ñõîäèìîñòè BR(a) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îñî-
áàÿ òî÷êà åãî ñóììû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî íà
ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè γR = {ζ | |ζ − a| = R} íåò îñîáûõ òî÷åê
ñóììû S(z) ðÿäà (1). Òîãäà ýëåìåíò (BR(a),S) ïðîäîëæàåì ïî
ëþáîìó ðàäèóñó èç öåíòðà a â êîíöåâóþ òî÷êó ζ, ëåæàùóþ íà
îêðóæíîñòè γR.
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Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé òî÷êè ζ ∈ γR ñóùåñòâóþò ÷èñëî rζ >
> 0 è êðóã Brζ

(ζ), â êîòîðîì îïðåäåëåíà ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
fζ òàêàÿ, ÷òî ýëåìåíò (Brζ

(ζ),fζ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðî-
äîëæåíèåì ýëåìåíòà (BR(a),S).

BR(a)

a

ζ1

ζ2

ζ3

Ðèñ. 45

Ïî ëåììå Ãåéíå�Áîðåëÿ (ñì. [2]) èç ïîêðûòèÿ îêðóæíîñ-
òè γR îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè {Brζ

(ζ)}, ζ ∈ γR, ìîæíî âûäå-
ëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò. å. êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðóãîâ
{Brk

(ζk)}, k ∈ 1,K, âñå åùå ïîêðûâàþùåå îêðóæíîñòü γR (ò. å.

γR ⊂
K⋃

k=1

Brk
(ζk)).

Îïðåäåëèì îáëàñòü G
4
= BR(a)∪

(
K⋃

k=1

Brk
(ζk)

)
è äëÿ êàæäî-

ãî k ∈ 1,K îáîçíà÷èì ÷åðåç (Brk
(ζk),fk) ýëåìåíò, ïîëó÷åííûé

ïðîäîëæåíèåì ýëåìåíòà (BR(a),S) ïî ðàäèóñó [a,ζk]. Îïðåäå-
ëèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F =

{
(BR(a),S),
(Brk

(ζk),fk), ∀ k ∈ 1,K.

Ïîêàæåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F îäíîçíà÷íà è ðå-
ãóëÿðíà â îáëàñòè G.
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Äîïóñòèì, ÷òî íîìåðà k è m òàêîâû, ÷òî Brk
(ζk)∩Brm(ζm) 6=

6= ∅.
Òîãäà ìíîæåñòâî BR(a) ∩ Brk

(ζk) ∩ Brm(ζm) íå ïóñòî
(ñì. ðèñ. 45) è ïî îïðåäåëåíèþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
âíóòðè êðóãà BR(a) ïîëó÷àåì

fk(z) = S(z) = fm(z) (2)
ïðè âñåõ z ∈ BR(a) ∩Brk

(ζk) ∩Brm(ζm).
Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè (ñì. � 10)
èç ðàâåíñòâà (2) ïîëó÷àåì

fk(z) = fm(z) ïðè âñåõ z ∈ Brk
(ζk) ∩Brm(ζm).

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F îäíîçíà÷íà è ðåãó-
ëÿðíà â îáëàñòè G.

Îïðåäåëèì ÷èñëî

r
4
= inf{|z − ζ| | z ∈ BR(a), ζ ∈ C \G}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî r > 0, è ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
BR+r(a) ⊂ G. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà è ðåãóëÿðíà
â êðóãå BR+r(a). Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèÿ F â êðóãå
BR+r(a) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

F(z) =
+∞∑

k=0

F (k)(a)
k!

(z − a)k.

Òàê êàê F(z) = S(z) ïðè âñåõ z ∈ BR(a), òî ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî F(k)(a)

k! = ck, ∀ k ∈ N, ò. å. ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðÿä (1)
ñõîäèòñÿ â êðóãå BR+r(a), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ðà-
äèóñà ñõîäèìîñòè R. Òàêèì îáðàçîì, äîïóùåíèå îá îòñóòñòâèè
íà ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè γR = {ζ | |ζ − a| = R} îñîáûõ òî÷åê
ñóììû S(z) ðÿäà (1) íå âåðíî.

Ñëåäñòâèå 1. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ñòåïåííîãî ðÿäà (1)
ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 < R < +∞, ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè a
äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè ñóììû S ðÿäà (1) .

Ïðèìåð 2. Íå âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà
ôóíêöèè

1
(z + 3)(z2 + 2)

=
+∞∑

n=0

cnzn,
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ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí
√

2, òàê
êàê áëèæàéøèìè ê òî÷êå z = 0 îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ
ïîëþñû ±√2i.

Çàìå÷àíèå 1. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) â òî÷êå ãðàíèöû åãî
êðóãà ñõîäèìîñòè íå ñâÿçàíà ñ òåì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ òî÷êà
îñîáîé èëè íåò. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3. Ðÿä
+∞∑
n=0

zn ñõîäèòñÿ â êðóãå B1(0) ê ôóíêöèè
1

1−z è ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè |z| = 1, à îñîáîé
òî÷êîé ñóììû ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíà òî÷êà z = 1.

Ïðèìåð 4. Ðÿä
+∞∑

n=1

(−1)n+1

n(n + 1)
zn+1 (3)

ñõîäèòñÿ â êðóãå B1(0) ê ôóíêöèè S(z) = −z +(1+ z)h0(1+ z),
ãäå h0(z) = ln |z|+i argãë z, è argãë z ∈ (−π,π) (ñì. ïðèìåð 4 � 9),
ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ëþáîé
òî÷êå îêðóæíîñòè |z| = 1.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïî òåîðåìå 1 íà îêðóæíîñòè |z| = 1,
ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé åãî êðóãà ñõîäèìîñòè, ðÿä (3) äîëæåí
èìåòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îñîáóþ òî÷êó. Â òî æå âðåìÿ ýòîò
ðÿä â êàæäîé òî÷êå êðóãà |z| = 1 ñõîäèòñÿ. Íåò ëè çäåñü ïðî-
òèâîðå÷èÿ? Ãäå îñîáàÿ òî÷êà?

Äëÿ îòâåòà íà ïîñëåäíèé âîïðîñ îïðåäåëèì íîâûé òèï îñî-
áûõ òî÷åê àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü çàäàíà òî÷êà a ∈ C, è ïóñòü àíàëè-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà â åå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
◦
BR(a) è íåîäíîçíà÷íà â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà òî÷êà a íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F .

b a

a1

Ðèñ. 46

Ðàñøèôðóåì îïðåäåëåíèå 2.
Ïóñòü òî÷êà a ∈ C. Ïóñòü çàäàíà ôóíê-

öèÿ f0, ðåãóëÿðíàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
BR(a) \ [a,b), ò. å. â êðóãå BR(a) ñ ðàçðåçîì ïî
ðàäèóñó [a,b). Âûáåðåì êðóã Br(a1), ñîäåðæà-
ùèéñÿ â îáëàñòè BR(a) \ [a,b). Ïóñòü ýëåìåíò
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(Br(a1),f0) ïðîäîëæàåì âäîëü ëþáîãî êîíòóðà, ëåæàùåãî â îá-
ëàñòè

◦
BR(a) è íà÷èíàþùåãîñÿ èç òî÷êè a1. Åñëè ïîëó÷àåìàÿ

ïðè ýòîì ïðîäîëæåíèè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F ìíîãîçíà÷-
íà, òî òî÷êà z = a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè F (ñì. ðèñ. 46).

Ïðèìåð 5. Òî÷êè 0,∞ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ln z è n

√
z. Â ñàìîì äåëå, ïî ôîðìó-

ëàì (1), (3) � 21 ïðè γ̃ = {z | |z| = |a| > 0} ïîñëå îäíîãî îáõî-
äà îêðóæíîñòè ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè ïîëó÷àåì äðóãèå
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

h̃a(a) = ha(a) + 2πi, g̃a(a) = g(a) · e i
n

2π. (4)
Ó ï ð à æ í å í è å 2. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà âåòâëåíèÿ àíà-

ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ýòîé àíàëèòè÷åñ-
êîé ôóíêöèè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a � òî÷êà âåòâëåíèÿ àíàëèòè÷åñ-
êîé ôóíêöèè F . Ïóñòü (Br(a1),f0) � ëþáîé ýëåìåíò ñ öåíòðîì
â òî÷êå a1 ∈

◦
BR(a) ôóíêöèè F . Åñëè ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå

÷èñëî m ∈ N, m > 2, òàêîå, ÷òî â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòà (Br(a1),f0) ïî îêðóæíîñòè, ëåæàùåé
â

◦
BR(a), ñ öåíòðîì â òî÷êå a (èëè â òî÷êå 0, åñëè a = ∞ ),

ïðè÷åì ñ m-êðàòíûì åå îáõîäîì, ïîëó÷àåì êîíå÷íûé ýëåìåíò
(Br(a1),f1), ýêâèâàëåíòíûé ýëåìåíòó (Br(a1),f0), òî ãîâîðÿò,
÷òî òî÷êà a åñòü òî÷êà âåòâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîðÿäêà m.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè íåò òàêîãî êîíå÷íîãî m, òî ãîâîðÿò,
÷òî òî÷êà a åñòü òî÷êà âåòâëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 6. Ïðîäîëæàÿ ðàçáîð ïðèìåðà 5, èç ôîðìóë (4)
ïîëó÷àåì, ÷òî ó ôóíêöèè √z òî÷êè 0 è ∞ ñóòü òî÷êè âåòâëå-
íèÿ 2-ãî ïîðÿäêà, à ó ôóíêöèè Ln z òî÷êè 0 è ∞ ñóòü òî÷êè
âåòâëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 7. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ â C \ {1} ôóíêöèþ
1

8√z−1
, êîòîðàÿ èìååò ýëåìåíò (B1(2),f0), ãäå ðåãóëÿðíàÿ ôóíê-

öèÿ f0 îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

f0(z) =
1

8
√
|z − 1| e

− i
8
(∆γ2z arg(z−1)).
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Ïðîäîëæàÿ ýëåìåíò (B1(2),f0) ïî îêðóæíîñòè |z − 1| = 1, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî òî÷êè z = 1,∞ � òî÷êè âåòâëåíèÿ 8-ãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ â C \ {0} ôóíêöèþ
cos

√
z. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ýëåìåíò (B1(1),g0) àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè √z òàêîé, ÷òî g0(1) = 1.
Ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå òî÷êè 0 ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

çíà÷åíèå ôóíêöèè g0(z) ìåíÿåòñÿ íà çíà÷åíèå −g0(z), à ôóíê-
öèÿ cos g0(z) â ñèëó ÷åòíîñòè cos z íå ìåíÿåòñÿ, ò. å. àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íà â C, ïðè÷åì òî÷êà z = ∞ � ñóùå-
ñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà, à òî÷êà z = 0 � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà (ò. å.
òî÷êà, ãäå ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà). Ýòî æå âèäíî èç ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè cos

√
z â ñòåïåííîé ðÿä

cos
√

z = 1− z

2!
+

z2

4!
− . . . .

Ïðèìåð 9. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ â C \ {0} ôóíêöèþ
sin
√

z. Ëþáîé åå ýëåìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êðóãå B|a|(a),
a 6= 0, â âèäå ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè

sin
√

z = g0(z)
(

1− z

3!
+

z2

5!
− . . .

)
= g0(z) · f(z),

ãäå (B|a|(a),g0) � ýëåìåíò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè √z, à f �
ðåãóëÿðíàÿ â C ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ sin

√
z, êàê è ôóíêöèÿ √z, èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ 2-ãî ïî-

ðÿäêà â òî÷êàõ 0 è ∞.
Ïðèìåð 10. Ôóíêöèÿ sin

√
z√

z
, äîîïðåäåëåííàÿ â òî÷êå z = 0

ïî íåïðåðûâíîñòè, áóäåò öåëîé ôóíêöèåé (ñì. ïðèìåð 9).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G è çàìêíó-

òûé ïðîñòîé êóñî÷íî-ãëàäêèé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé
êîíòóð ◦

γ â îáëàñòè G. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà
â G \

(
s⋃

k=1

ak

)
, ãäå {ak}s

k=1 � ïîëþñû ôóíêöèè f , ïðè÷åì âñå

{ak} ëåæàò âíóòðè êîíòóðà ◦
γ . Ïóñòü f(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ ◦

γ .
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

1
2πi

∫

◦
γ

f ′(z)
f(z)

dz = N − P, (1)

ãäå N è P � ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f âíóòðè êîíòóðà
◦
γ ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f(z) 6≡ 0, òî ïî òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè ôóíêöèÿ f âíóòðè êîíòóðà ◦

γ ìîæåò èìåòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1,b2, . . . ,bn âñå
íóëè ôóíêöèè f âíóòðè êîíòóðà ◦

γ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).
Äëÿ âñÿêîãî íóëÿ b = bk ïîðÿäêà m ôóíêöèè f â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè Bδ(b) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
f(z) = (z − b)mg(z), (2)

ãäå ôóíêöèÿ g ðåãóëÿðíà è g(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ Bδ(b). Òîãäà
â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Bδ(b) ïîëó÷àåì

f ′(z)
f(z)

=
m(z − b)m−1g(z) + (z − b)mg′(z)

(z − b)mg(z)
=

m

z − b
+

g′(z)
g(z)

. (3)

Òàê êàê ôóíêöèÿ g′(z)
g(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè Bδ(b), òî

res
b

f ′

f
= m, (4)

ò. å. âû÷åò â êàæäîé òî÷êå b, ÿâëÿþùåéñÿ íóëåì ôóíêöèè f ,
ðàâåí ïîðÿäêó ýòîãî íóëÿ.

Äëÿ âñÿêîãî ïîëþñà a = ak ïîðÿäêà l â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 � 12
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Bε(a) èìååì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
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f

f(z) =
p(z)

(z − a)l
, (5)

ãäå ôóíêöèÿ p ðåãóëÿðíà è p(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ Bε(a). Òîãäà,
ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

◦
Bε(a) ïîëó÷à-

åì
f ′(z)
f(z)

=
−l

z − a
+

p′(z)
p(z)

. (6)

Òàê êàê ôóíêöèÿ p′(z)
p(z) ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè Bε(a), òî

res
a

f ′

f
= −l,

ò. å. âû÷åò â êàæäîé òî÷êå a, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f ,
ðàâíÿåòñÿ ïîðÿäêó ýòîãî ïîëþñà ñî çíàêîì ìèíóñ. Ïî òåîðåìå î
âû÷åòàõ, ñóììèðóÿ âû÷åòû ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì èíòåãðèðó-
åìîé â (1) ôóíêöèè, ò. å. ïî âñåì íóëÿì è ïîëþñàì ôóíêöèè f ,
ïîëó÷àåì â èòîãå ôîðìóëó (1).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìå 1 ïðèäàåò ñëåäóþùåå ñëåä-
ñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1 (Ïðèíöèï àðãóìåíòà). Â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

1
2π

∆◦
γ

arg f(z) = N − P, (7)

ãäå N è P � ÷èñëà íóëåé è ïîëþñîâ ôóíêöèè f ñ ó÷åòîì èõ
ïîðÿäêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D, ãðàíèöåé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîíòóð ◦

γ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 1 êðèâàÿ

Γ0
4
= f(

◦
γ ) åñòü çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð è 0 6∈ Γ0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1 � 16 èìååì

∆◦
γ

arg f(z) = ∆[0,1] arg f(z(t)) = ∆Γ0 arg w, (8)

ãäå z = z(t), t ∈ [0,1] � íåêîòîðàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïàðàìåòðè-
çàöèÿ êîíòóðà ◦

γ , ïðè÷åì z(0) = z(1).
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Òàê êàê f(z(0)) = f(z(1)), òî ýëåìåíòàðíîé ïðîâåðêîé óáåæ-
äàåìñÿ (ñì., íàïðèìåð, ôîðìóëó (21) � 15) â òîì, ÷òî

Re
∫

Γ0

dw

w
= ln |w|∣∣f(z(1))

w=f(z(0))
= 0.

Îòñþäà è ïî òåîðåìå 1 èç � 14 ïîëó÷àåì

∆Γ0 arg w =
1
i

∫

Γ0

dw

w
. (9)

Â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàÿ êîíòóð Γ0 ÷åðåç ïàðàìåòðèçàöèþ
w = f(z(t)), t ∈ [0,1], ïîëó÷àåì

∫

Γ0

dw

w
=

1∫

0

f ′(z(t))z′(t) dt

f(z(t))
=

∫

◦
γ

f ′(z)
f(z)

dz. (10)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó âûðàæåíèé (8), (9), (10) ïîëó÷èì
∫

◦
γ

f ′(z)
f(z)

dz = i∆◦
γ

arg f(z). (11)

Â èòîãå èç òåîðåìû 1 è ðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àåì ôîðìóëó (7).
Òåîðåìà 2 (Ðóøå). Ïóñòü çàäàíû ðåãóëÿðíûå â îäíî-

ñâÿçíîé îáëàñòè G ôóíêöèè f,g : G → C è çàìêíóòûé ïðîñòîé
êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð ◦

γ ⊂ G, òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

|f(z)| > |g(z)|, ∀ z ∈ ◦
γ . (12)

Òîãäà ôóíêöèÿ f è ôóíêöèÿ h
4
= f + g èìåþò â îáëàñòè D,

îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì ◦
γ , îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì

èõ ïîðÿäêîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèÿ (12) ïîëó÷àåì, ÷òî

f(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ ◦
γ , è |h(z)| > |f(z)| − |g(z)| > 0, ò. å.

h(z) 6= 0 ïðè âñåõ z ∈ ◦
γ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nf è Nh ÷èñëà íóëåé ôóíêöèé f è h â
îáëàñòè D ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ. Ïî òåîðåìå 1 â ñèëó ëåììû 1
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� 16 ïîëó÷àåì

Nh =
1
2π

∆◦
γ

arg h(z) =
1
2π

∆◦
γ

arg
[
f(z)

(
1 +

g(z)
f(z)

)]
=

=
1
2π

∆◦
γ

arg f(z) +
1
2π

∆◦
γ

arg
(

1 +
g(z)
f(z)

)
. (13)

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (13). Ôóíêöèÿ w =
= 1 + g(z)

f(z) îïðåäåëåíà íà êîíòóðå ◦
γ , è ïðè äâèæåíèè ïî ýòî-

ìó êîíòóðó åå çíà÷åíèÿ îïèñûâàþò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðè-
âóþ Γ̃. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (12) êðèâàÿ Γ̃ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

u

v

0 1 2

Γ̃

Ðèñ. 47

|w − 1| =
∣∣∣ g(z)
f(z)

∣∣∣ < 1, ò. å. êðèâàÿ Γ̃ ïðèíàä-
ëåæèò îäíîñâÿçíîé îáëàñòè |w − 1| < 1, íå
ñîäåðæàùåé òî÷êè íóëü (ñì. ðèñ. 47). Ïî-
ýòîìó, íàïðèìåð, â ñèëó ëåììû 2 � 16 (â êî-
òîðîé íóæíî âçÿòü f(z) ≡ z) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∆eΓ arg w = 0. Òàê êàê ∆eΓ arg w =

= ∆◦
γ

arg
(
1 + g(z)

f(z)

)
, òî âòîðîå ñëàãàåìîå

â (13) ðàâíî íóëþ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Òåîðåìà 3 (Ãàóññ). Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè

Pn(z) = zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c0 (14)

èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ
ïîðÿäêîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì äâå ôóíêöèè

f(z)
4
= zn, g(z)

4
= cn−1z

n−1 + · · ·+ c0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ g(z)
zn → 0 ïðè z → ∞, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî

R0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî R > R0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣g(z)
zn

∣∣∣ < 1 ïðè |z| = R. Ïî òåîðåìå Ðóøå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè
Pn âíóòðè îêðóæíîñòè ◦

γ R = {z | |z| = R} ðàâíî ÷èñëó íóëåé
ôóíêöèè f(z) = zn âíóòðè ◦

γ R ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ. Òàê êàê
òî÷êà 0 åñòü íóëü ôóíêöèè zn ïîðÿäêà n, òî ìíîãî÷ëåí Pn â
ëþáîì êðóãå BR(0), R > R0, èìååò ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ
ïîðÿäêîâ, à â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè R > R0 ìíîãî÷ëåí Pn èìååò
ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ âî âñåé ïëîñêîñòè C.
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u

v

0

γ̃1

γ̃2

− 5
4

5
4

−3
4

3
4

x

y

0

γ1

γ2

−i

i

−2i

2i

Ðèñ. 48

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî âèäà f(z) =
= 1

2

(
z + 1

z

)
è äâå îêðóæíîñòè γ1 = {z | |z| = 2} è γ2 = {z | |z| =

= 1
2}.
Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî èìååò íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ

i,−i, à òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 1-ãî ïîðÿäêà. Ïî ïðèí-
öèïó àðãóìåíòà ïîëó÷àåì

∆γ1 arg f(z) = 2π(N − P ) = 2π(2− 1) = 2π,

∆γ2 arg f(z) = 2π(N − P ) = 2π(0− 1) = −2π.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî îêðóæíîñòü ðàäèóñà R > 1
ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî îòîáðàæàåòñÿ â êðèâóþ (ýëëèïñ) ñ ñî-
õðàíåíèåì îðèåíòàöèè, à îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1

R îòîáðàæàåòñÿ
â òîò æå ýëëèïñ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé (ñì. ðèñ. 48).
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� 24. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèíöèïû
Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåì îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå

ïðèíöèïû ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.
Ëåììà 1 (îá îòêðûòîñòè). Ïóñòü çàäàíû òî÷êà z0 ∈ C,

÷èñëî R > 0 è ôóíêöèÿ f : BR(z0) → C, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíà.
Ïóñòü w0 = f(z0) è

f ′(z0) = · · · = f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0, (1)
ãäå n > 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò êðóã Br(z0), ãäå 0 < r 6 R, è
êðóã Bε(w0) òàêèå, ÷òî Bε(w0) ⊂ f(Br(z0)) è äëÿ ëþáîé òî÷-
êè w1 ∈

◦
Bε(w0) ó ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ðîâíî n ïðîîáðàçîâ â

êðóãå Br(z0). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
n-ëèñòíîé â êðóãå Br(z0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû òî÷êà z0

ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(z)−f(z0) ïîðÿäêà n, òî ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå âèäà

w − w0 = f(z)− f(z0) = (z − z0)nh(z), (2)
ãäå ôóíêöèÿ h : BR(z0) → C ðåãóëÿðíà è h(z0) 6= 0.

Îáîçíà÷èì
w − w0 = ζn (3)

è èç âûðàæåíèÿ (2) ïîëó÷èì
ζn = (z − z0)nh(z), (4)

îòêóäà, ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ζ, ñëåäóåò, ÷òî ζ ∈
∈ (z − z0){ n

√
h(z)}.

Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Br0(z0), r0 6 R, â êîòîðîé h(z) 6=
6= 0 è ïî òåîðåìå 2 èç � 16 ó ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè { n

√
h(z)}

ñóùåñòâóþò â íåé ðåãóëÿðíûå âåòâè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g0 îäíó
èç òàêèõ ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ôóíêöèè { n

√
h(z)}. Îïðåäåëèì

ζ(z)
4
= (z − z0)g0(z), z ∈ Br0(z0). (5)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ζ èç (5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 2 îá îáðàòíîé ôóíêöèè èç � 5. Â ñàìîì äåëå, îíà ðå-
ãóëÿðíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è ζ ′(z0) 6= 0, òàê êàê

ζ ′(z)|z=z0 = g0(z0) + (z − z0)g′0(z)|z=z0 = g0(z0) ∈ { n
√

h(z0)}.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò
êðóã Br(z0), ãäå r 6 r0, è êðóã Bδ(0), òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè w1 ∈ Bδ(0) íàéäåòñÿ ðîâíî îäèí ïðîîáðàç ôóíêöèè ζ â
êðóãå Br(z0).

u

v

0

Bδn(0)

w

0
Bδ(0)

2π
n

ζ

ζ1 = ζn

x

y

0

Br(z0)
z0

z

ζ = ζ(z)

Ðèñ. 49

Ôóíêöèÿ ζ1 = ζn îòîáðàæàåò ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü
◦
Bδ(0) íà ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü

◦
Bδn(0) n-ëèñòíî, ò. å. êàæ-

äàÿ òî÷êà èç
◦
Bδn(0) èìååò ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèåé ζ1 = ζn

ðîâíî n ïðîîáðàçîâ â êðóãå Bδ(0), êàæäûé ñåêòîð êðóãà ñ óã-
ëîì 2π

n îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé ζn îäíîëèñòíî â öåëûé êðóã
Bδn(0) (ñì. ðèñ. 49).

Â èòîãå, âñïîìèíàÿ, ÷òî â ñèëó (3) è (5) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

f(z) = w0 + ζn(z), ãäå ζ(z) = (z − z0)g0(z),

ïîëó÷àåì, ÷òî ó ôóíêöèè f äëÿ ëþáîãî w1 ∈
◦
Bδn(w0) èìååòñÿ

ðîâíî n ïðîîáðàçîâ â êðóãå Br(z0).
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè

òî÷êè z0 6= ∞, òî óñëîâèå f ′(z0) 6= 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîëèñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f â íåêîòîðîé
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ò. å. "îäíîëèñòíîñòè â
ìàëîì".

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå f ′(z0) 6= 0 íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì äëÿ îäíîëèñòíîñòè â îáëàñòè, ò. å. "îäíîëèñòíîñòè â áîëü-
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øîì". Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ w = ez âñþäó óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ f ′(z) 6= 0, íî îíà íå îäíîëèñòíà, íàïðèìåð, â C.

Òåîðåìà 1 (ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà â îáëàñòè G è f(z) 6≡ const. Òî-
ãäà ïðè îòîáðàæåíèè f îáðàçîì îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G∗ � îáðàç îáëàñòè G ïðè
îòîáðàæåíèè f , ò. å. G∗ = f(G).

1) Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó w0 ∈ G∗, òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà z0 ∈ G òàêàÿ, ÷òî w0 = f(z0). Òàê êàê òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè G, òî ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, ïðè÷åì òàê êàê f(z) 6≡ const, òî
ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî f (n)(z0) 6= 0. Ïî ëåììå 1 ñóùåñòâó-
åò êðóã Bδn(w0), âõîäÿùèé â G∗, ò. å. w0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà G∗, ïîýòîìó ìíîæåñòâî G∗ îòêðûòî.

2) Äîêàæåì (ëèíåéíóþ) ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà G∗. Ïóñòü
òî÷êè w0 è w1 ∈ G∗, òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè z0,z1 ∈ G òàêèå,
÷òî f(z0) = w0 è f(z1) = w1. Òàê êàê ìíîæåñòâî G åñòü îáëàñòü,
òî ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ ⊂ G, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êó z0 ñ òî÷êîé z1. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ f(γ) ⊂ G∗, ò. å.
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ f(γ) ñîåäèíÿåò òî÷êè w0 è w1.

Òåîðåìà 2 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G è
íåïðåðûâíà â G = G ∪ Γ, ãäå Γ � ãðàíèöà îáëàñòè G. Ïóñòü
f(z) 6≡ const. Òîãäà ñóïðåìóì ìîäóëÿ ýòîé ôóíêöèè

sup{|f(z)| | z ∈ G}
äîñòèãàåòñÿ ñòðîãî íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
z0 ∈ G. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà z1 ∈ G òàêàÿ, ÷òî |f(z1)| > |f(z0)|. Ïî òåîðå-
ìå 1 îáðàçîì îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü G∗, è ïîýòîìó òî÷êà
w0 = f(z0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáðàçà, ò. å. ñóùåñòâóåò
÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Bε(w0) ⊂ G∗.
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Âîçüìåì òî÷êó w1 ∈ Bε(w0), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ äàëüøå îò íà-
÷àëà êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 50à), íàïðèìåð,

w1 = w0

(
1 +

ε

2|w0|
)

, |w1| > |w0|.

Òàê êàê w1 ∈ G∗, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z1 ∈ G òàêàÿ, ÷òî f(z1) =
= w1, ò. å. |f(z1)| > |f(z0)|.

u

v

0

Bε(w0)
w0

w1

u

v

0

Bε(w0)

w0 w1

à á
Ðèñ. 50

Ñëåäîâàòåëüíî,
sup{|f(z)| | z ∈ Γ} = sup{|f(z)| | z ∈ G}.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèÿ |f(z)| íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå G, è ïîýòîìó îíà äîñòèãàåò ñâîþ òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü â íåêîòîðîé òî÷êå ãðàíèöû.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ f : G → C ðåãóëÿðíà â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè G è íåïðåðûâíà â åå çàìûêàíèè G, ïðè÷åì
f(z) 6= 0, ∀ z ∈ G è f(z) 6≡ const, òî inf{|f(z)| | z ∈ G} äîñòèãà-
åòñÿ ñòðîãî íà ãðàíèöå îáëàñòè G.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå 2.
Åùå îäíèì âàæíûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìî-

äóëÿ ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 2 (Øâàðö). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : B1(0) → C ðåãó-

ëÿðíà â êðóãå B1(0), îãðàíè÷åíà: |f(z)| 6 1 äëÿ âñåõ z ∈ B1(0)
è f(0) = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(z)| 6 |z|, ∀z ∈ B1(0). (6)
Åñëè ðàâåíñòâî â (6) äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå z0 ∈
∈ B1(0), z0 6= 0, òî îíî ñïðàâåäëèâî âñþäó â B1(0) è ñóùåñòâóåò
α ∈ R1 òàêîå, ÷òî f(z) = eiαz, ïðè âñåõ z ∈ B1(0).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z)
4
= f(z)

z .
Â ñèëó óñëîâèÿ f(0) = 0 ôóíêöèÿ g èìååò â íóëå óñòðàíèìóþ
îñîáåííîñòü, ò.å. äîîïðåäåëÿÿ åå ïî íåïðåðûâíîñòè â íóëå, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî g ðåãóëÿðíà â êðóãå B1(0). Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìó-
ìà ìîäóëÿ äëÿ ëþáîãî r ∈ (0,1) ìàêñèìóì |g(z)| â êðóãå Br(0)

äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå γr
4
= {z | |z| = r}. Îòñþäà è ïî óñëîâèþ

ëåììû ( |f(z)| 6 1) ïîëó÷àåì îöåíêó

|g(z)| 6 1
r
, ∀z ∈ Br(0). (7)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå z0 ∈ B1(0). Òàê êàê ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå z0 ∈ Br(0) ïðè ëþáîì r ∈ (|z0|,1), òî èç îöåíêè (7)
èìååì |g(z0)| 6 1

r ïðè âñåõ r ∈ (|z0|,1). Óñòðåìëÿÿ r → 1, ïîëó-
÷àåì |g(z0)| 6 1, ò.å. |f(z0) 6 |z0|, ò.å. îöåíêà (6) äîêàçàíà.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z1 ∈ B1(0), z1 6= 0, â êîòî-
ðîé â íåðàâåíñòâå (6) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Òîãäà ôóíêöèÿ g
äîñòèãàåò ñâîé ìàêñèìóì â ýòîé âíóòðåííåé òî÷êå, ò.å. |g(z1)| =
= 1. Íî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ýòî âîçìîæíî òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà g êîíñòàíòà, ò.å. íàéäåòñÿ α ∈ R1 òàêîå, ÷òî
g(z) = eiα. Òîãäà f(z) = eiαz.

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Ïîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû
Øâàðöà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f ′(z)| 6 1, â êîòîðîì ðà-
âåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà f(z) = eiαz.

Òåîðåìà 3 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ãàðìî-
íè÷åñêîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ u : G → R1 ãàðìîíè÷íà
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ R2 è íåïðåðûâíà íà åå çàìûêàíèè
G = G ∪ Γ. Ïóñòü u(x,y) 6≡ const. Òîãäà ìàêñèìóì è ìèíèìóì
ýòîé ôóíêöèè äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â
òî÷êå (x0,y0) ∈ G äîñòèãàåòñÿ max{u(x,y) | (x,y) ∈ G}. Òàê
êàê ìíîæåñòâî G åñòü îáëàñòü, òî òî÷êà z0 = x0 + iy0 ÿâëÿåò-
ñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà G, è ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0
òàêîå, ÷òî êðóã Br(z0) ⊂ G.

Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 2 èç � 4, ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C òàêàÿ, ÷òî Re f(z) = u(x,y). (Íà-
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ïîìíèì, ÷òî íàäî âçÿòü

v(x,y)
4
=

(x, y)∫

(x0, y0)

−∂u

∂y
dx +

∂u

∂x
dy

è
f(z)

4
= u(x,y) + iv(x,y)).

Ïóñòü w0 = f(z0). Ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò êðóã Bε(w0) òà-
êîé, ÷òî Bε(w0) ⊂ f(Br(z0)). Âîçüìåì â êðóãå Bε(w0) òî÷êó w1

ïðàâåå w0, ò. å. Rew1 > Rew0 (ñì. ðèñ. 50á), ïðè÷åì ñóùåñòâó-
åò òî÷êà z1 ∈ Br(z0) òàêàÿ, ÷òî f(z1) = w1. Òîãäà Re f(z1) =
= u(x1,y1) > u(x0,y0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äîïóùåíèå íåâåðíî.

2. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìóìå ñëåäóåò èç
ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà î ìàêñèìóìå, òàê êàê minu(x,y) =
= −max(−u(x,y)), à ôóíêöèÿ −u(x,y) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(x,y) óäîáíî ââåñòè îáîçíà-
÷åíèå: u(z)

4
= u(x,y), ãäå z = x + iy.

Òåîðåìà 4 (Î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ u : BR(a) → R ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå
BR(a) è íåïðåðûâíîé íà åãî çàìûêàíèè BR(a). Òîãäà ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà

u(a) =
1
2π

2π∫

0

u(a + Reiϕ) dϕ. (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 2 � 4 ñóùåñòâóåò ðåãó-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f : BR(a) → C òàêàÿ, ÷òî Re f(z) = u(z).
Òîãäà ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè
γρ = {z | |z − a| = ρ}, ãäå ρ ∈ (0,R), èìååì ðàâåíñòâî

f(a) =
1

2πi

∫

γρ

f(ζ)
ζ − a

dζ.

Òàê êàê äëÿ âñÿêîé òî÷êè ζ ∈ γρ, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
ζ = a + ρeiϕ, ãäå 0 6 ϕ 6 2π, òî dζ = iρeiϕ dϕ, è ïîñëå çàìåíû
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ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ïîëó÷àåì

f(a) =
1

2πi

2π∫

0

f
(
a + ρeiϕ

)
iρeiϕ dϕ

ρeiϕ
=

1
2π

2π∫

0

f
(
a + ρeiϕ

)
dϕ. (9)

Âûáèðàÿ â (9) äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

u(a) =
1
2π

2π∫

0

u(a + ρeiϕ) dϕ. (10)

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(z) = u(x,y) íà êðóãå BR(a) ñëå-
äóåò ðàâíîìåðíàÿ ïî ϕ ∈ [0,2π] íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ρ →
→ u(a + ρeiϕ) ïðè ρ ∈ (0,R]. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà,
óñòðåìëÿÿ ρ ê R, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (8).
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� 25. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ â C
Â äàííîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå êîíôîðì-

íîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè èç C è îáúÿñíèì
íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêîãî îòîáðàæåíèÿ.

1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : G → C, îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè
G ⊂ C. Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ G òàêîâà, ÷òî â íåé ñóùåñòâóåò ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(z0) 6= 0. Îáîçíà÷èì

w0 = f(z0), ∆w = f(z)− f(z0), ∆z = z − z0.

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èìååì
∆w = f ′(z0)∆z + α(∆z), (1)

ãäå lim
∆z→0

α(∆z)
∆z = 0, f ′(z0) = ux(x0,y0) + ivx(x0,y0).

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆w ïî ôîðìóëå (1), âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü åãî ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷åðåç äèô-
ôåðåíöèàë dw = f ′(z0)∆z (òàê êàê ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíà áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì |∆z|, èìååò ìåñòî ïðèáëèæåí-
íîå ðàâåíñòâî ∆w ' dw). Ðàñïèñàâ äèôôåðåíöèàë dw ïî êîì-
ïîíåíòàì, ïîëó÷àåì

(
∆u

∆v

)
'

(
ux −vx

vx ux

)(
∆x

∆y

)
= K ·

(
ux
K −vx

K
vx
K

ux
K

)(
∆x

∆y

)
, (2)

ãäå K
4
= |f ′(z0)|. Èç âûðàæåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå îòíî-

ñèòåëüíî ∆z îòîáðàæåíèå dw = f ′(z0)∆z ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçè-
öèåé äâóõ îòîáðàæåíèé: ðàñòÿæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì K =
= |f ′(z0)| > 0 è îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè
(òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà â ðà-
âåíñòâå (2) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé).

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê |dw| = |f ′(z0)||∆z|, òî îáðàçîì îêðóæ-
íîñòè γr

4
= {z | |z−z0| = r} ðàäèóñà r > 0 (íà êîòîðîé |∆z| = r)

ïðè îòîáðàæåíèè f áóäåò îêðóæíîñòü γ = {w | |w −w0| = Kr}
ðàäèóñà Kr ñ òî÷íîñòüþ äî o(|∆z|) (ñì. ðèñ. 51).
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Ïîëó÷åííîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàþò ñâîéñòâîì
ñîõðàíåíèÿ îêðóæíîñòè â ìàëîì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ëèíåé-
íîãî ðàñòÿæåíèÿ â òî÷êå z0 ðàâåí

K = |f ′(z0)| = lim
|∆z|→0

|∆w|
|∆z| . (3)

Êðîìå òîãî èç ôîðìóëû (2) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæå-
íèå f ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè
z0, òàê êàê êàæäàÿ èç íèõ ïîâåðíåòñÿ íà îäèí è òîò æå óãîë.
Ïîÿñíèì ýòî áîëåå ïîäðîáíî.

u

v

0

γ∗1

γ∗2

w′1

w′2

α
w0

x

y

0

γ1

γ2

z′1

z′2

α
z0

Ðèñ. 51

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Br(z0) → C ðåãóëÿðíà è f ′(z) 6= 0. Ïóñòü
w0 = f(z0). Ðàññìîòðèì äâà ãëàäêèõ êîíòóðà γ1,γ2 ⊂ Br(z0),
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó z0 (ñì. ðèñ. 51), ò. å. ïðåäñòàâèìûå â
âèäå

γk
4
= {z | z = zk(t), t ∈ [t0 − δ,t0 + δ]}, δ > 0, k ∈ 1,2, (4)

ïðè÷åì z′k(t) 6= 0 è z1(t0) = z2(t0) = z0.
Òîãäà ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò êîíòóðû γk, k ∈ 1,2, â êðèâûå

γ∗k = {w | w = wk(t)
4
= f(zk(t)), t ∈ [t0 − δ,t0 + δ]}. (5)

Òîãäà â ñèëó î÷åâèäíîé ôîðìóëû
w′k(t) = f ′(zk(t))z′k(t), ∀ t ∈ [t0 − δ,t0 + δ], k ∈ 1,2, (6)

ïîëó÷àåì, ÷òî w′k(t) 6= 0, ∀ t, ò. å. êðèâûå γ∗k ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè
êîíòóðàìè.
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Óãîë ìåæäó êðèâûìè γ1 è γ2 â òî÷êå z0 ïî îïðåäåëåíèþ
åñòü óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè z′1(t0) è z′2(t0). Ñî-
îòâåòñòâåííî, óãîë ìåæäó êðèâûìè γ∗1 è γ∗2 â òî÷êå w0 åñòü óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè w′1(t0) è w′2(t0). Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (6) ïðè
t = t0 ïîëó÷àåì

w′k(t0) = f ′(z0)z′k(t0),
îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Arg w′k(t0) = argãë f ′(z0) + Arg z′k(t0), ∀ k ∈ 1,2. (7)

Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð
z′k(t0) êîíòóðà γk ïðè îòîáðàæåíèè f ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà îäèí
è òîò æå óãîë argãë f ′(z0). Òî åñòü óãîë ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè,
âûõîäÿùèìè èç òî÷êè z0, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðà-
æåíèè f , åñëè f ′(z0) 6= 0. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì
ñîõðàíåíèÿ óãëîâ.

2. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ â C. Íà îñíîâå óêàçàííûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ââåäåì ïîíÿòèå
êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå èç C.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå f : Br(z0) → C íàçûâàåòñÿ
êîíôîðìíûì â òî÷êå z0 ∈ C, åñëè åãî êîìïîíåíòû u(x,y),v(x,y)
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå z0 = x0 + iy0, à ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå {

du = ux(x0,y0)∆x + uy(x0,y0)∆y,

dv = vx(x0,y0)∆x + vy(x0,y0)∆y,
(8)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ ðàñòÿæåíèÿ è ïîâîðîòà îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè 0.

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå f êîíôîðìíî â òî÷êå z0 ∈ C òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
z0 è f ′(z0) 6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òî, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ f , ó êîòîðîé f ′(z0) 6= 0, ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé â òî÷êå z0

(ïî îïðåäåëåíèþ 1), áûëî ïîêàçàíî â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà.
Ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèå f êîíôîðìíî â òî÷êå z0 = x0 + iy0.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1 ñóùåñòâóþò K > 0 è θ ∈ [0,2π) òàêèå,
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÷òî âûðàæåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä
(

du

dv

)
= K

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
∆x

∆y

)
, (9)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ux = K cos θ, uy = K sin θ, vx = −K sin θ,
vy = K cos θ, ò. å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 è |f ′(z0)| =
= K 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f : G → C íàçûâàåòñÿ êîí-
ôîðìíûì â îáëàñòè G ⊂ C, åñëè îíî îäíîëèñòíî â îáëàñòè G
è êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó òåîðåìû Ãóðñà (ñì. çàìå÷àíèå 1 � 7)
èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îá-
ëàñòè ñëåäóåò, ÷òî îíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
îáëàñòè, ò. å. ðåãóëÿðíà. Ïîýòîìó è â ñèëó òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ,
îñóùåñòâëÿþùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íåêîòîðîé îáëàñòè
èç C â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â äàí-
íîé îáëàñòè. Îòñþäà è â ñèëó ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè
(ñì. òåîðåìó 1 �24) ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáðàçîì îá-
ëàñòè ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü.

3. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ â C. Îáîáùèì ïîíÿòèå
êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ íà ñëó÷àé ðàñøèðåííîé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè C.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ïîíÿòèå êîíôîðìíîñòè
îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîé òî÷êå âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé: ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ óã-
ëîâ è ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ îêðóæíîñòåé â ìàëîì. Ìû õîòåëè
áû îïðåäåëèòü êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé òî÷êå ∞, îïèðàÿñü íà ýòè æå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà,
ïî êðàéíåé ìåðå, íà ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ óãëîâ.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå óãëà ìåæäó êðèâûìè
â áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè C íà ñôåðó Ðèìàíà S (ñì. � 2).

1) Óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, ïåðåñå-
êàþùèìèñÿ â íåêîòîðîé êîíå÷íîé òî÷êå èç C, ïðè ñòåðåîãðà-
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ôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïåðåõîäèò â ðàâíûé åìó óãîë ìåæäó îáðà-
çàìè äàííûõ êðèâûõ íà ñôåðå Ðèìàíà S.

2) Îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè C íà ïëîñêîñòü C, îñóùåñòâëÿ-
åìîå ôóíêöèåé w = 1

z , ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñîîò-
âåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ S íà ñåáÿ, ïîëó÷àåìîìó ïðè ïîâîðîòå
ñôåðû Ðèìàíà íà óãîë π âîêðóã äèàìåòðà ñôåðû ñ êîíöàìè â
òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè òî÷åê +1 è −1 èç C.

Â ñèëó ýòèõ ñâîéñòâ ïîä óãëîì ìåæäó äâóìÿ íåîãðàíè÷åí-
íûìè êðèâûìè â òî÷êå ∞ ñëåäóåò ïîíèìàòü óãîë ìåæäó îáðà-
çàìè ýòèõ êðèâûõ (ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè) íà ñôåðå
Ðèìàíà â âåðõíåé òî÷êå P , åñëè ýòè îáðàçû èìåþò â òî÷êå P
êàñàòåëüíûå. Ýòîò óãîë, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîâïàäàåò ñ óãëîì â
òî÷êå íóëü íà ïëîñêîñòè C ìåæäó íîâûìè êðèâûìè, ïîëó÷à-
åìûìè èç äàííûõ êðèâûõ ïðè îòîáðàæåíèè w = 1/z ïëîñêî-
ñòè C íà ñåáÿ.

Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïîðîæäàþò ñëåäóþùèå
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f :
◦
BR(∞) → C èìååò â

òî÷êå z0 = ∞ óñòðàíèìóþ îñîáóþ òî÷êó. Ñêàæåì, ÷òî îòîáðà-
æåíèå f êîíôîðìíî â òî÷êå∞, åñëè îòîáðàæåíèå g(z)

4
= f

(
1
z

)
,

äîîïðåäåëåííîå ïî íåïðåðûâíîñòè â íóëå, êîíôîðìíî â òî÷êå
íóëü.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ C ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè f , íî íå ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé. Ñêà-
æåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f êîíôîðìíî â òî÷êå z0, åñëè îòîáðàæå-
íèå ϕ(z)

4
= 1

f(z) , äîîïðåäåëåííîå â òî÷êå z0 ïî íåïðåðûâíîñòè,
êîíôîðìíî â òî÷êå z0.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 4 îñîáàÿ òî÷-
êà ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëþñîì 1-ãî ïîðÿäêà, òàê êàê èíà÷å
íàðóøàåòñÿ îäíîëèñòíîñòü â ìàëîì, ò. å. â ëþáîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü çàìå÷à-
íèÿ 2.

197



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ, êîíôîðì-
íîãî â îáëàñòè èç ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè C â ðàñøèðåííóþ
ïëîñêîñòü C.

Îïðåäåëåíèå 5. Îòîáðàæåíèå f : G → C íàçûâàåòñÿ êîí-
ôîðìíûì â îáëàñòè G ⊂ C, åñëè îíî îäíîëèñòíî íà îáëàñòè G
è êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè G.

Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : G → C îñóùåñòâëÿåò êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G ⊂ C íà îáëàñòü f(G) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f îäíîëèñòíà íà G è f ðåãóëÿðíà âî
âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè G, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, äâóõ
òî÷åê:
1) ∞, åñëè ∞ ∈ G è ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé

èëè ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f ;
2) íåêîòîðîé êîíå÷íîé òî÷êè z0 ∈ G, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f , ïðè ýòîì ëèáî ∞ /∈ G,
ëèáî, åñëè ∞ ∈ G, òî ∞ åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè f .
Ó ï ð à æ í å í è å 2. Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-

æäåíèÿ 1.
Èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ êëàññîâ êîíôîðìíûõ îòîáðàæå-

íèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ïðîäåëà-
åì â ñëåäóþùèõ òðåõ ïàðàãðàôàõ.

198



� 26. Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

� 26. Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷èì ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíûõ îòî-

áðàæåíèé, êàê ïîêàæåì, âàæíåéøåãî êëàññà êîíôîðìíûõ îòî-
áðàæåíèé ïëîñêîñòè C íà ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ (èëè îòîáðàæåíèå) âèäà

w =
az + b

cz + d
, (1)

ãäå êîýôôèöèåíòû a,b,c,d ∈ C è ad−bc 6= 0, íàçûâàåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé (èëè îòîáðàæåíèåì).

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ w èç (1) â îñîáûõ òî÷êàõ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè â C:
1) åñëè c = 0, òî ïîëàãàåì

w(∞) = ∞, (2′)

2) åñëè c 6= 0, òî ïîëàãàåì

w(∞) =
a

c
, w

(
−d

c

)
= ∞. (2)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (1), (2) îòîáðàæàåò C íà C.
Â ñëó÷àå, êîãäà c = 0, ïîëó÷àåì àôôèííóþ ôóíêöèþ, ñâîé-

ñòâà êîòîðîé ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû
è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ïîëàãàåì,
÷òî c 6= 0.

Òåîðåìà 1. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (1), (2) îòîáðàæàåò
ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C íà âñþ ðàñøèðåííóþ
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C êîíôîðìíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äîêàæåì îäíîëèñòíîñòü ôóíê-
öèè (1), (2) íà ïëîñêîñòè C. Èç ôîðìóë (1), (2) ýëåìåíòàðíûìè
âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî âûðàçèòü z ÷åðåç w, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå âèäà

z =
−dw + b

cw − a
, (3)

z(∞) = −d

c
, z

(a

c

)
= ∞. (4)

199



Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí. ÒÔÊÏ: ëåêöèè

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (1), (2) îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò
ïëîñêîñòü C íà âñþ ïëîñêîñòü C, ïðè÷åì, òàê êàê îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣

−d b

c −a

∣∣∣∣∣ = ad− bc 6= 0,

òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå (3), (4) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíûì.

2. Äîêàæåì êîíôîðìíîñòü ôóíêöèè (1), (2) â êàæäîé òî÷êå
z0 ïëîñêîñòè C.

1) Ïóñòü z0 6= −d
c , z0 6= ∞. Òîãäà

w′(z0) =
a(cz0 + d)− c(b + az0)

(cz0 + d)2
=

ad− bc

(cz0 + d)2
6= 0. (5)

2) Ïóñòü z0 = −d
c . Òàê êàê lim

z→z0

w(z) = ∞, òî ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

g(z)
4
=

1
w(z)

=
cz + d

az + b
,

g′(z0) =
bc− ad

(az0 + b)2
=

c2

cb− ad
6= 0.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ g êîíôîðìíà â òî÷êå z0, îòêóäà ïî
îïðåäåëåíèþ 4 � 25 ôóíêöèÿ w(z) êîíôîðìíà â òî÷êå z0 = −d

c .
3) Ïóñòü z0 = ∞. Òîãäà lim

z→∞w(z) = a
c . Èññëåäóåì íà êîí-

ôîðìíîñòü ôóíêöèþ

g(ζ)
4
= w

(
1
ζ

)
=

a + bζ

c + dζ

â òî÷êå ζ0 = 0. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ â ýòîé òî÷êå

g′(ζ0) =
bc− ad

(c + dζ0)2
=

bc− ad

c2
6= 0.

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ g êîíôîðìíà â íóëå. Îòñþäà ïî îïðå-
äåëåíèþ 3 � 25 ôóíêöèÿ w(z) êîíôîðìíà â òî÷êå ∞.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèÿì 1�5 � 25 ôóíêöèÿ (1), (2) êîíôîðìíî
îòîáðàæàåò ïëîñêîñòü C íà âñþ ïëîñêîñòü C.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ f : C → C êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ïëîñêîñòü C íà ïëîñ-
êîñòü C, òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé.
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Îòìåòèì ñëåäóþùåå "êðóãîâîå ñâîéñòâî"äðîáíî-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè (1), (2) îá-
ðàçîì ëþáîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü
èëè ïðÿìàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ àôôìííîãî îòîáðàæåíèÿ (ò. å.
ïðè c = 0) w = az + b, a 6= 0, (6)
êðóãîâîå ñâîéñòâî, ïðèâåäåííîå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, î÷å-
âèäíî, ñïðàâåäëèâî, òàê êàê èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî
àôôèííîå îòîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè R2 ñâîäèòñÿ ê ñóïåðïîçè-
öèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ïîâîðîòà è ïåðåíîñà, ïðè êîòî-
ðûõ îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñòè, à ïðÿìûå â ïðÿìûå.

Â îáùåì ñëó÷àå (ïðè c 6= 0) ïðåäñòàâèì îòîáðàæåíèå (1) â
âèäå

w =
a

c
+
−ad + bc

c
· 1
cz + d

,

ò. å. ôóíêöèþ (1) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè òðåõ îòîáðà-
æåíèé:

w = α + βt, t =
1
ζ
, ζ = cz + d. (7)

Â ôîðìóëàõ (7) äâà îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè, è, êàê
óæå îòìå÷àëè âûøå, îíè îáëàäàþò êðóãîâûì ñâîéñòâîì. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå t = 1

ζ òàêæå îáëàäàåò êðóãî-
âûì ñâîéñòâîì.

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü γ â ïëîñêîñòè ζ = ξ +
+iη. Êàê ñëåäóåò èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, îíà îïèñûâàåòñÿ
íåêîòîðûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà

A(ξ2 + η2) + Bξ + Cη + D = 0, (8)
ãäå A,B,C,D � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì A > 0, B2 + C2 > 4AD. Â ñëó÷àå, êîãäà A = 0, óðàâíå-
íèå (8) îïèñûâàåò íåêîòîðóþ ïðÿìóþ. Òàê êàê ξ2 + η2 = |ζ|2 =
= ζζ, ξ = 1

2(ζ + ζ), η = 1
2i(ζ − ζ), òî óðàâíåíèå (8) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

Aζζ +
(

B

2
+

C

2i

)
ζ +

(
B

2
− C

2i

)
ζ + D = 0. (9)
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Îòîáðàæåíèå t = 1
ζ ïðåîáðàçóåò îêðóæíîñòü (9) â êðèâóþ,

óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

A +
(

B

2
+

C

2i

)
t +

(
B

2
− C

2i

)
t + Dtt = 0. (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (10) â ñëó÷àå, êîãäà D 6= 0, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè, à â ñëó÷àå, êîãäà D = 0,
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè îêðóæ-
íîñòè èëè ïðÿìîé íåòðóäíî óòî÷íèòü, ÷òî æå êîíêðåòíî áóäåò
åå îáðàçîì: îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî-
ñìîòðåòü íà òî÷êó z0 = −d

c , äëÿ êîòîðîé w(z0) = ∞. Åñëè òî÷-
êà z0 ïðèíàäëåæèò èñõîäíîé êðèâîé, òî îáðàçîì áóäåò ïðÿìàÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå îáðàçîì áóäåò îêðóæíîñòü.

Èç ñðåäíåé øêîëû èçâåñòíî ïîíÿòèå òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé
äàííîé òî÷êå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé. Ðàñøèðèì ýòî ïîíÿòèå íà
ñëó÷àé îêðóæíîñòè.

x

y

0

A

M

M∗

Ðèñ. 52

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè
R2 çàäàíà îêðóæíîñòü γ ðàäèóñà R ñ öåí-
òðîì â òî÷êå A (ñì. ðèñ. 52). Òî÷êè M è
M∗ íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòè γ, åñëè îíè ëåæàò íà
îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç öåíòðà A, è
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

|AM | · |AM∗| = R2. (11)

Ïåðåõîäÿ íà ÿçûê êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè
z0,z

∗
0 ∈ C ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

γ = {z | |z − a| = R}, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z∗0 − a =
R2

z0 − a
. (12)

Òàê êàê â ôîðìóëå (12) ïðè z0 → a ïîëó÷àåì z∗0 →∞, òî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè a è ∞ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îò-
íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ = {z | |z − a| = R}.
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Òåîðåìà 3. Ïðè âñÿêîì äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè
(1), (2) ïàðà òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îê-
ðóæíîñòè èëè ïðÿìîé, ïåðåõîäèò â ïàðó òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ
îòíîñèòåëüíî îáðàçà ýòîé êðèâîé.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñèëó ñõîäñòâà ïîëó÷àåìûõ ñâîéñòâ äðîáíî-
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ êàê ñ îêðóæíîñòÿìè, òàê è
ñ ïðÿìûìè, äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì
áóäåì îêðóæíîñòüþ íàçûâàòü íå òîëüêî îêðóæíîñòè, íî òàêæå
è ïðÿìûå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Òî÷êè z0 è z∗0 ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíî-

ñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè (èëè ïðÿìîé) γ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáàÿ îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ Γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç òî÷êè z0 è z∗0 , ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü γ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êè z0 è
z∗0 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ ðàäèóñà R ñ öåí-
òðîì â òî÷êå a. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè z0 è z∗0 (ñì. ðèñ. 53).

x

y

0

γ

Γ

l
L

a
z0

z∗0

ζ

Ðèñ. 53

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó a
êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ L ê îê-
ðóæíîñòè Γ. Ïðè ýòîì îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ζ òî÷êó êàñà-
íèÿ îêðóæíîñòè Γ, ò. å. ζ ∈
∈ Γ ∩ L.

Ïî òåîðåìå î êàñàòåëü-
íîé è ñåêóùåé ïîëó÷àåì, ÷òî
|ζ − a|2 = |z0 − a| · |z∗0 − a|.
Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ 2
î ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ (ðàâåíñòâî (12)) ïîëó÷àåì, ÷òî |ζ −
−a| = R, ò. å. òî÷êà ζ ëåæèò íà îêðóæíîñòè γ, ò. å. òî÷êà ζ åñòü
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé γ è Γ. Òàê êàê ðàäèóñ [a,ζ] îê-
ðóæíîñòè γ ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé l ê îêðóæíîñòè γ,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó ζ, òî êàñàòåëüíûå L è l ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû, ò. å. îêðóæíîñòè γ è Γ ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òî÷êè z è z∗ òàêîâû, ÷òî ëþáàÿ
îêðóæíîñòü Γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, ïåðïåíäèêóëÿðíà
äàííîé îêðóæíîñòè γ ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

1) Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå êðèâîé Γ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êè z è z∗. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðÿìàÿ Γ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà îêðóæíîñòè γ, òî ïðÿìàÿ Γ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð a.
Áîëåå òîãî, òî÷êè z è z∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å ñ íà÷àëîì â òî÷-
êå a, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðîâåäÿ îêðóæíîñòü Γ1 ñ
äèàìåòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ îòðåçêîì [z,z∗], î÷åâèäíî, ïîëó÷à-
åì, ÷òî îêðóæíîñòü Γ1 íå ïåðïåíäèêóëÿðíà îêðóæíîñòè γ, ò. å.
íå âûïîëíåíî óñëîâèå.

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå Γ ïðîèçâîëüíóþ îêðóæ-
íîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè z è z∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, ò. å. ζ ∈
∈ Γ ∩ γ. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè Γ â òî÷êå ζ (îáîçíà-
÷èì åå L) ïî óñëîâèþ ïåðïåíäèêóëÿðíà êàñàòåëüíîé ê îêðóæ-
íîñòè γ â òî÷êå ζ (îáîçíà÷èì åå l), ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ L
ïðîéäåò ÷åðåç öåíòð a, ò. å. îòðåçîê [a,ζ] ëåæèò íà êàñàòåëü-
íîé L ê îêðóæíîñòè Γ. Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé
ïîëó÷àåì R2 = |ζ − a|2 = |z − a| · |z∗ − a|. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
òî÷êè z è z∗ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòè γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 3. Ïóñòü z0 è z∗0 � ñèì-
ìåòðè÷íûå òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ è ïóñòü äðîáíî-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f âèäà (1), (2) ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü γ â
êðèâóþ γ̃ = f(γ). Ïî êðóãîâîìó ñâîéñòâó (ïî òåîðåìå 2) êðèâàÿ
γ̃ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ (èëè ïðÿìîé). Ïóñòü w0 = f(z0),w∗0 =
= f(z∗0). Ðàññìîòðèì ëþáóþ îêðóæíîñòü Γ̃ òàêóþ, ÷òî w0,w

∗
0 ∈

∈ Γ̃. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü Γ òàêàÿ, ÷òî f(Γ) = Γ̃ è
z0,z

∗
0 ∈ Γ.
Òàê êàê òî÷êè z0 è z∗0 ñèììåòðè÷íû, òî ïî ëåììå 1 îêðóæ-

íîñòü Γ ïåðïåíäèêóëÿðíà îêðóæíîñòè γ. Ïî ñâîéñòâó ñîõðàíå-
íèÿ óãëîâ ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ è òàê êàê ïî òåî-
ðåìå 1 äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî â C, îêðóæ-
íîñòü Γ̃ = f(Γ) áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà îêðóæíîñòè γ̃ = f(γ).
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Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îêðóæíîñòè Γ̃ è ïî ëåììå 1
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè w0 è w∗0 ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè òî÷êàìè
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ̃.

Òåîðåìà 4. Ñîâîêóïíîñòü äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ò. å.
ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ
äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, è îáðàòíîå ê ëþáîìó äðîáíî-
ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâà äðîáíî-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèÿ

ζ =
a1z + b1

c1z + d1
, (13)

w =
a2ζ + b2

c2ζ + d2
. (14)

Ïîäñòàâèâ (13) â (14), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì èõ ñóïåðïîçèöèþ âèäà

w =
az + b

cz + d
, (15)

ãäå êîýôôèöèåíòû a,b,c,d òàêîâû, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
îïðåäåëèòåëåé

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
a2 b2

c2 d2

∣∣∣∣ , (16)

ò. å. ad− cb 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå (15) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê äðîáíî-
ëèíåéíîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì, ïðèâåäåíî â äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Ðàçáåðåì íåêîòîðûå ïðèìåðû êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé â
ïëîñêîñòè C è èõ îáðàçîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèÿõ.

Ïðèìåð 1. Îïèñàòü äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 â êðóã |w| < 1.
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Ð å ø å í è å. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè. Íàéäåì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
ïåðåâîäèò z0 â òî÷êó 0. Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû òî÷êà
z0 îòîáðàçèëàñü â ∞, ò. å. ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå âèäà

w = A
z − z0

z − z0
, A 6= 0. (17)

Òàê êàê ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Im z = 0 òî÷-
êè z0 è z0 ïî ñâîéñòâó äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ïåðåéäóò
â òî÷êè 0 è ∞, êîòîðûå ñèììåòðè÷íû äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â íóëå, ò.å. îáðàçîì ïðÿìîé Im z = 0 áóäåò íåêîòî-
ðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. ×òîáû ïîëó÷èòü èç (17)
òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 â êðóã
|w| < 1, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè z1, Im z1 =
= 0, åå îáðàçîì äîëæíà áûòü ãðàíè÷íàÿ òî÷êà w1, ò.å. òàêàÿ,
÷òî |w1| = 1. Îòñþäà ìîæåì óòî÷íèòü âåëè÷èíó A, ò. å.

1 = |w1| = |A| |z1 − z0|
|z1 − z0| = |A| |x1 − z0|

|x1 − z0| = |A|.

Èòàê, A = eiα, ãäå α � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â
èòîãå ïîëó÷èëè, ÷òî îòîáðàæåíèÿ âèäà

w = eiα z − z0

z − z0
(18)

îïèñûâàþò ñåìåéñòâî èñêîìûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, îï-
ðåäåëÿåìûõ âûáîðîì òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ: äâóìÿ
êîîðäèíàòàìè òî÷êè z0, ó êîòîðîé Im z0 > 0, è ÷èñëà α ∈ [0,2π).

Ïðèìåð 2. Îïèñàòü äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ êðóãà
B1(0) = {z | |z| < 1} íà êðóã B1(0) = {w | |w| < 1}.

Ð å ø å í è å. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 â êðóãå,
ò. å. |z0| < 1. Íàéäåì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâî-
äÿùåå òî÷êó z0 â òî÷êó 0, à ñèììåòðè÷íóþ åé îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè |z| = 1 òî÷êó 1

z0
â òî÷êó ∞. Òàêîå îòîáðàæåíèå,

î÷åâèäíî, èìååò âèä

w = A
z − z0

z − 1
z0

= Ã
z − z0

1− zz0
. (19)
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Ïðè îòîáðàæåíèè (19) îêðóæíîñòü |z| = 1 ïî òåîðåìå 3 ïåðåõî-
äèò â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. ×òîáû ýòî
îêðóæíîñòü èìåëà ðàäèóñ R = 1, äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáîé ãðà-
íè÷íîé òî÷êè z1 = eiϕ ïîñ÷èòàòü ìîäóëü îáðàçà

1 = |w| = |Ã| |z0 − eiϕ|
|1− eiϕ · z0| = |Ã| |eiϕ − z0|

|eiϕ||e−iϕ − z0| = |Ã|.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî Ã èìååò âèä Ã = eiα. Â èòîãå îòîáðàæå-
íèÿ âèäà

w = eiα z − z0

1− zz0
(20)

îïèñûâàþò ñåìåéñòâî òðåáóåìûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé,
îïðåäåëÿåìûõ âûáîðîì òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ: äâó-
ìÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè z0 òàêîé, ÷òî |z0| < 1, è ÷èñëà α ∈ R1.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî (20)
îïèñûâàåò âñå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà íà
ñåáÿ.

Ïðèìåð 3. Îïèñàòü äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, êîòî-
ðûå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè z1,z2,z3 îòîáðàæàþò â òðè ðàçëè÷íûå
òî÷êè w1,w2,w3, ò. å. wk = f(zk), k = 1,2,3.

Ð å ø å í è å. Òàêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî,
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
=

z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
. (21)

Åñëè âûðàçèòü íåÿâíóþ ôóíêöèþ w = f(z) èç (21), òî ïîëó÷èì,
÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, òàê
êàê îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ îòîáðàæåíèé

w = g−1 · h, ãäå h(z) =
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1

è
g(w) =

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
,

à îòîáðàæåíèå g−1 òàêæå äðîáíî-ëèíåéíî (ñì. òåîðåìó 4).
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Äîêàæåì, ÷òî òðåáóåìîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
åäèíñòâåííî. Ïóñòü íåêîòîðîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
w = az+b

cz+d îòîáðàæàåò òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè {zk} íà ñåáÿ, òî÷íåå

azk + b

czk + d
= zk, k = 1,2,3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå cz2
k + (d − a)zk − b = 0 èìå-

åò òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ z1,z2,z3, ÷òî âîçìîæíî (ïî òåîðåìå
Ãàóññà) ëèøü ïðè c = d− a = −b = 0, ò. å. w(z) ≡ z. Äîïóñòèì,
÷òî f1(z) è f2(z) � äâà äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ, îòîáðà-
æàþùèå òî÷êè zk â òî÷êè wk ïðè k = 1,2,3, òîãäà w = f−1

2 ·f1(z)
îñòàâëÿåò òî÷êè zk íà ìåñòå, ò. å. f−1

2 · f1(z) ≡ z, ò. å. f1 ≡ f2.
Ïðèìåð 4. Îïèñàòü êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿ-

ùèå âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Im z > 0 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü Imw > 0.

Ð å ø å í è å. Âîçüìåì òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè íà äåéñòâè-
òåëüíîé îñè x1,x2,x3 òàê, ÷òî x1 < x2 < x3. Ïðè äâèæåíèè
îò òî÷êè xk ê òî÷êå xk+1 ïî âîçðàñòàíèþ èõ èíäåêñîâ îáëàñòü
Im z > 0 îñòàåòñÿ ñëåâà. Òàê êàê êàæäîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå êîíôîðìíî íà âñåé ïëîñêîñòè C, òî ïðè îòîáðàæåíèè
ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 íà ïîëóïëîñêîñòü Im w > 0 ãðàíèöà
(äåéñòâèòåëüíàÿ îñü) äîëæíà îòîáðàçèòüñÿ íà ãðàíèöó (äåé-
ñòâèòåëüíóþ îñü). Ïîýòîìó èñêîìîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðà-
æåíèå äîëæíî îòîáðàçèòü äàííûå òî÷êè x1,x2,x3 â òðè ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè u1,u2,u3, ëåæàùèå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ñ òîé
æå îðèåíòàöèåé îáõîäà òî÷åê, ò. å. îáëàñòü Imw > 0 ïðè èõ ñî-
îòâåòñòâóþùåì îáõîäå äîëæíà îñòàâàòüñÿ ñëåâà (òàê êàê êîí-
ôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò óãëû).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (21), ãäå
zk = xk è wk = uk ïðè k = 1,2,3. Â ýòîé ôîðìóëå âñå êîýôôèöè-
åíòû îêàçàëèñü äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
ñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû (21) ê âèäó w = az+b

cz+d ïîëó÷àåì â
äàííîé ôîðìóëå òàêæå äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû a,b,c,d.
Òàê êàê ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ïåðåøëà â äåéñòâèòåëü-
íóþ îñü ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè îáõîäà (ò. å. äåéñòâèòåëüíàÿ
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îñü íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ), òî arg w′(x) = 0 ïðè êàæäîì äåéñòâè-
òåëüíîì çíà÷åíèè x. Ïîýòîìó

w′(x) =
ad− bc

(cx + d)2
> 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ad− bc > 0.
Â èòîãå ïîêàçàëè, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îñóùå-

ñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êî-
ýôôèöèåíòû a,b,c,d äåéñòâèòåëüíû è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ad− bc > 0,
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� 27. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ýëåìåíòàðíûìè
ôóíêöèÿìè. Òåîðåìà Ðèìàíà

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ïðèìåðîâ êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþ-
ùèìèñÿ ëîêàëüíî îäíîëèñòíûìè.
1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî t > 0 è ðàñ-
ñìîòðèì íà îáëàñòè G

4
= C \ [0,+∞) ôóíêöèþ

w = |z|teit arg z, ãäå arg z ∈ (0,2π). (1)
Ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà â äàííîé îáëàñòè G, òàê êàê îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå w = et·h(z), ãäå ôóíêöèÿ h(z) = ln |z| + i arg z,
arg z ∈ (0,2π), åñòü ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ëîãàðèôìà â îáëàñòè G.

Ôóíêöèÿ (1), î÷åâèäíî, îäíîëèñòíà íà óãëîâîé îáëàñòè

G0, ϕ0

4
= {z | |z| > 0, 0 < arg z < ϕ0}, (2)

ãäå ϕ0 6 2π, tϕ0 6 2π.

Ïðè ýòîì âñÿêèé ëó÷ lϕ1

4
= {z | z = reiϕ1 , ∀ r ∈ (0,+∞)}, ãäå

ϕ1 = const ∈ (0,ϕ0), îòîáðàçèòñÿ íà ëó÷ ltϕ1 = {w | w = µeitϕ1 ,
∀µ ∈ (0,+∞)}. Âñÿêàÿ äóãà {z | z = r0e

iϕ, ∀ϕ ∈ (0,ϕ0)}, ãäå
r0 = const > 0, âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòñÿ íà äóãó {w |
| w = rt

0e
iψ, ∀ψ ∈ (0,tϕ0)} (ñì. ðèñ. 54).

u

v

0

tϕ1

tϕ0

x

y

0

ϕ1

ϕ0

Ðèñ. 54

Â èòîãå îáëàñòü G0,ϕ0 èç (2) êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ
ôóíêöèåé (1) íà îáëàñòü

G0, tϕ0 = {w | |w| > 0, 0 < arg w < tϕ0}.
Ðàññìîòðèì áîëåå êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ îòîáðàæå-

íèé.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ w = z2 (ò. å. t = 2) è
îáëàñòü G1

4
= {z | |z| < 1, Im z > 0}. Òîãäà ôóíêöèÿ w =

= z2 êîíôîðìíà íà îáëàñòè G0, π è îòîáðàæàåò îáëàñòü G1 ⊂
⊂ G0, π êîíôîðìíî íà îáëàñòü G∗

1 = {w | |w| < 1, w 6∈ [0,1]}
(ñì. ðèñ. 55).

u

v
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1x

y

0

z2

G1

−1 1

Ðèñ. 55

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = z2 çàäàíà íà îáëàñòè G2
4
=

4
= {z | Im z > a > 0} ⊂ G0, π. Òîãäà ãðàíèöà îáëàñòè G2, ò. å.
ïðÿìàÿ Im z = a, ôóíêöèåé w = z2 îòîáðàæàåòñÿ â ãðàíè÷íóþ
êðèâóþ w = x2 − a2 + 2ixa, ∀x ∈ R, îáðàçà G∗

2, ò. å.
{

u = x2 − a2,

v = 2ax,

îòêóäà, èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð x, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïàðàáîëû
u = v2

4a2 − a2. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî 0 6∈ G∗
2, ïîëó÷àåì, ÷òî

G∗
2 = {w = u + iv | v2 > 4a2(u + a2)} (ñì. ðèñ. 56).
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0
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü íåîáõîäèìî îáëàñòü G3
4
= {z = x + iy |

| y2 > 2p
(p

2 + x
)}, ãäå p > 0, êîíôîðìíî îòîáðàçèòü â íåêî-

òîðîå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Åñëè ïàðàìåòð p çàìåíèòü íà ïàðà-
ìåòð a =

√
p
2 , òî â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà 2 ôóíêöèÿ

w = |z| 12 e
i arg z

2 , ãäå arg z ∈ (0,2π), êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îá-
ëàñòü G3 íà ïîëóïëîñêîñòü G∗

3 = {w | Imw >
√

p
2} (ñì. ðèñ. 57).
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v

0

G∗3 i
√

p/2

x

y

0

G3

−p
2

Ðèñ. 57

2. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü çàäàíû äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà a,b,α,β òàêèå, ÷òî −∞ 6 a < b 6 +∞ è 0 <
< β − α 6 2π. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = ez. Ýòà ôóíêöèÿ íà
ïðÿìîóãîëüíèêå

G
4
= {z = x + iy | a < x < b, α < y < β}, ãäå β − α 6 2π,

îäíîëèñòíà (÷òî ïîêàçàíî íàìè â ïðèìåðå 2 èç � 5) (ñì. ðèñ. 58).
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Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ w = ez èíòåðâàë {z | z = t + iy0,a < t <
< b}, ãäå y0 ∈ (α,β), îòîáðàæàåò íà èíòåðâàë {w | w = τeiy0 ,τ ∈
∈ (ea,eb)}, à èíòåðâàë {z | z = x0 + it, α < t < β}, îòîáðàæàåò
íà äóãó {w | w = ex0 · eit, α < t < β}.

Â èòîãå ôóíêöèÿ w = ez êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ïðÿìî-
óãîëüíèê G íà ñåêòîð

G∗ = {w | ea < |w| < eb, α < arg w < β}.
Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíèêà G.
Ïðèìåð 4. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê G èìååò âèä G4

4
= {z =

= x + iy | x < 0, 0 < y < π}. Òîãäà â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå
ôóíêöèÿ w = ez êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G4 íà ïîëó-
êðóã G∗

4 = {z | |z| < 1, Im z > 0} (ñì. ðèñ. 59).
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê G èìååò âèä G5
4
= {z =

= x + iy | x > 0, 0 < y < π}. Òîãäà â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå
ôóíêöèÿ w = ez êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G5 íà îáëàñòü
G∗

5 = {z | |z| > 1, Im z > 0} (ñì. ðèñ. 60).
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Ðèñ. 60

Çàìå÷àíèå 1. Òàê êàê êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ âî ìíî-
ãèõ ïðèìåðàõ (êàê â ïðèìåðàõ 1, 2 è ïðèìåðàõ 4, 5) çàäàíû
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ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè, îäíîëèñòíûìè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáëàñòÿõ, òî îáðàòíûå ê íèì ôóíêöèè êîíôîðìíî îòîáðàæàþò
îáðàçû íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîîáðàçû. Ýòî óæå ïîêàçàíî â
ïðèìåðå 3. Òàêæå, íàïðèìåð, ïîëóêðóã G∗

4 ðåãóëÿðíîé ôóíêöè-
åé h(z) = ln |z|+ i arg z, arg z ∈ (0,π), êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ
íà îáëàñòü G4, à îáëàñòü G∗

5 ýòîé æå ôóíêöèåé h êîíôîðìíî
îòîáðàæàåòñÿ íà îáëàñòü G5.
3. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî. Ôóíêöèÿ

w =
1
2

(
z +

1
z

)
(3)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî.
Èññëåäóåì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáëàñòü,

÷òîáû ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî (3) íà íåé áûëà êîíôîðìíîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ (3) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè C \ {0}.

Ïðè ýòîì

w′(z) =
1
2

(
1− 1

z2

)
, ò. å. w′(z) 6= 0 ïðè z 6= ±1.

Â òî÷êå z = 0 ôóíêöèÿ w (3) èìååò ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà.
Òîãäà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z)
4
=

1
w(z)

=
2z

1 + z2
, g′(z) =

2− 2z2

(1 + z2)2
, ò. å. g′(0) = 2 6= 0.

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ 4 � 25 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w êîí-
ôîðìíà â òî÷êå 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîâåðêè êîíôîðìíîñòè ôóíêöèè w â òî÷-
êå∞ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ g̃(z)

4
= w

(
1
z

)
â òî÷êå 0.

Òàê êàê w
(

1
z

)
= w(z) è, êàê óæå ïîêàçàëè, ôóíêöèÿ w êîí-

ôîðìíà â íóëå , òî ïî îïðåäåëåíèþ 3 � 25 ôóíêöèÿ w êîíôîðì-
íà â ∞.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿÆóêîâñêîãî w êîíôîðìíà
â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà C \ {±1}.

Èññëåäóåì óñëîâèÿ íà îáëàñòü, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ Æó-
êîâñêîãî áóäåò îäíîëèñòíîé â ýòîé îáëàñòè.
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Äîïóñòèì, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z1,z2 òàêîâû, ÷òî
w(z1) = w(z2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

1
2

(
z1 +

1
z1

)
=

1
2

(
z2 +

1
z2

)
, ò. å.

(z1 − z2)
(

1− 1
z1z2

)
= 0, ò. å. z1z2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îäíîëèñòíà â îáëàñòè G
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ G ñëåäóåò, ÷òî 1

z 6∈
6∈ G.

Âûâîä. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî (3) êîíôîðìíà íà âñÿêîé îá-
ëàñòè G ⊂ C òàêîé, ÷òî ±1 6∈ G è ∀ z ∈ G ⇒ 1

z 6∈ G.

x

y

0

z

1
z̄

1
z

−1 1

Ðèñ. 61

Òàê êàê ðàâåíñòâî z2 = 1
z1

îçíà÷àåò, ÷òî
z2 ïîëó÷åíî èç z1 ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ñèì-
ìåòðèé (ñì. ðèñ. 61) � îòíîñèòåëüíî îê-
ðóæíîñòè |z| = 1 è îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
Im z = 0, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (3)
áûëà êîíôîðìíà íà íåêîòîðîé îáëàñòè G,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà îáëàñòü íå ñîäåðæà-
ëà ïàð òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
óêàçàííîé îêðóæíîñòè, èëè óêàçàííîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ïðè-
ìåðàìè îáëàñòåé, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðì-
íà, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå îáëàñòè:

1) Im z > 0, 3) |z| > 1,

2) Im z < 0, 4) |z| < 1.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèè Æóêîâñêî-
ãî (3) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà z â ïîëÿðíîé ôîð-
ìå z = reiϕ. Òîãäà ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî ïðèíèìàåò âèä

w =
1
2

reiϕ +
1
2r

e−iϕ = u + iv,

ãäå {
u = 1

2

(
r + 1

r

)
cosϕ,

v = 1
2

(
r − 1

r

)
sinϕ.

(4)
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à) Ïóñòü çàäàíà îêðóæíîñòü γr0

4
= {z | z = r0e

iϕ, 0 6
6 ϕ < 2π} ðàäèóñà r0 > 0, ãäå r0 6= 1. Òîãäà èç ôîðìóëû (4)
ïîëó÷àåì, ÷òî åå îáðàç óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

u2

a2
+

v2

b2
= 1, (5)

ãäå
a
4
=

1
2

(
r0 +

1
r0

)
, b

4
=

1
2

∣∣∣∣r0 − 1
r0

∣∣∣∣ , (6)
ò. å. ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îòîáðàçèò îêðóæíîñòè γr0 è γ 1

r0

ïðè
r0 6= 1 â îäèí è òîò æå ýëëèïñ (5), (6) ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ +1
è −1 (òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî c2 = a2 − b2 = 1) (ñì. ðèñ. 62).

u

v

0−1 1x

y

0 1

Ðèñ. 62

á) Ïóñòü çàäàí ëó÷

λϕ0

4
= {z | z = teiϕ0 ,0 < t < ∞}, ϕ0 ∈ [0,2π).

Âíà÷àëå ïîëàãàåì, ÷òî ϕ0 6∈
{
0; π

2 ; π; 3π
2

}
. Ïî ôîðìóëàì (4) äëÿ

îáðàçà ëó÷à λϕ0 ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
u2

cos2 ϕ0
=

1
4

(
t2 + 2 +

1
t2

)
,

v2

sin2 ϕ0
=

1
4

(
t2 − 2 +

1
t2

)
,

îòêóäà ñëåäóåò,÷òî
u2

cos2 ϕ0
− v2

sin2 ϕ0
= 1. (7)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îòîáðàæàåò ëó÷ λϕ0

íà âåòâü ãèïåðáîëû (7), ôîêóñû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
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+1 è −1 (òàê êàê çäåñü c2 = a2 + b2 = cos2 ϕ0 + sin2 ϕ0 = 1)
(ñì. ðèñ. 62).

Åñëè 0 < ϕ0 < π
2 , òî èç ôîðìóë (4) ïîëó÷àåì, ÷òî â îáðàçå

u > 0, à ôóíêöèÿ v ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà t âîçðàñòàåò îò
−∞ äî +∞, ò. å. îáðàçîì ëó÷à ÿâëÿåòñÿ ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáî-
ëû (7) .

Åñëè π
2 < ϕ0 < π, òî èç ôîðìóë (4) ïîëó÷àåì, ÷òî â îáðàçå

u < 0, à ôóíêöèÿ v âîçðàñòàåò, ò. å. îáðàçîì ýòîãî ëó÷à ÿâëÿåòñÿ
ëåâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû (7).

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îáðàçîâ ëó÷åé èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé
÷åòâåðòåé ïëîñêîñòè îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðè çàìåíå ϕ0 íà
−ϕ0 èç ôîðìóë (4) ñëåäóåò, ÷òî îáðàçîì ëó÷à λ−ϕ0 ñëóæèò òà
æå âåòâü ãèïåðáîëû, ÷òî è îáðàçîì ëó÷à λϕ0 , ñ çàìåíîé íàïðàâ-
ëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî íåé íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Â çàêëþ÷åíèå îñòàëîñü ðàññìîòðåòü îáðàçû ëó÷åé, èäóùèõ
ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì. Äëÿ ϕ0 = ±π

2 èç ôîðìóë (4) ïîëó÷àåì,
÷òî îáðàçîì êàæäîãî èç ëó÷åé λπ

2
è λ−π

2
ÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ îñü

(ñî âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè îáõîäà).
Äëÿ ϕ0 = 0 îáðàçîì ëó÷à λ0 áóäåò ëó÷ [1,+∞) ñ äâîéíûì

îáõîäîì.
Äëÿ ϕ0 = π îáðàç ëó÷à λπ áóäåò ëó÷ (−∞,−1] ñ äâîéíûì

îáõîäîì.
Ðàçáåðåì íåêîòîðûå ïðèìåðû îáëàñòåé, íà êîòîðûõ ôóíê-

öèÿ Æóêîâñêîãî (3) êîíôîðìíà.
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Ðèñ. 63

Ïðèìåð 6. Ïóñòü çàäàíà îáëàñòü G6 = B1(0)
4
= {z |

| |z| < 1}, òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðìíà íà G6, ïðè-
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÷åì åå ãðàíèöà |z| = 1 ïåðåõîäèò â ðàçðåç ïî îòðåçêó [−1,1]
(ñì. ðèñ. 63).

Ðàññìîòðåâ îáðàçû âñåõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â 0, ñîäåð-
æàùèõñÿ â îáëàñòè G6, â ñèëó ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îòîáðàæàåò îáëàñòü G6 íà
îáëàñòü G∗

6 = C \ [−1,1].
Ïðèìåð 7. Ïóñòü çàäàíà âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü G7 =

= {z | Im z > 0}. Òîãäà ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî íà îáëàñòè G7

êîíôîðìíà, è, ðàññìîòðåâ îáðàçû ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç íóëÿ
è ëåæàùèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçîì
îáëàñòè G7 ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü G∗

7 = C \ ((−∞,−1] ∪ [1,+∞))
(ñì. ðèñ. 64).

u

v

0

G∗7
−1 1x

y

0

G7−1 1

Ðèñ. 64

Çàìå÷àíèå 2. Ðàçîáðàííûå âûøå ïðèìåðû ïîçâîëÿþò òàê-
æå êîíôîðìíî îòîáðàæàòü îáëàñòü G∗

6 íà îáëàñòü G6, à îáëàñòü
G∗

7 êîíôîðìíî îòîáðàæàòü íà îáëàñòü G7. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ðàññìîòðåòü îáðàòíûå ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ.
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (3) ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî z

z2 − 2wz + 1 = 0,
ðåøàÿ êîòîðîå ïîëó÷àåì, ÷òî â îáëàñòè G∗

6 ñóùåñòâóþò äâå
ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî, ýòî
ôóíêöèè z = w ± g0(w), ãäå g0(w) åñòü òà ðåãóëÿðíàÿ âåòâü
êîðíÿ {√w2 − 1}, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà w ïðè w → ∞. Òîãäà
îáëàñòü G∗

6 êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà îáëàñòü G6 ôóíêöèåé
z = w − g0(w), òàê êàê ïðè w →∞ åå ïðåäåë ðàâåí íóëþ.

Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G∗
7 òàêæå ñóùåñòâóþò äâå ðåãóëÿð-

íûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè {√w2 − 1}. Âîçüìåì åå ðå-
ãóëÿðíóþ âåòâü g1(w) òàêóþ, ÷òî g1(0) = +i. Òîãäà ôóíêöèÿ
z = w+g1(w) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G∗

7 íà îáëàñòü G7.
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Ïðèìåð 8. Ïóñòü çàäàíà îáëàñòü
G8 = {z | |z − ia| >

√
1 + a2}, (8)

ãäå ÷èñëî a > 0. Ãðàíèöåé îáëàñòè G8 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü γ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè ±1, ib è − i

b , ãäå b
4
= a +

√
a2 + 1

(ñì. ðèñ. 65).
Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f(z) = 1

z îòîáðàæàåò îêðóæ-
íîñòü γ íà ñåáÿ, òàê êàê òðè òî÷êè èç γ îòîáðàæàþòñÿ íà òðè
òî÷êè èç γ, ò. å. f(−1) = −1, f(1) = 1, f(ib) = − i

b . Òàê êàê
f(∞) = 0, òî ôóíêöèÿ f(z) = 1

z îòîáðàçèò îáëàñòü G8 íà äî-
ïîëíåíèå C \G8, ò. å. â îáëàñòè G8 íåò òî÷åê, ïåðåõîäÿùèõ ïðè
îòîáðàæåíèè 1

z â îáëàñòü G8, ò. å. ïî êðèòåðèþ åå îäíîëèñòíî-
ñòè ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî íà îáëàñòè G8 îäíîëèñòíà.

u

v

0

Γ∗ia

−1 1x

y

0

γ

Γ

−1 1

ib

ia

Ðèñ. 65

Íàéäåì îáðàç îáëàñòè G8 ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèåé Æó-
êîâñêîãî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (3) êàê ñóïåðïîçèöèþ òðåõ îòî-
áðàæåíèé:

w =
1 + ζ

1− ζ
, (9)

ζ = t2, t =
z − 1
z + 1

. (10)

Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå t(z) (10), î÷åâèäíî, ïåðåâåäåò
îêðóæíîñòü γ â ïðÿìóþ, à ôóíêöèÿ ζ = t2 ïåðåâåäåò ýòó ïðÿ-
ìóþ â ëó÷, èäóùèé èç 0 â ∞ è íå ëåæàùèé íà äåéñòâèòåëü-
íîé îñè. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (9) ïåðåâåäåò ýòîò ëó÷
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â äóãó îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ 1 è −1. Òî÷êó z = ib
ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî ïåðåâåäåò â òî÷êó

w =
1
2

(
ib +

1
ib

)
= ia.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðìíî îòîáðà-
çèò îáëàñòü G8 â ïëîñêîñòü C ñ ðàçðåçîì ïî äóãå îêðóæíîñòè
ñ êîíöàìè â òî÷êàõ +1, −1 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ia. Åñëè
â îáëàñòè G8 âçÿòü ëþáóþ îêðóæíîñòü Γ, êàñàþùóþñÿ îêðóæ-
íîñòè γ â òî÷êå −1, òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îòîáðàçèò åå â
êðèâóþ Γ∗, íàçûâàåìóþ ïðîôèëåì Æóêîâñêîãî (ñì. ðèñ. 65).

Çàìå÷àíèå 3. Ýòè êðèâûå Γ∗ âïåðâûå èñïîëüçîâàëèñü
Í.Å. Æóêîâñêèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîôèëåé êðûëà ñàìîëåòà
ïðè ðàñ÷åòå ïîäúåìíîé ñèëû êðûëà ñàìîëåòà.
4. Òåîðåìà Ðèìàíà. Ìû ðàññìîòðåëè ìíîãî ïðèìåðîâ â
� 26 è â � 27, êîãäà ðåãóëÿðíûå è îäíîëèñòíûå â îáëàñòè ôóíê-
öèè êîíôîðìíî îòîáðàæàþò ýòó îáëàñòü íà îáðàç. Ðàññìîòðèì
òåïåðü áîëåå òðóäíóþ è áîëåå âàæíóþ äëÿ ïðèëîæåíèé îáðàò-
íóþ çàäà÷ó. Ïóñòü çàäàíû äâå îáëàñòè G1 è G2 èç C è òðåáóåò-
ñÿ íàéòè ôóíêöèþ f : G1 → G2, îñóùåñòâëÿþùóþ êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå îáëàñòè G1 íà îáëàñòü G2.

Äëÿ íà÷àëà çàâåðøèì èññëåäîâàíèå âñåõ êîíôîðìíûõ îòî-
áðàæåíèé êðóãà B1(0) íà ñåáÿ. Ïðè èçó÷åíèè äðîáíî-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ìû íàøëè íåêîòîðûé êëàññ òàêèõ îòîáðàæåíèé
(ñì. ïðèìåð 2 è ôîðìóëó (20)). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò êëàññ èñ-
÷åðïûâàåò âñå âîçìîæíîñòè.

Òåîðåìà 1. Âñå îòîáðàæåíèÿ, êîíôîðìíî ïåðåâîäÿùèå
êðóã B1(0) íà ñåáÿ, ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
âèäà

w =
z − a

1− za
eiβ, (11)

ãäå a � òî÷êà èç B1(0) è β ∈ R1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g êîíôîð-

ìíî îòîáðàæàåò B1(0) íà ñåáÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà w0 ∈
∈ B1(0) òàêàÿ, ÷òî g(0) = w0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h(w)

4
=

4
= w−w0

1−ww0
, êîòîðîå êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 2 êîíôîðìíî îòîá-
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ðàæàåò êðóã B1(0) íà êðóã B1(0). Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ f
4
= h◦g

òàêæå êîíôîðìíî îòîáðàæàåò B1(0) íà B1(0), ïðè÷åì f(0) =
= 0. Êðîìå òîãî, ýòî çíà÷èò, ÷òî |f(z)| < 1 ïðè âñåõ z ∈ B1(0).
Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øâàðöà (ñì. ëåììó 2 � 24), ïîëó÷àåì, ÷òî
|f(z)| 6 |z| äëÿ âñåõ z ∈ B1(0).

Â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : B1(0) → B1(0)
òàêæå êîíôîðìíî, îãðàíè÷åíî è f−1(0) = 0. Ïî ëåììå Øâàðöà
ïîëó÷àåì |f−1(w)| 6 |w| äëÿ âñåõ w ∈ B1(0), ò.å. |z| 6 |f(z)|
ïðè âñåõ z ∈ B1(0). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî |f(z)| =
= |z| äëÿ âñåõ z ∈ B1(0). Ïî ëåììå Øâàðöà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
α ∈ R1 òàêîå, ÷òî f(z) = eiαz äëÿ âñåõ z ∈ B1(0). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g èìååò âèä g = h−1 ◦ f = h−1(eiαz), ò.å.
g ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Ñóùåñòâóåò òî÷êà a0 ∈ B1(0) òàêàÿ, ÷òî g(a0) = 0.
Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî eiαz = h ◦ g, ïîëó÷àåì, ÷òî eiα =
= h′(0)g′(a0), îòêóäà è èç òîãî, ÷òî h′(0) = 1−|w0|2 > 0, ïîëó÷à-
åì, ÷òî α ∈ Arg g′(a0). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g1, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ôîðìóëå (11) ïðè a = a0 è β = α. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
g′1(a0) = eiα 1

1−|a0|2 , ò.å. α ∈ Arg g′1(a0). Òîãäà äðîáíî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ = g1 ◦ g−1 òàêîâà, ÷òî ϕ(0) = 0 è 0 ∈ Arg ϕ′(0).
Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ϕ(z) = z, ò.å. g = g1, ò.å. âñå êîíôîðìíûå
îòîáðàæåíèÿ B1(0) íà ñåáÿ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (11).

Ëåììà 1. Ïóñòü îáëàñòü G0 òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ f0, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ îáëàñòü G0 íà êðóã B1(0).
Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé îáëàñòè G0

íà êðóã B1(0) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
f = h ◦ f0, (12)

ãäå h � äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âèäà (11).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âñÿêîå îòîáðàæåíèå h âè-

äà (11), êîíôîðìíî îòîáðàæàåò êðóã B1(0) íà ñåáÿ, òî îòîáðà-
æåíèå f èç (12) î÷åâèäíî êîíôîðìíî îòîáðàæàåò G íà B1(0). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå êîíôîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå f : G → C îáëàñòè G íà B1(0). Òîãäà îòîáðàæåíèå
ϕ
4
= f ◦ f−1

0 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò B1(0) íà ñåáÿ. Â ñèëó òåî-
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ðåìû 1 ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé âèäà (11), è èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå f â âèäå (12).

Òåîðåìà 2 (åäèíñòâåííîñòè). Åñëè äëÿ îáëàñòè G ⊂
⊂ C ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå f0 îáëàñòè G íà
êðóã B1(0), òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé G
íà êðóã B1(0) çàâèñèò îò òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
îáëàñòè G íà êðóã B1(0), íîðìèðîâàííîå óñëîâèÿìè:

f(z0) = 0, arg f ′(z0) = θ, (13)
ãäå z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç G, θ ∈ [0,2π).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ëåììû 1 è òîãî, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (11) çàâèñèò
îò òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ: äâóõ êîîðäèíàò òî÷êè z0

è ÷èñëà β â (11).
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿ

f1 è f2 îáëàñòè G íà êðóã B1(0), óäîâëåòâîðÿþùèå îäèíàêîâûì
óñëîâèÿì (13). Òîãäà ôóíêöèÿ h

4
= f1 ◦ f−1

2 áóäåò êîíôîðìíî
îòîáðàæàòü B1(0) íà ñåáÿ, ïðè÷åì h(0) = 0. Êðîìå òîãî, èç
ðàâåíñòâà f1 = h ◦ f2 ïîëó÷àåì ïî òåîðåìå î ñëîæíîé ôóíêöèè
f ′1(z0) = h′(0) f ′2(z0), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî arg h′(0) = 0. Èç
ôîðìóëû (11) ïðè h(0) = 0 è arg h′(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî a = 0 è
β = 0, ò.å. h(z) = z, ò.å. f1(z) = f2(z) ïðè ëþáîì z ∈ G.

Çàìå÷àíèå 4. Â ñèëó ëåììû è òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (17) èç � 26 çàäàåò îáùèé âèä êîíôîðì-
íîãî îòîáðàæåíèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà êðóã B1(0).

Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C íåëüçÿ êîíôîðìíî îòîáðàçèòü íà
êðóã B1(0). Â ñàìîì äåëå, åñëè áû òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùå-
ñòâîâàëî, òî ýòî áûëà áû öåëàÿ ôóíêöèÿ, ñî çíà÷åíèÿìè, îãðà-
íè÷åííûìè ïî íîðìå åäèíèöåé. Íî ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ òà-
êàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ëèøü ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ íå ìîæåò
äàâàòü îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå íà B1(0). Èòàê, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G íà êðóã B1(0)
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãðàíè÷íûõ òî÷åê áûëî áîëüøå îäíîé. Îêà-
çûâàåòñÿ ýòîãî è äîñòàòî÷íî.
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Òåîðåìà 3 (Ðèìàí). Ïóñòü çàäàíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G
â C, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G íà êðóã B1(0).

Òåîðåìó ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ïðè æåëàíèè äîêà-
çàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â � 12 êíèãè [10].

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè çàäàíû äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè G
è G1 â C, è ãðàíèöà êàæäîé ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷-
êè, òî ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå îá-
ëàñòü G íà îáëàñòü G1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f : G → B1(0) è g : G1 →
→ B1(0) � êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå ïî òåî-
ðåìå 3, òîãäà g−1 · f åñòü èñêîìîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4 (Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö). Ïóñòü çà-

äàíû äâå îãðàíè÷åííûå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè G è G1, ãðàíèöû
êîòîðûõ Γ è Γ1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðè-
âûìè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : G → G1 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îá-
ëàñòü G íà îáëàñòü G1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîë-
æåíèå f̃ ôóíêöèè f c îáëàñòè G íà åå çàìûêàíèå G = G ∪
∪Γ, ïðè÷åì ýòà ôóíêöèÿ f̃ îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå çàìêíóòîé îáëàñòè G íà çàìêíóòóþ îáëàñòü G1 =
= G1∪Γ1, è ãðàíèöó Γ îòîáðàæàåò íà ãðàíèöó Γ1 ñ ñîõðàíåíèåì
îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî ñâîåé îáëàñòè.

Ó ï ð à æ í å í è å 1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ
ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ ãðàíèö îäíîé ðåãóëÿðíîñòè îòîáðàæåíèÿ
íå äîñòàòî÷íî. À èìåííî: ïðèäóìàéòå ïðèìåð ôóíêöèè, ðåãó-
ëÿðíîé (íî íå îäíîëèñòíîé) íà íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè G ñî çíà÷åíèÿìè, îáðàçóþùèìè íåêîòîðóþ
îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G1, ïðè÷åì ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé ÿâ-
ëÿþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèìè êîíòóðàìè, íî äëÿ êîòîðîé íå ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ãðàíèöó îáëàñòè G.
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Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïåöèàëüíûõ ïðèíöèïîâ àíàëèòè÷åñêî-

ãî ïðîäîëæåíèÿ, îòíîñÿùèéñÿ ê êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèÿì.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü îáëàñòè G è G∗ ðàñïîëîæåíû â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C è èìåþò êóñî÷íî-
ãëàäêèå ãðàíèöû Γ è Γ∗. Ïóñòü ãðàíèöà Γ ñîäåðæèò êîíå÷-
íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ l1, . . . ,lk, ëåæàùèõ íà
äåéñòâèòåëüíîé îñè, à ãðàíèöà Γ∗ ñîäåðæèò íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ èíòåðâàëû l∗1, . . . ,l

∗
k, òàêæå ëåæàùèå íà äåéñòâèòåëüíîé

îñè. Îïðåäåëèì îáëàñòè G̃ è G̃∗, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëü-
íî äåéñòâèòåëüíîé îñè ñ îáëàñòÿìè G è G∗ ñîîòâåòñòâåííî
(ñì. ðèñ. 66).

u

v

0

G∗

G̃∗

l∗1 l∗2
x

y

0

f

G

G̃

l1 l2

Ðèñ. 66

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : G∪(
k⋃

s=1
ls) → C, êî-

òîðàÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G íà îáëàñòü G∗, à êàæ-
äûé èíòåðâàë ls âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò íà èíòåðâàë
l∗s ïðè âñåõ s ∈ 1,k. Òîãäà ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå

ïðîäîëæåíèå íà îáëàñòü G∪(
k⋃

s=1
ls)∪G̃, ïðè÷åì ïîëó÷åííàÿ ðå-

ãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G∪(
k⋃

s=1
ls)∪

∪ G̃ íà îáëàñòü G∗ ∪ (
k⋃

s=1
l∗s) ∪ G̃∗.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä

F(z) =





f(z), z ∈ G ∪ (
k⋃

s=1
ls);

f(z), z ∈ G̃.

(1)

Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà íà îáëàñòè G. Èç
ôîðìóëû (1) è èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F îä-
íîçíà÷íà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè G̃ è îòîáðàæàåò ýòó îáëàñòü
íà îáëàñòü G̃∗.

1. Äîêàæåì ðåãóëÿðíîñòü ôóíêöèè F â îáëàñòè G̃, äîêàçàâ
ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé F ′(z). Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ G̃. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî r0 > 0
òàêîå, ÷òî Br0(z0) ⊂ G̃, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ∆z, 0 <
< |∆z| < r0, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå z0 + ∆z ∈ G̃. Â ñèëó (1)
ïîëó÷àåì
F(z0 + ∆z)−F(z0)

∆z
=

f(z0 + ∆z)− f(z0)
∆z

=

=
[
f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z

]
.

Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè G̃ ñëåäóåò, ÷òî z0 ∈ G è z0 +
+ ∆z ∈ G, òî â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè f íà îáëàñòè G
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)
∆z

= f ′(z0).

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé F ′(z0) è ôîðìóëû

F ′(z0) = lim
∆z→0

F(z0 + ∆z)−F(z0)
∆z

= f ′(z0). (2)

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè F ′ íà îáëàñòè G̃ ñëåäóåò â ñèëó ôîð-
ìóëû (2) èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ′ íà îáëàñòè G.

2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà íà îáëàñòè G ∪
∪ (

k⋃
s=1

ls) ∪ G̃. Äëÿ ýòîãî îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî F íåïðåðûâíà
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â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈
k⋃

s=1
ls. Â ñàìîì äåëå, èç íåïðåðûâ-

íîñòè f íà ìíîæåñòâå G ∪ (
k⋃

s=1
ls) ïîëó÷àåì

lim
z
eG→x0

F(z) = lim
z

G→x0

f(z) = lim
z

G→x0

f(z) = f(x0) = f(x0), (3)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (3) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ
òåîðåìû f(x0) ∈

(⋃k
s=1 l∗s

)
, ò. å. ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñ-

ëîì.
Â èòîãå, ïî òåîðåìå 4 èç � 10 (î ñòèðàíèè ðàçðåçà) ôóíêöèÿ

F ðåãóëÿðíà íà îáëàñòè G ∪ (
k⋃

s=1
ls) ∪ G̃.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðî-
äîëæåíèåì ôóíêöèè f ñ îáëàñòè G íà îáëàñòü G ∪ (

k⋃
s=1

ls) ∪ G̃.

3. Èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ f : G ↔ G∗ è
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè f :

(
k⋃

s=1
ls

)
↔

(
k⋃

s=1
l∗s

)
è èç ôîðìó-

ëû (1) ñëåäóåò âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F : G̃ ↔
↔ G̃∗. Â èòîãå ïîëó÷àåì îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå F îáëàñòè
G∪

(
k⋃

s=1
ls

)
∪G̃ íà îáëàñòü G∗∪

(
k⋃

s=1
l∗s

)
∪G̃∗. Èç îäíîëèñòíîñòè

è ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè F ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F êîíôîðìíî
îòîáðàæàåò îáëàñòü G ∪ (

k⋃
s=1

ls) ∪ G̃ íà îáëàñòü G∗ ∪ (
k⋃

s=1
l∗s) ∪

∪ G̃∗.
Çàìå÷àíèå 1. Ïðèíöèï ñèììåòðèè (òåîðåìó 1) ìîæíî ëåãêî

îáîáùèòü ñî ñëó÷àÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé
îñè íà ñëó÷àé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé
èëè îêðóæíîñòè. Òàêîå îáîáùåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëü-
çîâàâøèñü êîíôîðìíîñòüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, êî-
òîðîå ïåðåâîäèò äàííóþ ïîëóïëîñêîñòü (èëè êðóã) íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü, àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì â òåîðåìå 1 è îá-
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ðàòíûì äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ïåðåâîäÿùèì âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü â äàííóþ ïîëóïëîñêîñòü (èëè êðóã).

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ ýôôåê-
òèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñèììåòðèè ïðè îòûñêàíèè
ôóíêöèé, îñóùåñòâëÿþùèõ êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ çàäàí-
íûõ îáëàñòåé â çàäàííûå îáëàñòè, ïðè íàëè÷èè ó ýòèõ îáëà-
ñòåé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòè.

Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå îáëàñòü

H = {z | Im z > 0} \ ({z | z = t(1 + i), t ∈ [0,1]} ∪
∪ {z | z = t(−1 + i), t ∈ [0,1]})

(ñì. ðèñ. 67à) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïëîñêîñòè C.

x

y

0

H

−1 1

i

x

y

0

G

1

i

à á
Ðèñ. 67

Âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðèåé ìíîæåñòâà H îòíîñèòåëüíî
ìíèìîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ïðàâóþ ïîëîâèíó ýòîãî ìíî-
æåñòâà (ñì. ðèñ. 67á). ×òîáû íå ïîòåðÿòü ââåäåííûé ïðè ýòîì
äîïîëíèòåëüíûé ó÷àñòîê ãðàíèöû � èíòåðâàë l1 = (i0,+i∞),
îáîçíà÷èì åãî íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì. Çàäà÷à ñâåëàñü ê òîìó,
÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ f , êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè
îáëàñòè G ïî ïóíêòèðó íà ìíèìîé ïîëóîñè è êîíôîðìíî îòî-
áðàæàåò îáëàñòü G â àíàëîãè÷íûé óãîë ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñ-
êîñòè, íî áåç ðàçðåçà ïî îòðåçêó {z | z = t(1 + i), t ∈ [0,1]}
(ñì. ðèñ. 70). Ïðè ýòîì îáðàçîì ïóíêòèðà äîëæåí áûòü îí
ñàì � èíòåðâàë l1. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâó-
þùåå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f ñ îáëàñòè G íà
îáëàñòü H îòîáðàçèò îáëàñòü H â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

1) Âûáèðàåì â îáëàñòè G ôóíêöèþ w1 = z4, êîòîðàÿ îä-
íîëèñòíà (â îáëàñòè æå H îíà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé). Ýòà
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ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G íà îáëàñòü G1 =
= C\ [−4,+∞). Ïðè ýòîì ïóíêòèð äëÿ îáëàñòè G ýòîé ôóíêöè-
åé îòîáðàæàåòñÿ íà íîâûé ïóíêòèð äëÿ îáëàñòè G1 � íèæíèé
êðàé ðàçðåçà ïî èíòåðâàëó (0,+∞) (ñì. ðèñ. 68à).

2) Âûáèðàåì ôóíêöèþ w2 = w1+4. Îíà êîíôîðìíî îòîáðà-
æàåò îáëàñòü G1 íà îáëàñòü G2 = C \ [0,+∞), ïðè÷åì ïóíêòèð
îòîáðàæàåòñÿ íà íîâûé ïóíêòèð � èíòåðâàë (4,+∞) íà íèæ-
íåì êðàþ ðàçðåçà (ñì. ðèñ. 68á).

x

y
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0
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à á
Ðèñ. 68

3) Âûáèðàåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ w3 = |w2| 12 e
i
2

arg w2 , ãäå
arg w2 ∈ (0,2π). Ýòà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
êâàäðàòíîãî êîðíÿ, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G2 íà âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü G3, ïðè÷åì íà ãðàíèöå G3 ïîÿâèòñÿ íî-
âûé ïóíêòèð, êîòîðûé áóäåò ïðîõîäèòü ïî èíòåðâàëó (−∞,−2)
(ñì. ðèñ. 69à).

4) Âûáèðàåì ôóíêöèþ w4 = w3 + 2, ïðè ýòîì âåðõíÿÿ
ïîëóïëîñêîñòü G3 îòîáðàçèòñÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü G4,
ïðè÷åì íà ãðàíèöå îáëàñòè G4 íîâûé ïóíêòèð áóäåò ïðîõîäèòü
ïî èíòåðâàëó (−∞,0) (ñì. ðèñ. 69á).
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à á
Ðèñ. 69

5) Âûáèðàåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ w5 = |w4| 12 e
i
2

arg w4 , ãäå
arg w4 ∈ (0,π). Ýòà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåãóëÿðíîé âåò-
âüþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G4

íà îáëàñòü G5 = {z | Im z > 0, Re z > 0}, ïðè÷åì ïóíêòèð
(−∞,0) îòîáðàæàåòñÿ íà íîâûé ïóíêòèð (i0,+i∞), ïðèíàäëå-
æàùèé ãðàíèöå îáëàñòè G5 (ñì. ðèñ. 70).
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x

y

0

G5

Ðèñ. 70

Èòàê, ñóïåðïîçèöèÿ âñåõ óêàçàííûõ âûøå îòîáðàæåíèé, ò.å.
ôóíêöèÿ f = w5 · w4 · w3 · w2 · w1, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îá-
ëàñòü G íà îáëàñòü G5, ïðè ýòîì îíà íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè
îáëàñòè G ïî ïóíêòèðó � èíòåðâàëó (i0,+i∞), êîòîðûé ïðè
ýòîì îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ. Îòñþäà è èç ïðèíöèïà ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè (ñì. çàìå÷àíèå 1) ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f ñ îáëàñòè G íà
îáëàñòü H, êîòîðîå è îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
îáëàñòè H íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå îáëàñòü H = {z = x+iy | y2 < 2p

(
x + p

2

)}, ãäå ÷èñëî
p > 0, (ñì. ðèñ. 71à) íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Ãðàíèöåé îáëàñòè H ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ
(íàïðèìåð, â îáëàñòè C \ [0,+∞)) âåòâü êîðíÿ {√z} ïåðåâîäèò
äàííóþ ïàðàáîëó â ïðÿìóþ. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 3 èç
� 27 ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ {√z} íå èìååò ðåãóëÿðíûõ âåòâåé â
îáëàñòè H, òàê êàê â ýòîé îáëàñòè ñîäåðæèòñÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ
0 ôóíêöèè √z.

×òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðèåé îá-
ëàñòè H îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè. Âûáåðåì â êà÷åñòâå
íîâîé îáëàñòè G âåðõíþþ ïîëîâèíó îáëàñòè H, ò. å.

G
4
= {z = x + iy | y2 < 2p

(
x +

p

2

)
, y > 0}.

Ïðè ýòîì ïðîâîäèì ïóíêòèð ïî äîáàâëåííîìó ó÷àñòêó ãðàíè-
öû, ò. å. ïî èíòåðâàëó

(−p
2 ,+∞)

(ñì. ðèñ. 71á).
1) Âûáèðàåì íà îáëàñòè G ñòåïåííóþ ôóíêöèþ w1 =

= |z| 12 e
i
2

arg z, ãäå arg z ∈ (0,π). Ýòà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðå-
ãóëÿðíîé âåòâüþ êîðíÿ, êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G íà
ïîëóïîëîñó G1 = {z | Re z > 0, Im z ∈ [0,

√
p/2]}. Ïðè ýòîì

îáðàçîì ïóíêòèðà áóäåò íîâûé ïóíêòèð, êîòîðûé ïîéäåò ïî
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x

y

0

H

−p
2 x

y

0

G

−p
2

à á
Ðèñ. 71

äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè è îòðåçêó [0,i
√

p/2] íà ìíèìîé îñè.
(ñì. ðèñ. 72à).

x

y

0

G1

i
√

p
2

x

y

0

G2

iπ

à á
Ðèñ. 72

2) Âûáèðàåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ w2 = π
√

2/pw1. Îíà êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G1 íà ïîëóïîëîñó G2 = {z | Re z >
> 0, Im z ∈ [0,π]} (ñì. ðèñ. 72á).

x

y

0

G3

−1 1 x

y

0

G4

−1 1

à á
Ðèñ. 73

3) Âûáèðàåì w3 = ew2 . Ýòà ôóíêöèÿ w3 êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò ïîëóïîëîñó G2 íà îáëàñòü G3 = {z | |z| > 1, Im z > 0},
ïðè÷åì îáðàçîì ïóíêòèðà áóäåò ãðàíè÷íàÿ ïîëóîêðóæíîñòü è
îòðåçîê [1,+∞) (ñì. ðèñ. 73à).

4) Âûáèðàåì ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî w4 = 1
2

(
w3 + 1

w3

)
, êî-

òîðàÿ êîíôîðìíà íà îáëàñòè G3 è îòîáðàæàåò åå íà âåðõíþþ
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ïîëóïëîñêîñòü G4, ïðè÷åì îáðàçîì ïóíêòèðà áóäåò èíòåðâàë
(−1,+∞) (ñì. ðèñ. 73á).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 (ïðèíöèï ñèììåòðèè), îòñþäà ïîëó÷à-
åì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñóïåðïîçèöèè óêàçàííûõ
âûøå ÷åòûðåõ îòîáðàæåíèé w4 · w3 · w2 · w1 êîíôîðìíî îòî-
áðàæàåò îáëàñòü H íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì, ò. å. íà îáëàñòü
G5 = C \ (−∞,−1].

x

y

0

G5

−1

Ðèñ. 74

5) Âûáèðàåì îòîáðàæåíèÿ w5 = w4 + 1 è w6 =
= i

√
|w5| e

i
2

argãë w5 , ñóïåðïîçèöèÿ êîòîðûõ, î÷åâèäíî, êîíôîð-
ìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G5 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Â èòîãå, âçÿâ ñóïåðïîçèöèþ ïðèâåäåííûõ âûøå øåñòè îòî-
áðàæåíèé, ïîëó÷èì èñêîìîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè H íà âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü.

u

v

0 1x

y

0

G0

G1

G2

0 1
l0

l1

l2

Ðèñ. 75

Ïðèìåð 3. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïå-
ðåâîäÿùåå îáëàñòü

H = C \
2⋃

k=0

{z = tei 2π
3

k | t ∈ [0,1]}

(ñì. ðèñ. 75) íà åäèíè÷íûé êðóã B1(0).
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçîáüåì îáëàñòü H íà òðè ïîäîáëàñòè
G0,G1,G2, ãäå

Gk =
{

z 6= 0 | arg z ∈
(

2
3
πk,

2
3
π(k + 1)

)}
, k = 0,1,2, (4)

ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå (ïóíêòèðíûå) èíòåðâàëû ãðàíèöû
ïîéäóò ïî ëó÷àì

lk = {z = tei 2π
3

k | t > 1}, k = 0,1,2. (5)

Íà ãðàíèöå îáëàñòè G0 ðèñóåì ïóíêòèð ïî èíòåðâàëó l0 è
øòðèõ-ïóíêòèð ïî èíòåðâàëó l1 (ñì. ðèñ. 76). Ñ ïîìîùüþ ñó-
ïåðïîçèöèè ïðîñòûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé èùåì îòîáðà-
æåíèå, ïåðåâîäÿùåå îáëàñòü G0 â îáëàñòü

G∗
0 =

{
z | |z| > 1, arg z ∈

(
0,

2
3
π

)}
. (6)

Áîëåå òîãî, èñêîìîå îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì
íà çàìûêàíèè îáëàñòè G0 ïî ëåæàùèì íà ãðàíèöå îáëàñòè G0

ïóíêòèðó l0 è øòðèõ-ïóíêòèðó l1, êîòîðûå äîëæíû îòîáðàçèòü-
ñÿ êàæäûé ñàì íà ñåáÿ (ñì. ðèñ. 79).

1) Âîçüìåì â îáëàñòè G0 ñòåïåííóþ ôóíêöèþ

w1 = |z| 32 e
3i
2

arg z, ãäå arg z ∈
(

0,
2π

3

)
.

Êàê ïîêàçàíî â ïóíêòå 1 � 27, ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò îáëàñòü G0 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü G1

0. Ïðè ýòîì
ïóíêòèð l0 îòîáðàæàåòñÿ íà ñåáÿ, à øòðèõ-ïóíêòèð l1 îòîáðà-
æàåòñÿ íà èíòåðâàë (−∞,−1) (ñì. ðèñ. 77).

x

y

0

G0

l0

l1

1

e
2πi
3

x

y

0

G1
0

l10l11

−1 1

Ðèñ. 76 Ðèñ. 77
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2) Âîçüìåì ôóíêöèþ w2 = w1 + g(w2
1 − 1), ÿâëÿþùóþñÿ

ðåãóëÿðíîé âåòâüþ îáðàòíîé ôóíêöèè ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî w2(i) = (1+

√
2)i (çäåñü ôóíêöèÿ g åñòü ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü êîðíÿ). Ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðì-
íî îòîáðàæàåò îáëàñòü G1

0 íà îáëàñòü G2
0 = {z | |z| > 1, Im z >

> 0}, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò ïóíêòèð (îáðàç ïóíêòèðà) ïî
èíòåðâàëó (1,+∞) è øòðèõ-ïóíêòèð (îáðàç øòðèõ-ïóíêòèðà)
ïî èíòåðâàëó (−∞,−1) (ñì. ðèñ. 78).

x

y

0

G2
0

l20l21

−1 1 x

y

0

G∗0
2π
3

l0

l1

1

Ðèñ. 78 Ðèñ. 79

3) Âîçüìåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ

w3 = |w2|
2
3 e

2i
3

arg w2 , ãäå arg w2 ∈ (0,π).

Êàê ïîêàçàíî â � 27, ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îá-
ëàñòü G2

0 íà îáëàñòü G∗
0 èç (6) (ñì. ðèñ. 79), ãðàíèöà êîòîðîé

ñîäåðæèò ïóíêòèð ïî èíòåðâàëó l0 è øòðèõ-ïóíêòèð ïî èíòåð-
âàëó l1.

Èòàê, îïðåäåëèì ôóíêöèþ f0(z) = w3(w2(w1(z))) íà îá-
ëàñòè G0. Îíà êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G0 (ñì. (4) è
ðèñ. 76 íà îáëàñòü G∗

0 (ñì. (6) è ðèñ. 79, îíà íåïðåðûâíà íà çà-
ìûêàíèè îáëàñòè G0 ïî ïóíêòèðó l0 è øòðèõ-ïóíêòèðó l1, ïðè
ýòîì îíè îòîáðàçÿòñÿ êàæäûé ñàì íà ñåáÿ. Áîëåå òîãî, òàê êàê
âõîäÿùèå â ôóíêöèþ f0 ñòåïåííûå ôóíêöèè w1 è w3, î÷åâèä-
íî, îòîáðàæàþò òî÷êè ñ ðàâíûìè ìîäóëÿìè â òî÷êè ñ ðàâíû-
ìè ìîäóëÿìè, à îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ w2 ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî
íå÷åòíà, ò. å. w2(x) = −w2(−x) ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x,
òî äëÿ òî÷åê ïóíêòèðà l0 è øòðèõ-ïóíêòèðà l1 ñïðàâåäëèâî ñî-
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îòíîøåíèå
lim
z

G0→x

f0(z)e2πi/3 = lim
z

G0→x e2πi/3

f0(z), ∀x ∈ l0. (7)

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f0 ñ îáëàñòè G0 íà îáëàñòè G1 è G2,
îïðåäåëåííûå â (4).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f1(z) = e

2πi
3 f0(e−

2πi
3 z), ∀ z ∈ G1.

Ýòà ôóíêöèÿ f1 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G1 íà îáëàñòü

G∗
1 = {z | |z| > 1, arg z ∈

(
2π

3
,
4π

3

)
},

ïðè÷åì â ñèëó ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî íà ãðàíèöå l1

lim
z

G1→z0

f1(z) = lim
z

G0→z0

f0(z), ∀ z0 ∈ l1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f2(z) = e

4πi
3 f0(e−

4πi
3 z), ∀ z ∈ G2.

Ýòà ôóíêöèÿ f2 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü G2 íà îáëàñòü

G∗
2 = {z | |z| > 1, arg z ∈

(
4π

3
,2π

)
},

ïðè÷åì â ñèëó ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
lim

z
G2→z0

f2(z) = lim
z

G1→z0

f1(z), ∀ z0 ∈ l2,

lim
z

G0→x0

f0(z) = lim
z

G2→x0

f2(z), ∀x0 ∈ l0.

Â èòîãå, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 4 � 10 (î ñòèðàíèè ðàç-
ðåçà), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ F = {(Gk,fk), k = 0,1,2} ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè H, ïðè÷åì îíà êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò îáëàñòü H íà âíåøíîñòü êðóãà |w| > 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ íóæíî ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå 1

w , êî-
òîðîå âíåøíîñòü êðóãà êîíôîðìíî îòîáðàæàåò íà êðóã B1(0).
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� 29. Çàäà÷à Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ ãàðìî-

íè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå, êàê ìû óæå çíàåì,
òåñíî ñâÿçàíû ñ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè.

Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u : R2 → R1 ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
u(z)

4
= u(x,y), ãäå z = x + i y.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) îòîáðà-
æàåò îáëàñòü G â îáëàñòü D è f(z) 6≡ const. Ïóñòü â îáëàñòè D

çàäàíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ũ(w). Òîãäà ôóíêöèÿ u(z)
4
=

4
= ũ(f(z)) áóäåò òàêæå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè G.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïðèíöèïó ñîõíàíåíèÿ îáëàñòè
(òåîðåìà 1) ìíîæåñòâî f(G) åñòü îáëàñòü è ïî óñëîâèþ f(G) ⊂
⊂ D. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 â îáëàñòè G è ïóñòü
òî÷êà w0 ∈ D òàêàÿ, ÷òî w0 = f(z0). Òàê êàê f(G) îáëàñòü,
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî Bε(w0) ⊂ f(G). Òàê êàê
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå z0 è G � îáëàñòü, òî ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî Bδ(z0) ⊂ G è f(Bδ(z0)) ⊂ Bε(w0). Ïî
òåîðåìå 2 èç � 4 â êðóãå Bε(w0) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ h òàêàÿ, ÷òî Re h(w) = ũ(w). Ïî òåîðåìå 1 èç � 5 (î ñëîæíîé
ôóíêöèè) ôóíêöèÿ z → h(f(z)), îïðåäåëåííàÿ â êðóãå Bδ(z0),
áóäåò ðåãóëÿðíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1 èç � 4, ôóíêöèÿ

u(z)
4
= Reh(f(z)) = ũ(f(z))

áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â êðóãå Bδ(z0), à â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè z0 ôóíêöèÿ u(z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêîé âî âñåé îáëàñòè G.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêîé è îáùåé çàäà÷ Äè-
ðèõëå.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Ïóñòü çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G ⊂ C ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, è íà
ãðàíèöå Γ çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u0 : Γ → R1. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ôóíêöèþ u : G → R1, ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè G è
íåïðåðûâíóþ íà çàìûêàíèè îáëàñòè G = G ∪ Γ, êîòîðàÿ íà
ãðàíèöå ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé ôóíêöèåé, ò. å. u(ζ)

∣∣
ζ∈Γ

= u0(ζ).
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Îáùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Ïóñòü çàäàíà îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü
G â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé Γ, è íà ãðàíèöå Γ çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
u0 : Γ → R1, íåïðåðûâíàÿ âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê ζ1, . . . ,ζn, ãäå ýòà ôóíêöèÿ èìååò òî÷êè ðàçðûâà 1-
ãî ðîäà (âäîëü ãðàíèöû Γ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̃

4
= Γ \ {∪n

k=1ζk}.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ è îãðàíè÷åííóþ â îáëàñòè G
ôóíêöèþ u, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå G∪ Γ̃ è ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ u0(ζ) â êàæäîé òî÷êå ζ èç ìíîæåñòâà Γ̃.

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåé çàäà÷å Äèðèõëå îáëàñòü G ìîæåò
áûòü íåîãðàíè÷åííîé è ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷-
êó ∞ êàê âíóòðè ñåáÿ, òàê è íà ãðàíèöå Γ. Â ïåðâîì ñëó÷àå
èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñëåäóåò,
÷òî ∞ åñòü óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ýòîãî ðåøåíèÿ. Åñëè æå
áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ëåæèò íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè G,
òî èç óñëîâèÿ îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ u0 èìååò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â∞ âäîëü
êðèâîé Γ.

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(z) îáùåé çàäà÷è
Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, òî îíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå
[m,M ], ãäå m è M � èíôèíóì è ñóïðåìóì ãðàíè÷íîé ôóíê-
öèè u0 íà ìíîæåñòâå Γ̃ = Γ \ {∪n

k=1ζk}, ãäå ζ1, . . . ,ζn ∈ Γ � âñå
òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè u0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×åðåç d îáîçíà÷èì äèàìåòð îáëà-
ñòè G, ò. å. d

4
= sup{|z1 − z2| | z1,z2 ∈ G}, è ïóñòü âûáðàíî

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Uε(z)
4
= M + ε

n∑

k=1

ln
d

|z − ζk| . (1)

Ôóíêöèÿ Uε, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G è
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå G ∪ Γ̃.

Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ëþáîé èç òî÷åê ζ1, . . . ,ζn, î÷åâèäíî, ïî-
ëó÷àåì

lim
z→ζk

Uε(z) = +∞, ∀ k ∈ 1,n. (2)
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Äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà r > 0 è íîìåðà k ∈
∈ 1,n îïðåäåëèì ìíîæåñòâà (ñì. ðèñ. 80):

Gr
4
= G \

n⋃

k=1

Br(ζk), γk
r
4
= {z ∈ G | |z − ζk| = r}. (3)

ζ1

ζ2

ζm

γ1
r

γ2
r

γm
r

Ðèñ. 80

Â ñèëó ðàâåíñòâà (2) äëÿ êàæäîãî íî-
ìåðà k ∈ 1,n ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
r→0

[
min{Uε(z) | z ∈ γk

r }
]

= +∞. (4)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé Uε(z) −
− u(z). Èç âûðàæåíèÿ (1) è îïðåäåëåíèÿ
÷èñëà M ïîëó÷àåì, ÷òî Uε(z) > M > u(z)
äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Γ̃. Îòñþäà, èç îãðà-
íè÷åííîñòè ïî óñëîâèþ ôóíêöèè u(z) è
èç âûðàæåíèÿ (4) ñóùåñòâóåò ÷èñëî r0 >
> 0 äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà r ∈ (0,r0) ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî Uε(z)− u(z) > 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè Gr. Îò-
ñþäà â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ñì. òåîðåìó 3 èç � 24) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Uε(z)−
− u(z) > 0 äëÿ âñåõ z ∈ Gr. Èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ G
ñóùåñòâóåò r1 ∈ (0,r0) òàêîå, ÷òî z ∈ Gr ïðè ëþáîì r ∈ (0,r1),
èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî

Uε(z)− u(z) > 0, ∀ z ∈ G, ∀ε > 0. (5)
Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ G â ñèëó (1) ïîëó÷àåì

lim
ε→0

Uε(z) = M. (6)

Â èòîãå èç âûðàæåíèé (5) è (6) ñëåäóåò, ÷òî u(z) 6 M ∀ z ∈ G.
×òîáû ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó äëÿ u(z), ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ −u(z), êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé è â
ñèëó ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé äëÿ íåå ñëåäóåò âåðõíÿÿ
îöåíêà −u(z) 6 −m ∀ z ∈ G, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ëåììå 1 ôóíêöèÿ u0(z) 6≡ const, òî
ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå óäîâëåòâîðÿåò ñòðîãèì íåðà-
âåíñòâàì m < u(z) < M , ∀ z ∈ G.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè áû ñóùåñòâî-
âàëà òî÷êà z0 ∈ G, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî u(z0) = M ,
òî èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäîâàëî
áû, ÷òî íàéäåòñÿ äðóãàÿ òî÷êà z1 ∈ G, â êîòîðîé u(z1) > M ,
÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ëåììû 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî u(z) > m íà G.

Òåîðåìà 2. Â îäíîñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ îáùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå ìîæåò
èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Γ̃ òî æå, ÷òî è â ëåììå 1.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ôóíêöèè u1(z) è u2(z), ÿâëÿþ-
ùèåñÿ îãðàíè÷åííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè â îáëàñòè G, íåïðåðûâ-
íûìè íà ìíîæåñòâå G ∪ Γ̃ è óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó è òîìó
æå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

w(z) = u1(z)− u2(z).

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé â îáëà-
ñòè G, è ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà Γ̃. Ïî ëåììå 1
ïîëó÷àåì, ÷òî w ≡ 0.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (òåî-
ðåìå 2) óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè G ìîæíî óáðàòü, îäíà-
êî ýòî ïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó óñëîæíåíèþ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû (äîêàçàòåëüñòâî cì., íàïðèìåð, â [3]). Â ñâîþ î÷åðåäü,
â òåîðåìå 2 óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ u(z) îáùåé çàäà-
÷è Äèðèõëå â îáëàñòè G ñóùåñòâåííî.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

u(z) =
x2 + y2 − 2x

x2 + y2
= Re

(
1− 2

z

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå |z − 1| < 1, ò. å.
ïðè x2 + y2 < 2x. Ïðè ýòîì îíà ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå êðóãà
âñþäó, êðîìå îäíîé òî÷êè 0. Â ðåçóëüòàòå ýòà ôóíêöèÿ äàåò
íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå â äàííîì êðó-
ãå, îòëè÷íîå îò äðóãîãî ðåøåíèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíîãî íóëþ.
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Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
Äèðèõëå íà êðóãå BR(0), ãäå ÷èñëî R > 0. Äîïóñòèì, ÷òî ðå-
øåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå íà êðóãå

{
∆u = 0, |z|<R ,

u
∣∣
|z|=R

= u0(x,y),
(7)

ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèå u(x,y) çàäà-
÷è (7), ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â áîëüøåì êðóãå
BR1(0) ðàäèóñà R1 > R. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 2 � 4, íàéäåòñÿ
ðåãóëÿðíàÿ â êðóãå BR1(0) ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî

Re f(z) = u(x,y), ∀ z = x + iy ∈ BR1(0). (8)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ BR(0), è ïóñòü îêðóæ-
íîñòü γR = {ζ | |ζ| = R} îðèåíòèðîâàíà äâèæåíèåì ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè (òåîðå-
ìà 1 � 8)

f(z) =
1

2πi

∫

γR

f(ζ)
ζ − z

dζ =
1
2π

2π∫

0

f(ζ(ψ))ζ(ψ)
ζ(ψ)− z

dψ, (9)

ãäå âî âòîðîì èíòåãðàëå ìû çàìåíèëè ζ íà ôóíêöèþ ζ(ψ) =
= Reiψ, è, ñîîòâåòñòâåííî, dζ = iζ(ψ) dψ.

Ðàññìîòðèì òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ âûáðàííîé òî÷êå z îò-
íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γR. Ýòà òî÷êà èìååò âèä R2 · (z)−1 è
ëåæèò âíå êðóãà BR(0). Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (9) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ

0 =
1

2πi

∫

γR

f(ζ)
ζ −R2(z)−1

dζ =
1
2π

2π∫

0

f(ζ)ζ
ζ −R2(z)−1

dψ. (10)

Ëåâûé èíòåãðàë â (10) ðàâåí íóëþ â ñèëó òîãî, ÷òî åãî ïîä-
èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé â êðóãå BR(0), è
äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Êîøè (òåîðåìà 1 èç � 7). Â ïðàâîì
èíòåãðàëå â (10) ζ = ζ(ψ) = Reiψ.
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Âû÷èòàÿ (10) èç (9), ïîëó÷àåì

f(z) =
1
2π

2π∫

0

f(ζ)
[

ζ

ζ − z
− ζz

ζz −R2

]
dψ. (11)

Òàê êàê R2 = ζζ, òî óïðîñòèì âûðàæåíèå â èíòåãðàëå (11):[
ζ

ζ − z
− ζz

ζz −R2

]
=

[
ζ

ζ − z
+

z

ζ − z

]
=
|ζ|2 − |z|2
|ζ − z|2 . (12)

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë (11) âûðàæåíèå (12) è ζ = Reiψ, ïîëó-
÷àåì:

f(z) =
1
2π

2π∫

0

f(Reiψ)
R2 − |z|2
|Reiψ − z|2 dψ. (13)

Âûáèðàÿ ñëåâà è ñïðàâà â ðàâåíñòâå (13) äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè
è îáîçíà÷àÿ

u0(ζ)
∣∣
|ζ|=R

4
= ũ0(ψ),

ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ôîðìóëó Ïóàññîíà

u(z) =
1
2π

2π∫

0

ũ0(ψ)
R2 − |z|2
|Reiψ − z|2 dψ. (14)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (14) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà,
îíà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå ôóíêöèè u0 íà ãðàíèöå êðóãà.
Ñëåâà â (14) ñòîèò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå u(x,y) íà êðóãå
BR(0).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ðåøåíèå êëàññè÷å-
ñêîé çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò, òî îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èí-
òåãðàë Ïóàññîíà (14).

Îïðåäåëèì ÿäðî èíòåãðàëà Ïóàññîíà (14) ïî ôîðìóëå

K(ζ,z)
4
=

1
2π

|ζ|2 − |z|2
|ζ − z|2 , (15)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî K(ζ,z) = 1
2π Re ζ+z

ζ−z , îòêóäà ïîëó÷èì äðó-
ãóþ ôîðìó èíòåãðàëà Ïóàññîíà:

u(z) = Re
1

2πi

∫

γR

u0(ζ)
ζ + z

(ζ − z)ζ
dζ, (16)
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óäîáíóþ äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.
Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ îáùåé çàäà-

÷è Äèðèõëå íà êðóãå è ïîêàæåì, ÷òî èìåííî èíòåãðàë Ïóàññî-
íà (14) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïðè÷åì íå òîëüêî êëàññè÷åñêîé, íî
è îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå íà êðóãå.

Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå èçó÷èì ñâîéñòâà ÿäðà (15) èíòåãðàëà
Ïóàññîíà.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

J(z)
4
=

2π∫

0

K(Reiψ,z) dψ ≡ 1, ∀ z ∈ BR(0). (17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíòåãðàë J(z) ïðåäñòàâèì â âèäå
J(z) = Re J∗(z), ãäå èíòåãðàë J∗(z) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

J∗(z) =
1
2π

2π∫

0

ζ + z

ζ − z
dψ =

1
2πi

∫

|ζ|=R

ζ + z

ζ − z
· 1
ζ

dζ.

Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç f ïîäèíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ f(ζ) = (ζ + z)/((ζ − z)ζ), âû÷èñëèì èíòåãðàë

J∗(z) = res
0

f + res
z

f = −1 + 2 = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî J(z) = Re J∗(z) = 1.
Ëåììà 3. Ïóñòü íà îêðóæíîñòè γR = {ζ | |ζ| = R} âûáðàíà

òî÷êà ζ0 è ïóñòü óãîë ψ0 ∈ [0,2π) òàêîé, ÷òî ζ0 = Reiψ0 . Äëÿ
êàæäîãî δ ∈ (0,π) îïðåäåëèì äóãó

γ(0,δ)
4
= {ζ | ζ = Reiψ, ψ ∈ [ψ0 + δ,ψ0 + 2π − δ]}.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
lim

z
BR(0)→ ζ0

max{K(ζ,z) | ζ ∈ γ(0,δ)} = 0. (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ÿäðî K(ζ,z) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

K(ζ,z) =
1
2π

|ζ0|2 − |z|2
|ζ − z|2 , (19)

òî ÷èñëèòåëü â (19) ïðè z, ñòðåìÿùåìñÿ ê ζ0, î÷åâèäíî, ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ. Îöåíèì ïîâåäåíèå çíàìåíàòåëÿ ïðè z → ζ0. Òàê
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êàê ôóíêöèÿ eiψ íåïðåðûâíà, òî íàéäåòñÿ ÷èñëî ε0 > 0 òàêîå,
÷òî |ζ − ζ0| = R|1− ei(ψ−ψ0)| > ε0 ïðè ψ ∈ [ψ0 + δ,ψ0 + 2π − δ].
Âûáèðàÿ òî÷êó z ∈ BR(0) èç óñëîâèÿ |z − ζ0| < ε0/2, ïîëó÷àåì

|ζ − z| > |ζ − ζ0| − |ζ0 − z| > ε0 − ε0

2
=

ε0

2
.

Â èòîãå
max{K(ζ,z) | ζ ∈ γ(0,δ)} 6 2

πε2
0

(|ζ0|2 − |z|2),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Òåîðåìà 3. Ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå íà êðóãå BR(0)

ñóùåñòâóåò è îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà (14).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ãðàíè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ u0(ζ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îêðóæíîñòè γR =
= {ζ | |ζ| = R}, òî ôîðìóëà Ïóàññîíà (14) äàåò ðåøåíèå îá-
ùåé çàäà÷è Äèðèõëå íà êðóãå BR(0). Â ñàìîì äåëå, ïðàâàÿ
÷àñòü ôîðìóëû (14) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè u0(ζ)
íà îêðóæíîñòè γR, ïðè÷åì èíòåãðàë Ïóàññîíà (14) îïðåäåëåí
íà êðóãå BR(0). Â ñèëó ôîðìóëû (16) èíòåãðàë Ïóàññîíà (14)
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó u(z) = Re f(z), ãäå

f(z) =
1
2π

2π∫

0

u0(ζ)
ζ + z

ζ − z
dψ, ζ = Reiψ. (20)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èç (20) ðåãóëÿðíà â êðóãå BR(0),
îòêóäà ïîñëåäóåò ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè u â êðóãå BR(0). Äëÿ
ýòîãî âû÷èñëèì âûðàæåíèå

f(z + ∆z)− f(z)
∆z

− 1
π

2π∫

0

u0(ζ)
ζ

(ζ − z)2
dψ =

=
1
π

2π∫

0

u0(ζ)
{[

ζ + z + ∆z

ζ − z −∆z
− ζ + z

ζ − z

]
1

2∆z
− ζ

(ζ − z)2

}
dψ =

=
1
π

2π∫

0

u0(ζ)
{

ζ

(ζ − z)(ζ − z −∆z)
− ζ

(ζ − z)2

}
dψ =
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=
∆z

π

2π∫

0

u0(ζ)
ζ dψ

(ζ − z)2(ζ − z −∆z)
. (21)

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆z → 0,
ò. å. ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′. Îíà çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì, ïðè-
âåäåííûì â ðàçíîñòè (21), êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé íà êðóãå BR(0). Â èòîãå ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ôóíêöèÿ f ðåãóëÿðíà, à èíòåãðàë Ïóàññîíà (14) ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé íà êðóãå BR(0).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u èç ôîðìóëû Ïóàññîíà (14) íà êðó-
ãå BR(0) îãðàíè÷åíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ1, . . . ,ζn òî÷êè ðàçðûâà
1-ãî ðîäà ôóíêöèè u0 íà γR. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ̃R

4
= γR \ {∪

∪n
k=1ζk}. Ïóñòü M = sup{|u0(ζ)| | ζ ∈ γ̃R}. Òîãäà èç ôîðìóëû

Ïóàññîíà (14) è ëåììû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

|u(z)| 6 M

2π

2π∫

0

R2 − |z|2
|ζ − z|2 dψ

(17)
= M.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ζ0 ∈ γ̃R (ò. å. â êàæ-
äîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u0) äëÿ ôóíêöèè u èç (14)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
z

BR(0)→ ζ0

u(z) = u0(ζ0).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∆I
4
=

2π∫

0

u0(ζ)K(ζ,z) dψ − u0(ζ0)
(17)
=

(17)
=

2π∫

0

(u0(ζ)− u0(ζ0))K(ζ,z) dψ. (22)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ u0 íå-
ïðåðûâíà â òî÷êå ζ0 = Reiψ0 , ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ ∈ (0,π) òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê ζ = Reiψ, ó êîòîðûõ |ψ − ψ0| < δ, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |u0(ζ) − u0(ζ0)| < ε. Îáîçíà÷èì γ(1,δ) =
= {ζ | ζ = Reiψ, |ψ − ψ0| < δ}, γ(0,δ) = γR \ γ(1,δ). Ðàçîáüåì
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èíòåãðàë (22) íà äâà èíòåãðàëà ïî äóãàì γ(1,δ) è γ(0,δ). Â ñèëó
âûáîðà ÷èñëà δ è èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣∣

∫

γ(1,δ)

(u0(ζ)− u0(ζ0))K(ζ,z) dψ

∣∣∣∣∣∣∣
6 ε

∫

γ(1,δ)

K(ζ,z) dψ < ε. (23)

Òåïåðü îáîçíà÷èì z = reiϕ ∈ BR(0), è òàê êàê z → ζ0, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî |ϕ − ψ0| < δ. Â ñèëó ëåììû 3 íàéäåòñÿ ÷èñëî
ρ ∈ (0,R) òàêîå, ÷òî K(ζ,z) < ε ïðè âñåõ ζ ∈ γ(0,δ) è âñåõ
z ∈ BR(0), ó êîòîðûõ |z − ζ0| < ρ. Ïîýòîìó äëÿ óêàçàííûõ z
ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣∣∣

∫

γ(0,δ)

(u0(ζ)− u0(ζ0))K(ζ,z) dψ

∣∣∣∣∣∣∣
< 2M

∫

γ(0,δ)

K(ζ,z) dψ 6 4Mεπ.

(24)
Îáúåäèíÿÿ (23) è (24), ïîëó÷àåì |∆I| 6 (1 + 4πM)ε, ÷òî â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε > 0 äàåò âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ â òî÷êå ζ0.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè G ñ ïðîñòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è äëÿ ëþáîé
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà 1-ãî
ðîäà) íà Γ ôóíêöèè u0(ζ) ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå ñó-
ùåñòâóåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà (òåîðåìà 3 � 27)
ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ w = f(z), îñóùåñòâëÿþùàÿ
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G íà êðóã B1(0). Ïóñòü z =
= g(w) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê ôóíêöèè f . Ïî ïðèíöèïó ñî-
îòâåòñòâèÿ ãðàíèö (òåîðåìà 4 � 27) ôóíêöèÿ f(z) (è ñîîòâåòñò-
âåííî g(w)) íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìà íà ãðàíèöó Γ (íà îêðóæ-
íîñòü |w| = 1). Ïîýòîìó è â ñèëó êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè íà Γ
ôóíêöèè u0(ζ) ôóíêöèÿ u0(g(α)) áóäåò êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé
íà îêðóæíîñòè |α| = 1. Ïî ýòîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè çàïèøåì
÷åðåç èíòåãðàë Ïóàññîíà ôóíêöèþ ũ(w), îïðåäåëåííóþ â êðó-
ãå |w| < 1. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ u(z)

4
= ũ(f(z)) áóäåò

ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G. Â ñèëó òåîðåìû 3 îíà îãðàíè÷åíà
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è íåïðåðûâíà íà G ∪ Γ âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ðàçðûâà
ôóíêöèè u0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ũ0(α)
4
= u0(g(α)) = u0(ζ), |α| = 1, ζ ∈ Γ.

Çàïèøåì ðåøåíèå ũ(w) ÷åðåç èíòåãðàë Ïóàññîíà

ũ(w) = Re
1

2πi

∫

|α|=1

ũ0 (α)
α + w

α− w
· dα

α
, |w| < 1.

Òàê êàê α = f(ζ), ζ ∈ Γ è w = f(z), z ∈ G, òî, äåëàÿ çàìåíó
ïåðåìåííûõ α è w ÷åðåç ζ è z, ïðè ýòîì äîïóñêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
f ′(z) òàêæå íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìà íà ãðàíèöó Γ, ïîëó÷àåì
ôîðìóëó ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè G âèäà

u(z) = ũ(f(z)) = Re
1

2πi

∮

Γ
u0(ζ)

f(ζ) + f(z)
f(ζ)− f(z)

· f ′(ζ)
f(ζ)

dζ. (25)

Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè G, ãðàíèöà êîòî-
ðîé ñîäåðæèò òî÷êó ∞, åñëè ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðà-
æåíèå f îáëàñòè G íà êðóã |w| < 1, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó
ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö. Åñëè æå ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f óäîâëåòâî-
ðÿåò óñèëåííîìó ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö, ò. å. ôóíêöèè
f è f ′ íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìû íà ãðàíèöó îáëàñòè, òî ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà (25).

Íàïðèìåð, ýòî âåðíî, êîãäà îáëàñòü G êîíôîðìíî îòîáðà-
æàåòñÿ íà êðóã |w| < 1 íåêîòîðûì äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæå-
íèåì f , òàê êàê îíî êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âñþ ðàñøèðåííóþ
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C íà âñþ ïëîñêîñòü C è ïîýòîìó îíî è
åãî ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìû íà ãðàíèöó äàííîé
îáëàñòè G. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè ýòîé âîçìîæíîñòè ïîëó-
÷èì ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå íà âåðõíåé ïîëóïëîñêîñ-
òè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ è êóñî÷íî-íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ u0 : R→ R ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà
ïåðâîãî ðîäà (âêëþ÷àÿ òî÷êè +∞ è −∞). Òîãäà ñóùåñòâóåò
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ðåøåíèå u(z) îáùåé çàäà÷è Äèðèõëå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
Im z > 0 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u0 íà ïðÿìîé Γ = {z | Im z = 0}.
Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ u(z) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ïóàññîíà
âèäà

u(z) =
1
π

+∞∫

−∞

yu0(t)
(t− x)2 + y2

dt, (26)

ãäå z = x + iy, y > 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ u(z) ñëå-

äóåò èç òåîðåìû 4 è çàìå÷àíèÿ 3. Ôîðìóëà (26) ëåãêî ñëåäóåò
èç ôîðìóëû (25), åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè f , îòîáðàæàþùåé
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü â åäèíè÷íûé êðóã, âçÿòü, íàïðèìåð,
ôóíêöèþ f(z) = (z − i)/(z + i) è ïðîâåñòè óïðîùåíèÿ âûðàæå-
íèé ïîä èíòåãðàëîì (25).

Ôîðìóëó (26) ìîæíî ïîëó÷èòü, íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4 è
ôîðìóëû (25). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 = x0 +
+ iy0, ãäå y0 > 0, è ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

w = f(z)
4
=

z − z0

z − z0
, (27)

êîíôîðìíî îòîáðàæàþùåå ïîëóïëîñêîñòü Im z > 0 íà êðóã
|w| < 1, ïðè êîòîðîì f(z0) = 0. Èç ôîðìóëû (27) ïîëó÷àåì
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

z = g(w) =
wz0 − z0

w − 1
(28)

êðóãà |w| < 1 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ ũ(w)

4
= u(g(w)) áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé

â êðóãå |w| < 1. Ïðè ýòîì îíà áóäåò íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîì
êðóãå |w| 6 1, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðû-
âà, ïîëó÷åííûõ îò ôóíêöèè u0, âêëþ÷àÿ, ìîæåò áûòü, è òî÷êó
w0 = 1. Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà (14) (èëè ïî òåîðåìå 4 � 24 î
ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé) äëÿ ôóíêöèè ũ ïîëó÷à-
åì

u(z0) = ũ(0) =
1
2π

2π∫

0

ũ
(
eiψ

)
dψ. (29)
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Â èíòåãðàëå (29) ñäåëàåì çàìåíó è âåðíåìñÿ ê ïðåæíèì ïå-
ðåìåííûì. Ïóñòü w = eiψ, òîãäà g(eiψ) = t, ò. å. ïðèíèìàåò äåé-
ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. È îáðàòíî, ïî ôîðìóëå (27) ïîëó÷àåì

eiψ =
t− z0

t− z0
= f(t), (30)

ãäå t � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó

ũ(eiψ) = ũ(f(t)) = u(g(f(t))) = u0(t).

Èç ôîðìóëû (30) íàõîäèì

dψ =
z0 − z0

i|t− z0|2 dt =
2y0

(t− x0)2 + y2
0

dt. (31)

Â èòîãå èç âûðàæåíèé (29), (30) è (31) ïîëó÷àåì ôîðìóëó

u(z0) =
1
π

+∞∫

−∞
u0(t)

y0

(t− x0)2 + (y0)2
dt.

Çàìåíÿÿ â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 íà òî÷-
êó z, ïîëó÷èì ôîðìóëó Ïóàññîíà (26).

Çàìå÷àíèå 4. Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
y

(t− x)2 + y2
= Re

1
i(t− z)

,

òî ôîðìóëà Ïóàññîíà (26) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê äðóãî-
ìó âèäó

u(z) = Re
1
πi

+∞∫

−∞

u(t)
t− z

dt. (32)

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äèðèõëå
{

∆u = 0, |z|<1 ,

u
∣∣
|z|=1

= sin ψ
5+4 cos ψ .

(33)

Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà (16) äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (33). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
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íà îêðóæíîñòè: ζ = eiψ. Òîãäà sinψ = 1
2i

(
ζ − 1

ζ

)
, cosψ =

= 1
2

(
ζ + 1

ζ

)
, îòêóäà

u0(ζ) =
sinψ

5 + 4 cosψ
=

ζ2 − 1
2i(2ζ2 + 5ζ + 2)

.

Ïîäñòàâëÿÿ u0(ζ) â ôîðìóëó (16), ïîëó÷àåì, ÷òî u(z) =
= Re J(z), ãäå

J(z) =
1

2πi

∫

γ1

(ζ2 − 1)(ζ + z)
2i(2ζ2 + 5ζ + 2)(ζ − z)ζ

dζ. (34)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë (34) ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ. Ïîäèíòåã-
ðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(ζ)
4
=

(ζ2 − 1)(ζ + z)
2i(2ζ2 + 5ζ + 2)ζ(ζ − z)

â îáëàñòè |ζ| > 1 èìååò äâå îñîáûå òî÷êè. Ýòî ζ1 = −2 �
ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà è ζ2 = ∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òàê
êàê î÷åâèäíî, ÷òî f(∞) = 0.

Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì
J(z) = − res

−2
f − res∞ f. (35)

Âû÷èñëèì âû÷åòû:

res
−2

f =
(ζ2 − 1)(ζ + z)

2i(ζ − z)(4ζ + 5)ζ

∣∣∣∣
ζ=−2

=
2− z

4i(z + 2)
,

res∞ f = lim
ζ→∞

[ζ(f(∞)− f(ζ))] =

= lim
ζ→∞

[
−(ζ2 − 1)(ζ + z)

4i(ζ2 + 5
2ζ + 1)(ζ − z)

]
= − 1

4i
.

Â èòîãå èç ôîðìóëû (35) ïîëó÷àåì, ÷òî
J(z) =

z

2i(z + 2)
,

îòêóäà
u(x,y) = Re

z

2i(z + 2)
=

y

(x + 2)2 + y2
.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü îáùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå:
∆u = 0, G = {z | |z| < 1, Im z > 0},
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� 29. Çàäà÷à Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè

u
∣∣
Im z=0

= 0, u
∣∣
|z|=1

= 1.

Ð å ø å í è å. Âîçüìåì ôóíêöèþ w = −1
2

(
z + 1

z

)
, êîòîðàÿ

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò äàííûé ïîëóêðóã G íà âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü. Òîãäà äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ íà
íîâîé ãðàíèöå Imw = 0 â óñëîâèÿ

ũ0(t) = 0, ïðè |t| > 1; ũ0(t) = 1, ïðè t ∈ [−1, + 1].

Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà (26) ïîëó÷àåì ðåøåíèå

ũ(ξ,η) =
1
π

1∫

−1

η dt

(t− ξ)2 + η2
=

1
π

1∫

−1

d
(

t
η

)

(
t
η − ξ

η

)2
+ 1

=

=
1
π

[
arctg

(
1− ξ

η

)
+ arctg

(
1 + ξ

η

)]
.

Òàê êàê äëÿ w = ξ + iη è z = x + iy ôóíêöèÿ w = −1
2

(
z + 1

z

)
äàåò ñîîòíîøåíèÿ

ξ = −x

2

(
1

x2 + y2
+ 1

)
, η = −y

2

(
1− 1

x2 + y2

)
,

îòêóäà çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è
Äèðèõëå

u(x,y) =
1
π

[
arctg

(
2(x + 1)

y(1− x2 − y2)
− x + 2

y

)
+

+arctg
(

2(1− x)
y(1− x2 − y2)

+
x− 2

y

)]
.
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