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1. Введение

В задачах математической физики возникает необходимость в
рассматрении линейных дифференциальных операторов в част-
ных производных с постоянными коэффициентами, которые дей-
ствуют в пространcтве обобщённых функций Л.Шварца несколь-
ких действительных переменных (см. [1, 2, 3]). Таковы, напри-
мер, дифференциальные операторы, возникающие при рассмот-
рении волнового уравнения, уравнения теплопроводности или
уравнения Шрёдингера. Рассмотрение этих операторов на про-
странстве обобщённых функций связано с наличием в физиче-
ских приложениях у соответствующих уравнений негладких и
даже разрывных или сингулярных источников, что приводит к
отсутствию их классических гладких решений. С другой сто-
роны, встречающиеся в приложениях разрывные функции, как
правило, попадают в пространство обобщённых функций, что
приводит к естественному желанию попытаться искать обобщён-
ное решение рассматриваемых уравнений. Теория обобщённых
функций предоставляет нам обобщённое преобразование Фурье
и операцию свёртки в качестве основных инструментов рабо-
ты с линейными уравнениями в частных производных. Возни-
кающее естественным образом понятие функции Грина линей-
ного дифференциального оператора (или фундаментального ре-
шения) позволяет вычислять обобщённое решение операторного
уравнения в терминах свёртки источника и функции Грина этого
оператора. Если же полученное таким образом обобщённое ре-
шение уравнения окажется гладким, то оно автоматически ста-
новится классическим решением соответствующего уравнения,
что является очень полезным фактом.

В настоящем пособии подробно мы будем рассматривать ли-
нейный дифференциальный оператор с постоянными коэффици-
ентами общего вида в пространстве обобщённых функций одной
вещественной переменной, который естественно назвать «диф-
ференциальным многочленом», так как его формальный вид яв-
ляется суперпозицией оператора дифференцирования с произ-
вольным комплексным многочленом. Такой оператор рассмот-
рен в [1, § 11.5] и [2, § 14.4], где представлен (скорее, угадан)
вид его частной функции Грина. Мы сосредоточимся на фор-
мальной технике вычисления функции Грина этого дифферен-
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циального оператора с помощью обобщённого преобразования
Фурье, следуя схеме его применения для нахождения фундамен-
тальных решений из [3, § 5.8]. Важность решения данной зада-
чи обусловлена тем обстоятельством, что вычисление функций
Грина стандартных линейных дифференциальных операторов,
возникающих при анализе волнового уравнения, уравнения теп-
лопроводности или уравнения Шрёдингера, может быть сведено
техникой преобразования Фурье уравнения по фазовым перемен-
ным к вычислению функции Грина подходящего «дифференци-
ального многочлена», коэффициенты которого зависят от новых
фазовых переменных. Эта техника продемонстрирована на при-
мере поиска функции Грина оператора Шрёдингера в последнем
разделе данного пособия.

2. Пространство основных функций

Начнём с некоторых необходимых для дальнейшего изложе-
ния обозначений и определений.

Строку целых неотрицательных чисел α = (α1, . . . , αm) будем
называть мультииндексом. Порядком мультииндекса α называ-
ется целое неотрицательное число

|α| =
m∑
k=1

αk.

Обозначим N0 = N∪{0} множество всех целых неотрицательных
чисел. Тогда множество всех мультииндексов равно Nm0 .

Евклидово пространство Rm состоит из всевозможных веще-
ственных векторов x = (x1, . . . , xm). Скалярное произведение в
Rm обозначим

(x, y) =
m∑
k=1

xkyk, x, y ∈ Rm.

Тогда евклидова длина вектора x ∈ Rm равна |x| =
√

(x, x).

Для любого мультииндекса α ∈ Nm0 и вектора x ∈ Rm обозна-
чим

xα = xα1
1 . . . xαm

m , ∂αx =
∂α1

∂xα1
1

. . .
∂αm

∂xαm
m

.
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Пространство основных функций Л. Шварца [2, § 5.1] обозначим
S(Rm). Напомним, что функция ϕ(x) ∈ S(Rm), если и только если
она бесконечно дифференцируема на Rm, и

∀α ∈ Nm0 ∀ p ∈ N0 |x|p ∂αxϕ(x)→ 0 при |x| → +∞,

что равносильно

∀α, β ∈ Nm0 xβ ∂αxϕ(x)→ 0 при |x| → +∞,

Очевидно, что S(Rm) является линейным пространством относи-
тельно поточечных операций сложения функций и умножения
функции на скаляр.

Уп р а жн е н и е 2.1. Докажите, что для любых α ∈ Nm0 и
ϕ(x) ∈ S(Rm) имеют место вложения

xαϕ(x) ∈ S(Rm), ∂αxϕ(x) ∈ S(Rm).

Уп р а жн е н и е 2.2. Докажите, что для любой функции
ϕ(x) ∈ S(Rm) и любых α ∈ Nm0 и q ∈ N0 существует число C > 0,
такое, что ∣∣∂αxϕ(x)

∣∣ 6 C(
1 + |x|2

)q ∀x ∈ Rm.

Уп р а жн е н и е 2.3. Докажите, что для любой функции
ϕ(x) ∈ S(Rm) и любого α ∈ Nm0 функции ∂αxϕ(x) и xαϕ(x) явля-
ются абсолютно интегрируемыми на Rm, то есть∫

Rm

|∂αxϕ(x)| dx < +∞,
∫
Rm

|xαϕ(x)| dx < +∞.

Введём сходимость последовательности функций в простран-
стве S(Rm). Говорят, что последовательность ϕn ∈ S(Rm) сходит-
ся к функции ϕ ∈ S(Rm), если

∀α ∈ Nm0 ∀ p ∈ N0 |x|p ∂αx
(
ϕn(x)− ϕ(x)

) x∈Rm

⇒ 0 при n→∞,

что равносильно

∀α, β ∈ Nm0 xβ ∂αx
(
ϕn(x)− ϕ(x)

) x∈Rm

⇒ 0 при n→∞.
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Сходимость ϕn к ϕ в пространстве S(Rm) обозначим ϕn
S(Rm)→ ϕ.

Уп р а жн е н и е 2.4. Докажите, что для любого α ∈ Nm0
дифференциальный оператор

∂αx : S(Rm)→ S(Rm)

является линейным и непрерывным.

Уп р а жн е н и е 2.5. Докажите, что для любого α ∈ Nm0
отображение

S(Rm) 3 ϕ(x) 7→ xαϕ(x) ∈ S(Rm)

является линейным и непрерывным.
Носителем непрерывной функции ϕ:Rm → C называется мно-

жество
suppϕ =

{
x ∈ Rm : ϕ(x) 6= 0

}
.

Непрерывная функция ϕ называется финитной, если её носитель
suppϕ является компактом в Rm. Рассмотрим множество

D(Rm) =
{
ϕ ∈ C∞(Rm) : suppϕ — компакт в Rm

}
.

Очевидно, что D(Rm) является подпространством в простран-
стве S(Rm) и состоит из всевозможных финитных основных функ-
ций. Для произвольного открытого множества G ⊂ Rm введём в
рассмотрение множество

D(G) =
{
ϕ ∈ D(Rm) : suppϕ ⊂ G

}
.

Очевидно, что D(G) также является подпространством в про-
странстве S(Rm).

Уп р а жн е н и е 2.6. Докажите, что подпространствоD(Rm)
всюду плотно в S(Rm), то есть

∀ϕ ∈ S(Rm) ∃ {ϕn} ⊂ D(Rm) : ϕn
S(Rm)→ ϕ.

Классическим преобразованием Фурье функции ϕ(x) ∈ S(Rm)
называется

F [ϕ(x) ] (y) =

∫
Rm

ϕ(x)ei(x,y) dx, y ∈ Rm.
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З а д а ч а 2.7. Докажите, что для любой функции ϕ(x) ∈
∈ S(Rm) имеет место вложение

F [ϕ(x) ] (y) ∈ S(Rm),

и справедлива формула обращения

F [F [ϕ(x) ] (y) ] (z) = (2π)mϕ(−z), z ∈ Rm.

З а д а ч а 2.8. Докажите, что классическое преобразование
Фурье F: S(Rm)→ S(Rm) является линейным и непрерывным на
пространстве S(Rm).

Обратным преобразованием Фурье функции ϕ(x) ∈ S(Rm) на-
зывается

F−1 [ϕ(x) ] (y) =
1

(2π)m

∫
Rm

ϕ(x)e−i(x,y) dx, y ∈ Rm.

Очевидны равенства

F−1 [ϕ(x) ] (y) =
1

(2π)m
F [ϕ(x) ] (−y) =

1

(2π)m
F [ϕ(−x) ] (y).

В силу формулы обращения, имеем

F−1 [F [ϕ(x) ] (y) ] (z) = F
[
F−1 [ϕ(x) ] (y)

]
(z) = ϕ(z).

З а д а ч а 2.9. Докажите, что для любой функции ϕ(x) ∈
∈ S(Rm) и для любого α ∈ Nm0 справедливы равенства

F [ ∂αxφ(x) ] (y) = (−iy)αF [ϕ(x) ] (y),

∂αy F [φ(x) ] (y) = F [ (ix)αϕ(x) ] (y).

Для обобщённой функции ϕ(x, y) ∈ S(Rm × R`) переменных
x ∈ Rm и y ∈ R` можно определить преобразование Фурье только
по части переменных, например, по переменной x ∈ Rm:

Fx [ϕ(x, y) ] (z) =

∫
Rm

ϕ(x, y)ei(x,z) dx, y ∈ R`, z ∈ Rm
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и соответствующее обратное преобразование Фурье по перемен-
ной x ∈ Rm:

F−1x [ϕ(x, y) ] (z) =
1

(2π)m

∫
Rm

ϕ(x, y)e−i(x,z) dx, y ∈ R` z ∈ Rm.

З а д а ч а 2.10. Докажите, что для любой функции ϕ(x, y) ∈
∈ S(Rm × R`) выполнено

Fx [ϕ(x, y) ] (z) ∈ S(Rm × R`),

справедлива формула обращения

F−1z [Fx [ϕ(x, y ] (z) ] (x′) = Fz
[
F−1x [ϕ(x, y ] (z)

]
(x′) = ϕ(x′, y),

и для любых α ∈ Nm0 и β ∈ N`0 имеют место равенства:

Fx
[
∂αx ∂

β
yϕ(x, y)

]
(z) = (−iz)α∂βyFx [ϕ(x, y) ] (z),

∂αz ∂
β
yFx [ϕ(x, y) ] (z) = Fx

[
(ix)α∂βyϕ(x, y)

]
(z).

3. Пространство обобщённых функций

Пространство обобщённых функций S′(Rm) Л.Шварца [2, § 5.2]
состоит из всех линейных непрерывных функционалов над про-
странством основных функций S(Rm). Действие f ∈ S′(Rm) на
функцию ϕ ∈ S(Rm) обозначаем

〈f, ϕ〉 ∈ C.

Линейность и непрерывность функционала f ∈ S′(Rm) означает,
что

〈f, λ1ϕ1+λ2ϕ2〉 = λ1〈f, ϕ1〉+λ2〈f, ϕ2〉 ∀ϕ1,2 ∈ S(Rm), ∀λ1,2 ∈ C,

〈f, ϕn〉 → 〈f, ϕ〉 ∀ϕn
S(Rm)→ ϕ.

Любой функционал f ∈ S′(Rm) называют обобщённой функцией.
Обычно для него используют традиционное обозначение f(x),
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где x ∈ Rm, а действие обобщённой функции f(x) на функцию
ϕ(x) ∈ S(Rm) обозначают как

〈f(x), ϕ(x)〉 ∈ C.

Это обусловлено тем, что в пространство S′(Rm) входят обычные
числовые функции. Например, туда входят все абсолютно инте-
грируемые на Rm функции f(x) или функции f(x) медленного
роста, для каждой из которых

∃C > 0 ∃ q ∈ N0 ∀x ∈ Rm |f(x)| 6 C (1 + |x|q) .

Действие таких функций на основные функции задаётся абсо-
лютно сходящимся интегралом по Rm:

〈f(x), ϕ(x)〉 =

∫
Rm

f(x)ϕ(x) dx, ϕ(x) ∈ S(Rm),

и оно называется регулярным действием, а сами такие обобщён-
ные функции называются регулярными.

Уп р а жн е н и е 3.1. Докажите, что для любой функции
f :Rm → C, абсолютно интегрируемой на Rm, действие

〈f(x), ϕ(x)〉 =

∫
Rm

f(x)ϕ(x) dx, ϕ(x) ∈ S(Rm),

линейно и непрерывно зависит от ϕ(x) ∈ S(Rm).

Уп р а жн е н и е 3.2. Докажите, что для любой функции
f :Rm → C медленного роста действие

〈f(x), ϕ(x)〉 =

∫
Rm

f(x)ϕ(x) dx, ϕ(x) ∈ S(Rm),

линейно и непрерывно зависит от ϕ(x) ∈ S(Rm).
Для обобщённой функции f(x) ∈ S′(Rm) можно естествен-

ным образом определить её суперпозицию с линейной взаимно
однозначной функцией Ax + b, x ∈ Rm, где A ∈ Rm×m — невы-
рожденная матрица, b ∈ Rm, по формуле

〈f(Ax+ b), ϕ(x)〉 =
1

|detA|
〈
f(x), ϕ

(
A−1(x− b)

)〉
, ϕ ∈ S(Rm).
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Такое определение f(Ax+ b) для регулярной обобщённой функ-
ции f(x) корректно обобщает замену переменной интегрирова-
ния в её действии на основную функцию. В частности,

〈f(−x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ(−x)〉, 〈f(x−x0), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ϕ(x+x0)〉.

На пространстве обобщённых функций вводится операция об-
общённого дифференцирования любого порядка α ∈ Nm0 : для лю-
бой f(x) ∈ S′(Rm)

〈∂αx f(x), ϕ(x)〉 = (−1)|α|〈f(x), ∂αxϕ(x)〉, ϕ(x) ∈ S(Rm).

Уп р а жн е н и е 3.3. Докажите, что для любой обобщён-
ной функции f(x) ∈ S′(Rm) и любого α ∈ Nm0 имеет место вло-
жение

∂αx f(x) ∈ S′(Rm).

Таким образом, любая обобщённая функция имеет обобщён-
ные частные производные любого порядка, которые, в свою оче-
редь, также являются обобщёнными функциями. Данное опреде-
ление обобщённого дифференцирования на пространстве S′(Rm)
корректно взаимодействует с классическим дифференцировани-
ем гладких функций медленного роста:

Уп р а жн е н и е 3.4. Пусть функция f(x) ∈ CN(Rm) та-
кова, что для любого α ∈ Nm0 вида |α| 6 N её соответствую-
щая классическая частная производная ∂αx f(x) имеет медленный
рост. Тогда для любой функции ϕ(x) ∈ S(Rm) имеет место ра-
венство ∫

Rm

ϕ(x) ∂αx f(x) dx = (−1)|α|
∫
Rm

f(x)∂αxϕ(x) dx,

то есть обобщённая и классическая частные производные функ-
ции f(x) одинаково действуют на пространстве S(Rm), и, значит,
являются равными обобщёнными функциями.

Любую обобщённую функцию можно умножать на любую
обычную бесконечно гладкую функцию, все частные производ-
ные которой имеют медленный рост. Пусть f(x) ∈ S′(Rm), а
функция h(x) ∈ C∞(Rm), причём для любого α ∈ Nm0 функция
∂αxh(x) медленного роста. Докажите, что для любой функции
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ϕ(x) ∈ S(Rm) имеет место вложение h(x)ϕ(x) ∈ S(Rm), причём
отображение ϕ(x) 7→ h(x)ϕ(x) линейно и непрерывно на про-
странстве S(Rm). Тогда по определению полагаем, что

〈h(x)f(x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), h(x)ϕ(x)〉, ϕ(x) ∈ S(Rm).

В частности, любую обобщённую функцию из S′(Rm) можно та-
ким образом умножить на любую функцию из D(Rm).

Уп р а жн е н и е 3.5. Докажите, что для любой обобщён-
ной функции f(x) ∈ S′(Rm) и произвольной функции h(x) ∈
∈ C∞(Rm), все частные производные которой имеют медленный
рост, справедливо вложение

h(x)f(x) ∈ S′(Rm).

В частности, для любого комплексного многочлена P (x), т. е.
функции — конечной линейной комбинации целых неотрицатель-
ных степеней компонент вектора x ∈ Rm, определено произведе-
ние P (x)f(x) ∈ S′(Rm) на обобщённую функцию f(x) ∈ S′(Rm).

Теперь обсудим определение носителя обобщённой функции.
Пусть G ⊂ Rm произвольное открытое множество. Говорят, что
обобщённая функция f(x) ∈ S′(Rm) равна нулю на множестве G,
если для любой функции ϕ(x) ∈ D(G) имеет место равенство

〈f(x), ϕ(x)〉 = 0.

В этом случае будем писать

f
∣∣
G

= 0.

Через G(f) ⊂ Rm обозначим объединение всех открытых мно-
жеств G ⊂ Rm, на которых f(x) равна нулю. Тогда G(f) являет-
ся открытым подмножеством Rm (как объединение открытых).
Носителем обобщённой функции f(x) ∈ S′(Rm) называем

supp f = Rm\G(f).

Это замкнутое подмножество Rm (как дополнение открытого
множества G(f)). Обобщённую функцию f(x) называют финит-
ной, если её носитель supp f является компактом в Rm.
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Для любого числа ε > 0 и любого множества M ⊂ Rm через
Oε(M) обозначим ε-окрестность множества M , то есть совокуп-
ность всех векторов из Rm, удалённых от M меньше, чем на ε:

Oε(M) =

{
x ∈ Rm : ρ(x,M) = inf

y∈M
|x− y| < ε

}
.

З а д а ч а 3.6. Докажите, что для любой обобщённой функ-
ции f(x) ∈ S′(Rm) выполнено

∀ ε > 0 ∀ϕ,ψ ∈ D(Rm) : ∀x ∈ Oε(supp f) ϕ(x) = ψ(x) ⇒

⇒ 〈f(x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ψ(x)〉.

То есть действие f(x) на финитную основную функцию ϕ(x) не
зависит от поведения ϕ(x) вне ε-окрестности носителя supp f .

З а д а ч а 3.7. Пусть f(x) ∈ S′(Rm) и замкнутое множество
M ⊂ Rm таковы, что

∀ ε > 0 ∀ϕ,ψ ∈ D(Rm) : ∀x ∈ Oε(M) ϕ(x) = ψ(x) ⇒

⇒ 〈f(x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ψ(x)〉.

Докажите, что в этом случае имеет место вложение supp f ⊂M .
Результат задачи 3.6 приводит к следующему важному утвер-

ждению:

Ут в е ржд е н и е 3.8. Пусть для некоторой обобщённой
функции f(x) ∈ S′(Rm) существуют попарно непересекающиеся
компакты K1 ⊂ Rm, . . . ,KN ⊂ Rm, такие, что

supp f ⊂ K1 ∪ . . . ∪KN .

Тогда

∀ε > 0 ∀n ∈ 1, N ∃ fn(x) ∈ S′(Rm) : supp fn ⊂ Oε(Kn) ⇒

⇒ f(x) = f1(x) + . . .+ fn(x).
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До к а з а т е л ь с т в о. Определим положительное число

r = min
16n<s6N

ρ(Kn,Ks) = min
16n<s6N

inf
xn∈Kn
xs∈Ks

|xn − xs| > 0,

и рассмотрим произвольное положительное ε < r
5
. Для каждого

n ∈ 1, N рассмотрим открытое покрытие Pn компакта Oε(Kn)

всеми открытыми шарами с центром в точках Oε(Kn) радиуса
ε. По теореме о гладком разбиении единицы, подчинённому от-
крытому покрытию Pn компакта Oε(Kn) (см. [4], теорема 10.8),
существуют функции ψn,1, . . . , ψn,` ∈ D(Rm), носители которых
содержатся в множествах из покрытия Pn, такие, что

ψn(x) = ψn,1(x) + . . .+ ψn,`(x) = 1 ∀x ∈ Oε(Kn).

Ясно, что функция ψn ∈ D(Rm) и имеет место вложение:

suppψn ⊂ O2ε(Kn).

Так как по определению ε имеем O2ε(Kn) ∩ O2ε(Ks) = ∅ при
любых n 6= s, то

ψn(x)ψs(x) = 0 ∀x ∈ Rm при n 6= s.

Следовательно,

1 = ψ1(x) + . . .+ ψN(x) + (1− ψ1(x)) . . . (1− ψN(x)) ∀x ∈ Rm.

Функция

ξ(x) = (1−ψ1(x)) . . . (1−ψN(x)) = 0 ∀x ∈ Oε(K1)∪ . . .∪Oε(KN).

Следовательно, для любой функции ϕ(x) ∈ D(Rm) получаем, что

ξ(x)ϕ(x) = 0 ∀x ∈ Oε(supp f) ⊂ Oε(K1) ∪ . . . ∪Oε(KN).

Поэтому

ϕ(x) = ψ1(x)ϕ(x) + . . .+ ψN(x)ϕ(x) ∀x ∈ Oε(supp f).

Тогда, в силу результата задачи 3.6, получаем, что

〈f(x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ψ1(x)ϕ(x) + . . .+ ψN(x)ϕ(x)〉 =

= 〈ψ1(x)f(x), ϕ(x)〉+ . . .+ 〈ψN(x)f(x), ϕ(x)〉.
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Так как D(Rm) всюду плотно в S(Rm) (это упражнение 2.6), то
получаем равенство

f(x) = ψ1(x)f(x) + . . .+ ψN(x)f(x) на S′(Rm).

Определим обобщённые функции

fn(x) = ψn(x)f(x) ∈ S′(Rm), n ∈ 1, N.

В силу вложения suppψn ⊂ O2ε(Kn), для любой функции ϕ ∈
∈ D

(
Rm\O2ε(Kn)

)
получаем равенство

ψn(x)ϕ(x) = 0 ∀x ∈ Rm,

то есть 〈fn(x), ϕ(x)〉 = 〈f(x), ψn(x)ϕ(x)〉 = 〈f(x), 0〉 = 0. Следова-
тельно, по определению носителя обобщёной функции, получаем
вложение

supp fn ⊂ O2ε(Kn) ⊂ O3ε(Kn), n ∈ 1, N,

что и требовалось. �

Наконец, на пространстве S′(Rm) можно определить обобщён-
ное преобразование Фурье. Рассмотрим произвольную обобщён-
ную функцию f(x) ∈ S′(Rm). Так как классическое преобразо-
вание Фурье на простанстве основных функций S(Rm) является
линейным и непрерывнам, то действие

〈f(x),F [ϕ(y) ] (x)〉, ϕ ∈ S(Rm),

является линейным и непрерывным на S(Rm), то есть опреде-
ляет некоторую обобщённую функцию, которую мы обозначим
F [ f(x) ] (y) ∈ S′(Rm) и назовём обобщённым преобразованием
Фурье обобщённой функции f(x). Таким образом, по определе-
нию имеем

〈F [ f(x) ] (y), ϕ(y)〉 = 〈f(x),F [ϕ(y) ] (x)〉 ∀ϕ(y) ∈ S(Rm).

Это определение обобщённого преобразовния Фурье в простран-
стве S′(Rm) корректно взаимодействует с классическим преобра-
зованием Фурье произвольной абсолютно интегрируемой на Rm
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числовой функции f(x). Действительно, для такой функции её
классическое преобразование Фурье

f̂(y) =

∫
Rm

f(x)ei(x,y) dx, y ∈ Rm,

является числовой функцией, непрерывной на Rm (докажите это)
и бесконечно малой при |y| → ∞ по теореме Римана об осцилля-
ции. Следовательно, f̂(y) является ограниченной на Rm функци-
ей и поэтому представляет собой регулярную обобщённую функ-
цию медленного роста, действие которой на произвольную основ-
ную функцию ϕ(y) ∈ S(Rm) имеет вид〈

f̂(y), ϕ(y)
〉

=

∫
Rm

f̂(y)ϕ(y) dy =

∫
Rm

dy

∫
Rm

dx f(x)ϕ(y)ei(x,y).

Так как функция f(x)ϕ(y)ei(x,y) очевидно обсолютно интегриру-
ема на Rm × Rm (проверьте это), то, по теореме Фубини (см. [5],
теорема 8.8), справедливо равенство∫
Rm

dy

∫
Rm

dx f(x)ϕ(y)ei(x,y) =

∫
Rm

dx

∫
Rm

dy f(x)ϕ(y)ei(x,y) =

=

∫
Rm

dx f(x)

∫
Rm

dy ϕ(y)ei(x,y) = 〈f(x),F [ϕ(y) ] (x)〉 ,

то есть〈
f̂(y), ϕ(y)

〉
=
〈
f(x),F [ϕ(y) ] (x)

〉
, ∀ϕ(y) ∈ S(Rm).

Следовательно, обобщённое преобразование Фурье F [ f(x) ] (y)
абсолютно интегрируемой на Rm функции f(x) действует на про-
странстве S(Rm) так же, как и её классическое преобразование
Фурье f̂(y), что и доказывает равенство этих обобщённых функ-
ций:

F [ f(x) ] (y) = f̂(y), f ∈ L1(Rm).

Взаимодействие операций обобщённого дифференцирования и
обобщённого преобразования Фурье даёт следующее
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Уп р а жн е н и е 3.9. Докажите, что для любой обобщённой
функции f(x) ∈ S′(Rm) и мультииндекса α ∈ Nm0 справедливы
равенства

F [ ∂αx f(x) ] (y) = (−iy)αF [ f(x) ] (y),

∂αy F [ f(x) ] (y) = F [ (ix)αf(x) ] (y).

Обратное обобщённое преобразование Фурье в пространстве
S′(Rm) определяется как

F−1 [ f(x) ] (y) = 1
(2π)m

F [ f(x) ] (−y), f(x) ∈ S′(Rm).

Тогда для любой ϕ(x) ∈ S(Rm) выполнены равенства:〈
F−1 [ f(x) ] (y), ϕ(y)

〉
=
〈
f(x), 1

(2π)m
F [ϕ(−y) ] (x)

〉
=

=
〈
f(x),F−1 [ϕ(y) ] (x)

〉
=
〈
f(x), 1

(2π)m
F [ϕ(y) ] (−x)

〉
=

=
〈
f(−x), 1

(2π)m
F [ϕ(y) ] (x)

〉
=
〈

1
(2π)m

F [ f(−x) ] (y), ϕ(y)
〉
,

то есть получаем равенство

F−1 [ f(x) ] (y) = 1
(2π)m

F [ f(−x) ] (y), f(x) ∈ S′(Rm).

Уп р а жн е н и е 3.10. Докажите, что для любой обобщён-
ной функции f(x) ∈ S′(Rm) справедливы равенства

F−1 [F [ f(x) ] (y) ] (z) = F
[
F−1 [ f(x) ] (y)

]
(z) = f(z).

Уп р а жн е н и е 3.11. Докажите, что для любой обобщён-
ной функции f(x) ∈ S′(Rm) и произвольного x0 ∈ Rm справедли-
во равенство

F [ f(x− x0) ] (y) = ei(y,x0)F [ f(x) ] (y).

Далее, для обобщённой функции f(x, y) ∈ S′(Rm × R`) пере-
менных x ∈ Rm и y ∈ R` определяем обобщённое преобразование
Фурье Fx [ f(x, y ] (z) относительно переменной x по формуле

〈Fx [ f(x, y) ] (z), ϕ(z, y)〉 = 〈f(x, y),Fz [ϕ(z, y) ] (x)〉 ,
ϕ(z, y) ∈ S(Rm × R`).
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Это определение корректно определяет обобщённую функцию
Fx [ f(x, y) ] (z) ∈ S′(Rm ×R`), так как классическое преобразова-
ние Фурье Fz [ϕ(z, y) ] (x) по переменной z ∈ Rm в пространстве
S(Rm × R`) линейно и непрерывно зависит от функции ϕ(z, y) ∈
∈ S(Rm × R`).

Взаимодействие операций обобщённого дифференцирования
и обобщённого преобразования Фурье по части переменных даёт
следующее

Уп р а жн е н и е 3.12. Докажите, что для любой обобщён-
ной функции f(x, y) ∈ S′(Rm × R`) и мультииндексов α ∈ Nm0 и
β ∈ N`0 справедливы равенства

Fx
[
∂αx ∂

β
y f(x, y)

]
(z) = (−iz)α∂βyFx [ f(x, y) ] (z),

∂αz ∂
β
yFx [ f(x, y) ] (z) = Fx

[
(ix)α∂βy f(x, y)

]
(z).

Рассмотрим некоторые важные для дальнейшего изложения
обобщённые функции. Во-первых, это дельта-функция Дирака
δ(x) ∈ S′(Rm), действие которой на произвольную основную функ-
цию ϕ(x) ∈ S(Rm) имеет вид

〈δ(x), ϕ(x)〉 = ϕ(0).

Уп р а жн е н и е 3.13. Докажите, что для дельта-функции
δ(x) ∈ S′(Rm) выполнены равенства

F [ δ(x) ] (y) = 1, F [ 1 ] (y) = (2π)mδ(y).

Уп р а жн е н и е 3.14. Докажите, что для дельта-функции
δ(x) ∈ S′(Rm) и произвольного α ∈ Nm0 выполнены равенства

F [ ∂αx δ(x) ] (y) = (−iy)α, F [xα ] (y) = (2π)m(−i)|α| ∂αy δ(y).

Уп р а жн е н и е 3.15. Докажите, что для дельта–функции
δ(x) ∈ S′(Rm) и произвольного вектора x0 ∈ Rm выполнены ра-
венства

F [ δ(x− x0) ] (y) = ei(y,x0), F
[
ei(x,x0)

]
(y) = (2π)mδ(y + x0).

Во-вторых, это так называемый «главный делитель на аргу-
мент» в пространстве S′(R) — обобщённая функция P 1

x
∈ S′(R),
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действие которой на произвольную основную функцию ϕ(x) ∈
∈ S(R) имеет вид

〈
P 1
x
, ϕ(x)

〉
= v.p.

∫
R

ϕ(x)

x
dx =

+∞∫
0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
dx.

Уп р а жн е н и е 3.16. Докажите, что P 1
x
∈ S′(R).

Проверьте, что обобщённая функция P 1
x
удовлетворяет в про-

странстве S′(R) уравнению

xP 1
x

= 1,

то есть для любой функции ϕ(x) ∈ S(R) имеет место равенство〈
xP 1

x
, ϕ(x)

〉
= 〈1, ϕ(x)〉 =

∫
R

ϕ(x) dx.

Уп р а жн е н и е 3.17. Докажите равенства

F
[
P 1
x

]
(y) = πi sign(y), F−1

[
P 1
x

]
(y) = − i

2
sign(y).

4. Определение функции Грина

Линейный дифференциальный оператор в частных производ-
ных L: S′(Rm)→ S′(Rm) имеет вид

L =
N∑
k=1

ak∂
αk
x ,

где числа ak ∈ C и мультииндексы αk ∈ Nm0 при всех k ∈ 1, N .
Функцией Грина оператора L называется обобщённая функ-

ция E(x) ∈ S′(Rm), удовлетворяющая в простаранстве S′(Rm)
уравнению

LE(x) = δ(x).

Так как обобщённое преобразование Фурье взаимно однозначно
на пространстве S′(Rm), то это уравнение равносильно

F [LE(x) ] (y) = F [ δ(x) ] (y) = 1.
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Поскольку обобщённое преобразование Фурье линейно на про-
странстве S′(Rm), то

F [LE(x) ] (y) =
N∑
k=1

akF [ ∂ αk
x E(x) ] (y) =

N∑
k=1

ak(−iy)αkF [E(x) ] (y).

Следовательно, рассмотрев многочлен

PL(y) =
N∑
k=1

ak(−iy)αk , y ∈ Rm,

получаем эквивалентное уравнение для определения функции
Грина E(x) оператора L:

PL(y)F [E(x) ] (y) = 1.

Существование единственного решения этого уравнения в про-
странстве S′(Rm) гарантирует отделимость многочлена PL(y) от
нуля:

∃C > 0 ∀ y ∈ Rm |PL(y)| > C.
В этом случае функция 1

PL(y)
является бесконечно гладкой, а все

её частные производные имеют медленный рост (докажите это).
Тогда в пространстве S′(Rm) допустимо умножение на функцию

1
PL(y)

, то есть в этой ситуации получаем

PL(y)F [E(x) ] (y) = 1 ⇔ F [E(x) ] (y) =
1

PL(y)
.

Следовательно, если многочлен PL(y) отделён от нуля, то един-
ственная функция Грина оператора L имеет вид

E(x) = F−1
[

1

PL(y)

]
(x).

Рассмотрим одномерный случай m = 1, когда x ∈ R, а опера-
тор L имеет вид «дифференциального многочлена»:

L = T
(
d
dx

)
,

где комплексный многочлен

T (z) =
N∑
k=0

akz
k, z ∈ C,
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и коэффициент при старшей степени aN 6= 0. Тогда соответству-
ющий оператору L многочлен PL(y) имеет вид

PL(y) = T (−iy), y ∈ R.

Пусть λ1, . . . , λ` — все различные комплексные корни многочлена
T (z) кратностей r1, . . . , r` соответственно. Тогда разложим мно-
гочлен T (z) на множители:

T (z) = aN(z − λ1)
r1 . . . (z − λ`)r`, z ∈ C.

Следовательно,

PL(y) = T (−iy) = aN(−iy − λ1)
r1 . . . (−iy − λ`)r`, y ∈ R.

Видим, что отделимость от нуля многочлена PL(y) равносильна
отсутствию у многочлена T (z) чисто мнимых корней, то есть
когда

Reλk 6= 0 ∀ k ∈ 1, `.

В этом случае

|PL(y)| > |aN | |Reλ1|r1 . . . |Reλ`|r` > 0 ∀ y ∈ R.

Если же многочлен T (z) имеет хотя бы один чисто мнимый ко-
рень, то деление на T (−iy) в пространстве S′(R) неопределено.
Техника поиска решения уравнения T (−iy)w(y) = 1 в простран-
стве S′(R) при наличии у многочлена T (z) чисто мнимых корней
изложена в следующем разделе.

5. Функция Грина «дифференциального
многочлена»

Мы рассматриваем в пространстве S′(R) линейный оператор
L, имеющий вид «дифференциального многочлена»

L = T
(
d
dx

)
, x ∈ R,

для комплексного многочлена

T (z) =
N∑
k=0

akz
k, z ∈ C,
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где коэффициент при старшей степени aN 6= 0. Решаем задачу
поиска функции Грина E(x) ∈ S′(R) оператора L:

LE(x) = δ(x) ⇔ T (−iy)F [E(x) ] (y) = 1.

Пусть λ1, . . . , λ` — все различные комплексные корни многочле-
на T (z) кратностей r1, . . . , r` соответственно. Тогда рассмотрим
комплексную функцию 1

T (z)
при z 6= λ1, . . . , λ`, которую разло-

жим на простые дроби:

1

T (z)
=
∑̀
s=1

rs∑
r=1

bsr
(z − λs)r

, z 6= λ1, . . . , λ`.

Нам требуется каким-то образом в пространстве S′(R) опреде-
лить аналог функции 1

T (−iy) как частное решение уравнения

T (−iy)w(y) = 1, w(y) ∈ S′(R).

Разобьём корни многочлена T (z) на три подмножества — чисто
мнимые, с положительной и с отрицательной вещественной ча-
стью:

S0 =
{
s ∈ 1, ` : Reλs = 0

}
,

S+ =
{
s ∈ 1, ` : Reλs > 0

}
,

S− =
{
s ∈ 1, ` : Reλs < 0

}
.

Тогда получаем

1

T (z)
=
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
(z − λs)r

+
∑
s∈S+

rs∑
r=1

bsr
(z − λs)r

+
∑
s∈S−

rs∑
r=1

bsr
(z − λs)r

при z 6= λ1, . . . , λ`. Сумму по пустому множеству индексов счи-
таем тождественно нулевой. Для любого s ∈ S+ ∪ S− и r ∈ 1, rs
функция

1

(−iy − λs)r
, y ∈ R,

является непрерывной и ограниченной, так как∣∣∣∣ 1

(−iy − λs)r

∣∣∣∣ 6 1

|Reλs|r
∀ y ∈ R.
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Следовательно, она порождает в пространстве S′(R) регулярный
функционал медленного роста. При s ∈ S0 корень λs чисто мни-
мый и имеет вид λs = iµs для подходящего µs ∈ R. Тогда

1

(−iy − λs)r
=

ir

(y + µs)r
, y 6= −µs.

Поэтому нам требуется для любого натурального r определить в
пространстве S′(R) обобщённую функцию P 1

yr
так, чтобы в S′(R)

было выполнено равенство

yrP 1
yr

= 1.

Воспользуемся известной нам обобщённой функцией P 1
y
и клас-

сическим равенством

1

yr
=

(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)
1

y
, y 6= 0.

Так как обобщённые функции в пространстве S′(R) имеют обоб-
щённые производные любого порядка, то рассмотрим обобщён-
ную функцию

fr(y) =
(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)

P
1

y
∈ S′(R).

Ут в е рж д е н и е 5.1. В пространстве S′(R) для любого
натурального r справедливо равенство

yrfr(y) = 1.

До к а з а т е л ь с т в о. Для любой функции ϕ ∈ S(R) имеем
равенства:

〈yrfr(y), ϕ(y)〉 = 〈fr(y), yrϕ(y)〉 =
1

(r − 1)!

〈
P 1
y
,
(
d
dy

)r−1(
yrϕ(y)

)〉
=

=
1

(r − 1)!

+∞∫
0

(
yrϕ(y)

)(r−1) − (yrϕ(y)
)(r−1)

(−y)

y
dy =
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=
1

(r − 1)!

+∞∫
0

dy
r−1∑
s=0

Cs
r−1r . . . (r − s+ 1)

(
yr−s−1ϕ(r−s−1)(y) +

+ (−y)r−s−1ϕ(r−s−1)(−y)
)

=

=
1

(r − 1)!

+∞∫
0

dy
r−1∑
s=0

Cs
r−1r . . . (r − s+ 1)

(
yr−s−1ϕ(r−s−1)(y) +

+ yr−s−1
(
ϕ(−y)

)(r−s−1))
=

Равенство будет продолжено после следующих рассуждений: за-
метим, что для любого k ∈ N0 выполнены соотношения

+∞∫
0

ykϕ(k)(y) dy = (−1)kk!

+∞∫
0

ϕ(y) dy,

+∞∫
0

yk
(
ϕ(−y)

)(k)
dy = (−1)kk!

+∞∫
0

ϕ(−y) dy,

которые получаются интегрированием по частям k раз. Поэтому
для любого s ∈ 0, r − 1 имеем
+∞∫
0

(
yr−s−1ϕ(r−s−1)(y) + yr−s−1

(
ϕ(−y)

)(r−s−1))
dy =

= (−1)r−s−1(r − s− 1)!

+∞∫
0

(
ϕ(y) + ϕ(−y)

)
dy =

= (−1)r−s−1(r − s− 1)!

∫
R

ϕ(y) dy.

Следовательно, получаем продолжение равенства:

=
1

(r − 1)!

∫
R

ϕ(y) dy
r−1∑
s=0

Cs
r−1r . . . (r − s+ 1)(r − s− 1)!︸ ︷︷ ︸

=(r−1)!Cs
r

(−1)r−s−1 =
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=

∫
R

ϕ(y) dy
r−1∑
s=0

Cs
r (−1)(r−s)︸ ︷︷ ︸

=(1−1)r−1=−1

(−1) =

∫
R

ϕ(y) dy = 〈1, ϕ(y)〉.

Таким образом, для любой функции ϕ ∈ S(R) установлено ра-
венство

〈yrfr(y), ϕ(y)〉 = 〈1, ϕ(y)〉,
то есть yrfr(y) = 1 в пространстве S′(R). �

Определённую таким образом обобщённую функцию fr(y) есте-
ственно обозначить через P 1

yr
, то есть по определению получаем,

что

P
1

yr
=

(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)

P
1

y
∈ S′(R).

Обобщённая функция P 1
yr

удовлетворяет в пространстве S′(R)
равенству

yrP
1

yr
= 1,

то есть является частным решением уравнения yrw(y) = 1, где
w(y) ∈ S′(R), и соответственно может быть названа «главным
делителем на r-ю степень аргумента». Отсюда немедленно полу-
чаем, что для любого y0 ∈ R обобщённая функция

P
1

(y − y0)r
=

(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)

P
1

y − y0
∈ S′(R)

удовлетворяет в пространстве S′(R) равенству

(y − y0)rP
1

(y − y0)r
= 1,

то есть является частным решением уравнения (y−y0)rw(y) = 1,
w(y) ∈ S′(R).

Теперь, вспоминая полученное выше разложение на простые
дроби функции 1

T (−iy) , мы можем выписать частное решение урав-
нения

T (−iy)w(y) = 1, w(y) ∈ S′(R)
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в следующем виде:

w(y) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsri
rP

1

(y + µs)r
+

∑
s∈S+∪S−

rs∑
r=1

bsri
r

(y − iλs)r
.

Тогда одной из функций Грина рассматриваемого «дифферен-
циального многочлена» L = T

(
d
dx

)
является

E(x) = F−1 [w(y) ] (x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsri
rF−1

[
P

1

(y + µs)r

]
(x)+

+
∑

s∈S+∪S−

rs∑
r=1

bsri
rF−1

[
1

(y − iλs)r

]
(x).

Нам осталось вычислить обобщённые обратные преобразования
Фурье:

F−1
[
P 1

(y+µs)r

]
(x) = 1

2π
F
[
P 1

(y+µs)r

]
(−x) при s ∈ S0,

F−1
[

1
(y−iλs)r

]
(x) = 1

2π
F
[

1
(y−iλs)r

]
(−x) при s ∈ S+ ∪ S−.

Вспоминая обратное преобразование Фурье «главного делителя
на аргумент» P 1

x
(см. упражнение 3.17) и применяя результаты

упражнения 3.11 и упражнения 3.9, для любого s ∈ S0 и произ-
вольного r ∈ 1, rs получаем соотношения:

F−1
[
P

1

(y + µs)r

]
(x) =

=
1

2π
F

[
(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)

P
1

(y + µs)

]
(−x) =

=
1

2π

(−1)r−1

(r − 1)!
(ix)r−1 eixµsπi sign(−x) =

=
(−i)rxr−1

(r − 1)!

eixµs sign(x)

2
=

(−i)rxr−1

(r − 1)!

exλs sign(x)

2
,

так как λs = iµs при s ∈ S0.
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Далее, для любого s ∈ S+∪S− и произвольного r ∈ 1, rs имеем

1

(y − iλs)r
=

(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)
1

y − iλs
, y ∈ R.

Следовательно,

F−1
[

1

(y − iλs)r

]
(x) =

=
1

2π
F

[
(−1)r−1

(r − 1)!

(
d

dy

)(r−1)
1

y − iλs

]
(−x) =

=
1

2π

(−1)r−1

(r − 1)!
(ix)r−1 F

[
1

y − iλs

]
(−x).

Видим, что нам для произвольного комплексного числа λ с нетри-
виальной вещественной частью Reλ 6= 0 требуется вычислить
обобщённое преобразование Фурье:

F

[
1

y − iλ

]
(x).

Заметим, что функция 1
y−iλ является квадратично интегрируе-

мой на R, то есть 1
y−iλ ∈ L2(R). Действительно,

∥∥∥ 1
y−iλ

∥∥∥
2

=

√√√√∫
R

dy

|y − iλ|2
=

√√√√∫
R

dy

(y + Imλ)2 + (Reλ)2
=

√
π

|Reλ|
.

Следовательно, по теореме Планшереля (см. [5], теорема 9.13),
существует функция h(x) ∈ L2(R), такая, что

hR(x) =

R∫
−R

eixy

y − iλ
dy → h(x) при R→ +∞

по норме пространства L2(R), то есть

lim
R→+∞

‖hR(x)− h(x)‖2 = 0.
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Эта функция h(x) ∈ L2(R) называется преобразованием Фурье–
Планшереля в пространстве L2(R) функции 1

y−iλ ∈ L2(R). Нетруд-
но видеть, что каждая функция из пространства L2(R) порож-
дает регулярный функционал из пространства S′(R). Действи-
тельно, любая основная функция ϕ(x) ∈ S(R) принадлежит про-
странству L2(R) (проверьте это). Поэтому регулярное действие
функции h(x) ∈ L2(R) на основную функцию ϕ(x) фактически
является скалярным произведением в пространстве L2(R) функ-
ций ϕ(x) и комплексно-сопряжённой функции h(x):

〈h(x), ϕ(x)〉 =
(
ϕ, h

)
L2(R)

=

∫
R

ϕ(x)h(x) dx.

Этот интеграл абсолютно сходится в силу неравенства Коши–
Буняковского для скалярного произведения в L2(R):∫

R

|ϕ(x)| |h(x)| dx 6 ‖ϕ‖2 ‖h‖2 < +∞

и непрерывно зависит от функции ϕ(x) ∈ S(R) (докажите это).
Также из неравенства Коши–Буняковского следует, что для лю-
бой функции ϕ(x) ∈ S(R) выполнены следующие соотношения∣∣∣∣∣∣
∫
R

ϕ(x)hR(x) dx−
∫
R

ϕ(x)h(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫
R

|ϕ(x)| |hR(x)− h(x) dx| dx 6

6 ‖ϕ‖2 ‖hR(x)− h(x)‖2 → 0 при R→ +∞.

То есть имеет место равенство

lim
R→+∞

∫
R

ϕ(x)hR(x) dx =

∫
R

ϕ(x)h(x) dx.

Таким образом, имея функцию h(x) ∈ L2(R) — преобразование
Фурье–Планшереля функции 1

y−iλ ∈ L2(R), находим〈
F

[
1

y − iλ

]
(x), ϕ(x)

〉
=

〈
1

y − iλ
,F [ϕ(x) ] (y)

〉
=
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=

∫
R

dy

y − iλ

∫
R

eixy ϕ(x) dx

︸ ︷︷ ︸
∈L1(R)

= lim
R→+∞

R∫
−R

dy

y − iλ

∫
R

eixy ϕ(x) dx =

теорема
Фубини [5]

= lim
R→+∞

∫
R

dxϕ(x)

R∫
−R

eixy

y − iλ
dy =

= lim
R→+∞

∫
R

ϕ(x)hR(x) dx =

∫
R

ϕ(x)h(x) dx = 〈h(x), ϕ(x)〉.

Следовательно, мы доказали равенство обобщённых функций
F
[

1
y−iλ

]
(x) и h(x) в пространстве S′(R), так как их действия

на любую основную функцию ϕ(x) ∈ S(R) совпадают.
С другой стороны, для любого вещественного x 6= 0 мы можем

вычислить числовой предел:

lim
R→+∞

hR(x) = lim
R→+∞

R∫
−R

eixy

y − iλ
dy,

применяя стандартную технику ТФКП (например, см. [6, § 13,
с. 83–85]). При Reλ > 0 имеем

lim
R→+∞

R∫
−R

eixy

y − iλ
dy =

{
0, x < 0,

2πie−xλ, x > 0.

При Reλ < 0 имеем

lim
R→+∞

R∫
−R

eixy

y − iλ
dy =

{
0, x > 0,

−2πie−xλ, x < 0.

Используя θ-функцию Хевисайда:

θ(x) =

{
1, x > 0,
0, x < 0,
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можем записать полученные результаты одной формулой:

lim
R→+∞

hR(x) = 2πie−xλ sign(Reλ) θ(xReλ) = ψ(x).

Но тогда по теореме Фату (см. [4], теорема 11.31) получаем∫
R

|ψ(x)− h(x)|2 dx =

=

∫
R

lim
R→+∞

|hR(x)− h(x)|2 dx 6

6 lim
R→+∞

∫
R

|hR(x)− h(x)|2 dx = 0.

Следовательно,∫
R

|ψ(x)−h(x)|2 dx = 0 ⇔ h(x) = ψ(x) для почти всех x ∈ R.

Итак, мы доказали, что для любого λ ∈ C вида Reλ 6= 0 выпол-
нено

F

[
1

y − iλ

]
(x) = 2πie−xλ sign(Reλ) θ(xReλ) ∈ S′(R).

Автору приятно отметить, что на применение теоремы План-
шереля при доказательстве этого равенства ему указал доцент
кафедры высшей математики МФТИ М. Е. Боговский.

Таким образом, возвращаясь к нашей задаче вычисления об-
ратного преобразования Фурье F−1

[
1

(y−iλs)r

]
(x) для случая s ∈

∈ S+ ∪ S− и r ∈ 1, rs, мы получаем, что

F−1
[

1

(y − iλs)r

]
(x) =

1

2π

(−1)r−1

(r − 1)!
(ix)r−1 F

[
1

y − iλs

]
(−x) =

=
(−1)r−1

(r − 1)!
(ix)r−1 iexλs sign(Reλs) θ(−xReλs) =

=
(−i)rxr−1

(r − 1)!
exλs sign(−Reλs) θ(−xReλs).
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Подставляя найденные обратные преобразования Фурье

F−1
[
P 1

(y+µs)r

]
(x) = (−i)rxr−1

(r−1)! exλs sign(x)

2
, s ∈ S0,

F−1
[

1
(y−iλs)r

]
(x) = (−i)rxr−1

(r−1)! exλs (−θ(−x)), s ∈ S+,

F−1
[

1
(y−iλs)r

]
(x) = (−i)rxr−1

(r−1)! exλs θ(x), s ∈ S−,

в раннее полученную формулу

E(x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsri
rF−1

[
P

1

(y + µs)r

]
(x)+

+
∑

s∈S+∪S−

rs∑
r=1

bsri
rF−1

[
1

(y − iλs)r

]
(x)

для функции Грина E(x) «дифференциального многочлена» T
(
d
dx

)
,

получаем

E(x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!

sign(x)

2
+

+
∑
s∈S+

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!

(
− θ(−x)

)
+

+
∑
s∈S−

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x).

Заметим, что sign(x) = 2θ(x) − 1. Следовательно, рассмотрев
функцию

E0(x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x)+

+
∑
s∈S+

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!

(
− θ(−x)

)
+

+
∑
s∈S−

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x),
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можем переписать формулу для E(x) в виде

E(x) = E0(x)−
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

2(r − 1)!
.

Как известно из классической теории линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами, функция

u0(x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

2(r − 1)!

является классическим гладким решением однородного уравне-
ния T

(
d
dx

)
u0(x) = 0, причём она имеет медленный рост (так как

Reλs = 0 при s ∈ S0). Следовательно, u0(x) ∈ S′(R) как регу-
лярный функционал медленного роста, и автоматически удовле-
творяет однородному уравнению T

(
d
dx

)
u0(x) = 0 в пространстве

S′(R). Таким образом, функция E0(x) также является функцией
Грина «дифференциального многочлена». Назовём её стандарт-
ной функцией Грина, а все остальные функции Грина оператора
T
(
d
dx

)
получаются прибавлением к E0(x) подходящего решения

однородного уравнения.
Если комплексный многочлен T (z) не имеет чисто мнимых

корней, то есть множество S0 = ∅, то в пространстве S′(R) функ-
ция Грина «дифференциального многочлена» T

(
d
dx

)
единствен-

на и имеет вид

E0(x) =
∑
s∈S+

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!

(
− θ(−x)

)
+
∑
s∈S−

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x).

6. Общее решение однородного уравнения

Вычислив стандартную функцию Грина E0(x) ∈ S′(R) «диф-
ференциального многочлена» T

(
d
dx

)
, займёмся поиском общего

решения u(x) ∈ S′(R) однородного уравнения

T
(
d
dx

)
u(x) = 0,

которое равносильно уравнению

T (−iy)F [u(x) ] (y) = 0.
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Если комплексный многочлен T (z) не имеет чисто мнимых кор-
ней, т. е. при S0 = ∅, то однородное уравнение имеет только
тривиальное решение, так как в этом случае многочлен T (−iy)
отделён от нуля, и рассматриваемое однородное уравнение будет
эквивалентно равенству F [u(x) ] (y) = 0, которое в свою очередь
равносильно u(x) = 0. Поэтому всюду далее считаем S0 6= ∅. Так
как для каждого s ∈ S+ ∪ S− функция (−iy − λs)rs при y ∈ R
отделена от нуля в силу неравенства

| − iy − λs|rs > |Reλs|rs > 0 ∀ y ∈ R,

то рассматриваемое однородное уравнение равносильно∏
s∈S0

(−iy − λs)rsF [u(x) ] (y) = 0.

Обозначая при всех s ∈ S0 чисто мнимый корень λs = iµs для
подходящего µs ∈ R, получаем равносильное равенство∏

s∈S0

(y + µs)
rsF [u(x) ] (y) = 0.

Для краткости введём в рассмотрение вещественный многочлен

P0(y) =
∏
s∈S0

(y + µs)
rs , y ∈ R.

Итак, мы ищем общее решение уравнения

P0(y)v(y) = 0, v(y) ∈ S′(R).

Ут в е ржд е н и е 6.1. Пусть обобщённая функция v(y) ∈
∈ S′(R) является решением уравнения P0(y)v(y) = 0. Тогда для
каждого s ∈ S0 существует обобщённая функция vs(y) ∈ S′(R),
такая, что

supp vs = {−µs} и (y + µs)
rsvs(y) = 0 ∀ s ∈ S0,

и выполнено равенство

v(y) =
∑
s∈S0

vs(y).

33



До к а з а т е л ь с т в о. Для любой функции ϕ(y) ∈ D(R),
носитель которой не содержит чисел (−µs) для всех s ∈ S0, по-
лучем, что функция

ψ(y) =


ϕ(y)

P0(y)
, y ∈ suppϕ,

0, y 6∈ suppϕ,

также принадлежит D(R). При этом ϕ(y) = P0(y)ψ(y) для всех
y ∈ R. Поэтому получаем

〈v(y), ϕ(y)〉 = 〈P0(y)v(y), ψ(y)〉 = 0.

Следовательно, носитель обобщённой функции v(y) содержится
в конечном числовом множествM0 =

{
(−µs) : s ∈ S0

}
. Опреде-

лим положительное число

ε = min
{
|µs−µk|

5
: s ∈ S0, k ∈ S0, s 6= k

}
> 0.

В силу доказанного ранее утверждения 3.8, для любого s ∈ S0

существует обобщённая функция vs ∈ S′(R), носитель которой
содержится в ε-окрестности числа (−µs), то есть

supp vs ⊂ (−µs − ε,−µs + ε) = Oε(−µs),

и выполнено равенство

v(y) =
∑
s∈S0

vs(y) в S′(R).

Для каждого s ∈ S0 рассмотрим функцию ηs(y) ∈ D(R), такую,
что

ηs(y) = 1 ∀ y ∈ O2ε(−µs) и supp ηs ⊂ O3ε(−µs).

Такую функцию обычно называют «срезкой» в окрестноcти точ-
ки (−µs). Так как для любой функции ϕ(y) ∈ D(R) выполнено
равенство

ϕ(y) = ηs(y)ϕ(y) ∀ y ∈ Oε(supp vs) ⊂ O2ε(−µs),

то, в силу результата задачи 3.6, имеем равенство действий

〈vs(y), ϕ(y)〉 = 〈vs(y), ηs(y)ϕ(y)〉 ∀ϕ(y) ∈ D(R).
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Для любого s ∈ S0 определим многочлен

Ps(y) =
∏

k∈S0\{s}

(y + µk)
rk , то есть P0(y) = Ps(y)(y + µs)

rs .

Заметим, что для любого k ∈ S0\{s} выполнено

O3ε(−µs) ∩Oε(−µk) = ∅ ⇒ supp ηs ∩Oε(−µk) = ∅.

Зафиксируем произвольную функцию ϕ(y) ∈ D(R), и рассмот-
рим функцию

ψs(y) =


ηs(y)ϕ(y)

Ps(y)
, y ∈ supp ηs,

0, y 6∈ supp ηs.

Очевидно, что ψs(y) ∈ D(R), причём suppψs ⊂ supp ηs и спра-
ведливо равенство

ηs(y)ϕ(y) = Ps(y)ψs(y) ∀ y ∈ R.

Получаем

〈(y + µs)
rsvs(y), ϕ(y)〉 = 〈vs(y), ηs(y)(y + µs)

rsϕ(y)〉 =

=

〈
v(y)−

∑
k∈S0\{s}

vk(y), P0(y)ψs(y)

〉
=

= 〈P0(y)v(y), ψs(y)〉 −
∑

k∈S0\{s}

〈vk(y), P0(y)ψs(y)〉.

Но по условию 〈P0(y)v(y), ψs(y)〉 = 0, а для любого k ∈ S0\{s}
выполнены вложения

supp(P0 ψs) ⊂ suppψs ⊂ supp ηs ⊂ O3ε(−µs),

причём
O3ε(−µs) ∩ supp vk = ∅,

то есть 〈vk(y), P0(y)ψs(y)〉 = 0. Таким образом, выполнено

〈(y + µs)
rsvs(y), ϕ(y)〉 = 0 ∀ϕ(y) ∈ D(R).
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Так какD(R) всюду плотно в S(R) (упражнение 2.6), то получаем

(y + µs)
rsvs(y) = 0 в S′(R).

Нам осталось доказать равенство supp vs = {−µs}. Для любой
функции ϕ(y) ∈ D(R), носитель которой не содержит (−µs), рас-
смотрим функцию

ψ(y) =


ϕ(y)

(y+µs)rs
, y ∈ suppϕ,

0, y 6∈ suppϕ.

Очевидны вложение ψ(y) ∈ D(R) и равенство

ϕ(y) = (y + µs)
rsψ(y) ∀ y ∈ R.

Следовательно,

〈vs(y), ϕ(y)〉 = 〈vs(y), (y + µs)
rsψ(y)〉 = 〈(y + µs)

rsvs(y), ψ(y)〉 = 0.

Таким образом, supp vs ⊂ {−µs}. Так как множество {−µs} со-
держит только одну точку, то supp vs = {−µs}. �

В свете только что доказанного утверждения 6.1, осталось вы-
яснить общий вид обобщённых функций vs(y) ∈ S′(R) для каж-
дого s ∈ S0, удовлетворяющих равенству

(y + µs)
rsvs(y) = 0 ⇔ zrsvs(z − µs) = 0.

Ут в е ржд е н и е 6.2. Для любого r ∈ N общим решением
w(z) ∈ S′(R) уравнения zrw(z) = 0 является

w(z) =
r−1∑
k=0

ck δ
(k)(z) ∀ ck ∈ C, k ∈ 0, r − 1.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть w(z) ∈ S′(R) является реше-
нием уравнения zrw(z) = 0 в S′(R). Тогда выполнено равенство
suppw = {0}. Действительно, для любой функции ϕ(z) ∈ D(R)
с носителем, не содержащим ноль, рассмотрим функцию

ψ(z) =


ϕ(z)

zr
, z ∈ suppϕ,

0, z 6∈ suppϕ.
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Тогда ψ(z) ∈ D(R) и zrψ(z) = ϕ(z) для всех z ∈ R. Следователь-
но,

〈w(z), ϕ(z)〉 = 〈w(z), zrψ(z)〉 = 〈zrw(z), ψ(z)〉 = 〈0, ψ(z)〉 = 0,

что и требовалось.
Рассмотрим функцию-срезку η(z) ∈ D(R) в окрестности нуля,

то есть для некоторого ε > 0 выполнено η(z) = 1 при |z| <
< ε. Тогда для произвольной функции ϕ(z) ∈ D(R) справедливо
равенство

〈w(z), ϕ(z)〉 = 〈w(z), η(z)ϕ(z)〉.
Для функции ϕ(z) ∈ D(R) рассмотрим её многочлен Тейлора
степени r − 1 по степеням z:

Tr(z) =
r−1∑
k=0

ϕk(0)

k!
zk, z ∈ R.

Определим функцию

ξ(z) =


ϕ(z)−Tr(z)

zr
, z 6= 0,

ϕ(r)(0)

r!
, z = 0.

Докажите в качестве полезного упражнения, что ξ(z) ∈ C∞(R)
(достаточно доказать бесконечную дифференцируемость ξ(z) при
z = 0, так как вне нуля это очевидно). Тогда функция η(z)ξ(z) ∈
∈ D(R) и выполнено равенство

η(z)ϕ(z) = zrη(z)ξ(z) + η(z)Tr(z) ∀ z ∈ R.

Следовательно, получаем

〈w(z), ϕ(z)〉 = 〈w(z), η(z)ϕ(z)〉 = 〈w(z), zrη(z)ξ(z) + η(z)Tr(z)〉 =

= 〈zrw(z), η(z)ξ(z)〉+
r−1∑
k=0

〈w(z), η(z)zk〉 ϕ
(k)(0)

k!
=

= 〈0, η(z)ξ(z) +
r−1∑
k=0

(−1)k
k!
〈w(z), η(z)zk〉〈δ(k)(z), ϕ(z)〉 =

=

〈
r−1∑
k=0

(−1)k
k!
〈w(z), η(z)zk〉δ(k)(z), ϕ(z)

〉
.
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Определяя коэффициенты

ck = (−1)k
k!
〈w(z), η(z)zk〉, k ∈ 0, r − 1,

получаем равенство

〈w(z), ϕ(z)〉 =

〈
r−1∑
k=0

ckδ
(k)(z), ϕ(z)

〉
∀ϕ(z) ∈ D(R).

Так как подпространство D(R) всюду плотно в пространстве
S(R) (упражнение 2.6), то для w(z) ∈ S′(R) получаем требуемое
равенство в S′(R).

С другой стороны, для каждого k ∈ 0, r − 1 верно равенство

zrδ(k)(z) = 0 в S′(R),

так как для любой функции ϕ(z) ∈ S(R) выполнено

〈zrδ(k)(z), ϕ(z)〉 = (−1)k
(
zrϕ(z)

)(k)∣∣∣
z=0

=

= (−1)k
k∑
s=0

Cs
k (zr)(s)|z=0︸ ︷︷ ︸

=0

ϕ(k−s)(0) = 0.

Следовательно, произвольная линейная комбинация функций

δ(z), δ′(z), . . . , δr−1(z)

является общим решением однородного уравнения zrw(z) = 0 в
пространстве S′(R). �

Вспоминаем об общем решении уравнения P0(y)v(y) = 0, ко-
торое по утверждению 6.1 представлено суммой

v(y) =
∑
s∈S0

vs(y)

для подходящих обобщённых функций vs(y) ∈ S′(R), удовлетво-
ряющих уравнениям zrsvs(z − µs) = 0. Тогда, в силу утвержде-
ния 6.2, получаем, что

vs(z − µs) =
rs−1∑
k=0

cskδ
(k)(z) ⇔ vs(y) =

rs−1∑
k=0

cskδ
(k)(y + µs).
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Следовательно, общим решением уравнения P0(y)v(y) = 0 в S′(R)
является обобщённая функция

v(y) =
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

cskδ
(k)(y + µs) ∀ csk ∈ C.

Таким образом, мы вычислили обобщённое преобразование Фу-
рье общего решения уравнения T

(
d
dx

)
u(x) = 0:

F [u(x) ] (y) =
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

cskδ
(k)(y + µs),

откуда немедленно находим и само решение u(x):

u(x) =
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

cskF
−1 [ δ(k)(y + µs)

]
(x) =

=
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

csk
2π

F
[
δ(k)(y + µs)

]
(−x) =

=
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

csk
2π

eiµsx F
[
δ(k)(y)

]
(−x) =

=
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

csk
2π

eiµsx (ix)k F [ δ(y) ] (−x)︸ ︷︷ ︸
=1

=

=
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

ikcsk
2π

xk eiµsx =
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

dsk x
k eλsx,

где dsk = ikcsk
2π

— произвольные комплексные числа. Таким об-
разом, общим решением однородного уравнения T

(
d
dx

)
u(x) = 0

в S′(R) является произвольная линейная комбинация функций
xkeλsx для s ∈ S0 и k ∈ 0, rs − 1, где rs — кратность чисто мни-
мого корня λs комплексного многочлена T (z).

Следовательно, общей функцией Грина «дифференциального
многочлена» T

(
d
dx

)
в пространстве S′(R) является

E(x) = E0(x) +
∑
s∈S0

rs−1∑
k=0

dsk x
k eλsx ∀ dsk ∈ C,
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где частная функция Грина

E0(x) =
∑
s∈S0

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x)+

+
∑
s∈S+

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!

(
− θ(−x)

)
+

+
∑
s∈S−

rs∑
r=1

bsr
xr−1exλs

(r − 1)!
θ(x),

а коэффициенты bsr определяются однозначно из разложения
функции 1

T (z)
на простые дроби:

1

T (z)
=
∑̀
s=1

rs∑
r=1

bsr
(z − λs)r

, z 6= λ1, . . . , λ`.

7. Функция Грина оператора Шрёдингера

Полученный результат о функциях Грина «дифференциаль-
ного многочлена» можно применить для вычисления функций
Грина некоторых стандартных операторов, возникающих в зада-
чах математической физики, например, оператора в уравнении
переноса, в волновом уравнении, в уравнении теплопроводности
и в уравнении Шрёдингера. Здесь мы вычислим функцию Грина
E(t, x) ∈ S′(R× Rm) оператора Шрёдингера:(

i
∂

∂t
+ a2∆x

)
E(t, x) = δ(t, x), t ∈ R, x ∈ Rm, (7.1)

носитель которой suppE ⊂ R+×Rm =
{ (

t
x

)
∈ R× Rm : t > 0

}
.

Вещественное a > 0 — это фиксированный числовой параметр,
а оператор ∆x — это обычный оператор Лапласа:

∆x =
m∑
k=1

∂2

∂x2
k

.
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Применяя к уравнению (7.1) преобразование Фурье по перемен-
ной x ∈ Rm и используя очевидное равенство Fx [ δ(t, x) ] (y) =
= δ(t)1(y) (проверьте это!), получаем равносильное уравнение(

i
∂

∂t
− a2|y|2

)
Fx [E(t, x) ] (y) = δ(t)1(y), t ∈ R, y ∈ Rm. (7.2)

При фиксированном y ∈ Rm в пространстве S′(R) рассмотрим
вспомогательную задачу:(

i
d

dt
− a2|y|2

)
w(t) = δ(t), w(t) ∈ S′(R), (7.3)

с условием suppw ⊂ [0,+∞). Оператор i d
dt
− a2|y|2 при фиксиро-

ванном y ∈ Rm представляет собой «дифференциальный много-
член», порождённый комплексным многочленом

T (z) = iz − a2|y|2, z ∈ C, то есть i d
dt
− a2|y|2 = T

(
d
dt

)
.

Многочлен T (z) имеет единственный простой чисто мнимый ко-
рень λ = −ia2|y|2, при этом

1

T (z)
=

(−i)
z − λ

, z 6= λ.

Поэтому общее решение уравнения (7.3) в пространстве S′(R)
имеет вид

wc(t) = −i exp
(
−ia2|y|2t

)
θ(t) + c exp

(
−ia2|y|2t

)
∀ c ∈ C.

Очевидно, что справедливо вложение suppw0 ⊂ [0,+∞). Пока-
жем, что только w0(t) среди всех обобщённых функций wc(t) об-
ладает таким свойством. Пусть для некоторого c ∈ C выполнено
вложение suppwc ⊂ [0,+∞). Рассмотрим произвольную функ-
цию ϕ(t) ∈ D(R), такую, что suppϕ ⊂ (−∞, 0). Тогда имеем
равенство 〈wc(t), ϕ(t)〉 = 0. Так как suppw0 ⊂ [0,+∞), то выпол-
нено также 〈w0(t), ϕ(t)〉 = 0, откуда получаем, что

c
〈
exp

(
−ita2|y|2

)
, ϕ(t)

〉
= 〈wc(t)− w0(t), ϕ(t)〉 = 0.

Теперь рассмотрим ψ(t) ∈ D(R) такую, что

suppψ ⊂ (−∞, 0) и 〈1(t), ψ(t)〉 =

∫
R

ψ(t) dt 6= 0.
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Функция ϕ(t) = exp (ia2|y|2t)ψ(t) ∈ D(R) очевидно удовлетворя-
ет условию suppϕ ⊂ (−∞, 0). Поэтому

0 = c
〈
exp

(
−ita2|y|2

)
, ϕ(t)

〉
=

= c
〈
1(t), exp

(
−ita2|y|2

)
ϕ(t)

〉
= c 〈1(t), ψ(t)〉︸ ︷︷ ︸

6=0

, ⇒ c = 0.

Итак, единственной функцией Грина оператора T
(
d
dt

)
, носитель

которой содержится в множестве [0,+∞), является обобщённая
функция w0(t) ∈ S′(R).

Теперь рассматриваем обобщённую функцию

v(t, y) = −i exp
(
−ia2|y|2t

)
θ(t) ∈ S′(R× Rm).

Она является решением уравнения(
i
∂

∂t
− a2|y|2

)
v(t, y) = δ(t)1(y) в S′(R× Rm).

Действительно, для любой функции ϕ(t, y) ∈ S(R × Rm) имеем
равенства: 〈(

i
∂

∂t
− a2|y|2

)
v(t, y), ϕ(t, y)

〉
=

=

〈
v(t, y),

(
−i ∂
∂t
− a2|y|2

)
ϕ(t, y)

〉
=

=

∫
Rm

dy

+∞∫
0

dt (−i) exp
(
−ia2|y|2t

) (
−i ϕ′t(t, y)− a2|y|2ϕ(t, y)

)
=

=

∫
Rm

dy

+∞∫
0

dt
∂

∂t

(
− exp

(
−ia2|y|2t

)
ϕ(t, y)

)
=

=

∫
Rm

dy ϕ(0, y) = 〈δ(t)1(y), ϕ(t, y)〉.

Следовательно, функцией Грина E(t, x) оператора Шрёдингера,
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носитель которой содержится в полупространстве R+ × Rm, яв-
ляется обобщённая функция

E(t, x) = F−1y [ v(t, y ] (x) = F−1y
[
−i exp

(
−ia2|y|2t

)
θ(t)

]
(x).

Нам осталось вычислить это обратное преобразование Фурье.
Для любой функции ϕ(t, x) ∈ S(R× Rm) находим

〈E(t, x), ϕ(t, x)〉 =
〈
F−1y

[
−i exp

(
−ia2|y|2t

)
θ(t)

]
(x), ϕ(t, x)

〉
=

=
〈
−i exp

(
−ia2|y|2t

)
θ(t),F−1x [ϕ(t, x) ] (y)

〉
=

=

+∞∫
0

dt

∫
Rm

dy
(−i) exp (−ia2|y|2t)

(2π)m

∫
Rm

dxϕ(t, x) exp
(
− i(x, y)

)
=

=
(−i)

(2π)m

+∞∫
0

dt

∫
Rm

dy

∫
Rm

dxϕ(t, x) exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
.

Заметим, что функция

ϕ(t, x) exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
6∈ L1

(
x ∈ Rm, y ∈ Rm

)
,

но для любого R > 0 очевидно выполнено вложение

ϕ(t, x) exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
∈ L1

(
x ∈ Rm, y ∈ [−R,R]m

)
.

Следовательно, для любого t > 0, применяя теорему Фубини
(см. [5], теорема 8.8), получаем∫

Rm

dy

∫
Rm

dxϕ(t, x) exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
=

= lim
R→+∞

∫
[−R,R]m

dy

∫
Rm

dxϕ(t, x) exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
=

= lim
R→+∞

∫
Rm

dxϕ(t, x)

∫
[−R,R]m

dy exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
.
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Рассмотрим интеграл

φR(t, x) =

∫
[−R,R]m

exp
(
−ia2|y|2t− i(x, y)

)
dy =

=

∫
[−R,R]m

exp

(
−i
∣∣∣a√ty + x

2a
√
t

∣∣∣2 + i |x|
2

4a2t

)
dy =

=
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
(
a
√
t
)m ∫

z∈ x
2a
√

t
+a
√
t[−R,R]m

exp
(
− i|z|2

)
dz =

=
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
(
a
√
t
)m

x1
2a
√

t
+Ra

√
t∫

x1
2a
√

t
−Ra

√
t

e−iz
2
1dz1 . . .

xm
2a
√

t
+Ra

√
t∫

xm
2a
√

t
−Ra

√
t

e−iz
2
mdzm.

Определим функцию Φ:R→ C по формуле

Φ(τ) =

τ∫
0

exp
(
− iξ2

)
dξ, τ ∈ R.

Тогда можем переписать значение φR(t, x) в виде

φR(t, x) =
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
(
a
√
t
)m m∏

k=1

(
Φ
(

xk

2a
√
t

+Ra
√
t
)
− Φ

(
xk

2a
√
t
−Ra

√
t
))

.

Функция Φ непрерывна на R в силу непрерывности интеграла
по переменному пределу интегрирования, и сущеcтвует предел

lim
τ→±∞

Φ(τ) = ±
√
π

2
exp

(
−iπ

4

)
.

Следовательно, она ограничена на R:

∃M > 0 ∀ τ ∈ R |Φ(τ)| 6M.

Поэтому для любого R > 0 получаем неравенство

|φR(t, x)| 6
(

2M

a
√
t

)m
∀ t > 0, ∀x ∈ Rm,
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из которого следует, что при фиксированном t > 0 выполнено

∣∣ϕ(t, x)φR(t, x)
∣∣ 6 ( 2M

a
√
t

)m ∣∣ϕ(t, x)
∣∣ ∈ L1(x ∈ Rm).

Далее, для любых t > 0 и x ∈ Rm существует предел

lim
R→+∞

φR(t, x) =
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
(
a
√
t
)m (√

π exp
(
−iπ

4

))m
.

Следовательно, по теореме Лебега об ограниченной сходимости
(см. [4], теорема 11.32), получаем, что

lim
R→+∞

∫
Rm

dxϕ(t, x)φR(t, x) =

=

∫
Rm

dxϕ(t, x) lim
R→+∞

φR(t, x) =

=

∫
Rm

dxϕ(t, x)

(√
π exp

(
−iπ

4

)
a
√
t

)m
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
Окончательно получаем, что

〈E(t, x), ϕ(t, x)〉 =

=
(−i)

(2π)m

+∞∫
0

dt

∫
Rm

dxϕ(t, x)

(√
π exp

(
−iπ

4

)
a
√
t

)m
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
=

=

〈
(−i) θ(t)

(
exp

(
−iπ

4

)
√

4πa2t

)m
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
, ϕ(t, x)

〉
.

Итак, искомая функция Грина оператора Шрёдингера имеет вид

E(t, x) = (−i) θ(t)
(

exp
(
−iπ

4

)
√

4πa2t

)m
exp

(
i |x|

2

4a2t

)
.
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8. Задачи

1. В пространстве S′(R2) найти все функции Грина оператора

L =
∂

∂x1

+
∂

∂x2

+ 1.

2. В пространстве S′(R2) найти все функции Грина оператора

L =
∂

∂x1

− ∂

∂x2

+ i.

3. В пространстве S′(R2) найти все функции Грина оператора

L = i
∂

∂x1

− ∂2

∂x2
2

− i.

4. В пространстве S′(R×Rm) найти функцию Грина оператора
переноса

L =
∂

∂t
+ (b,∇x), t ∈ R, x ∈ Rm, b ∈ Rm,

носитель которой содержится в полупространстве R+× R.

5. В пространстве S′(R×Rm) найти функцию Грина оператора
уравнения теплопроводности

L =
∂

∂t
− a2∆x, t ∈ R, x ∈ Rm, a > 0,

носитель которой содержится в полупространстве R+×Rm.

6. В пространстве S′(R×R) найти функцию Грина оператора
Даламбера одномерного волнового уравнения

L =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
, t ∈ R, x ∈ R, a > 0,

носитель которой содержится в полупространстве R+× R.

7. В пространстве S′(R×R3) найти функцию Грина оператора
Даламбера трёхмерного волнового уравнения

L =
∂2

∂t2
− a2∆x, t ∈ R, x ∈ R3, a > 0,

носитель которой содержится в полупространстве R+× R3.
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