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Предисловие
Учебное пособие представляет собой курс лекций по функцио-

нальному анализу, читаемых автором студентам третьего курса фа-
культета управления и прикладной математики МФТИ. Принятая в
МФТИ программа годового курса функционального анализа накла-
дывает довольно жёсткие ограничения на объём теоретического ма-
териала. Именно поэтому данная книга совсем не претендует на мак-
симальную полноту и большую общность изложения теории функ-
ционального анализа. Изучение представленного в пособии матери-
ала предполагает у читателя знания основ математического анализа
и линейной алгебры в рамках принятой в МФТИ программы, изу-
чаемой студентами на первых двух курсах. Все сформулированные
утверждения и теоремы полностью доказаны, и для их понимания
не требуется привлечения дополнительной литературы по функци-
ональному анализу. Автор надеется, что эта книга послужит чита-
телю хорошей базой для дальнейшего изучения функционального
анализа и его приложений.

Пособие начинается изложением свойств топологических, метри-
ческих и бесконечномерных линейных нормированных пространств.
Основное внимание уделено изучению полноты, сепарабельности, по-
полнения и компактности в метрических пространствах, а также
свойств линейных непрерывных операторов в бесконечномерных ли-
нейных нормированных пространствах. В небольшом объёме рас-
сматриваются и топологические пространства. Обсуждается акси-
оматика топологических пространств, а также взаимосвязь секвен-
циальных и топологических определений различных понятий функ-
ционального анализа (например, замкнутость и компактность мно-
жеств, непрерывность отображений). Подробно рассматриваются сла-
бая и слабая* топологии в линейных нормированных пространствах.
Отдельная глава посвящена изложению теории меры и интеграла
Лебега и связанных с ними лебеговых пространств. В данной гла-
ве используется материал по теории меры и интеграла Лебега из
книги У. Рудина “Основы математического анализа” [4]. Проведе-
но сравнение известных студентам понятий измеримости множества
по Жордану и интегрируемости функции по Риману соответствен-
но с новыми понятиями измеримости множества и интегрируемости
функции по Лебегу. Подробно рассмотрены линейные нормирован-
ные пространства Lp. Исследована их полнота и доказан критерий
вполне ограниченности их подмножеств.

Следует отметить, что изложение теоретического материала со-
провождается большим количеством примеров, контрпримеров и за-
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дач, помогающих усвоению основных идей курса. Практически ко
всем теоремам приведены примеры, поясняющие различные условия
и ограничения, которые встречаются в формулировках этих теорем.
Рассматриваемые примеры и задачи могут быть весьма полезны при
обсуждении соответствующих разделов функционального анализа
со студентами на семинарах. Некоторые из таких примеров были
предложены самими студентами, что отмечено в тексте пособия. Ав-
тор выражает этим студентам свою глубокую благодарность.

Также хотелось бы выразить свою искреннюю признательность
доценту кафедры высшей математики МФТИ С.П. Коновалову, чьи
лекции и семинары по функциональному анализу оказали огромное
влияние на автора пособия, и профессору кафедры высшей матема-
тики МФТИ Б.И. Голубову, внимательно прочитавшему рукопись и
сделавшему ряд ценных замечаний.
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Введение

Учебное пособие представляет собой годовой курс лекций по функ-
циональному анализу и состоит из пяти больших глав. С материалом
первых трёх глав студенты знакомятся в осеннем семестре, а двух
последних — в весеннем.

Первая глава посвящена аксиоматике топологических и метри-
ческих пространств и обсуждению понятий сходимости последова-
тельностей, замкнутости множеств, непрерывности отображений в
топологических и метрических пространствах. Основное внимание
здесь уделено свойствам полноты и сепарабельности метрических
пространств. Доказаны критерий полноты метрического простран-
ства — принцип вложенных шаров и теорема Бэра о непредставимо-
сти полного метрического пространства счётным объединением сво-
их нигде не плотных подмножеств. Определено пополнение неполно-
го метрического пространства и доказана теорема Хаусдорфа о суще-
ствовании пополнения. В качестве важного прикладного результата
рассмотрен принцип сжимающих отображений Банаха. Применение
этого принципа проиллюстрировано доказательством с его помощью
теоремы существования и единственности решения задачи Коши для
системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Во второй главе рассматриваются компактные подмножества то-
пологических и метрических пространств. В топологических про-
странствах основное внимание уделено обсуждению взаимосвязи счёт-
ной и секвенциальной компактности множеств. Доказан критерий
компактности множества метрического пространства — эквивалент-
ность компактности множества его полноте и вполне ограниченно-
сти, а также его секвенциальной компактности. Применение этого
критерия проиллюстрировано в доказательстве важной прикладной
теоремы Арцела—Асколи о компактности множества в метрическом
пространстве непрерывных функций с равномерной метрикой.

В первых трёх параграфах третьей главы рассматриваются ли-
нейные нормированные и гильбертовы пространства. Основными ре-
зультатами здесь являются теоремы об эквивалентности норм в ко-
нечномерном линейном нормированном пространстве, о некомпакт-
ности сферы в бесконечномерном линейном нормированном простран-
стве, о проекции точки на выпуклое замкнутое множество, о пред-
ставлении гильбертова пространства в виде прямой суммы замкну-
того подпространства и его ортогонального дополнения. В неболь-
шом объёме обсуждаются полные счётные системы и счётные базисы
в линейных нормированных пространствах.
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В двух последних параграфах третьей главы рассматриваются
линейные непрерывные (ограниченные) операторы в линейных нор-
мированных пространствах. Приведены многочисленные примеры
вычисления норм линейных операторов. Обсуждаются важные до-
статочные условия ограниченности линейного оператора, связанные
с конечномерностью области определения или области значений опе-
ратора и замкнутости его ядра. Основными результатами являются
теоремы о полноте пространства линейных ограниченных операто-
ров, об ограниченности поточечно ограниченной последовательности
линейных непрерывных операторов (теорема Банаха—Штейнгауза),
об открытом отображении и об обратном операторе (теоремы Бана-
ха).

Четвёртая глава целиком посвящена изложению теории меры и
интеграла Лебега. Здесь используется материал по теории меры и
интеграла Лебега из книги У. Рудина “Основы математического ана-
лиза” [4]. Основными результатами являются теоремы о счётной ад-
дитивности и абсолютной непрерывности интеграла Лебега и тео-
ремы о предельном переходе — Б. Леви о монотонной сходимости,
Фату и Лебега об ограниченной сходимости, теорема Римана об ос-
цилляции. Обсуждается взаимосвязь сходимости последовательно-
сти измеримых функций по мере, почти всюду и в среднем. Подроб-
но рассмотрены Лебеговы пространства Lp. Доказана их полнота и
критерий Рисса—Колмогорова о вполне ограниченном подмножесве
в Lp. В небольшом объёме обсуждается мера и интеграл Лебега—
Стилтьеса на примере монотонной функции скачков и дифференци-
руемой монотонной функции с ограниченной производной.

Последняя пятая глава посвящена изучению различных вопро-
сов, связанных с понятием сопряжённого пространства для линейно-
го нормированного пространства. Это прежде всего теорема Хана—
Банаха о продолжении линейного непрерывного функционала, тео-
рема об отделимости выпуклых непересекающихся множеств и тео-
рема Рисса—Фреше о структуре сопряжённого гильбертова простран-
ства. Достаточно подробно обсуждаются слабая и слабая* тополо-
гии. В частности, показано, что любой слабо* непрерывный линей-
ный функционал над сопряжённым пространством порождается век-
тором исходного пространства. Основными результатами здесь яв-
ляются теоремы Мазура о слабой замкнутости замкнутого выпук-
лого множества, Банаха—Алаоглу о слабой* компактности шара в
сопряжённом пространстве, Банаха—Тихонова о слабо сходящейся
подпоследовательности ограниченной последовательности в рефлек-
сивном сепарабельном пространстве. Доказан важный прикладной
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результат о существовании метрической проекции точки на выпук-
лое замкнутое подмножество рефлексивного сепарабельного простран-
ства.

В теории спектра линейного ограниченного оператора в банахо-
вом пространстве показана непустота и компактность спектра и про-
ведена классификация его компонент на точечную, непрерывную и
остаточную части. Основными результатами здесь являются теоре-
мы о спектральном радиусе и об отображении спектра многочле-
ном. Для компактных операторов в банаховых пространствах дока-
зана теорема Фредгольма и показана структура их спектра. Нако-
нец, для компактных самосопряжённых операторов в гильбертовом
пространстве обсуждается важная теорема Гильберта—Шмидта и её
приложения для вычисления резольвенты.
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Глава 1

Топологические и метрические
пространства

1.1. Топологические пространства

Опр е д е л е н и е 1.1.1. Пусть X — некоторое множество. Се-
мейство τ подмножеств множества X называется топологией, если
выполнены следующие свойства:

1) X ∈ τ и ∅ ∈ τ ,
2) для любого семейства подмножеств{

Uα
∣∣ α ∈ A

}
⊂ τ

(здесь A — произвольное множество индексов) выполнено вложение⋃
α∈A

Uα ∈ τ,

3) для любого конечного семейства подмножеств{
Uk

∣∣ k ∈ 1, N
}
⊂ τ

(здесь N — произвольное натуральное число) выполнено вложение

N⋂
k=1

Uk ∈ τ.

Множество X с введённой в нём топологией τ называется топо-
логическим пространством и обозначается (X, τ).

Опр е д е л е н и е 1.1.2. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Любое множество U ∈ τ называется τ -открытым (или
просто открытым) в топологическом пространстве (X, τ). Топология
τ называется семейством открытых подмножеств множества X.

Опр е д е л е н и е 1.1.3. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Для любого элемента x ∈ X окрестностью x называется
произвольное τ -открытое множество, содержащее x. Для элемента
x ∈ X его окрестность U ∈ τ будем обозначать U(x).

10



Прим е р 1.1.4. Пусть X — произвольное множество. Самой
слабой топологией в X является семейство τслаб., состоящее всего из
двух подмножеств — X и ∅. По пункту 1 определения 1.1.1 любая
топология τ в X содержит τслаб.. Самой сильной топологией в X яв-
ляется семейство τсильн., состоящее из всех подмножеств множества
X. Очевидно, что любая топология τ в X содержится в τсильн.. N

Утв е ржд е н и е 1.1.5. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество G ⊂ X. Тогда

G ∈ τ ⇔ ∀x ∈ G ∃U(x) ∈ τ : U(x) ⊂ G.

Док а з а т е л ь с т в о. Если G ∈ τ , то для любого x ∈ G оче-
видно само множество G является искомой τ–окрестностью x, содер-
жащейся в G. Обратно, если любое x ∈ G обладает τ–окрестностью
U(x) ⊂ G, то получаем:

G =
⋃
x∈G
{x} ⊂

⋃
x∈G

U(x) ⊂ G,

то есть
G =

⋃
x∈G

U(x) ∈ τ

в силу пункта 2 определения 1.1.1. �

Опр е д е л е н и е 1.1.6. Пусть X — произвольное множество,
τ1 и τ2 — две топологии вX. Говорят, что τ1 слабее τ2 (или τ2 сильнее
τ1), если любое τ1-открытое множество из X является τ2-открытым,
т. е. τ1 ⊂ τ2.

Прим е р 1.1.7. Не всякие две топологии из множества X срав-
нимы между собой. Рассмотрим X = R и определим в R две тополо-
гии τ ′ и τ ′′. Семейство τ ′ содержит всякое подмножество R, каждая
точка которого входит в него вместе с некоторым содержащим её ин-
тервалом. Семейство τ ′′ состоит из всех подмножеств R, каждое из
которых (если оно не пусто) отличается от R не более чем на счётное
множество. То есть непустое U ∈ τ ′′ тогда и только тогда, когда су-
ществует пустое, конечное или счётное множество S ⊂ R, такое, что
U = R\S.

Покажем, что τ ′ и τ ′′ являются топологиями в R. Очевидно, что
множества R и ∅ содержатся в τ ′ и τ ′′. Для любого семейства под-
множеств {

Uα
∣∣ α ∈ A

}
⊂ τ ′
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требуется проверить вложение

V =
⋃
α∈A

Uα ∈ τ ′.

Для любого x ∈ V существует α(x) ∈ A, такой, что x ∈ Uα(x). Так
как Uα(x) ∈ τ ′, то x входит в Uα(x) вместе с некоторым интервалом I,
т. е. x ∈ I ⊂ Uα(x) ⊂ V . Следовательно, любая точка V содержится
в нем вместе с некоторым содержащим её интервалом, а значит, по
определению V ∈ τ ′. Для любого конечного семейства подмножеств{

Uk

∣∣∣ k ∈ 1, N
}
⊂ τ ′

требуется проверить вложение

W =

N⋂
k=1

Uk ∈ τ ′.

Для любого x ∈ W и любого k ∈ 1, N справедливо вложение x ∈
∈ Uk. По определению τ ′ для любого k ∈ 1, N существует интервал
Ik = (ak, bk), содержащий x и содержащийся в Uk, т. e.

ak < x < bk и Ik ⊂ Uk.

Определим числа

a = max
k∈1,N

ak и b = min
k∈1,N

bk.

Тогда a < x < b, т. е. интервал I = (a, b) содержит x, и для любого
k ∈ 1, N выполнены вложения I ⊂ Ik ⊂ Uk . Следовательно,

x ∈ I ⊂W,

т. е. любая точка W содержится в нем вместе с некоторым содержа-
щим её интервалом, что означает по определению W ∈ τ ′.

Для любого семейства подмножеств{
Uα

∣∣ α ∈ A
}
⊂ τ ′′

требуется проверить вложение

V =
⋃
α∈A

Uα ∈ τ ′′.
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Если V = ∅ ∈ τ ′′, то доказывать нечего. Поэтому считаем, что V 6=
6= ∅, т. е. существует α0 ∈ A, такое, что Uα0 6= ∅. Получаем, что

R\V =
⋂
α∈A

(
R\Uα

)
⊂ R\Uα0

не более чем счётное множество по определению τ ′′. Следователь-
но, V отличается от R не более чем на счётное множество, т. е. по
определению принадлежит τ ′′. Для любого конечного семейства под-
множеств {

Uk
∣∣ k ∈ 1, N

}
⊂ τ ′′

требуется проверить вложение W =
N⋂
k=1

Uk ∈ τ ′′. Если W = ∅ ∈ τ ′′,

то доказывать нечего. Поэтому считаем, что W 6= ∅. Тогда Uk 6= ∅
для любого k ∈ 1, N , а значит, R\Uk не более чем счётно. Получаем,
что

R\W =

N⋃
k=1

(
R\Uk

)
не более чем счётное множество, так как является конечным объеди-
нением не более чем счётных множеств.

Итак, доказано, что τ ′ и τ ′′ являются топологиями в R. Покажем,
что они несравнимы, т. е. существует U ∈ τ ′, такое, что U 6∈ τ ′′, и
существует V ∈ τ ′′, такое, что V 6∈ τ ′. Пусть U = (0, 1) ∈ τ ′. Тогда
U 6= ∅ и R\U более чем счётно. Следовательно, U 6∈ τ ′′. Пусть

V = R\
{

1
n

}∞
n=1

.

Тогда V ∈ τ ′′. Однако для x0 = 0 ∈ V и для любого интервала I =
= (a, b), содержащего x0 (т. е. a < 0 < b), существует N ∈ N, такой,
что 0 < 1

n < b для любого n > N . Следовательно, I 6⊂ V . Таким
образом, ни один интервал, в который входит точка x0 = 0 ∈ V , не
содержится в V . Следовательно, V 6∈ τ ′. N

Опр е д е л е н и е 1.1.8. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Будем говорить, что последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X
сходится по топологии τ к элементу x ∈ X, если для любой окрест-
ности U(x) элемента x существует номер N , такой, что для любого
n > N выполнено вложение xn ∈ U(x). Сходимость xn к x по топо-
логии τ будем обозначать xn

τ→ x при n→∞.
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Прим е р 1.1.9. Пусть X — произвольное множество. Если вве-
сти вX самую слабую топологию τслаб. (см. пример 1.1.4), то окажет-
ся, что любая последовательность из X сходится, причём к любой
точке. Действительно, в слабейшей топологии любая точка изX име-
ет только одну окрестность — само множество X, где и находятся
все элементы любой последовательности. Если же в X рассмотреть
самую сильную топологию τсильн. (см. пример 1.1.4), то сходящей-
ся по τсильн. будет только та последовательность, которая является
стационарной с некоторого номера. Действительно, если xn

τсильн.→ x
при n → ∞, то для U(x) = {x} ∈ τсильн. — окрестности точки x, со-
стоящей лишь из самой точки x, найдется номер N , такой, что для
любого n > N выполнено xn ∈ U(x), т. е. xn = x. Аналогичная ситу-
ация имеет место в топологическом пространстве (R, τ ′′) (описание
топологии τ ′′ в R см. в примере 1.1.7). Действительно, пусть после-
довательность {xn}∞n=1 ⊂ R сходится к x ∈ R по топологии τ ′′ (т. е.

xn
τ ′′→ x при n→∞). Рассмотрим окрестность точки x — множество

U(x) = R\
{
xn
∣∣ xn 6= x, n ∈ N

}
∈ τ ′′.

Так как существует номер N , такой, что для любого n > N выпол-
нено вложение xn ∈ U(x), то получаем xn = x для любого n > N . N

Опр е д е л е н и е 1.1.10. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Множество F ⊂ X назовём τ -замкнутым (или просто за-
мкнутым), если его дополнение является τ -открытым, т. е.

F c = X\F ∈ τ.

Опр е д е л е н и е 1.1.11. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Точка x называется точкой прикосновения множества S ⊂
⊂ X, если для любой окрестности U(x) точки x выполнено

U(x) ∩ S 6= ∅.

Утв е ржд е н и е 1.1.12. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Тогда множество F ⊂ X является замкнутым тогда и толь-
ко тогда, когда оно содержит все свои точки прикосновения.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество F замкнуто в (X, τ), а
x ∈ X — его точка прикосновения. Предположим, что x 6∈ F . Тогда

x ∈ F c ∈ τ,
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т. е. множество F c является окрестностью точки x. Тогда по опре-
делению 1.1.11 множества F c и F должны пересекаться, что невоз-
можно. Получили противоречие. Следовательно, x ∈ F . Обратно,
пусть F содержит все свои точки прикосновения. Рассмотрим про-
извольную точку x ∈ F c. Так как x 6∈ F , то она не является точкой
прикосновения множества F (все точки прикосновения множества F
принадлежат ему по условию). Следовательно, существует окрест-
ность U(x) точки x, не пересекающаяся с F . Это означает, что

U(x) ⊂ F c.

Следовательно, в силу утверждения 1.1.5, F c ∈ τ , то есть множество
F является замкнутым. �

Утв е ржд е н и е 1.1.13. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Тогда

1) для любого семейства
{
Fα

∣∣ α ∈ A
}

замкнутых подмно-
жеств множества X множество

⋂
α∈A

Fα является замкнутым;

2) для любого конечного семейства
{
Fk
}N
k=1

замкнутых подмно-

жеств множества X множество
N⋃
k=1

Fk является замкнутым.

Иными словами, произвольное пересечение и конечное объедине-
ние замкнутых подмножеств из X является замкнутым в (X, τ).

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Рассмотрим( ⋂
α∈A

Fα

)c
=
⋃
α∈A

(Fα)
c
.

Так как (Fα)
c ∈ τ для любого α ∈ A, то по определению 1.1.1 полу-

чаем ⋃
α∈A

(Fα)
c ∈ τ.

Следовательно,
⋂
α∈A

Fα замкнуто в (X, τ).

2) Далее, аналогично рассмотрим(
N⋃
k=1

Fk

)c
=

N⋂
k=1

(Fk)
c
.
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Так как (Fk)
c ∈ τ для любого k ∈ 1, N , то по определению 1.1.1

получаем
N⋂
k=1

(Fk)
c ∈ τ.

Следовательно,
N⋃
k=1

Fk замкнуто в (X, τ). �

Опр е д е л е н и е 1.1.14. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Точка x ∈ X называется секвенциальной точкой при-
косновения множества S ⊂ X, если существует последовательность
{xn}∞n=1 ⊂ S, такая, что xn

τ→ x при n→∞.

Опр е д е л е н и е 1.1.15. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Множество S ⊂ X называется секвенциально замкнутым,
если оно содержит все свои секвенциальные точки прикосновения.

Утв е ржд е н и е 1.1.16. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство, а множество F ⊂ X является замкнутым. Тогда F явля-
ется секвенциально замкнутым.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную секвенциаль-
ную точку прикосновения x множества F . Тогда существует после-
довательность {xn}∞n=1 ⊂ F , такая, что xn

τ→ x при n → ∞. Следо-
вательно, для любой окрестности U(x) точки x существует номер N ,
такой, что для любого n > N выполнено xn ∈ U(x). Так как xn ∈ F
для любого n ∈ N, то для любого n > N выполнено xn ∈ U(x)∩F , т. е.
U(x)∩F 6= ∅. Следовательно, x является точкой прикосновения мно-
жества F , и по утверждению 1.1.12 в силу замкнутости F получаем
x ∈ F . Таким образом, любая секвенциальная точка прикосновения
F принадлежит F , т. е. F является секвенциально замкнутым. �

Прим е р 1.1.17. Приведём пример топологического простран-
ства и его секвенциально замкнутого подмножества, которое не яв-
ляется замкнутым. Рассмотрим топологическое пространство (R, τ ′′)
(см. пример 1.1.7) и множество S = [0, 1] ⊂ R — отрезок веществен-
ной оси с концами в нуле и единице. Множество S не является за-
мкнутым в (R, τ ′′), так как оно более чем счётно, т. е. его дополнение
Sc = R\S отличается от R на более чем счётное множество S, и по-
этому Sc 6∈ τ ′′. Тем не менее множество S является секвенциально
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замкнутым в (R, τ ′′). Действительно, возьмём произвольную секвен-
циальную точку прикосновения x множества S. Тогда

∃ {xn}∞n=1 ⊂ S : xn
τ ′′→ x.

Как показано в примере 1.1.9, существует номер N , такой, что для
любого n > N выполнено xn = x. Следовательно, x ∈ S, что и
требовалось. N

Опр е д е л е н и е 1.1.18. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Семейство всех секвенциально замкнутых подмножеств из
(X, τ) будем обозначать Fсекв.(τ).

Утв е ржд е н и е 1.1.19. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Тогда выполнены следующие свойства:

1) ∅ ∈ Fсекв.(τ) и X ∈ Fсекв.(τ),

2) Для любого множества M ⊂ Fсекв.(τ) выполнено⋂
S∈M

S ∈ Fсекв.(τ),

3) Для любого конечного набора множеств S1, . . . , SN ∈ Fсекв.(τ)
выполнено

N⋃
k=1

Sk ∈ Fсекв.(τ).

Док а з а т е л ь с т в о. Свойство 1 очевидно. Если x ∈ X явля-
ется секвенциальной точкой прикосновения множества

SM =
⋂
S∈M

S,

то существует последовательность xn ∈ SM , сходящаяся к x по топо-
логии τ . Вложение xn ∈ SM означает, что xn ∈ S для любого множе-
ства S ∈M , которое секвенциально замкнуто. Следовательно, x ∈ S
для любого S ∈ M , то есть x ∈ SM . Таким образом, множество SM
секвенциально замкнуто, и свойство 2 доказано.

Пусть теперь x ∈ X является секвенциальной точкой прикосно-
вения множества

S0 =

N⋃
k=1

Sk.
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Тогда существует последовательность xn ∈ S0, сходящаяся к x по
топологии τ . Тогда для любого n ∈ N существует kn ∈ 1, N , такое,
что xn ∈ Skn . Так как последовательность натуральных чисел kn
принимает конечное число значений от 1 до N , то существует ста-
ционарная подпоследовательность knm = k0 ∈ 1, N . Следовательно,
xnm ∈ Sk0 для всех m ∈ N. Так как xnm также сходится к x по то-
пологии τ , то, в силу секвенциальной замкнутости множества Sk0 ,
получаем вложение x ∈ Sk0 ⊂ S0. Таким образом, множество S0

секвенциально замкнуто, и свойство 3 доказано. �

Утв е ржд е н и е 1.1.20. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Тогда семейство

τсекв. = { Sc : S ∈ Fсекв.(τ) }

является топологией в X, которая не слабее топологии τ , то есть

τ ⊂ τсекв..

Док а з а т е л ь с т в о. По свойству 1 утверждения 1.1.19 полу-
чаем X ∈ Fсекв.(τ) влечёт ∅ = Xc ∈ τсекв. и ∅ ∈ Fсекв.(τ) влечёт
∅c = X ∈ τсекв.. Далее, для любого множества M ⊂ τсекв., в силу
свойства 2 утверждения 1.1.19, получаем

⋃
V ∈M

V =
⋃
V ∈M

(
V c
)c

=

( ⋂
V ∈M

V c︸ ︷︷ ︸
∈Fсекв.(τ)

)c
∈ τсекв..

Наконец, для любого конечного набора множеств V1, . . . , Vn ∈ τсекв.,
в силу свойства 3 утверждения 1.1.19, получаем

N⋂
k=1

Vk =

N⋂
k=1

(
V ck
)c

=

(
N⋃
k=1

V ck︸ ︷︷ ︸
∈Fсекв.(τ)

)c
∈ τсекв..

Следовательно, по определению 1.1.1, семейство τсекв. является то-
пологией в X.

Теперь рассмотрим произвольное множество V ∈ τ . Тогда, по
определению 1.1.10, множество V c является τ–замкнутым. Тогда, по
утверждению 1.1.16, справедливо вложение Vc ∈ Fсекв.(τ), то есть
V ∈ τсекв.. Таким образом, доказано вложение τ ⊂ τсекв.. �
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Утв е ржд е н и е 1.1.21. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, последовательность xn ∈ X и элемент x ∈ X. Тогда

xn
τ→ x ⇔ xn

τсекв.→ x.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как по утверждению 1.1.20 справед-
ливо вложение τ ⊂ τсекв., то, очевидно, выполнено

xn
τсекв.→ x ⇒ xn

τ→ x.

Предположим, рассуждая от противного, что xn
τ→ x, но xn

τсекв.
6→ x.

Тогда существует окрестность U(x) ∈ τсекв. элемента x и подпосле-
довательность xnm , такая, что

xnm 6∈ U(x) ∀m ∈ N.

Следовательно, xnm ∈
(
U(x)

)c ∈ Fсекв.(τ). Так как xnm
τ→ x, то эле-

мент x является секвенциальной точкой прикосновения множества(
U(x)

)c. В силу
(
U(x)

)c ∈ Fсекв.(τ) получаем вложение x ∈
(
U(x)

)c,
которое невозможно, так как x ∈ U(x). Полученное противоречие
означает, что xn

τсекв.→ x. �

Сл е д с т в и е 1.1.22. Пусть (X, τ) — топологическое простран-
ство, множество S ⊂ X. Тогда S секвенциально замкнуто в (X, τ)
если и только если оно секвенциально замкнуто в (X, τсекв.), то есть

S ∈ Fсекв.(τ) ⇔ S ∈ Fсекв.(τсекв.).

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из утверждения 1.1.21. �

Утв е ржд е н и е 1.1.23. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Тогда в топологическом пространстве (X, τсекв.) множе-
ство S является топологически замкнутым если и только если оно
секвенциально замкнуто.

Док а з а т е л ь с т в о. По утверждению 1.1.16, топологическая
замкнутость множества влечёт его секвенциальную замкнутость.

Пусть множество S ∈ Fсекв.(τсекв.), то есть секвенциально замкну-
то в топологическом пространстве (X, τсекв.). Тогда, в силу след-
ствия 1.1.22, оно секвенциально замкнуто и в (X, τ), то есть S ∈
∈ Fсекв.(τ). Но тогда, по определению топологии τсекв. (см. утвер-
ждению 1.1.20), получаем вложение Sc ∈ τсекв., то есть множество S
является τсекв.–замкнутым. �
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Прим е р 1.1.24. Рассмотрим пространство (R, τ ′′) из приме-
ра 1.1.7. В примере 1.1.9 показано, что, последовательность xn ∈ R
сходится к x ∈ R по топологии τ ′′ если и только если сущестует N ∈
∈ N, такой, что xn = x для всех n > N . Следовательно, любое мно-
жество S ⊂ R является секвенциально замкнутым в топологическом
пространстве (R, τ ′′). Это означает, что соответствующая топология
τ ′′секв. состоит из всех подмножества R, то есть τ ′′секв. = τсильн.. N

Опр е д е л е н и е 1.1.25. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Замыканием множества S ⊂ X (которое будем обозначать
[S]τ ) называется пересечение всех замкнутых множеств из X, содер-
жащих S, т. е.

[S]τ =
⋂

{F : S⊂FFc∈τ }
F.

Заметим, что замыкание множества S топологического простран-
ства (X, τ) является замкнутым множеством, так как

[S]cτ =
⋃

{F : S⊂FFc∈τ }
F c ∈ τ.

Утв е ржд е н и е 1.1.26. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X. Тогда замыкание множества S совпа-
дает с множеством всех точек прикосновения множества S, т. е.

[S]τ =
{
x ∈ X

∣∣ ∀ U(x) ∈ τ выполнено U(x) ∩ S 6= ∅
}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ [S]τ . Предположим, что x
не является точкой прикосновения множества S, т. е. существует
окрестность U(x) точки x, такая, что U(x) ∩ S = ∅. Следовательно,

S ⊂
(
U(x)

)c
.

Так как множество U(x) открыто, то его дополнение
(
U(x)

)c по опре-
делению является замкнутым. Так как x принадлежит замыканию
S, то по определению 1.1.25 выполнено вложение

x ∈
(
U(x)

)c
.

Следовательно, x лежит как в окрестности U(x), так и в её дополне-
нии, чего быть не может. Полученное противоречие доказывает, что
замыкание множества S содержится в множестве всех точек прикос-
новения множества S.
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Рассмотрим теперь произвольную точку прикосновения x мно-
жества S. Предположим, что x 6∈ [S]τ . Тогда существует замкнутое
множество F ⊃ S, такое, что x 6∈ F . Следовательно, x ∈ F c, а F c ∈ τ
в силу замкнутости F . Поэтому F c является окрестностью точки x.
Но любая окрестность точки x, как точки прикосновения множества
S, должна пересекаться с S по определению 1.1.11. Однако,

S ∩ F c ⊂ F ∩ F c = ∅,

т. е. S не пересекается с F c. Полученное противоречие доказывает,
что множество всех точек прикосновения множества S содержится
в замыкании множества S. �

Опр е д е л е н и е 1.1.27. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство, множество S ⊂ X. Секвенциальным замыканием множе-
ства S ⊂ X (которое будем обозначать [S]секв.) называется множе-
ство всех секвенциальных точек прикосновения множества S, т. е.

[S]секв. =
{
x ∈ X

∣∣∣ ∃ {xn}∞n=1 ⊂ S : xn
τ→ x при n→∞

}
.

Утв е ржд е н и е 1.1.28. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X. Тогда

[S]секв. ⊂ [S]τ секв. ⊂ [S]τ .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как в силу утверждения 1.1.20 то-
пология τ слабее топологии τсекв., то по определению 1.1.25 сразу
получае вложение

[S]τ секв. ⊂ [S]τ .

Пусть произвольная точка x ∈ [S]секв.. Тогда существует последова-
тельность {xn}∞n=1 ⊂ S, такая, что xn

τ→ x при n → ∞. Рассмотрим
произвольное множество M ∈ Fсекв.(τ), содержащее S. Тогда

xn ∈M и xn
τ→ x ⇒ x ∈M.

Следовательно, точка x принадлежит любому секвенциально замкну-
тому множеству, содержащему S, то есть принадлежит [S]τ секв. . Та-
ким образом, вложение [S]секв. ⊂ [S]τ секв. доказано. �

Прим е р 1.1.29. Покажем на примере, что замыкание множе-
ства в топологическом пространстве может не совпадать с его се-
квенциальным замыканием. Рассмотрим топологическое простран-
ство (R, τ ′′) (см. пример 1.1.7). В примере 1.1.17 показано, что мно-
жество S = [0, 1] ⊂ R является секвенциально замкнутым и не явля-
ется замкнутым. Следовательно, S = [S]секв. 6= [S]τ ′′ . Найдем замы-
кание множества S. По определению τ ′′ любое непустое замкнутое
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множество из (R, τ ′′), не совпадающее с R, является не более чем
счётным. Следовательно, оно не может содержать несчётное мно-
жество S. Таким образом, единственным замкнутым множеством из
(R, τ ′′), содержащим S, является R. Поэтому [S]τ ′′ = R. N

Опр е д е л е н и е 1.1.30. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — тополо-
гические пространства. Отображение f :X1 → X2 называется непре-
рывным, если для любого x0 ∈ X1 и любой окрестности U

(
f(x0)

)
∈

∈ τ2 точки f(x0) существует окрестность V (x0) ∈ τ1 точки x0, такая,
что для любого x ∈ V (x0) выполнено f(x) ∈ U

(
f(x0)

)
, т. е.

f
(
V (x0)

)
⊂ U

(
f(x0)

)
.

Опр е д е л е н и е 1.1.31. Пусть X1 и X2 — множества, отоб-
ражение f :X1 → X2. Прообразом произвольного множества S ⊂ X2

под действием отображения f называется множество

f−1(S) =
{
x ∈ X1

∣∣ f(x) ∈ S
}
.

Утв е ржд е н и е 1.1.32. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — тополо-
гические пространства, отображение f :X1 → X2. Тогда следующие
свойства эквивалентны:

1) f является непрерывным отображением;
2) для любого τ2-открытого множества G ⊂ X2 его прообраз

f−1(G) является τ1-открытым;
3) для любого τ2-замкнутого множества F ⊂ X2 его прообраз

f−1(F ) является τ1-замкнутым.

Док а з а т е л ь с т в о. Покажем, что условие 1 эквивалентно
условию 2. Пусть выполнено условие 1, т. е. f является непрерыв-
ным отображением. Для любого множества G ∈ τ2 рассмотрим про-
извольную точку его прообраза x ∈ f−1(G). Так как f(x) ∈ G, то
G является окрестностью точки f(x). Следовательно, в силу непре-
рывности отображения f существует окрестность U(x) ∈ τ1 точки
x, такая, что f

(
U(x)

)
⊂ G, т. е. по определению 1.1.31 выполнено

вложение U(x) ⊂ f−1(G). Получаем

f−1(G) =
⋃

x∈f−1(G)

{x} ⊂
⋃

x∈f−1(G)

U(x) ⊂ f−1(G).

Таким образом,
f−1(G) =

⋃
x∈f−1(G)

U(x).
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Значит, прообраз множества G под действием f представляет собой
объединение τ1-открытых множеств. Значит, по определению 1.1.1
прообраз f−1(G) является τ1-открытым.

Пусть теперь выполнено условие 2. Рассмотрим произвольную
точку x0 ∈ X1 и окрестность U

(
f(x0)

)
∈ τ2 её образа под действием

f . В силу условия 2 множество V = f−1
(
U
(
f(x0)

))
является τ1-

открытым и содержит точку x0. Следовательно, множество V ∈ τ1
является окрестностью точки x0, причём по построению

f(V ) ⊂ U
(
f(x0)

)
.

Таким образом, отображение f является непрерывным.
Покажем, что условия 2 и 3 эквивалентны. Прежде всего заме-

тим, что для любого множества S ⊂ X2 справедливо равенство

f−1 (Sc) =
(
f−1(S)

)c
.

Действительно, вложение x ∈ f−1 (Sc) равносильно f(x) 6∈ S, т. е.
x 6∈ f−1(S), что означает справедливость вложения x ∈

(
f−1(S)

)c
.

Пусть выполнено условие 2. Тогда для любого τ2-замкнутого множе-
ства F ⊂ X2 получаем(

f−1(F2)
)c

= f−1(F c2 ) ∈ τ1,

так как множество F c2 ∈ τ2. Следовательно, множество f−1(F2) явля-
ется τ1-замкнутым, т. е. справедливо условие 3. Пусть теперь выпол-
нено условие 3. Тогда для любого τ2-открытого множества G ⊂ X2

получаем
f−1(G) = f−1

(
(Gc)c

)
=
(
f−1(Gc)

)c ∈ τ1,
так как по условию 3 τ2-замкнутость множества Gc влечёт τ1-замк-
нутость множества f−1(Gc). �

Опр е д е л е н и е 1.1.33. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — топологи-
ческие пространства. Отображение f :X1 → X2 называется секвен-
циально непрерывным, если для любого x0 ∈ X1 и любой после-
довательности {xn}∞n=1 ⊂ X1, сходящейся по топологии τ1 к точке
x0, последовательность {f(xn)}∞n=1 ⊂ X2 сходится по топологии τ2 к
точке f(x0), т. е.

xn
τ1→ x0 ⇒ f(xn)

τ2→ f(x0).
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Утв е ржд е н и е 1.1.34. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — тополо-
гические пространства, отображение f :X1 → X2 является непрерыв-
ным. Тогда отображение f является секвенциально непрерывным.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную точку x0 ∈
X1 и произвольную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X1, сходящуюся
по топологии τ1 к точке x0. Рассмотрим произвольную окрестность
U(f(x0)) ∈ τ2 точки f(x0). В силу непрерывности отображения f ,
по определению 1.1.30, существует окрестность V (x0) ∈ τ1 точки x0,
такая, что

f
(
V (x0)

)
⊂ U(f(x0)).

Так как xn
τ1→ x0 при n→∞, то существует номер N , такой, что для

любого n > N выполнено xn ∈ V (x0). Следовательно, для любого
n > N справедливо вложение

f(xn) ∈ U(f(x0)).

Это означает, что

f(xn)
τ2→ f(x0) при n→∞.

Следовательно, отображение f является секвенциально непрерыв-
ным. �

Прим е р 1.1.35. Приведём пример секвенциально непрерыв-
ного отображения одного топологического пространства на другое,
которое не является непрерывным. Рассмотрим тождественное отоб-
ражение f : (R, τ ′′)→ (R, τ ′), где топологии τ ′′ и τ ′ в R описаны в при-
мере 1.1.7. По определению тождественного отображения, f(x) = x
для любого x ∈ R. Пусть последовательность {xn}∞n=1 ⊂ R сходит-
ся к x0 ∈ R по топологии τ ′′. Тогда, как показано в примере 1.1.9,
существует номер N , такой, что для любого n > N выполнено xn =
= x0. Следовательно, f(xn) = f(x0) для любого n > N , что означает

сходимость f(xn)
τ ′→ f(x0). Следовательно, отображение f является

секвенциально непрерывным. Покажем, что отображение f не явля-
ется непрерывным. Действительно, рассмотрим произвольный x ∈ R
и любой интервал (a, b) ⊂ R конечной длины, содержащий x, т. е. ин-
тервал (a, b) является окрестностью точки x в топологическом про-
странстве (R, τ ′). Любая окрестность V (x) ∈ τ ′′ точки x в топологи-
ческом пространстве (R, τ ′′) отличается от R не более чем на счётное
множество. Следовательно, V (x) 6⊂ (a, b) и f(V (x)) = V (x) 6⊂ (a, b).
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В силу произвольности окрестности V (x) ∈ τ ′′ получаем, что f не
является непрерывным. N

Выясним, при каких условиях на топологию секвенциально за-
мкнутое подмножество топологического пространства является за-
мкнутым, секвенциальное замыкание подмножества совпадает с его
замыканием, а секвенциально непрерывное отображение топологи-
ческого пространства является непрерывным.

Опр е д е л е н и е 1.1.36. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство, точка x ∈ X. Семейство окрестностей{

Uα(x)
∣∣ α ∈ A

}
точки x назовём локальной базой точки x, если любая окрестность
точки x содержит хотя бы одну окрестность этого семейства, т. е.
для любой окрестности V (x) точки x существует α ∈ A, такое, что

Uα(x) ⊂ V (x).

Опр е д е л е н и е 1.1.37. Будем говорить, что топологическое
пространство (X, τ) удовлетворяет аксиоме счётности, если любая
точка x ∈ X имеет счётную локальную базу.

Утв е ржд е н и е 1.1.38. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, удовлетворяющее аксиоме счётности, множество S ⊂ X.
Тогда любая точка прикосновения множества S является его секвен-
циальной точкой прикосновения.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть точка x ∈ X является точкой при-
косновения множества S. По условию она имеет счётную локальную
базу {

Uk(x)
}∞
k=1

.

Для любого n ∈ N определим

Vn(x) =

n⋂
k=1

Uk(x).

Тогда семейство окрестностей {Vn(x) }∞n=1 также является локаль-
ной базой точки x. Действительно, для любой окрестности W (x)
точки x существует n ∈ N, такое, что

Un(x) ⊂W (x).
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Так как Vn(x) ⊂ Un(x), то Vn(x) ⊂W (x), что и требовалось. Так как
x является точкой прикосновения множества S, то любая её окрест-
ность пересекается с S. В частности, для любого n ∈ N существует
xn ∈ Vn(x) ∩ S. Покажем, что последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S схо-
дится к точке x. Рассмотрим произвольную окрестностьW (x) точки
x. Существует N ∈ N, такое, что VN (x) ⊂ W (x). Тогда для любого
n > N находим

xn ∈ Vn(x) ⊂ VN (x) ⊂W (x).

Таким образом, xn
τ→ x при n→∞, т. е. точка x является секвенци-

альной точкой прикосновения. �

Сл е д с т в и е 1.1.39. Пусть (X, τ) — топологическое простран-
ство, удовлетворяющее аксиоме счётности. Тогда любое секвенци-
ально замкнутое подмножество X является замкнутым, а секвенци-
альное замыкание любого подмножества X совпадает с его замыка-
нием.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество F ⊂ X является се-
квенциально замкнутым, т. е. содержит все свои секвенциальные
точки прикосновения. В силу утверждения 1.1.38 любая точка при-
косновения F является его секвенциальной точкой прикосновения, а
значит, принадлежит F . Следовательно, в силу утверждения 1.1.12
множество F является замкнутым.

Далее рассмотрим произвольное множество S ⊂ X. По утвержде-
нию 1.1.28 [S]секв. ⊂ [S]τ . Рассмотрим произвольную x ∈ [S]τ . В силу
утверждения 1.1.26 x является точкой прикосновения множества S.
Следовательно, по утверждению 1.1.38 x является секвенциальной
точкой прикосновения S, т. е. по определению 1.1.27 x ∈ [S]секв.. Та-
ким образом, справедливо вложение [S]τ ⊂ [S]секв.. Следовательно,
[S]τ = [S]секв.. �

Сл е д с т в и е 1.1.40. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — топологиче-
ские пространства, причём пространство (X1, τ1) удовлетворяет ак-
сиоме счётности. Тогда любое секвенциально непрерывное отобра-
жение f :X1 → X2 является непрерывным.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что некоторое секвенциально непрерывное отображение f :X1 →
→ X2 не является непрерывным. Тогда существует точка x0 ∈ X1 и
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окрестность U
(
f(x0)

)
∈ τ2 точки f(x0) ∈ X2, такая, что для любой

окрестности V (x0) ∈ τ1 точки x0 выполнено соотношение

f
(
V (x0)

)
6⊂ U

(
f(x0)

)
.

По условию точка x0 имеет счётную локальную базу

{Vk(x0) }∞k=1.

Определим для любого n ∈ N окрестность

Wn(x0) =

n⋂
k=1

Vk(x0).

Тогда семейство {Wn(x0) }∞n=1 также является локальной базой точ-
ки x0 (это показано в доказательстве утверждения 1.1.38). Так как
для любого n ∈ N выполнено

f
(
Wn(x0)

)
6⊂ U

(
f(x0)

)
,

то существует xn ∈Wn(x0), такое, что

f(xn) 6∈ U
(
f(x0)

)
.

Полученная последовательность {xn}∞n=1 сходится к точке x0. Дей-
ствительно, для любой окрестности V (x0) ∈ τ1 точки x0 существует
N ∈ N, такое, что

WN (x0) ⊂ V (x0).

Следовательно, для любого n > N находим

xn ∈Wn(x0) ⊂WN (x0) ⊂ V (x0),

т. е. справедливо
xn

τ1→ x0 при n→∞.

Однако по построению f(xn) 6∈ U
(
f(x0)

)
для любого n ∈ N, т. е.

f(xn)
τ2
6→ f(x0) при n→∞.

Получили противоречие с секвенциальной непрерывностью отобра-
жения f . �
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Опр е д е л е н и е 1.1.41. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Семейство открытых подмножеств β ⊂ τ называется базой
топологии τ , если любое τ -открытое множество представимо в виде
объединения некоторого семейства подмножеств из β, т. е. для лю-
бого G ∈ τ существует семейство{

Vα ∈ β
∣∣ α ∈ A

}
(здесь A — некоторое множество индексов), такое, что

G =
⋃
α∈A

Vα.

Прим е р 1.1.42. Рассмотрим (R, τ ′) — топологическое про-
странство из примера 1.1.7. Покажем, что базой топологии τ ′ яв-
ляется семейство β, состоящее из всевозможных интервалов веще-
ственной оси, т. е.

β =
{

(a, b) ⊂ R
∣∣∣ −∞ < a < b < +∞

}
.

Действительно, для любого G ∈ τ ′ и любой точки x ∈ G существует
интервал I(x) ∈ β, содержащий x и содержащийся в G, т. е.

x ∈ I(x) ⊂ G.

Следовательно,

G =
⋃
x∈G
{x} ⊂

⋃
x∈G

I(x) ⊂ G ⇒ G =
⋃
x∈G

I(x).

Таким образом, любое множество из τ ′ представимо в виде объеди-
нения интервалов, что и требовалось. N

Утв е ржд е н и е 1.1.43. ПустьX — некоторое множество. Для
того чтобы семейство β подмножеств множества X было базой неко-
торой топологии τ в X, необходимо и достаточно выполнение следу-
ющих двух условий:

а) для любого x ∈ X существует V ∈ β, такое, что x ∈ V , т. е.

X =
⋃
V ∈β

V ;

б) для любых множеств V1 ∈ β и V2 ∈ β и любого x ∈ V1 ∩ V2

существует множество W ∈ β, такое, что

x ∈W ⊂ V1 ∩ V2.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть τ — некоторая топология в мно-
жестве X, а семейство подмножеств β является её базой. Так как
по определению топологии X ∈ τ , то по определению 1.1.41 базы
топологии существует семейство подмножеств{

Vα ∈ β
∣∣ α ∈ A

}
,

такое, что
X =

⋃
α∈A

Vα.

Следовательно, для любого x ∈ X существует α(x) ∈ A, такое, что

x ∈ Vα(x),

т. е. выполнено условие а. Далее, так как по определению β ⊂ τ , то
для любых множеств V1 ∈ β и V2 ∈ β выполнено вложение V1∩V2 ∈ τ .
Следовательно, существует семейство подмножеств{

Wα ∈ β
∣∣ α ∈ A

}
,

такое, что
V1 ∩ V2 =

⋃
α∈A

Wα.

Поэтому для любого x ∈ V1 ∩ V2 существует α(x) ∈ A, такое, что

x ∈Wα(x) ⊂ V1 ∩ V2,

т. е. выполнено условие б.

Пусть теперь семейство β подмножеств множества X удовлетво-
ряет свойствам а и б. Определим семейство подмножеств τ , состоя-
щее из всевозможных объединений множеств из β, т. е. множество
G ∈ τ тогда и только тогда, когда существует семейство подмножеств{

Vα ∈ β
∣∣ α ∈ A

}
,

такое, что
G =

⋃
α∈A

Vα.

Покажем, что τ является топологией в X. Для этого проверим для
семейства τ определение 1.1.1.
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По условию а, выполнено

X =
⋃
V ∈β

V.

Следовательно X ∈ τ . Пустое множество является пустым объедине-
нием подмножеств из β (для пустого индексного множества A = ∅).
Следовательно, ∅ ∈ τ . Таким образом, выполнено условие 1 опреде-
ления 1.1.1.

Далее рассмотрим произвольное семейство{
Gα ∈ τ

∣∣ α ∈ A
}
.

Покажем, что
G =

⋃
α∈A

Gα ∈ τ.

Тогда для любого α ∈ A существуют индексное множество Ãα и
семейство {

Vα̃ ∈ β
∣∣∣ α̃ ∈ Ãα

}
,

такие, что
Gα =

⋃
α̃∈Ãα

Vα̃.

Следовательно,

G =
⋃
α∈A

 ⋃
α̃∈Ãα

Vα̃

 ,

т. е. множество G представлено в виде объединения подмножеств из
β, поэтому G ∈ τ . Таким образом, выполнено условие 2 определе-
ния 1.1.1.

Для проверки условия 3 определения 1.1.1 прежде всего покажем,
что для любого конечного семейства подмножеств

{Vk }Nk=1 ⊂ β

выполнено вложение
V1 ∩ . . . ∩ VN ∈ τ.

По условию б, для любого x ∈ V1 ∩ V2 существует W (x) ∈ β, такое,
что

x ∈W (x) ⊂ V1 ∩ V2.
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Следовательно,

V1 ∩ V2 =
⋃

x∈V1∩V2

{x} ⊂
⋃

x∈V1∩V2

W (x) ⊂ V1 ∩ V2,

т. е.
V1 ∩ V2 =

⋃
x∈V1∩V2

W (x).

Значит, множество V1∩V2 представлено в виде объединения элемен-
тов β, т. е. по определению V1 ∩V2 ∈ τ . Предположим, рассуждая по
индукции, что для N > 2 пересечение произвольных N подмножеств
из β принадлежит τ . Рассмотрим произвольное семейство из N + 1
подмножества

{Vk}N+1
k=1 ⊂ β

и произвольный элемент

x ∈ V1 ∩ . . . ∩ VN+1.

По предположению индукции множество V1 ∩ . . .∩ VN ∈ τ . Следова-
тельно, для x ∈ V1 ∩ . . .∩ VN существует множество U(x) ∈ β, такое,
что

x ∈ U(x) ⊂ V1 ∩ . . . ∩ VN .

Поэтому справедливо вложение x ∈ U(x) ∩ VN+1. Тогда существует
W (x) ∈ β, такое, что

x ∈W (x) ⊂ U(x) ∩ VN+1 ⊂ V1 ∩ . . . ∩ VN+1.

Следовательно, справедливо равенство

V1 ∩ . . . ∩ VN+1 =
⋃

x∈V1∩...∩VN+1

W (x).

Значит, множество V1 ∩ . . .∩ VN+1 представлено в виде объединения
элементов β, т. е. по определению V1 ∩ . . . ∩ VN+1 ∈ τ .

Для окончательной проверки условия 3 определения 1.1.1 рас-
смотрим конечное семейство подмножеств

{Gk }Nk=1 ⊂ τ.

Покажем, что

G =

N⋂
k=1

Gk ∈ τ.
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По условию для любого k ∈ 1, N существует индексное множество
Ak и семейство {

Vk,α ∈ β
∣∣ α ∈ Ak

}
,

такое, что
Gk =

⋃
α∈Ak

Vk,α.

Следовательно, справедливо равенство

G =

N⋂
k=1

( ⋃
α∈Ak

Vk,α

)
=

⋃
α1∈A1,...,αN∈AN

(
V1,α1

∩ . . . ∩ VN,αN
)
.

Как было показано выше, множество

V1,α1
∩ . . . ∩ VN,αN ∈ τ.

Следовательно, множество G представлено в виде объединения эле-
ментов семейства τ . Так как свойство 2 определения 1.1.1 для семей-
ства τ уже доказано выше, то получаем вложение G ∈ τ . �

Опр е д е л е н и е 1.1.44. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство. Семейство открытых подмножеств σ ⊂ τ называется пред-
базой топологии τ , если совокупность всевозможных конечных пе-
ресечений множеств семейства σ образует базу топологии τ .

Утв е ржд е н и е 1.1.45. Пусть X — некоторое множество.
Для того чтобы семейство σ подмножеств множества X было пред-
базой некоторой топологии τ в X, необходимо и достаточно, чтобы
для любого x ∈ X существовало V ∈ σ, такое, что x ∈ V , т. е.

X =
⋃
V ∈σ

V.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть τ — некоторая топология в мно-
жестве X, а семейство подмножеств σ является её предбазой. Пусть
β — база топологии τ , состоящая из всевозможных конечных пере-
сечений множеств из σ. По утверждению 1.1.43 для любого x ∈ X
существует U ∈ β, такое, что x ∈ U . Так как множество U пред-
ставляет собой конечное пересечение множеств из семейства σ, то
вложение x ∈ U означает существование множества V ∈ σ, такого,
что x ∈ V , что и требовалось.
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Обратно, пусть семейство подмножеств σ множества X удовле-
творяет условию

X =
⋃
V ∈σ

V.

Определим семейство β подмножеств множества X, каждое из кото-
рых представляет собой конечное пересечение множеств из σ. Про-
верим для семейства β условия а и б утверждения 1.1.43. Так как по
определению σ ⊂ β, то

X =
⋃
V ∈σ

V ⊂
⋃
U∈β

U ⊂ X, ⇒ X =
⋃
U∈β

U.

Следовательно, условие а выполнено. Далее для любых множеств
U1 и U2 из β по определению получаем U1 ∩ U2 ∈ β, так как и U1,
и U2 являются конечным пересечением подходящих множеств из σ,
а значит, и U1 ∩ U2 тоже представляет собой конечное пересечение
множеств семейства σ. Следовательно, для любого x ∈ U1∩U2 суще-
ствует W = U1 ∩U2 ∈ β, такое, что x ∈W = U1 ∩U2. Следовательно,
условие б выполнено. Таким образом, по утверждению 1.1.43, β явля-
ется базой некоторой топологии τ в X. Значит, σ является предбазой
этой топологии. �

Прим е р 1.1.46. Рассмотрим множество X всех вещественно-
значных функций, определённых на отрезке [0, 1], т. е. множество X
состоит из всех функций вида x: [0, 1] → R. Введём в множестве X
топологию τ , такую, что сходимость по этой топологии последова-
тельности {xn}∞n=1 ⊂ X к функции y ∈ X (т. е. xn

τ→ y при n → ∞)
эквивалентна поточечной сходимости xn(t) → y(t) при n → ∞ при
каждом t ∈ [0, 1]. Рассмотрим для любых x ∈ X, t ∈ [0, 1] и ε > 0
множество

V (x, t, ε) =
{
z ∈ X

∣∣∣ |x(t)− z(t)| < ε
}
.

Объявим систему множеств

σ =
{
V (x, t, ε)

∣∣ x ∈ X, t ∈ [0, 1], ε > 0
}

предбазой искомой топологии. Так как для любого x ∈ X справедли-
во вложение x ∈ V (x, t, ε) при любых t ∈ [0, 1] и ε > 0, то семейство
σ удовлетворяет условию утверждения 1.1.45. Следовательно, семей-
ство σ действительно является предбазой некоторой топологии τ в
множестве X. Тогда базой β топологии τ является совокупность все-
возможных конечных пересечений множеств из σ. Таким образом,
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множество G ∈ τ тогда и только тогда, когда существует семейство
множеств {

Wα ∈ β
∣∣ α ∈ A

}
,

такое, что
G =

⋃
α∈A

Wα.

При этом вложение Wα ∈ β означает, что существует натуральное
число Nα, а для любого номера n ∈ 1, Nα существуют функции
xn,α ∈ X, числа tn,α ∈ [0, 1] и εn,α > 0, такие, что

Wα =

Nα⋂
n=1

V (xn,α, tn,α, εn,α) .

Заметим, что для любого x ∈Wα существует положительное число

ε = min
n∈1,Nα

{
εn,α −

∣∣x(tn,α)− xn,α(tn,α)
∣∣ } ,

такое, что

x ∈
Nα⋂
n=1

V (x, tn,α, ε) ⊂Wα.

Следовательно, множество G ∈ τ если и только если для любого
x ∈ G существует число ε > 0 и числа t1, . . . , tN ∈ [0, 1], такие, что

N⋂
n=1

V (x, tn, ε) ⊂ G.

Таким образом, семейство{
N⋂
n=1

V (x, tn, ε)

∣∣∣∣∣ x ∈ X, N ∈ N, t1, . . . , tN ∈ [0, 1], ε > 0

}

также является базой топологии τ .
Покажем, что определённая таким образом топология τ является

топологией поточечной сходимости в X. Пусть последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X

сходится к y ∈ X по определённой топологии τ . Тогда для любой
окрестности U(y) ∈ τ точки y ∈ X существует номер N = N

(
U(y)

)
,
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такой, что для всех натуральных n > N выполнено вложение xn ∈
∈ U(y). Возьмём для любых чисел t ∈ [0, 1] и ε > 0 окрестность
точки y ∈ X из предбазы σ, т. е.

U(y) = V (y, t, ε).

Тогда для всех n > N
(
U(y)

)
получаем

xn ∈ V (y, t, ε) ⇔ |xn(t)− y(t)| < ε.

Таким образом, последовательность {xn}∞n=1 сходится к y поточечно
на отрезке [0, 1].

Обратно, пусть последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X сходится к y ∈
∈ X поточечно на отрезке [0, 1]. Покажем, что в этом случае последо-
вательность {xn}∞n=1 будет сходиться к y по топологии τ . Рассмотрим
произвольную окрестность U(y) ∈ τ точки y ∈ X. Тогда существу-
ет положительное число ε, натуральное M , а для любых m ∈ 1,M
существуют числа tm ∈ [0, 1], такие, что

y ∈
M⋂
m=1

V (y, tm, ε) ⊂ U(y).

Так как по условию для любого m ∈ 1,M выполнено xn(tm)→ y(tm)
при n → ∞, то существует Nm ∈ N, такое, что для всех n > Nm
выполнено неравенство

|xn(tm)− y(tm)| < ε ⇔ xn ∈ V (y, tm, ε).

Определим натуральное число

N
(
U(y)

)
= max
m=1,M

Nm.

Тогда для любого n > N
(
U(y)

)
получаем вложение

xn ∈
M⋂
m=1

V (y, tm, ε) ⊂ U(y),

т. е. последовательность {xn}∞n=1 сходится к y по топологии τ .
Построенная топология τ обладает следующим очень важным

свойством — это слабейшая топология в X, относительно которой
для любого t ∈ [0, 1] является непрерывным отбражение Ft:X → R
вида

Ft(x) = x(t), x ∈ X.
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Покажем это. По определению τ , для любого t ∈ [0, 1], числа ε > 0 и
x ∈ X получаем

∀ y ∈ V (x, t, ε) ⇒ |Ft(y)− Ft(x)| = |y(t)− x(t)| < ε.

Следовательно, отбражение Ft: (X, τ) → R является непрерывным
для каждого t ∈ [0, 1]. Предположим, что τ̃ — некоторая топология
в X, такая, что для каждого t ∈ [0, 1] отображение Ft: (X, τ̃) → R
непрерывно. Зафиксируем произвольно x ∈ X, t ∈ [0, 1] и ε > 0. Для
любого y ∈ V (x, t, ε) определим число δ = ε− |x(t)− y(t)| > 0. Тогда,
в силу τ̃–непрерывности отображения Ft в точке y, существует τ̃–
окрестность U(y) ∈ τ̃ точки y, такая, что

∀ z ∈ U(y) ⇒ |Ft(z)− Ft(y)| = |z(t)− y(t)| < δ ⇒
⇒ |z(t)− x(t)| 6 |z(t)− y(t)|+ |y(t)− x(t)| < δ + |y(t)− x(t)| = ε.

Следовательно, для любого z ∈ U(y) выполнено z ∈ V (x, t, ε), то есть

U(y) ⊂ V (x, t, ε) ∀ y ∈ V (x, t, ε).

Таким образом, в силу утверждения 1.1.5, имеет место вложение

V (t, x, ε) ∈ τ̃ ∀x ∈ X, ∀ t ∈ [0, 1], ∀ ε > 0.

Поэтому
σ ⊂ τ̃ ⇒ β ⊂ τ̃ ⇒ τ ⊂ τ̃ .

Приведём пример подмножества S ⊂ X, секвенциальное замыка-
ние которого по описанной топологии поточечной сходимости τ не
совпадает с его топологическим замыканием, т. е.

[S]секв. 6= [S]τ .

Определим множество S следующим образом. Функция x ∈ S, если
существует разбиение T = {tk}Nk=0 отрезка [0, 1] вида

0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1,

такое, что график x на отрезке [tk−1, tk] образуют боковые ребра
равнобедренного треугольника с основанием [tk−1, tk] и высотой, рав-
ной единице. Указанное разбиение назовем разбиением, порождаю-
щим функцию x. Условно можно назвать S множеством “пилооб-
разных” функций. Покажем, что функция y, равная тождественно
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нулю на отрезке [0, 1], принадлежит топологическому и не принад-
лежит секвенциальному замыканию S в топологическом простран-
стве (X, τ). Действительно, рассмотрим произвольную окрестность
U(y) ∈ τ функции y. Тогда существует положительное число ε, на-
туральное M , и для любого m ∈ 1,M числа tm ∈ [0, 1], такие, что

y ∈
M⋂
m=1

V (y, tm, ε) ⊂ U(y).

Построим “пилоообразную” функцию x ∈ S, порождающее разби-
ение которой содержит точки tm для всех m ∈ 1,M . Тогда имеем
равенства x(tm) = 0 = y(tm) для всех m ∈ 1,M . Следовательно,
справедливо вложение

x ∈
M⋂
m=1

V (y, tm, ε) ⊂ U(y).

Таким образом в силу утверждения 1.1.26 y ∈ [S]τ . Тем не менее y
не является поточечным пределом никакой последовательности из
S, т. е. ни одна последовательность из S не сходится к y по тополо-
гии τ . Действительно, предположим, рассуждая от противного, что
существует последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S, такая, что xn

τ→ y при
n→∞, т. е.

xn(t)→ y(t) при n→∞ для всех t ∈ [0, 1].

Тогда, так как функции xn непрерывны на отрезке [0, 1] и равно-
мерно ограничены (0 6 xn(t) 6 1 при всех t ∈ [0, 1] и n ∈ N), то
справедливо предельное соотношение

lim
n→∞

1∫
0

xn(t) dt =

1∫
0

lim
n→∞

xn(t) dt =

1∫
0

y(t) dt. (∗)

Обоснование возможности занесения предела под интеграл в равен-
стве (∗) даётся сразу после рассматриваемого примера.

Таким образом, мы получаем противоречие:

1

2
=

1∫
0

xn(t) dt
n→∞→

1∫
0

y(t) dt = 0.

Следовательно, y 6∈ [S]секв., что и требовалось. N
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Обоснование равенства предела от интеграла и интеграла от пре-
дела в соотношении (∗) основано на следующей теореме:

Те о р ем а 1.1.47. Пусть последовательность функций

fn: [0, 1]→ [0, R]

поточечно сходится к нулевой функции на отрезке [0, 1], и для лю-
бого номера n функция fn интегрируема по Риману на отрезке [0, 1].
Тогда

∃ lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx = 0.

Эта теорема является следствием известной теоремы Лебега об
ограниченной сходимости, формулировка и доказательство которой
будут даны в главе 4. Однако в самой теореме 1.1.47 используется
только интеграл Римана и поточечная сходимость на отрезке к ну-
лю интегрируемых по Риману функций. Поэтому было бы интересно
иметь доказательство этой теоремы, основанное лишь на теории ин-
теграла Римана и измеримых по Жордану множеств. Приведённое
ниже именно такое доказательство этой теоремы предложил студент
277 группы МФТИ А. Крошнин.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное:

In =

1∫
0

fn(x) dx 6→ 0 при n→∞.

Тогда существует ε ∈ (0, R) и подпоследовательность номеров nk,
такие, что

Ink > ε ∀ k ∈ N.

Зафиксируем номер k и обозначим gk = fnk . Для любого n ∈ N
рассмотрим равномерное разбиение Pn отрезка [0, 1] вида

Pn =

{
xi(n) =

i

n

}n
i=0

.

Обозначим ∆i(n) = [xi(n), xi+1(n)] для 0 6 i 6 n− 1. Определим

mi(n) = inf
x∈∆i(n)

gk(x), i ∈ 0, n− 1.
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По условию mi(n) > 0. Нижняя сумма Дарбу функции gk для раз-
биения Pn имеет вид

sn =

n−1∑
i=0

mi(n)

n
.

Тогда при n→∞ имеем sn → Ink . Следовательно, существует номер
N , такой, что

sN > ε.

Определим число ` — количество номеров i ∈ 0, N − 1, для которых
имеет место неравенство

mi(n) >
ε

2
.

Тогда получаем:

ε < sN 6 R
`

N
+
ε

2

N − `
N

=
ε

2
+
(
R− ε

2

) `

N
,

откуда находим
`

N
>

ε

2R− ε
= C.

Рассмотрим множество

Ek =
{
x ∈ [0, 1] : gk(x) >

ε

2

}
.

Тогда Ek содержит ` отрезков разбиения PN , откуда следует, что его
нижняя мера Жордана

µ∗(Ek) >
`

N
> C.

Так как gk(x)→ 0 при k →∞ для каждого x ∈ [0, 1], то

∀x ∈ [0, 1] ∃N(x) ∈ N ∀ k > N(x) gk(x) 6
ε

2
.

Рассмотрим множество

Ak =
{
x ∈ [0, 1] : N(x) > k

}
.

Очевидны вложения:

Ak ⊂ Am при m 6 k,
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и
Ek ⊂ Ak ∀ k ∈ N.

Следовательно,
µ∗(Ak) > µ∗(Ek) > C.

Тогда для любого k ∈ N существует замкнутое клеточное множество
Bk ⊂ Ak, такое, что

µ∗Ak − µBk <
C

2k+1
.

Рассмотрим замкнутое клеточное множество

Dk =

k⋂
i=1

Bi.

Имеем:

µ∗A1 − µD1 = µ∗A1 − µB1 <
C

21+1
= C

(
1

2
− 1

21+1

)
.

Предположим, рассуждая по индукции, что для k ∈ N и всехm ∈ 1, k
имеет место неравенство

µ∗Am − µDm < C

(
1

2
− 1

2m+1

)
.

Тогда в силу вложений Bk+1 ⊂ Ak+1 ⊂ Ak получаем:

µ(Bk+1\Dk) = µ(Bk+1∪Dk)−µ(Dk) 6 µ∗(Ak)−µ(Dk) < C

(
1

2
− 1

2k+1

)
,

и

µ∗(Ak+1)− µ(Dk+1) = µ∗(Ak+1)− µ(Bk+1 ∩Dk) =

= µ∗(Ak+1)− µ(Bk+1) + µ(Bk+1\Dk) <

<
C

2k+2
+ C

(
1

2
− 1

2k+1

)
= C

(
1

2
− 1

2k+2

)
.

Следовательно, для любого k ∈ N доказано неравенство

µ∗Ak − µDk < C

(
1

2
− 1

2k+1

)
.
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Отсюда находим, что

µ(Dk) > µ∗Ak − C
(

1

2
− 1

2k+1

)
>
C

2
.

Поэтому для любого k ∈ N имеет место неравенсто Dk 6= ∅. Так как
Dk+1 ⊂ Dk ⊂ [0, 1], и множество Dk замкнуто, то существует

z ∈
∞⋂
k=1

Dk ⊂ [0, 1].

Но тогда для любого k ∈ N получаем z ∈ Dk ⊂ Ak, откуда для любо-
го k следует неравенство N(z) > k, что в силу N(z) ∈ N, очевидно,
невозможно. Получили противоречие. Следовательно, теорема дока-
зана. �

Сл е д с т в и е 1.1.48. Пусть функции fn, f : [0, 1]→ R интегри-
руемы по Риману на отрезке [0, 1], и выполнено

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀x ∈ [0, 1].

Пусть существует M > 0, такое, что

|fn(x)| 6M ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1].

Тогда

∃ lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx =

1∫
0

f(x) dx.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого n ∈ N рассмотрим функцию

hn(x) = |fn(x)− f(x)|, x ∈ [0, 1].

Тогда hn: [0, 1] → [0, 2M ], интегрируема по Риману на отрезке [0, 1],
и

lim
n→∞

hn(x) = 0 ∀x ∈ [0, 1].

Следовательно, по теореме 1.1.47 получаем:

∃ lim
n→∞

1∫
0

hn(x) dx = 0.
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Отсюда находим, что∣∣∣∣∣∣
1∫

0

fn(x) dx−
1∫

0

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
1∫

0

hn(x) dx→ 0 при n→∞,

что и требовалось. �

Прим е р 1.1.49. В топологическом пространстве X, состоя-
щем из всех вещественнозначных функций, определённых на отрезке
[0, 1], с топологией τ поточечной сходимости, определённой в приме-
ре 1.1.46, приведём пример множества, секвенциальное замыкание
которого не будет секвенциально замкнутым. Этот пример предло-
жил студент 272 группы МФТИ И. Першин. Построим множество
S ⊂ X, такое, что его первое секвенциальное замыкание не совпада-
ет со вторым, то есть

[S]секв. (
[
[S]секв.

]
секв. .

Тогда секвенциальное замыкание [S]секв. множества S в простран-
стве (x, τ) не будет секвенциально замкнутым. Для этого рассмотрим
множество M , состоящее из всех неубывающих бесконечно больших
последовательностей натуральных чисел, то есть

{nk}∞k=1 ∈M ⇔


nk ∈ N и nk 6 nk+1 ∀ k ∈ N,

lim
k→∞

nk = +∞.

Как известно, множество M имеет мощность континуума. Рассмот-
рим биекцию

ψ: [0, 1]→M.

Тогда для любого x ∈ [0, 1] имеем последовательность

ψ(x) = {ψk(x)}∞k=1 ∈M, т. е. ψk(x) ∈ N, ψk(x) 6 ψk+1(x) ∀ k ∈ N,

и выполнено равенство

lim
k→∞

ψk(x) = +∞,

а для любой последовательности {nk}∞k=1 ∈ M существует един-
ственный x ∈ [0, 1], такой, что

ψk(x) = nk ∀ k ∈ N.
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Заметим, что для любого k ∈ N имеет место вложение 1
ψk
∈ X,

причём

lim
k→∞

1

ψk(x)
= 0 ∀x ∈ [0, 1].

Следовательно,
1

ψk

τ→ 0 при k →∞.

Рассмотрим монжество

S =

{
fk,m =

1

ψk
+

k2

ψm

∣∣∣∣ k,m ∈ N
}
⊂ X.

Так как для любого фиксированного k ∈ N справедливо соотношение

fk,m
τ→ 1

ψk
при m→∞,

то получаем вложение

1

ψk
∈ [S]секв. ∀ k ∈ N.

Тем самым, доказано вложение

S ∪
{

1

ψk

∣∣∣∣ k ∈ N
}
⊂ [S]секв..

Покажем, что имеет место и обратное вложение. Действительно, рас-
смотрим произвольную функцию

g ∈ [S]секв..

Тогда существуют последовательности натуральных чисел ks и ms,
такие, что

fks,ms
τ→ g при s→∞.

Если последовательность ks ограничена, то она имеет стационарную
подпоследовательность

ksr ≡ k0 ∈ N ∀ r ∈ N.

Тогда имеем
fk0,msr

τ→ g при r →∞.
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Если последовательность msr ограничена, то она, в свою очередь,
также имеет стационарную подпоследовательность

msr`
≡ m0 ∀ ` ∈ N.

Но тогда немедленно получаем равенство

g = fk0,m0
∈ S.

Если же последовательность msr не ограничена, то она имеет строго
возрастающую подпоследовательность

n` = msr`
→∞ при `→∞.

Тогда
1

ψn`

τ→ 0 при `→∞,

откуда получаем, что

fk0,n`
τ→ 1

ψk0
при `→∞.

Следовательно, выполнено равенство

g =
1

ψk0
.

Теперь предположим, что последоватеьность ks неограничена.
Тогда она имеет строго возрастающую подпоследовательность

κr = ksr →∞ при r →∞.

Следовательно,

lim
r→∞

1

ψκr (x)
= 0 ∀x ∈ [0, 1].

Если последовательность msr ограничена, то, выделяя из неё ста-
ционарную подпоследовательность msr`

≡ m0, получим для любого
аргумента x ∈ [0, 1], что

g(x) = lim
`→∞

(
1

ψκr` (x)
+

κ2
r`

ψm0
(x)

)
= lim
`→∞

κ2
r`

ψm0
(x)

= +∞,
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что противоречит вложениею g(x) ∈ R при всех x ∈ [0, 1]. Если же
последовательностьmsr неограничена, то выделим из неё строго воз-
растающую подпоследовательность

n` = msr`
→∞ при `→∞.

Рассмотрим последовательность q = {qj}∞j=1 ∈M , такую, что

qn` = κr` ∀ ` ∈ N.

Определим аргумент xq ∈ [0, 1] по формуле q = ψ(xq), то есть

qj = ψj(xq) ∀ j ∈ N.

В частности,
qn` = κr` = ψn`(xq) ∀ ` ∈ N.

Тогда получаем, что

g(xq) = lim
`→∞

(
1

ψκr` (xq)
+

κ2
r`

ψn`(xq)

)
= lim
`→∞

κ2
r`

κr`
= +∞,

то есть противоречие с вложением g(xq) ∈ R.
Таким образом, рассмотрев все возможные ситуации, мы доказа-

ли вложение
g ∈ S ∪

{
1

ψk

∣∣∣∣ k ∈ N
}
.

Следовательно, имеет место равенство

[S]секв. = S ∪
{

1

ψk

∣∣∣∣ k ∈ N
}
.

Видим, что тождественно нулевая функция не принадлежит [S]секв.:

0 6∈ S ∪
{

1

ψk

∣∣∣∣ k ∈ N
}

= [S]секв..

Однако последовательность 1
ψk
∈ [S]секв. такова, что

1

ψk

τ→ 0 при k →∞,

то есть имеет место вложение

0 ∈
[
[S]секв.

]
секв. .

Таким образом, тождественно нулевая функция принадлежит вто-
рому и не принадлежит первому секвенциальному замыканию мно-
жества S. Следовательно, секвенциальное замыкание множества S
в пространстве (X, τ) секвенциально незамкнуто. N
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1.2. Метрические пространства

Опр е д е л е н и е 1.2.1. Пусть X — некоторое множество. Фун-
кция ρ:X × X → R называется метрикой в множестве X, если вы-
полнены следующие свойства:

1) ρ(x, y) > 0 для всех x ∈ X и y ∈ X, причём ρ(x, y) = 0 тогда и
только тогда, когда x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x) для всех x ∈ X и y ∈ X;
3) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(y, z) для всех x ∈ X, y ∈ X, z ∈ X.
Множество X с введённой в нём метрикой ρ называется метри-

ческим пространством (X, ρ).

Опр е д е л е н и е 1.2.2. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Открытым шаром с центром в точке x ∈ X радиуса R > 0
называется множество

OR(x) =
{
y ∈ X

∣∣∣ ρ(x, y) < R
}
.

Утв е ржд е н и е 1.2.3. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Пусть βρ — семейство всех открытых шаров множества X, т. е.

βρ =
{
OR(x)

∣∣ x ∈ X, R > 0
}
.

Тогда семейство βρ является базой некоторой топологии в множест-
ве X.

Док а з а т е л ь с т в о. Проверим для семейства βρ условия а и
б утверждения 1.1.43. Для любого x ∈ X и числа R > 0 выполнено
вложение x ∈ OR(x). Следовательно, условие а выполнено. Для про-
извольных точек x1 ∈ X, x2 ∈ X и чисел R1 > 0 и R2 > 0 рассмотрим
произвольный элемент

x ∈ OR1
(x1) ∩OR2

(x2).

Покажем, что существует R > 0, такое, что

OR(x) ⊂ OR1
(x1) ∩OR2

(x2).

Определим число

R = min
{
R1 − ρ(x1, x) , R2 − ρ(x2, x)

}
> 0.

Тогда для любого y ∈ OR(x) получаем

ρ(xk, y) 6 ρ(xk, x) + ρ(x, y) < ρ(xk, x) +R 6 Rk,
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т. е. y ∈ ORk(xk) для k = 1, 2, что и требовалось. Следовательно,
условие б выполнено. Таким образом, семейство βρ действительно
является базой некоторой топологии в множестве X. �

Опр е д е л е н и е 1.2.4. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Топология в множествеX, базой для которой служит семейство
βρ, называется метрической топологией τρ в множестве X.

Утв е ржд е н и е 1.2.5. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Тогда множество G ⊂ X является τρ-открытым (т. е. G ∈ τρ)
тогда и только тогда, когда для любого x ∈ G существует R > 0,
такое, что OR(x) ⊂ G.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество G ∈ τρ. Тогда по опре-
делению метрической топологии τρ множество G представляет собой
некоторое объединение элементов базы βρ — открытых шаров. Сле-
довательно, для любого x ∈ G существуют z ∈ X и число r > 0,
такие, что

x ∈ Or(z) ⊂ G.
Определим число R = r − ρ(z, x) > 0. Тогда для любого y ∈ OR(x)
имеем

ρ(y, z) 6 ρ(x, z) + ρ(x, y) < ρ(x, z) +R = r,

т. е. y ∈ Or(z). Следовательно,

OR(x) ⊂ Or(z) ⊂ G,

что и требовалось.
Пусть теперь для любого x ∈ G существует число Rx > 0, такое,

что ORx(x) ⊂ G. Тогда

G =
⋃
x∈G
{x} ⊂

⋃
x∈G

ORx(x) ⊂ G, т. е. G =
⋃
x∈G

ORx(x).

Следовательно, по определению 1.2.4 множество G ∈ τρ, т. е. явля-
ется τρ-открытым. �

Утв е ржд е н и е 1.2.6. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Тогда последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X сходится к элементу
x ∈ X при n → ∞ по метрической топологии τρ тогда и только то-
гда, когда расстояние от xn до x стремится к нулю при n → ∞, то
есть

xn
τρ→ x ⇔ ρ(xn, x)→ 0 при n→∞.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть xn
τρ→ x при n→∞. Тогда для лю-

бой окрестности U(x) ∈ τρ точки x существует номер N = N
(
U(x)

)
,

такой, что для любого n > N выполнено вложение xn ∈ U(x). Рас-
смотрим для любого ε > 0 окрестность U(x) = Oε(x) и определим
номер Nε = N

(
Oε(x)

)
. Тогда для любого n > Nε выполнено

xn ∈ Oε(x), т. е. ρ(x, xn) < ε.

Следовательно, ρ(xn, x)→ 0 при n→∞.
Пусть теперь ρ(xn, x) → 0 при n → ∞, т. е. для любого ε > 0

существует номер N(ε), такой, что для любого n > N(ε) выполнено

xn ∈ Oε(x).

Рассмотрим произвольную окрестность U(x) ∈ τρ точки x. В силу
утверждения 1.2.5 существует число R > 0, такое, что OR(x) ⊂ U(x).
Следовательно, для любого n > N(R) получаем

xn ∈ OR(x) ⊂ U(x),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 1.2.7. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Тогда метрическая топология τρ удовлетворяет аксиоме счёт-
ности.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим для любого элемента x ∈ X
счётное семейство окрестностей{

O 1
n

(x)
}∞
n=1

.

Покажем, что это семейство является локальной базой для точки
x. Рассмотрим произвольную окрестность U(x) ∈ τρ точки x. В силу
утверждения 1.2.5 существует число R > 0, такое, что OR(x) ⊂ U(x).
Следовательно, для любого номера n > 1

R получаем

O 1
n

(x) ⊂ OR(x) ⊂ U(x),

что и требовалось для проверки определения 1.1.36. �

Сл е д с т в и е 1.2.8. В метрическом пространстве (X, ρ) вся-
кое секвенциально замкнутое множество является τρ-замкнутым, се-
квенциальное замыкание любого множества совпадает с его τρ-замы-
канием, и любое секвенциально непрерывное отображение из (X, ρ)
в произвольное топологическое пространство является непрерывным
топологически.
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Док а з а т е л ь с т в о. Следует из следствий 1.1.39, 1.1.40. �

З ам е ч а н и е 1.2.9. Рассмотрим на множестве X всех веще-
ственнозначных функций, определённых на отрезке [0, 1], топологию
τ поточечной сходимости, определённую в примере 1.1.46. В этом
же примере построено множество S ⊂ X, такое, что [S]τ 6= [S]секв..
Следовательно, топология τ не порождается метрикой, т. е. не мет-
ризуема. По этой же причине не метризуема топология τ ′′ на R,
определённая в примере 1.1.7, так как в примере 1.1.17 предъявлено
секвенциально замкнутое подмножество топологического простран-
ства (R, τ ′′), не являющееся τ ′′-замкнутым. �

З ам е ч а н и е 1.2.10. Рассмотрим в произвольном множестве
X сильнейшую топологию τсильн., состоящую из всех подмножеств
множества X. Эта топология порождается метрикой ρ вида

ρ(x, y) =

{
1, x 6= y,
0, x = y.

Действительно, для любого множества G ⊂ X и любой точки x ∈ G
получаем O1(x) = {x} ⊂ G. Следовательно, в силу утверждения 1.2.5
справедливо вложение G ∈ τρ. Таким образом, любое подмножество
из X является τρ-открытым. Поэтому τсильн. = τρ. �

Прим е р 1.2.11. Пусть X — множество всех числовых после-
довательностей, т. е. любой элемент x ∈ X является числовой после-
довательностью вида x = {x(k)}∞k=1, где x(k) ∈ R для любого k ∈ N.
Введём в множестве X метрику ρ, сходимость по которой последова-
тельности {xn}∞n=1 ⊂ X к элементу y ∈ X равносильна поточечной
сходимости, т. е. свойство ρ(xn, y) → 0 при n → ∞ равносильно вы-
полнению для любого k ∈ N соотношения xn(k) → y(k) при n → ∞.
Определим метрику на X следующим образом:

ρ(x, y) =

∞∑
k=1

2−k |x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)|

∀x, y ∈ X.

Покажем прежде всего, что для определённой функции ρ выпол-
нены аксиомы метрики из определения 1.2.1. Условия 1 и 2 этого
определения, очевидно, выполнены. Проверим условие 3 (неравен-
ство треугольника). Заметим, что функция

f(t) =
t

1 + t
= 1− 1

1 + t
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возрастает при t > 0, так как функция 1
1+t убывает при t > 0. Так

как для любых x, y, z ∈ X и любого k ∈ N выполнено неравенство

|x(k)− y(k)| 6 |x(k)− y(k)|+ |y(k)− z(k)|,

то получаем

|x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)|

6
|x(k)− y(k)|+ |y(k)− z(k)|

1 + |x(k)− y(k)|+ |y(k)− z(k)|
6

6
|x(k)− y(k)|

1 + |x(k)− y(k)|
+
|y(k)− z(k)|

1 + |y(k)− z(k)|
.

Домножив последнее неравенство на 2−k и просуммировав по k ∈ N,
получим требуемое неравенство треугольника для рассматриваемой
функции ρ.

Покажем, что последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X поточечно схо-
дится к y ∈ X тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

ρ(xn, y) = 0.

Пусть для любого k ∈ N выполнено xn(k)→ y(k) при n→∞. Опре-
делим для любого ε > 0 номерM = M(ε), такой, что 2−M < ε. Тогда
для любых x, y ∈ X выполнено

∞∑
k=M+1

2−k |x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)|

6
∞∑

k=M+1

2−k = 2−M < ε.

По условию поточечной сходимости последовательности xn к эле-
менту y для любого k ∈ N и любого ε > 0 существует номер N(k, ε),
такой, что для всех n > N(k, ε) выполнено неравенство

|xn(k)− y(k)| < ε.

Следовательно, для любого n > max
{
N(1, ε), . . . , N(M(ε), ε)

}
полу-

чаем

ρ(xn, y) 6
M(ε)∑
k=1

2−k |xn(k)− y(k)|
1 + |xn(k)− y(k)|

+ ε <

M(ε)∑
k=1

2−kε+ ε < 2ε.

Пусть теперь ρ(xn, y) → 0 при n → ∞. Тогда для любого ε ∈ (0, 1)
существует номерN = N(ε), такой, что для всех n > N(ε) выполнено

ρ(xn, y) < ε.
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Тогда для любого k ∈ N имеем

|xn(k)− y(k)|
1 + |xn(k)− y(k)|

< 2kε ∀n > N(ε).

Следовательно, при фиксированном k ∈ N для любого n > N
(
2−kε

)
получаем неравенство

|xn(k)− y(k)|
1 + |xn(k)− y(k)|

< ε, т. е. |xn(k)− y(k)| < ε

1− ε
,

что означает xn(k)→ y(k) при n→∞. N

Прим е р 1.2.12. Приведём ещё один пример секвенциально
непрерывного отображения, не являющегося непрерывным тополо-
гически. Рассмотрим множество X, состоящее из всех непрерывных
на отрезке [0, 1] функций с вещественными значениями, лежащими
на отрезке [0, 1]. Введем в X топологию τ поточечной сходимости,
описанную в примере 1.1.46. Определим также метрическое про-
странство (X, ρ), где метрика

ρ(x, y) =

1∫
0

∣∣∣∣x(t)− y(t)

∣∣∣∣ dt.
Покажем, что функция ρ удовлетворяет аксиомам метрики из опре-
деления 1.2.1. Очевидно, что ρ(x, y) > 0 и ρ(x, y) = ρ(y, x) для любых
x, y ∈ X. Если ρ(x, y) = 0 и при этом существует t0 ∈ [0, 1], такое,
что

|x(t0)− y(t0)| > 0,

то в силу непрерывности функций x и y в точке t0 существует δ ∈
∈ (0, 1), такое, что для любого t ∈ [0, 1] вида |t − t0| 6 δ выполнено
неравенство

|x(t)− y(t)| > |x(x0)− y(t0)|
2

.

Следовательно, в силу известных свойств интеграла Римана полу-
чаем

ρ(x, y) >
∫

[t0−δ,t0+δ]∩[0,1]

|x(t)− y(t)| > δ
2 |x(t0)− y(t0)| > 0,

т. е. получили противоречие. Далее для любых x, y, z ∈ X и любого
t ∈ [0, 1] выполнено неравенство

|x(t)− y(t)| 6 |x(t)− z(t)|+ |y(t)− z(t)|.
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Интегрируя это неравенство по t ∈ [0, 1], получим неравенство тре-
угольника для ρ.

Рассмотрим тождественное отображение

I: (X, τ)→ (X, ρ),

т. е. I(x) = x для любого x ∈ X. Покажем, что I секвенциально
непрерывно. Действительно, пусть последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X
сходится поточечно к y ∈ X на [0, 1]. Так как 0 6 xn(t) 6 1, то

|xn(t)− y(t)| 6 2 ∀ t ∈ [0, 1].

Также |xn(t)−y(t)| → 0 при n→∞ для всех t ∈ [0, 1]. Следовательно,
по теореме 1.1.47, получаем:

ρ
(
I(xn), I(y)

)
=

1∫
0

∣∣xn(t)− y(t)
∣∣ dt→ 0 при n→∞.

Покажем, что I не является топологически непрерывным отобра-
жением. Рассмотрим множество S ⊂ X “пилообразных” функций,
описанное в примере 1.1.46. Как показано в примере 1.1.46, тожде-
ственно нулевая на [0, 1] функция y0 является точкой прикосновения
множества S. Тогда получаем, что для ε0 = 1

2 и для любой окрестно-
сти U(y0) ∈ τ функции y0 существует элемент x0 ∈ U(y0)∩ S, такой,
что

ρ
(
I(x0), I(y0)

)
=

1∫
0

x0(t) dt = ε0.

Следовательно, отображение I разрывно в точке y0, так как образ
любой окрестности U(y0) точки y0 в топологическом пространстве
(X, τ) не содержится в открытом шаре радиуса ε0 с центром в I(y0) =
= y0 в метрическом пространстве (X, ρ). N

1.3. Сепарабельные метрические пространства

Опр е д е л е н и е 1.3.1. Множество S из метрического прос-
транства (X, ρ) называется всюду плотным в X, если его замыкание
совпадает с X, т. е. для любого x ∈ X и любого числа ε > 0 суще-
ствует y ∈ S, такое, что ρ(x, y) < ε.
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Опр е д е л е н и е 1.3.2. Метрическое пространство (X, ρ) на-
зывается сепарабельным, если в нём существует счётное всюду плот-
ное множество.

Прим е р 1.3.3. Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ)
из примера 1.2.11, состоящее из всех числовых последовательностей,
с метрикой поточечной сходимости:

ρ(x, y) =

∞∑
k=1

2−k |x(k)− y(k)|
1 + |x(k)− y(k)|

∀x, y ∈ X.

Покажем, что это сепарабельное метрическое пространство. Для лю-
бого N ∈ N рассмотрим множество

SN =
{
x:N→ Q

∣∣∣ x(k) = 0 ∀ k > N
}
.

Множество SN состоит из всех числовых последовательностей с ра-
циональными значениями, тривиальными на номерах, больших N .
Очевидно, что SN равномощно QN , которое является счётным как
конечное декартово произведение счётного множества рациональных
чисел Q. Определим множество

S =

∞⋃
N=1

SN .

Множество S счётно как счётное объединение счётных множеств.
Покажем, что S всюду плотно в X, т. е. [S]τρ = X. Действительно,
рассмотрим произвольный элемент x ∈ X и число ε > 0. Существует
номер Nε, такой, что

∞∑
k=Nε+1

2−k <
ε

2
.

Выберем число δε > 0, такое, что(
Nε∑
k=1

2−k

)
δε <

ε

2
.

Для любого k ∈ 1, Nε существует рациональное число y(k), такое,
что

|x(k)− y(k)| < δε.

Полагая y(k) = 0 при k > Nε, получаем элемент

y ∈ SNε ⊂ S.
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При этом имеем неравенство

ρ(x, y) <

Nε∑
k=1

2−kδε +

∞∑
k=Nε+1

2−k <
ε

2
+
ε

2
= ε,

что и требовалось.
Заметим, что множество A ⊂ X, состоящее из всех числовых

последовательностей с рациональными значениями, тоже, очевидно,
является всюду плотным в X. Действительно, для любого элемента
x ∈ X и любого числа ε > 0 можно для каждого номера k определить
рациональное число z(k) вида

|x(k)− z(k)| < ε.

Таким образом, определён элемент z ∈ A, такой, что

ρ(x, z) <

∞∑
k=1

2−kε = ε.

Однако множество A не является счётным. Покажем это. Предполо-
жим, рассуждая от противного, что множество A является счётным.
Следовательно, можно взаимно однозначным образом занумеровать
все элементы множества A, представив его в виде

A = {an}∞n=1.

Определим элемент z ∈ X следующим образом:

z(k) =

{
0, ak(k) 6= 0,
1, ak(k) = 0

∀ k ∈ N.

Следовательно, по построению z и определению множества A спра-
ведливо вложение z ∈ A. Однако z 6= an для любого n ∈ N, так как
z(n) 6= an(n). Следовательно, z 6∈ A. Получили противоречие. N

Утв е ржд е н и е 1.3.4. Пусть в метрическом пространстве
(X, ρ) существует несчётное подмножество A0 (т. е. бесконечное мно-
жество, неравномощное множеству натуральных чисел), для которо-
го найдётся число ε0 > 0, такое, что для любых различных элементов
a, b ∈ A0 выполнено неравенство

ρ(a, b) > ε0.

Тогда метрическое пространство (X, ρ) является несепарабельным.
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Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольное множество
S ⊂ X, всюду плотное в X. Тогда для любого элемента a ∈ A0

существует элемент ya ∈ S, такой, что

ρ(a, ya) 6
ε0

3
.

Тогда для любых различных элементов a, b ∈ A0 получаем неравен-
ство

ε0 6 ρ(a, b) 6 ρ(a, ya) + ρ(b, yb) + ρ(ya, yb) 6 2
3ε0 + ρ(ya, yb).

Следовательно,
ρ(ya, yb) >

ε0

3
> 0,

т. е. ya 6= yb. Таким образом, определено инъективное отображение

A0 3 a 7→ ya ∈ S.

Поэтому множество

S0 =
{
ya

∣∣ a ∈ A0

}
⊂ S

равномощно множеству A0, т. е. само является несчётным. Следо-
вательно, несчётным является и множество S, так как содержит
несчётное подмножество. Таким образом, любое всюду плотное в
X множество является несчётным, что означает несепарабельность
метрического пространства (X, ρ). �

Прим е р 1.3.5. Рассмотрим на множестве X всех числовых
последовательностей метрику d равномерной сходимости вида

d(x, y) = sup
k∈N

(
|x(k)− y(k)|

1 + |x(k)− y(k)|

)
∀x, y ∈ X.

Покажем, что метрическое пространство (X, d) является несепара-
бельным. Для любого числа α рассмотрим числовую последователь-
ность xα(k) = αk для всех k ∈ N. Определим множество

A0 =
{
xα

∣∣ α ∈ R
}
⊂ X.

Ясно, что множество A0 равномощно вещественной оси и поэтому
несчётно. При этом для любых различных чисел α и β имеем

d(xα, xβ) > lim
k→∞

(
|α− β|

1
k + |α− β|

)
= 1 = ε0.
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Следовательно, в силу утверждения 1.3.4 метрическое пространство
(X, d) несепарабельно. N

Прим е р 1.3.6. Рассмотрим множество C(R) всех непрерыв-
ных на вещественной оси вещественнозначных функций, имеющих
конечные пределы на +∞ и −∞, с метрикой равномерной сходимо-
сти вида

ρc(x, y) = sup
t∈R
|x(t)− y(t)| ∀x, y ∈ C(R).

Так как непрерывная на R вещественная функция, имеющая конеч-
ные пределы на ±∞, является ограниченной на R, то

ρc(x, y) < +∞ ∀x, y ∈ C(R).

Покажем, что метрическое пространство
(
C(R), ρc

)
является сепа-

рабельным. Для любых натуральных чисел N и M определим мно-
жество SN,M ⊂ C(R), такое, что любая функция x ∈ SN,M имеет
вид

x(t) =

 Q(t) = a0 + a1t+ . . .+ aM t
M , −N 6 t 6 N,

Q(N), t > N,
Q(−N), t < −N,

где a0, . . . , aM — произвольные рациональные числа. Ясно, что мно-
жество SN,M равномощно множествуQM+1, которое является счётным
как конечное декартово произведение счётного множества рацио-
нальных чисел Q. Тогда множество

S =

∞⋃
N=1

∞⋃
M=1

SN,M ⊂ C(R)

является счётным как счётное объединение счётных множеств SN,M .
Покажем, что множество S является всюду плотным в C(R). Рас-
смотрим произвольную функцию x ∈ C(R) и число ε > 0. По усло-
вию существует число δ = δ(x, ε) > 0, такое, что для всех t > δ и
τ 6 −δ выполнены неравенства

|x(t)− x(+∞)| 6 ε и |x(τ)− x(−∞)| 6 ε.

Зафиксируем произвольное натуральное число N > δ. На отрезке
[−N,N ] по теореме Вейерштрасса непрерывную функцию x можно
равномерно с точностью ε приблизить многочленом

P (t) = b0 + b1t+ . . .+ bM t
M ,
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т. е. справедливо неравенство

sup
t∈[−N,N ]

|x(t)− P (t)| 6 ε.

Выберем число γ > 0 так, чтобы было выполнено неравенство

γ
(
1 +N + . . .+NM

)
6 ε.

Для любого k ∈ 0,M выберем рациональное число ak так, чтобы

|ak − bk| 6 γ.

Определим многочлен

Q(t) = a0 + a1t+ . . .+ aM t
M .

Таким образом, определена функция y ∈ SN,M ⊂ S следующего ви-
да:

y(t) =

 Q(t), −N 6 t 6 N,
Q(N), t > N,
Q(−N), t < −N.

Так как для любого t ∈ [−N,N ] справедливо неравенство

|Q(t)− P (t)| 6
M∑
k=0

|ak − bk| |t|k 6 γ
M∑
k=0

NM 6 ε,

то получаем

sup
t∈[−N,N ]

|x(t)− y(t)| 6 sup
t∈[−N,N ]

(
|x(t)− P (t)|+ |P (t)−Q(t)|

)
6 2ε.

Далее для любого t > N имеем

|x(t)− y(t)| 6 |x(t)− x(+∞)|+ |x(+∞)− x(N)|+
+|x(N)− P (N)|+ |P (N)−Q(N)| 6 4ε.

Аналогично для любого τ < −N имеем

|x(τ)− y(τ)| 6 |x(τ)− x(−∞)|+ |x(−∞)− x(−N)|+
+|x(−N)− P (−N)|+ |P (−N)−Q(−N)| 6 4ε.

Следовательно, справедливо неравенство

ρc(x, y) 6 4ε,
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что и требовалось. N

Прим е р 1.3.7. Рассмотрим множество BC(R) всех непрерыв-
ных и ограниченных на вещественной оси вещественнозначных функ-
ций с метрикой равномерной сходимости ρc из примера 1.3.6. По-
кажем, что метрическое пространство

(
BC(R), ρc

)
несепарабельно.

Рассмотрим неотрицательную “пилообразную” функцию x ∈ BC(R)
вида: для любого целого числа k на отрезке

Ik =

[
k − 1

2
, k +

1

2

]
функция x либо тождественно нулевая, либо её график образуют бо-
ковые рёбра равнобедренного треугольника с основанием Ik и еди-
ничной высотой. Множество всех таких “пилообразных” функций
обозначим A0. Любая функция x ∈ A0 однозначно определяется
своими значениями x(k) в целых точках k. При этом для любого
k ∈ Z имеем x(k) = 0 либо x(k) = 1. Следовательно, множество A0

равномощно множеству всех числовых последовательностей, прини-
мающих значения 0 и 1, которое в свою очередь равномощно проме-
жутку [0, 1). Следовательно, множество A0 несчётно. При этом для
любых двух различных функций x, y ∈ A0 существует k0 ∈ Z, такое,
что

|x(k0)− y(k0)| = 1.

Следовательно,

ρc(x, y) > |x(k0)− y(k0)| = 1 = ε0.

Таким образом, по утверждению 1.3.4 получаем несепарабельность
метрического пространства

(
BC(R), ρc

)
. N

Утв е ржд е н и е 1.3.8. Пусть метрическое пространство (X, ρ)
является сепарабельным. Пусть бесконечное множество A ⊂ X. То-
гда метрическое пространство (A, ρ) тоже является сепарабельным.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть счётное множество S = {zn}∞n=1 из
X является всюду плотным в пространстве X. Определим функцию
расстояния от произвольного элемента x ∈ X до множества A вида

ρ(x,A) = inf
a∈A

ρ(x, a).
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Тогда по определению точной нижней грани числовой функции для
любых номеров n и m существует элемент an,m ∈ A, такой, что вы-
полнено неравенство

ρ(zn, an,m) 6 ρ(zn, A) +
1

m
.

Рассмотрим не более чем счётное множество

B = {an,m}∞n,m=1 ⊂ A.

Покажем, что множество B является всюду плотным в A. Так как
множество S всюду плотно в X, для любого элемента a ∈ A и числа
ε > 0 существует номер n, такой, что справедливо неравенство

ρ(a, zn) 6 ε.

Следовательно,
ρ(zn, A) 6 ρ(zn, a) 6 ε.

Рассмотрим номер m вида 1
m 6 ε. Тогда получаем неравенства

ρ(zn, an,m) 6 ρ(zn, A) +
1

m
6 2ε

. Отсюда в силу неравенства треугольника находим

ρ(a, an,m) 6 ρ(a, zn) + ρ(zn, an,m) 6 3ε.

Следовательно, множество B ⊂ A является всюду плотным в A. По-
кажем, что множество B является счётным. Так как B не более чем
счётно, то достаточно показать бесконечность множества B. Пред-
положим, рассуждая о противного, что множество B конечно. По-
скольку B всюду плотно в A, то для любого элемента a ∈ A имеем
равенство

ρ(a,B) = inf
b∈B

ρ(a, b) = 0.

Так как по предположению множество B конечно, то нижняя грань в
определении величины ρ(a,B) достигается, т. е. существует элемент
ba ∈ B, такой, что

ρ(a,B) = ρ(a, ba) = 0.

Следовательно, получаем равенство a = ba ∈ B. Таким образом,
справедливо вложение

A ⊂ B.
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Обратное вложение B ⊂ A выполнено по построению множества B.
Поэтому имеет место равенство A = B. Но это невозможно, так как
множество A по условию бесконечно, а B по предположению конеч-
но. Полученное противоречие доказывает бесконечность не более чем
счётного множества B. Следовательно, B является счётным, что и
требовалось. �

1.4. Полные метрические пространства

Опр е д е л е н и е 1.4.1. Последовательность {xn}∞n=1 элемен-
тов метрического пространства (X, ρ) называется фундаментальной
(или ρ–фундаментальной), если для любого ε > 0 существует но-
мер N = N(ε), такой, что для любых n > N и m > N выполнено
неравенство

ρ(xn, xm) < ε.

Заметим, что сходящаяся в метрическом пространстве (X, ρ) после-
довательность {xn}∞n=1 к элементу x ∈ X является фундаменталь-
ной. Действительно, условие

xn
τρ→ x при n→∞

в силу утверждения 1.2.6 означает, что для любого ε > 0 существует
номерM(ε), такой, что для любого n > M(ε) выполнено неравенство

ρ(xn, x) < ε.

Определим номер N(ε) = M
(
ε
2

)
. Тогда для любых n > N(ε) и m >

> N(ε), пользуясь неравенством треугольника, находим

ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, x) + ρ(xm, x) < ε
2 + ε

2 = ε.

Заметим также, что последовательность {xn}∞n=1 из метрического
пространства (X, ρ) может сходиться только к одному пределу. Дей-
ствительно, если для элементов y ∈ X и z ∈ X выполнены условия

xn
τρ→ y и xn

τρ→ z при n→∞,

то, пользуясь неравенством треугольника, получаем

0 6 ρ(y, z) 6 ρ(xn, y) + ρ(xn, z)→ 0 при n→∞.

Следовательно, ρ(y, z) = 0, и по определению 1.2.1 получаем y = z.
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Опр е д е л е н и е 1.4.2. Метрическое пространство (X, ρ) на-
зывается полным, если любая фундаментальная последовательность
из (X, ρ) является сходящейся.

З ам е ч а н и е 1.4.3. Полнота метрического пространства явля-
ется свойством метрики, но не метрической топологии. Приведём
пример множества X и двух метрик ρ и d в нём, таких, что метри-
ческое пространство (X, ρ) является полным, метрическое простран-
ство (X, d) не является полным, однако метрические топологии τρ и
τd совпадают, т. е. τρ = τd. Пусть множество X = R — вещественная
ось,

ρ(x, y) = |x− y|, d(x, y) = |ex − ey| , где x y ∈ R.

Метрическое пространство (R, ρ) является полным в силу критерия
Коши сходимости числовой последовательности. Покажем, что мет-
рическое пространство (R, d) не является полным. Расcмотрим по-
следовательность xn = −n. Покажем, что она является d–фундаментальной.
Действительно, для любого ε > 0 и любых n > ln 1

ε и m > n имеем

d(xn, xm) = |e−n − e−m| < e−n < ε,

что и требовалось. Тем не менее последовательность xn = −n не
является сходящейся в метрическом пространстве (R, d), так как для
любого x ∈ R имеем

lim
n→∞

ρ(xn, x) = lim
n→∞

∣∣e−n − ex∣∣ = ex > 0.

Покажем теперь, что справедливо равенство метрических топологий
τρ = τd. Пусть множество G ⊂ R является ρ-открытым, т. е. G ∈ τρ.
Надо показать, что G ∈ τd, т. е. по утверждению 1.2.5 для любого
x ∈ G надлежит указать число R = R(x) > 0, такое, что для любого
y ∈ R вида d(x, y) < R будет выполнено вложение y ∈ G. Так как
G ∈ τρ, то для x ∈ G существует число r = r(x) > 0, такое, что
для любого y ∈ R вида ρ(x, y) < r имеем y ∈ G. Так как функция
натурального логарифма непрерывна в точке ex > 0, то существует
δ = δ(x) > 0, такое, что для любого z ∈ R вида

|z − ex| < δ

выполнено неравенство

| ln z − ln ex| < r.
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Следовательно, для любого числа y вида

|ey − ex| < δ

справедливо неравенство

| ln ey − ln ex| = |y − x| < r,

т. е. y ∈ G. Таким образом, число R(x) = δ(x) является искомым.
Следовательно, множество G является d-открытым. Таким образом,
доказано вложение τρ ⊂ τd.

Обратно, пусть множество G ∈ τd. Требуется для любого x ∈ G
найти число r = r(x) > 0, такое, что для любого y ∈ R вида ρ(x, y) <
< r будет выполнено вложение y ∈ G. Так как множество G ∈ τd, то
для x ∈ G существует число R = R(x) > 0, такое, что для любого
y ∈ R вида d(x, y) < R имеем y ∈ G. Так как экспоненциальная
функция непрерывна в точке x, то существует δ = δ(x) > 0, такое,
что для любого y ∈ R вида

|y − x| < δ

выполнено неравенство

|ey − ex| < R,

а значит, y ∈ G. Таким образом, число r(x) = δ(x) является искомым.
Следовательно, множество G является ρ-открытым. Таким образом,
доказано вложение τd ⊂ τρ. �

Утв е ржд е н и е 1.4.4. Пусть (X, ρ) — полное метрическое
пространство, множество S ⊂ X. Тогда метрическое пространство
(S, ρ) является полным тогда и только тогда, когда множество S
является замкнутым в метрическом пространстве (X, ρ).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть метрическое пространство (S, ρ)
является полным. Рассмотрим произвольную секвенциальную точ-
ку прикосновения z ∈ X множества S. Тогда существует последова-
тельность {xn}∞n=1 ⊂ S, такая, что ρ(xn, z) → 0 при n → ∞. Следо-
вательно, последовательность {xn}n=1 является фундаментальной в
метрическом пространстве (S, ρ). Тогда в силу полноты (S, ρ) суще-
ствует x ∈ S, такой, что ρ(xn, z)→ 0 при n→∞. Следовательно,

ρ(x, z) 6 ρ(xn, x) + ρ(xn, z)→ 0 при n→∞,
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т. е. ρ(x, z) = 0. Это означает равенство x = z ∈ S. Итак, множество
S является секвенциально замкнутым в (X, ρ), а по следствию 1.2.8
является замкнутым. Заметим, что при доказательстве замкнутости
множества S использовалась полнота (S, ρ), а не (X, ρ).

Пусть теперь множество S является замкнутым в полном метри-
ческом пространстве (X, ρ). Рассмотрим произвольную фундамен-
тальную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S. Тогда эта последователь-
ность будет фундаментальной и в (X, ρ). В силу полноты простран-
ства (X, ρ) существует x ∈ X, такой, что

ρ(xn, x)→ 0 при n→∞.

Следовательно, x является секвенциальной точкой прикосновения
множества S. В силу замкнутости S получаем, что x ∈ S. Следова-
тельно, любая фундаментальная последовательность из множества
S сходится к элементу S, т. е. (S, ρ) является полным метрическим
пространством. �

Прим е р 1.4.5.Приведём пример неполного метрического про-
странства и его замкнутого подмножества, не являющегося полным
метрическим пространством. Для этого рассмотрим метрическое про-
странство (R, d), где метрика d(x, y) = |ex − ey| (см. замечание 1.4.3).
Как показано в замечании 1.4.3, метрическое пространство (R, d) не
является полным. Его подмножество S = (−∞, 0] с метрикой d так-
же представляет собой неполное метрическое пространство, так как
d–фундаментальная последовательность xn = −n содержится в S
и не является сходящейся (см. замечание 1.4.3). Тем не менее мно-
жество S является τd-замкнутым. Действительно, хорошо известно,
что для обычной метрики ρ(x, y) = |x − y| в R множество S явля-
ется τρ-замкнутым, так как его дополнение Sc = (0,+∞) является
τρ-открытым. Но, как показано в замечании 1.4.3, τd = τρ. Следова-
тельно, Sc является и τd-открытым, значит, само множество S явля-
ется τd-замкнутым. N

Опр е д е л е н и е 1.4.6. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Замкнутым шаром с центром в точке x ∈ X радиуса R > 0
называется множество

BR(x) =
{
y ∈ X

∣∣ ρ(x, y) 6 R
}
.

З ам е ч а н и е 1.4.7. В метрическом пространстве (X, ρ) для
любого x ∈ X и числа R > 0 множество BR(x) является τρ-замкну-
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тым. Действительно, рассмотрим произвольную точку z из его до-
полнения, т. е. ρ(x, z) > R. Определим число

r = ρ(x, z)−R > 0.

Покажем, что справедливо вложение

Or(z) ⊂ X\BR(x).

Для любого y ∈ Or(z) по неравенству треугольника имеем

ρ(x, y) > ρ(x, z)− ρ(y, z) > ρ(x, z)− r = R, т. е. y ∈ X\BR(x),

что и требовалось. Следовательно, по утверждению 1.2.5 дополнение
множества BR(x) является τρ-открытым, т. е. по определению 1.1.10
само множество BR(x) является τρ-замкнутым. �

Те о р ем а 1.4.8. (принцип вложенных шаров) Метриче-
ское пространство (X, ρ) является полным тогда и только тогда, ко-
гда любая убывающая по вложению последовательность замкнутых
шаров, радиусы которых стремятся к нулю, имеет непустое пересе-
чение.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть метрическое пространство (X, ρ)
является полным. Рассмотрим последовательность замкнутых ша-
ров {

BRn(xn)
}∞
n=1

,

убывающую по вложению, т. е.

BRn+1
(xn+1) ⊂ BRn(xn) ∀n ∈ N,

причём Rn → 0 при n→∞. Требуется доказать, что

∞⋂
n=1

BRn(xn) 6= ∅.

Рассмотрим последовательность {xn}∞n=1 центров этих шаров. Пока-
жем, что она является фундаментальной. Действительно, для любо-
го ε > 0 существует номер N(ε), такой, что для любого n > N(ε)
выполнено неравенство Rn < ε. Так как для любого m > n справед-
ливо вложение

xm ∈ BRm(xm) ⊂ BRn(xn),
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то ρ(xm, xn) 6 Rn. Следовательно, для любых m,n > N(ε) получаем

ρ(xm, xn) < ε.

Тогда в силу полноты метрического пространства (X, ρ) существует
x ∈ X, такой, что

ρ(xn, x)→ 0 при n→∞.

Покажем, что

x ∈
∞⋂
n=1

BRn(xn).

Действительно, для любого n ∈ N и m > n получаем

ρ(xn, x) 6 ρ(xn, xm) + ρ(xm, x) 6 Rn + ρ(xm, x)→ Rn при m→∞.

Таким образом, ρ(xn, x) 6 Rn для любого n ∈ N, что и требовалось.
Предположим теперь, что в метрическом пространстве (X, ρ) лю-

бая убывающая по вложению последовательность замкнутых шаров,
радиусы которых стремятся к нулю, имеет непустое пересечение.
Рассмотрим в X произвольную фундаментальную последователь-
ность {xn}∞n=1. Тогда для любого k ∈ N существует номер mk, такой,
что для любых n,m > mk выполнено неравенство

ρ(xn, xm) 6 2−k−1.

Определим последовательность натуральных чисел {nk}∞k=1 следую-
щим образом:

n1 = m1, nk+1 = max{mk+1, nk + 1}.

Тогда nk+1 > nk > mk для любого k ∈ N, поэтому

ρ(xnk , xnk+1
) 6 2−k−1.

Рассмотрим последовательность замкнутых шаров с центрами в точ-
ках xnk и радиусами Rk = 2−k → 0 при k → ∞. Покажем, что эта
последовательность шаров является убывающей по вложению. Дей-
ствительно, для любого y ∈ BRk+1

(xnk+1
) имеем

ρ(xnk , y) 6 ρ(xnk , xnk+1
) + ρ(xnk+1

, y) 6 2−k−1 + 2−k−1 = 2−k = Rk.

Таким образом,

BRk+1
(xnk+1

) ⊂ BRk(xnk) ∀ k ∈ N.
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При этом Rk → 0 при k →∞. Следовательно, существует

x ∈
∞⋂
k=1

BRk(xnk).

Отсюда получаем, что

ρ(xnk , x) 6 Rk ∀ k ∈ N.

Тогда для любого ε > 0 существует номер k = k(ε) > log2
2
ε , такой,

что для любого n > nk(ε) выполнено неравенство

ρ(xn, x) 6 ρ(xn, xnk) + ρ(x, xnk) 6 2−k−1 + 2−k < 2−k+1 < ε.

Это означает, что xn
τρ→ x при n→∞, что и требовалось. �

Прим е р 1.4.9.Покажем, что в полном метрическом простран-
стве пересечение замкнутых шаров, образующих убывающую по вло-
жению последовательность, может быть пустым, если радиусы ша-
ров не стремятся к нулю (см. [5, гл. 12, с. 201]). Рассмотрим множе-
ство X = N, в котором метрика задана формулой

ρ(m,n) =

{
1 + 1

m+n , m 6= n,

0, m = n.

Покажем, что для функции ρ выполнены аксиомы метрики из опре-
деления 1.2.1. Условия 1 и 2 очевидны. Покажем, что выполнено
условие 3, т. е. неравенство треугольника. Действительно, для лю-
бых различных натуральных чисел m,n, k получаем

ρ(m,n) = 1 + 1
m+n 6 2 6 1 + 1

m+k + 1 + 1
n+k = ρ(m, k) + ρ(n, k).

Покажем, что метрическое пространство (N, ρ) является полным. Ес-
ли последовательность {nk}∞k=1 является ρ–фундаментальной, то су-
ществует номер N , такой, что для всех k, s > N выполнено неравен-
ство ρ(nk, ns) < 1. Если nk 6= ns, то ρ(nk, ns) > 1. Следовательно,
nk = ns = m. Таким образом, всякая фундаментальная в метриче-
ском пространстве (N, ρ) последовательность является стационарной
с некоторого номера, а значит, сходящейся. Далее для любого n ∈ N
рассмотрим замкнутый шар с центром в n и радиуса rn = 1 + 1

2n ,
т. е.

Brn(n) =
{
m ∈ N

∣∣ ρ(m,n) 6 rn
}
.
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Тогда число m ∈ N, не равное n, принадлежит Brn(n) тогда и только
тогда, когда

1 + 1
m+n 6 1 + 1

2n , т. е. m > n.

Таким образом, справедливо равенство Brn(n) = {m}∞m=n. Следо-
вательно, Brn(n) ⊃ Brn+1(n + 1) для всех n ∈ N, т. е. построенные
шары образуют убывающую по вложению последовательность, при

этом
∞⋂
n=1

Brn(n) = ∅. N

Опр е д е л е н и е 1.4.10. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Диаметром непустого множества S ⊂ X называется величина

diamS = sup
x,y∈S

ρ(x, y).

Утв е ржд е н и е 1.4.11. Метрическое пространство (X, ρ) яв-
ляется полным тогда и только тогда, когда любая убывающая по
вложению последовательность непустых замкнутых множеств из X,
диаметр которых стремится к нулю, имеет непустое пересечение.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть метрическое пространство (X, ρ)
является полным. Рассмотрим произвольную последовательность
{Fn}∞n=1 непустых замкнутых подмножеств X, таких, что

Fn+1 ⊂ Fn ∀n ∈ N

и dn = diamFn → 0 при n → ∞. Для любого номера n существует
точка xn ∈ Fn. Покажем, что последовательность {xn}∞n=1 является
ρ–фундаментальной. Так как

lim
n→∞

dn = 0,

то для любого ε > 0 существует номер N(ε), такой, что для любого
n > N(ε) выполнено неравенство dn < ε. Так как для любого номера
m > n справедливо вложение

xm ∈ Fm ⊂ Fn,

то получаем
ρ(xm, xn) 6 dn < ε.

Таким образом, для любых n,m > N(ε) выполнено неравенство

ρ(xn, xm) < ε.
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Следовательно, в силу полноты метрического пространства (X, ρ)
получаем, что существует элемент x ∈ X, такой, что

ρ(xn, x)→ 0 при n→∞.

Покажем, что для любого номера n справедливо вложение x ∈ Fn.
Так как для любого m > n выполнено вложение xm ∈ Fn и xm

τρ→ x
при m → ∞, то x является секвенциальной точкой прикосновения
множества Fn. Тогда в силу замкнутости Fn и утверждения 1.1.16
получаем, что x ∈ Fn. Следовательно,

x ∈
∞⋂
n=1

Fn,

что и требовалось.
Пусть теперь любая убывающая по вложению последовательность

непустых замкнутых множеств из X, диаметр которых стремится к
нулю, имеет непустое пересечение. Рассмотрим в X произвольную
последовательность замкнутых шаров Fn = BRn(xn), такую, что
Fn+1 ⊂ Fn для любого номера n и Rn → 0 при n → ∞. Тогда для
диаметра dn = diamFn шара Fn получаем

dn = sup
y,z∈Fn

ρ(y, z) 6 sup
y,z∈Fn

(
ρ(y, xn) + ρ(z, xn)

)
6

6 Rn +Rn = 2Rn → 0 при n→∞.

Следовательно, по условию

∞⋂
n=1

Fn 6= ∅.

Тогда по теореме 1.4.8 метрическое пространство (X, ρ) является
полным. �

Прим е р 1.4.12. Рассмотрим линейное пространство `∞, со-
стоящее из ограниченных числовых последовательностей, метрика в
котором задаётся формулой

ρ(x, y) = sup
k∈N
|x(k)− y(k)| ∀x, y ∈ `∞.

Покажем, что метрическое пространство `∞ является полным. Для
этого рассмотрим произвольную ρ–фундаментальную последователь-
ность {xn}∞n=1 ⊂ `∞. Следовательно, для любого ε > 0 существует
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номер N(ε), такой, что для любых n,m > N(ε) выполнено неравен-
ство

ρ(xn, xm) < ε.

Так как для любого k ∈ N справедлива оценка

|xn(k)− xm(k)| 6 ρ(xn, xm) < ε,

то числовая последовательность {xn(k)}∞n=1 является фундаменталь-
ной в R. Тогда по критерию Коши сходимости числовой последова-
тельности для любого k ∈ N существует числовой предел

lim
n→∞

xn(k) = z(k) ∈ R.

Получили числовую последовательность z, которая по построению
является поточечным пределом последовательности xn. Далее для
любых k ∈ N и n,m > N

(
ε
2

)
перейдём в неравенстве

|xn(k)− xm(k)| < ε
2

к пределу по m→∞. Получим

|xn(k)− z(k)| 6 ε
2 ∀ k ∈ N, ∀n > N

(
ε
2

)
.

Следовательно,

sup
k∈N
|xn(k)− z(k)| = ρ(xn, z) 6 ε

2 < ε ∀n > N
(
ε
2

)
.

Таким образом,
ρ(xn, z)→ 0 при n→∞.

Осталось показать, что z ∈ `∞, т. е. z является ограниченной чис-
ловой последовательностью. Так как xn ∈ `∞ для любого n ∈ N, то
для n = N(1) + 1 существует R > 0, такое, что для любого k ∈ N
выполнено неравенство |xn(k)| 6 R. Тогда для любого k ∈ N находим

|z(k)| 6 |z(k)− xn(k)|+ |xn(k)| 6 ρ(z, xn) +R 6 1 +R.

Следовательно, z — ограниченная числовая последовательность.
Предъявим в `∞ убывающую по вложению последовательность

замкнутых множеств, пересечение которых пусто, а диаметры конеч-
ны и не стремятся к нулю. Рассмотрим для любого n ∈ N множество

Fn =

{
x ∈ `∞

∣∣∣∣ x(1) = . . . = x(n) = 0, sup
k∈N
|x(k)| = 1

}
.
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Очевидно, для любого номера n выполнено вложение

Fn+1 ⊂ Fn.

Если z — точка прикосновения Fn, то для любого ε > 0 существует
xε ∈ Fn, такой, что

ρ(z, xε) < ε.

Следовательно, для любого номера k ∈ 1, n имеем

|z(k)| = |z(k)− xε(k)| 6 ρ(z, xε) < ε,

т. е. в силу произвольности числа ε > 0 получаем z(k) = 0. Справед-
ливы неравенства:

sup
k∈N
|z(k)| 6 sup

k∈N

(
|z(k)− xε(k)|+ |xε(k)|

)
6 ρ(z, xε) + 1 < ε+ 1,

sup
k∈N
|z(k)| > sup

k∈N

(
|xε(k)| − |z(k)− xε(k)|

)
> 1− ρ(z, xε) > 1− ε.

Следовательно, в силу произвольности числа ε > 0 получаем равен-
ство

sup
k∈N
|z(k)| = 1.

Таким образом, z ∈ Fn. Итак, доказана замкнутость множества Fn.
Покажем, что диаметр множества Fn равен двум. Действительно,
для любых элементов x, y ∈ Fn справедлива оценка

ρ(x, y) 6 sup
k∈N

(
|x(k)|+ |y(k)|

)
6 2,

т. е. diamFn 6 2. С другой стороны, числовые последовательности
x̃ и ỹ вида x̃(k) = ỹ(k) = 0 для любого k 6= n + 1, а x̃(n + 1) = 1 и
ỹ(n+ 1) = −1, принадлежат множеству Fn. При этом

2 = ρ(x̃, ỹ) 6 diamFn.

Следовательно, diamFn = 2 для любого n ∈ N. Покажем, наконец,
что пересечение всех множеств Fn по n ∈ N пусто. Если предполо-
жить, что существует

x ∈
∞⋂
n=1

Fn,
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то по определению Fn получаем x(n) = 0 для любого n ∈ N и при
этом

sup
n∈N
|x(n)| = 1,

что невозможно. Таким образом,

∞⋂
n=1

Fn = ∅.

N

Опр е д е л е н и е 1.4.13. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Множество S ⊂ X называется нигде не плотным, если его за-
мыкание [S]τρ не содержит ни одного открытого шара.

Те о р ем а 1.4.14. (Бэр) Полное метрическое пространство
не может быть представлено в виде счётного объединения своих ни-
где не плотных подмножеств.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть (X, ρ) — полное метрическое про-
странство. Предположим, рассуждая от противного, что существует
счётное семейство нигде не плотных множеств Sn ⊂ X, таких, что

X =

∞⋃
n=1

Sn.

Рассмотрим произвольный элемент x0 ∈ X. Так как множество S1

является нигде не плотным, то для любого R > 0 выполнено

OR(x0) 6⊂ [S1]τρ .

Тогда множество

G1 = O1(x0)\[S1]τρ = O1(x0) ∩ [S1]cτρ

является открытым как пересечение двух открытых множеств и яв-
ляется непустым. Следовательно, существует x1 ∈ G1, причём в силу
открытости множества G1 существует число δ1 > 0, такое, что

O2δ1(x1) ⊂ G1.

Определим положительное число

R1 = min{δ1, 1}.
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Так как справедливо вложение

BR1(x1) ⊂ O2R1(x1) ⊂ O2δ1(x1),

то получаем, что

B1(x0) ⊃ BR1(x1) и BR1(x1) ∩ S1 = ∅.

Предположим, рассуждая по индукции, что для некоторого n ∈ N
построены x1, . . . , xn ∈ X и положительные числа R1, . . . , Rn, такие,
что

B1(x0) ⊃ BR1
(x1) ⊃ . . . ⊃ BRn(xn),

причём

BRk(xk) ∩ Sk = ∅ и Rk 6
1

k
∀ k ∈ 1, n.

Так как множество Sn+1 является нигде не плотным, то

ORn(xn) 6⊂ [Sn+1]τρ .

Тогда множество

Gn+1 = ORn(xn)\[Sn+1]τρ = ORn(xn) ∩ [Sn+1]cτρ

является открытым как пересечение двух открытых множеств и яв-
ляется непустым. Следовательно, существует xn+1 ∈ Gn+1, причём в
силу открытости множества Gn+1 существует число δn+1 > 0, такое,
что

O2δn+1(xn+1) ⊂ Gn+1.

Определим положительное число

Rn+1 = min

{
δn+1,

1

n+ 1

}
.

Так как справедливо вложение

BRn+1(xn+1) ⊂ O2Rn+1(xn+1) ⊂ O2δn+1(xn+1),

то получаем, что
BRn(xn) ⊃ BRn+1(xn+1)

и
BRn+1

(xn+1) ∩ Sn+1 = ∅.
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Таким образом, по индукции построена убывающая по вложению
последовательность замкнутых шаров{

BRn(xn)
}∞
n=1

,

причём Rn → 0 при n → ∞. Следовательно, по теореме 1.4.8 суще-
ствует

x ∈
∞⋂
n=1

BRn(xn).

Тогда для любого номера n в силу соотношения

BRn(xn) ∩ Sn = ∅

получаем x 6∈ Sn. Существование такого

x ∈ X\

( ∞⋃
n=1

Sn

)
противоречит равенству

X =

∞⋃
n=1

Sn.

Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы. �

Прим е р 1.4.15. Простейшим примером неполного метриче-
ского пространства, представимого в виде счётного объединения сво-
их нигде не плотных подмножеств, является множество всех рацио-
нальных чисел Q с обычной метрикой ρ(x, y) = |x− y|. Действитель-
но, любое одноточечное множество из Q является нигде не плотным
в (Q, ρ), так как любой открытый шар из (Q, ρ) представляет собой
счётное множество всех рациональных чисел, содержащихся в за-
данном числовом интервале, т. е. состоит более чем из одной точки.
При этом множество Q является счётным, т. е. представляет собой
счётное объединение всех входящих в него точек.

Приведём пример неполного линейного метрического простран-
ства, представимого в виде счётного объединения своих нигде не
плотных подмножеств. Рассмотрим линейное пространство `1, состо-
ящее из всех числовых последовательностей, компоненты которых
образуют абсолютно сходящийся ряд, т. е.

`1 =

{
x:N→ R

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)| < +∞

}
.
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Введём в `1 метрику

ρ(x, y) = sup
k∈N
|x(k)− y(k)|,

рассмотренную ранее в примере 1.4.12 для линейного пространства
`∞. Покажем, что метрическое пространство (`1, ρ) является непол-
ным. Для этого рассмотрим в `1 последовательность {xn}∞n=1 вида

xn(k) =

{
1
k , 1 6 k 6 n,
0, k > n.

Так как для любых n,m ∈ N, m > n, выполнено неравенство

ρ(xn, xm) = sup
n<k6m

1
k <

1
n ,

то для любого ε > 0 существует номер N(ε) > 1
ε , такой, что для

любых n,m > N(ε) выполнено неравенство

ρ(xn, xm) <
1

N(ε)
< ε.

Следовательно, последовательность {xn}∞n=1 является фундаменталь-
ной в (`1, ρ). Однако эта последовательность не сходится в (`1, ρ).
Предположим, рассуждая от противного, что существует z ∈ `1, та-
кой, что

ρ(z, xn)→ 0 при n→∞.

Тогда для любого номера k ∈ N и любого n > k получаем∣∣z(k)− 1
k

∣∣ = |z(k)− xn(k)| 6 ρ(z, xn)→ 0 при n→∞.

Следовательно, z(k) = 1
k для любого k ∈ N. Но тогда z 6∈ `1, так как

∞∑
k=1

1

k
= +∞.

Полученное противоречие доказывает неполноту метрического про-
странства (`1, ρ). Рассмотрим для любого номера n множество

Fn =

{
x ∈ `1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)| 6 n

}
.
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Так как для любого x ∈ `1 существует n(x) ∈ N, такое, что выполнено
неравенство

∞∑
k=1

|x(k)| 6 n(x),

т. е. x ∈ Fn(x), то справедливо равенство

`1 =

∞⋃
n=1

Fn.

Покажем, что для любого n ∈ N множество Fn является замкнутым
в метрическом пространстве (`1, ρ). Пусть z ∈ `1 — точка прикосно-
вения множества Fn. Тогда для любого ε > 0 существует xε ∈ Fn,
такое, что

ρ(z, xε) < ε.

Следовательно, для любого N ∈ N имеем

N∑
k=1

|z(k)| 6
N∑
k=1

|z(k)− xε(k)|+
N∑
k=1

|xε(k)| 6

6 Nρ(z, xε) + n 6 Nε+ n→ n при ε→ +0.

Таким образом, для любого N ∈ N выполнено

N∑
k=1

|z(k)| 6 n.

Следовательно, переходя в последнем неравенстве к пределу при
N →∞, получаем, что

∞∑
k=1

|z(k)| 6 n.

Поэтому z ∈ Fn, т. е. множество Fn является замкнутым в (`1, ρ). На-
конец, покажем, что для любого n ∈ N множество Fn является нигде
не плотным в метрическом пространстве (`1, ρ). В силу замкнуто-
сти Fn достаточно показать, что ни один открытый шар из (`1, ρ)
не содержится в Fn. Предположим, рассуждая от противного, что
существуют x0 ∈ Fn и R0 > 0, такие, что

OR0
(x0) ⊂ Fn.
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Тогда для любого x ∈ `1 вида ρ(x, x0) < R0 выполнено неравенство

∞∑
k=1

|x(k)| 6 n.

Существует номер N , такой, что

N∑
k=1

R0

2k
> 2n.

Рассмотрим элемент yN ∈ `1 следующего вида:

yN (k) =

{
R0

2k , 1 6 k 6 N,
0, k > N.

Тогда элемент
zN = x0 + yN ∈ OR0

(x0),

так как ρ(zN , x0) 6 R0

2 < R0. Однако справедлива оценка

∞∑
k=1

|zN (k)| >
∞∑
k=1

|yN (k)|−
∞∑
k=1

|x0(k)| =
N∑
k=1

R0

2k−
∞∑
k=1

|x0(k)| > 2n−n = n,

т. е. zN 6∈ Fn. Получили противоречие. Таким образом, для любого
n ∈ N доказано, что множество Fn является нигде не плотным в
метрическом пространстве (`1, ρ). N

Рассмотрим несколько применений теоремы 1.4.14 Бэра в задачах
теории функций действительного и комплексного переменных.

З а д а ч а 1.4.16. Доказать, что не существует функции

f :R→ R,

непрерывной в рациональных и разрывной в иррациональных точ-
ках.

Решени е. Предположим, рассуждая от противного, что такая
функция существует. Рассмотрим функцию

ω:R→ [0,+∞]

колебания функции f в точке, т. е. для любого x ∈ R определим

ω(x) = lim
δ→+0

sup
y,z∈R :
|y−x|<δ
|z−x|<δ

|f(y)− f(z)|.
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Известно, что функция f является непрерывной в точке x тогда и
только тогда, когда ω(x) = 0. Пусть Q = {rn}∞n=1 — все рациональ-
ные числа, а I = R\Q— все иррациональные. По условию для любого
x ∈ I выполнено неравенство ω(x) > 0, а для любого y ∈ Q выполне-
но ω(y) = 0. Определим для любого n ∈ N множество

Fn =

{
x ∈ R

∣∣∣∣ ω(x) >
1

n

}
.

Тогда справедливо равенство

I =

∞⋃
n=1

Fn.

Действительно, если x ∈ I, то имеем ω(x) > 0. Следовательно, суще-
ствует n(x) ∈ N, такое, что выполнено

1

n(x)
6 ω(x), ⇒ x ∈ Fn(x).

Если же x ∈ Q, то ω(x) = 0, т. е. x 6∈ Fn для любого n ∈ N. Покажем,
что для любого n ∈ N множество Fn является замкнутым в R (по
умолчанию предполагается, что в R рассматривается обычная мет-
рика ρ(x, y) = |x − y|). Пусть x — точка прикосновения множества
Fn, т. е. для любого ε > 0 существует xε ∈ Fn, такой, что

|x− xε| < ε.

Так как для любого δ > 0 из неравенства

|y − xδ| < δ

следует неравенство |y − x| < 2δ, то получаем

sup
y,z∈R :
|y−x|<2δ
|z−x|<2δ

|f(y)− f(z)| > sup
y,z∈R :

|y−xδ|<δ
|z−xδ|<δ

|f(y)− f(z)| > ω(xδ) >
1

n
.

Следовательно, выполнено соотношение

ω(x) = lim
δ→+0

sup
y,z∈R :
|y−x|<2δ
|z−x|<2δ

|f(y)− f(z)| > 1

n
,
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т. е. x ∈ Fn. Таким образом, доказана замкнутость Fn. Далее пока-
жем, что Fn является нигде не плотным множеством в R. В силу
замкнутости Fn достаточно показать, что Fn не содержит ни од-
ного непустого числового интервала. Известно, что любой непустой
числовой интервал обязательно содержит рациональные числа. Но
в множестве Fn нет ни одного рационального числа. Таким обра-
зом, Fn действительно не содержит ни одного непустого числового
интервала. Получаем, что справедливо равенство

R = Q ∪ I =

( ∞⋃
n=1

{rn}

)
∪

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞⋃
n=1

{
Fn ∪ {rn}

}
,

где множество Fn и одноточечное множество {rn} являются нигде
не плотными в R. Таким образом, полное метрическое пространство
R представлено в виде счётного объединения своих нигде не плот-
ных подмножеств. Это противоречит теореме 1.4.14 Бэра. Получен-
ное противоречие доказывает требуемое утверждение. N

З а д а ч а 1.4.17. Пусть комплексная функция f :G → C регу-
лярна в области G ⊂ C. Пусть для каждого комплексного числа
z ∈ G существует натуральное число n(z), такое, что

f (n(z))(z) = 0.

Доказать, что f — многочлен.
Решени е. Известно, что комплексная плоскость C с метрикой

ρ = |z − w| является полным метрическим пространством. Рассмот-
рим произвольное z0 ∈ G. В силу открытости множества G в метри-
ческом пространстве (C, ρ) cуществует ε0 > 0, такое, что замкнутый
круг

K0 = Bε0(z0) =
{
z ∈ C

∣∣ |z − z0| 6 ε0

}
⊂ G.

Для любого m ∈ N рассмотрим множество

Am =
{
z ∈ K0

∣∣∣ f (m)(z) = 0
}
.

Так как комплексная функция f регулярна в области G, то множе-
ство Am замкнуто в (C, ρ), причём для любого комплексного числа
z ∈ K0 выполнено вложение z ∈ An(z). Следовательно,

K0 =

∞⋃
m=1

Am.
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Так как метрическое пространство (K0, ρ) является полным в силу
утверждения 1.4.4, а все множества Am ⊂ K0 замкнуты в метри-
ческом пространстве (K0, ρ), то по теореме 1.4.14 Бэра существует
номер m0 ∈ N, такой, что множество Am0

в метрическом простран-
стве (K0, ρ) содержит открытый шар. Это означает, что существуют
z1 ∈ K0 и ε1 > 0, такие, что

Oε1(z1) ∩K0 =
{
z ∈ K0

∣∣ |z − z1| < ε1

}
⊂ Am0 .

Покажем, что существует z2 ∈ Oε1(z1)∩K0, такое, что |z2− z0| < ε0.
Действительно, определим

z2 = z1 + α(z0 − z1) для 0 < α < 1.

Тогда при 0 < α < ε1
ε0

выполнены неравенства

|z2 − z1| = α|z0 − z1| 6 αε0 < ε1,

|z2 − z0| = (1− α)|z1 − z0| 6 (1− α)ε0 < ε0.

Следовательно, любое число α ∈
(

0,min
{

1, ε1ε0

})
подойдёт. Опреде-

лим число

ε2 = min{ ε0 − |z2 − z0| , ε1 − |z2 − z1| } > 0.

Получаем, что справедливо вложение

Oε2(z2) =
{
z ∈ C

∣∣ |z − z2| < ε2

}
⊂ Oε1(z1) ∩K0 ⊂ Am0 .

Следовательно, для всех z ∈ Oε2(z2) имеем равенство

f (m0)(z) = 0.

Тогда для любого k > m0 и любого z ∈ Oε2(z2) получаем

f (k)(z) = 0.

Так как регулярная в открытом круге комплексной плоскости функ-
ция представима в нём своим рядом Тейлора, то рассматриваемая
функция f является в Oε2(z2) многочленом степени меньше m0. Так
как многочлен P и функция f регулярны в области G и существует
последовательность

wk = z2 + ε2
k+1 ∈ Oε2(z2),

такая, что wk → z2 при k → ∞ и f(wk) = P (wk), то, по теореме
единственности регулярной функции, f = P в области G. N
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1.5. Пополнение метрического пространства

Опр е д е л е н и е 1.5.1. Пусть (X1, ρ1) и (X2, ρ2) — метриче-
ские пространства. Отображение

ϕ:X1 → X2

называется изометрией, если ϕ является взаимно однозначным (т. е.
для любого x2 ∈ X2 существует единственный x1 ∈ X1, такой, что
ϕ(x1) = x2), и для любых элементов x1, y1 ∈ X1 выполнено равенство

ρ1(x1, y1) = ρ2

(
ϕ(x1), ϕ(y1)

)
.

Если между метрическими пространствами X1 и X2 существует изо-
метрия, то говорят, что они являются изометричными.

Утв е ржд е н и е 1.5.2. Пусть (X1, ρ1) и (X2, ρ2) — метриче-
ские пространства, и существует изометрия

ϕ:X1 → X2.

Тогда обратное отображение

ϕ−1:X2 → X1

тоже является изометрией.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как ϕ является взаимно однознач-
ным отображением X1 на X2, то существует обратное отображение

ϕ−1:X2 → X1.

Тогда для любых элементов x2, y2 ∈ X2 получаем

ρ2(x2, y2) = ρ2

(
ϕ
(
ϕ−1(x2)

)
, ϕ
(
ϕ−1(y2)

))
= ρ1

(
ϕ−1(x2), ϕ−1(y2)

)
,

т. е. по определению 1.5.1 отображение ϕ−1 является изометрией. �

Утв е ржд е н и е 1.5.3. Пусть (X1, ρ1), (X2, ρ2) и (X3, ρ3) —
метрические пространства, причём существуют изометрии

ϕ:X1 → X2 и ψ:X2 → X3.

Тогда отображение γ:X1 → X3 вида

γ = ψ ◦ ϕ,

т. е. суперпозиция отображений ϕ и ψ, тоже является изометрией.
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Док а з а т е л ь с т в о. Отображение γ взаимно однозначно
отображает X1 на X3 как суперпозиция взаимно однозначных отоб-
ражений ϕ и ψ. Далее для любых элементов x1, y1 ∈ X1 находим

ρ1(x1, y1) = ρ2

(
ϕ(x1), ϕ(y1)

)
=

= ρ3

(
ψ
(
ϕ(x1)

)
, ψ
(
ϕ(y1)

))
= ρ3

(
γ(x1), γ(y1)

)
.

Следовательно, по определению 1.5.1 отображение γ является изо-
метрией. �

Утв е ржд е н и е 1.5.4. Пусть (X1, ρ1) и (X2, ρ2) — изомет-
ричные метрические пространства, причём пространство (X1, ρ1) яв-
ляется полным. Тогда пространство (X2, ρ2) также является полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ:X1 → X2 — изометрия. Рас-
смотрим произвольную ρ2–фундаментальную последовательность

{zn}∞n=1 ⊂ X2.

Тогда для любого ε > 0 существует номер N = N(ε), такой, что для
любых n,m > N выполнено неравенство

ρ2(zn, zm) < ε.

Определим последовательность

xn = ϕ−1(zn).

Тогда по определению 1.5.1 получаем

ρ1(xn, xm) = ρ2(zn, zm) < ε ∀n,m > N.

Таким образом, последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X1 является ρ1–фун-
даментальной. Следовательно, в силу полноты пространства (X1, ρ1)
существует элемент x ∈ X1, такой, что

ρ1(xn, x)→ 0 при n→∞.

Определим элемент z = ϕ(x). Тогда находим

ρ2(zn, z) = ρ2(ϕ(xn), ϕ(x)) = ρ1(xn, x)→ 0 при n→∞.

Получили, что произвольная ρ2–фундаментальная последователь-
ность сходится в X2, т. е. пространство (X2, ρ2) является полным.�
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Опр е д е л е н и е 1.5.5. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Будем говорить, что множество A ⊂ X является всюду плот-
ным (или ρ–всюду плотным) в множестве B ⊂ X, если выполнено
вложение

[A]τρ ⊃ B,

т. е. для любого b ∈ B и любого ε > 0 существует a ∈ A, такое, что

ρ(a, b) < ε.

Опр е д е л е н и е 1.5.6. Будем говорить, что полное метриче-
ское пространство (Y, d) является пополнением метрического про-
странства (X, ρ), если существует множество Z ⊂ Y , d–всюду плот-
ное в Y , такое, что метрические пространства (X, ρ) и (Z, d) изомет-
ричны.

З ам е ч а н и е 1.5.7. Пусть (X, ρ) — неполное метрическое про-
странство, а (Y, d) — полное метрическое пространство, причём

X ⊂ Y.

Пусть сужение метрики d на множество X совпадает с метрикой
ρ, а множество X является d–всюду плотным в Y . Тогда метриче-
ское пространство (Y, d) является пополнением (X, ρ). Действитель-
но, рассмотрим множество Z = X и тождественное отображение

ϕ:X → Z

вида ϕ(x) = x в роли изометрии между (X, ρ) и (Z, d). Тогда опреде-
ление 1.5.6 выполнено. Так как множество X всюду плотно в Y , то
для любых элементов y, ỹ ∈ Y существуют последовательности

{xn}∞n=1 ⊂ X и {x̃n}∞n=1 ⊂ X,

такие, что

d(xn, y)→ 0 и d(x̃n, ỹ)→ 0 при n→∞.

Покажем, что справедливо соотношение

d(y, ỹ) = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Действительно, по неравенству треугольника находим

d(y, ỹ) 6 d(xn, y) + d(x̃n, ỹ) + ρ(xn, x̃n).
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Переходя к нижнему пределу в этом неравенстве, получаем

d(y, ỹ) 6 lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Далее по неравенству треугольника находим

ρ(xn, x̃n) 6 d(xn, y) + d(x̃n, ỹ) + d(y, ỹ).

Переходя к верхнему пределу в этом неравенстве, получаем

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) 6 d(y, ỹ).

Следовательно, справедливы оценки

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) 6 d(y, ỹ) 6 lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Так как всегда справедливо неравенство

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) 6 lim
n→∞

ρ(xn, x̃n),

то получаем, что

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) = d(y, ỹ).

Следовательно, существует

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) = d(y, ỹ).

�

Прим е р 1.5.8. Рассмотрим метрическое пространство (R, d),
где метрика

d(x, y) = |ex − ey| , x, y ∈ R.

В замечании 1.4.3 была показана неполнота этого метрического про-
странства. Предъявим пополнение этого метрического пространства.
Рассмотрим Y = [0,+∞) с обычной на вещественной оси метрикой

ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.

Так как (R, ρ) является полным метрическим пространством, а мно-
жество Y является τρ-замкнутым в R, то в силу утверждения 1.4.4
метрическое пространство (Y, ρ) является полным. Рассмотрим мно-
жество

Z = (0,+∞) ⊂ Y.
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Так как [Z]τρ = Y , то Z является ρ–всюду плотным в Y . Рассмотрим
отображение

ϕ:R→ Z

вида ϕ(x) = ex для любого x ∈ R. Тогда отображение ϕ являет-
ся изометрией между метрическими пространствами (R, d) и (Z, ρ).
Действительно, отображение ϕ является взаимно однозначным из R
на Z, и при этом для любых x, y ∈ R выполнено равенство

d(x, y) = |ex − ey| = |ϕ(x)− ϕ(y)| = ρ
(
ϕ(x), ϕ(y)

)
.

Таким образом, по определению 1.5.6 метрическое пространство (Y, ρ)
является пополнением неполного метрического пространства (R, d).
Заметим, что в рассмотренном примере пополнение Y является соб-
ственным подмножеством пополняемого множества R, т. е. выполне-
ны вложение Y ⊂ R и неравенство Y 6= R. N

Утв е ржд е н и е 1.5.9. Любые два пополнения метрическо-
го пространства (X, ρ) изометричны.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть (Y1, ρ1) и (Y2, ρ2) — два пополне-
ния метрического пространства (X, ρ). Требуется доказать, что су-
ществует изометрия

ψ:Y1 → Y2.

По определению 1.5.6, существует множество Z1 ⊂ Y1, ρ1–всюду
плотное в Y1, и множество Z2 ⊂ Y2, ρ2–всюду плотное в Y2, такие,
что метрическое пространство (X, ρ) изометрично метрическим про-
странствам (Z1, ρ1) и (Z2, ρ2). Следовательно, существуют изомет-
рии

ϕ1:X → Z1 и ϕ2:X → Z2.

Определим отображение

ϕ = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 :Z1 → Z2.

В силу утверждений 1.5.2 и 1.5.3 отображение ϕ является изометри-
ей. Так как множество Z1 является ρ1–всюду плотным в Y1, то для
любого y1 ∈ Y1 существует последовательность

{zn}∞n=1 ⊂ Z1,

такая, что
ρ1(zn, y1)→ 0 при n→∞.
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Следовательно, так как отображение ϕ является изометрией, после-
довательность образов ϕ(zn) ∈ Z2 является ρ2–фундаментальной в
полном метрическом пространстве (Y2, ρ2). Поэтому существует эле-
мент y2 ∈ Y2, такой, что

ρ2

(
ϕ(zn), y2

)
→ 0 при n→∞.

Объявим построенный элемент y2 ∈ Y2 образом элемента y1 ∈ Y1 под
действием отображения ψ, т. е. ψ(y1) = y2. Таким образом, опреде-
лено отображение

ψ:Y1 → Y2.

Покажем, что это определение корректно, т. е. значение ψ(y1) не
зависит от выбора последовательности zn ∈ Z1, сходящейся к y1.
Действительно, пусть другая последовательность z̃n ∈ Z1 сходится
к y1. Тогда по неравенству треугольника

ρ1(zn, z̃n) 6 ρ1(zn, y1) + ρ1(z̃n, y1)→ 0 при n→∞.

Следовательно, так как отображение ϕ является изометрией, то

ρ2

(
ϕ(zn), ϕ(z̃n)

)
= ρ1(zn, z̃n)→ 0 при n→∞.

Тогда по неравенству треугольника получаем

ρ2

(
ϕ(z̃n), y2

)
6 ρ2

(
ϕ(zn), y2

)
+ ρ2

(
ϕ(zn), ϕ(z̃n)

)
→ 0 при n→∞,

т. е. последовательность ϕ(z̃n) ∈ Z2 сходится к тому же элементу
y2 ∈ Y2, что и последовательность ϕ(zn). Таким образом, коррект-
ность определения отображения ψ доказана. Покажем, что это отоб-
ражение является изометрией между метрическими пространствами
(Y1, ρ1) и (Y2, ρ2). Проверим взаимную однозначность отображения
ψ, т. е. для любого элемента y2 ∈ Y2 существует единственный эле-
мент y1 ∈ Y1, такой, что ψ(y1) = y2. Действительно, так как мно-
жество Z2 является ρ2–всюду плотным в Y2, то для любого y2 ∈ Y2

существует последовательность

{wn}∞n=1 ⊂ Z2,

такая, что
ρ2(wn, y2)→ 0 при n→∞.

Определим последовательность

zn = ϕ−1(wn) ∈ Z1.
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Так как по утверждению 1.5.2 отображение ϕ−1 является изометри-
ей, то последовательность zn является ρ1–фундаментальной в пол-
ном метрическом пространстве (Y1, ρ1). Следовательно, существует
элемент y1 ∈ Y1, такой, что

ρ1(zn, y1)→ 0 при n→∞.

Тогда по определению отображения ψ получаем ψ(y1) = y2. При
этом для любого элемента ỹ1 ∈ Y1, отличного от y1, справедливо
равенство

ρ2

(
ψ(ỹ1), ψ(y1)

)
= ρ1(ỹ1, y1) > 0.

Действительно, так как множество Z1 является ρ1–всюду плотным
в Y1, то существует последовательность

{z̃n}∞n=1 ⊂ Z1,

такая, что
ρ1(z̃n, ỹ1)→ 0 при n→∞.

Тогда получаем:

ρ2

(
ψ(ỹ1), ψ(y1)

)
= lim
n→∞

ρ2

(
ϕ(z̃n), ϕ(zn)

)
=

= lim
n→∞

ρ1(z̃n, zn) = ρ1(ỹ1, y1) > 0.

Следовательно, отображение ψ разные элементы множества Y1 пере-
водит в разные элементы множества Y2. Таким образом, установлена
взаимная однозначность отображения ψ. При этом также показано,
что для любых элементов y1, ỹ1 ∈ Y1 выполнено равенство

ρ2

(
ψ(ỹ1), ψ(y1)

)
= ρ1(ỹ1, y1).

Следовательно, отображение ψ является изометрией. Таким обра-
зом, пополнения (Y1, ρ1) и (Y2, ρ2) метрического пространства (X, ρ)
изометричны. �

Те о р ем а 1.5.10. (Хаусдорф) Для любого неполного метри-
ческого пространства существует пополнение.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть (X, ρ) — неполное метрическое про-
странство. Пусть F — множество всех фундаментальных последова-
тельностей из X. Введём на множестве F отношение эквивалентно-
сти следующим образом. Будем говорить, что последовательность
{xn} ∈ F эквивалентна последовательтности {yn} ∈ F , если

ρ(xn, yn)→ 0 при n→∞.

86



В этом случае будем писать

{xn} ∼ {yn}.

Покажем, что введёное на множестве F отношение эквивалентности
обладает свойствами: симметрией, транзитивностью и эквивалент-
ностью любого элемента F самому себе.

Действительно, если {xn} ∼ {yn}, то

ρ(yn, xn) = ρ(xn, yn)→ 0 при n→∞,

т. е. {yn} ∼ {xn}, и симметрия доказана.
Если {xn} ∼ {yn} и {yn} ∼ {zn}, то по неравенству треугольника

находим

ρ(xn, zn) 6 ρ(xn, yn) + ρ(yn, zn)→ 0 при n→∞.

Следовательно, получаем {xn} ∼ {zn}, т. е. транзитивность доказа-
на.

Свойство {xn} ∼ {xn} очевидно, так как ρ(xn, xn) = 0 для любого
n ∈ N.

Разобьём множество F на классы эквивалентных фундаменталь-
ных последовательностей и определим множество Y как совокуп-
ность классов эквивалентных фундаментальных последовательно-
стей из (X, ρ). Введём на множестве Y метрику d следующим об-
разом. Для любых y, ỹ ∈ Y рассмотрим произвольные последова-
тельности {xn} ∈ y и {x̃n} ∈ ỹ. Тогда определим

d(y, ỹ) = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Требуется доказать корректность этого определения, т. е. проверить
существование указанного предела и его независимость от выбора
последовательностей из классов эквивалентности y и ỹ. После этого
требуется проверить для d аксиомы метрики из определения 1.2.1.

Покажем, что для любых последовательностей {xn} ∈ y ∈ Y и
{x̃n} ∈ ỹ ∈ Y существует предел

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Для этого проверим фундаментальность числовой последовательно-
сти {ρ(xn, x̃n)}. По неравенству треугольника для любых n,m ∈ N
находим

ρ(xn, x̃n) 6 ρ(xn, xm) + ρ(x̃n, x̃m) + ρ(xm, x̃m).

87



Следовательно, получаем неравенство∣∣ρ(xn, x̃n)− ρ(xm, x̃m)
∣∣ 6 ρ(xn, xm) + ρ(x̃n, x̃m).

Так как последовательности {xn} и {x̃n} являются фундаменталь-
ными в метрическом пространстве (X, ρ), то для любого ε > 0 суще-
ствует номер N(ε), такой, что для любых n,m > N(ε) выполнены
неравенства

ρ(xn, xm) <
ε

2
и ρ(x̃n, x̃m) <

ε

2
.

Тогда для любых n,m > N(ε) получаем неравенство∣∣ρ(xn, x̃n)− ρ(xm, x̃m)
∣∣ < ε,

и тем самым доказываем фундаментальность числовой последова-
тельности {ρ(xn, x̃n)}. Следовательно, в силу критерия Коши сходи-
мости числовой последовательности существует числовой предел

lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Покажем независимость этого предела от выбора последователь-
ностей из классов эквивалентности y и ỹ. Пусть последовательности
{xn} и {x∗n} принадлежат классу y, а последовательности {x̃n} и
{x̃∗n} принадлежат классу ỹ. Тогда по определению

{xn} ∼ {x∗n} и {x̃n} ∼ {x̃∗n},

т. е.
ρ(xn, x

∗
n)→ 0 и ρ(x̃n, x̃

∗
n)→ 0 при n→∞.

Так как по неравенству треугольника справедливы неравенства

ρ(xn, x̃n) 6 ρ(xn, x
∗
n) + ρ(x∗n, x̃

∗
n) + ρ(x̃n, x̃

∗
n),

ρ(x∗n, x̃
∗
n) 6 ρ(xn, x

∗
n) + ρ(xn, x̃n) + ρ(x̃n, x̃

∗
n),

то получаем∣∣ρ(xn, x̃n)− ρ(x∗n, x̃
∗
n)
∣∣ 6 ρ(xn, x

∗
n) + ρ(x̃n, x̃

∗
n)→ 0 при n→∞.

Таким образом,

lim
n→∞

ρ(x∗n, x̃
∗
n) = lim

n→∞
ρ(xn, x̃n),

т. е. доказана корректность определения функции d.
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Проверим аксиомы метрики для функции d. По определению d
для любых y, ỹ ∈ Y имеем d(y, ỹ) > 0. Пусть d(y, ỹ) = 0. Это воз-
можно тогда и только тогда, когда для любых последовательностей
{xn} ∈ y и {x̃n} ∈ ỹ выполнено равенство

0 = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n).

Следовательно, {xn} ∼ {x̃n}, что равносильно равенству y = ỹ. Да-
лее имеем

d(y, ỹ) = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) = lim
n→∞

ρ(x̃n, xn) = d(ỹ, y).

Проверим для d неравенство треугольника. Рассмотрим произволь-
ные y, ỹ, ŷ ∈ Y . Тогда для любых последовательностей {xn} ∈ y,
{x̃n} ∈ ỹ и {x̂n} ∈ ŷ получаем

d(y, ỹ) = lim
n→∞

ρ(xn, x̃n) 6 lim
n→∞

(
ρ(xn, x̂n) + ρ(x̃n, x̂n)

)
=

= d(y, ŷ) + d(ỹ, ŷ).

Таким образом, проверены все аксиомы метрики для функции d.
Получили метрическое пространство (Y, d), состоящее из классов эк-
вивалентных фундаментальных последовательностей из (X, ρ). По-
кажем, что метрическое пространство (Y, d) является пополнением
метрического пространства (X, ρ).

Для любого элемента x ∈ X обозначим через s(x) класс эквива-
лентных фундаментальных последовательностей из X, содержащий
стационарную последовательность xn = x для любого n ∈ N. Опре-
делим множество

Z = { s(x) | x ∈ X } ⊂ Y.

Покажем, что метрические пространства (X, ρ) и (Z, d) изомет-
ричны. Рассмотрим отображение ϕ:X → Z вида ϕ(x) = s(x) для
любого x ∈ X. Тогда по определению ϕ(X) = Z, причём для любых
элементов x, x̃ ∈ X находим

d
(
s(x), s(x̃)

)
= lim
n→∞

ρ(x, x̃) = ρ(x, x̃).

Следовательно, отображение ϕ является изометрией.
Покажем, что множество Z является d–всюду плотным в Y . Рас-

смотрим произвольный элемент y ∈ Y и любое ε > 0. Возьмём произ-
вольную последовательность {xn} ∈ y. В силу фундаментальности
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этой последовательности в метрическом пространстве (X, ρ) суще-
ствует номер N = N(ε), такой, что для любых n,m > N выполнено
неравенство

ρ(xn, xm) 6 ε.

Определим элемент s(xN ) ∈ Z. Тогда

d
(
s(xN ), y

)
= lim
n→∞

ρ(xN , xn) 6 ε.

Таким образом, [Z]τd = Y , что и требовалось.
Покажем, наконец, что метрическое пространство (Y, d) является

полным. Рассмотрим произвольную d–фундаментальную последова-
тельность {yn}∞n=1 ⊂ Y . Тогда для любого ε > 0 существует номер
N(ε), такой, что для любых n,m > N(ε) выполнено d(yn, ym) < ε.
Так как множество Z является d–всюду плотным в множестве Y , то
для любого номера n существует элемент xn ∈ X, такой, что

d
(
s(xn), yn

)
<

1

n
.

Рассмотрим последовательность {xn} ⊂ X. Покажем, что она явля-
ется ρ–фундаментальной. Действительно, для любых номеров

n,m > M(ε) = max
{
N
(
ε
3

)
,
[

3
ε

]
+ 1
}

получаем

ρ(xn, xm) = d
(
s(xn), s(xm)

)
6

6 d
(
s(xn), yn

)
+ d

(
s(xm), ym

)
+ d (yn, ym) <

<
1

n
+

1

m
+
ε

3
< ε.

Следовательно, существует класс эквивалентных фундаментальных
последовательностей y ∈ Y , такой, что последовательность {xn} ∈ y.
Покажем, что

d(yn, y)→ 0 при n→∞.

Действительно, для любого n > M
(
ε
2

)
имеем

d(yn, y) 6 d
(
s(xn), yn

)
+d
(
s(xn), y

)
<

1

n
+ lim
m→∞

ρ(xn, xm) <
ε

6
+
ε

2
< ε.
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Таким образом, доказано, что d–фундаментальная последователь-
ность {yn}∞n=1 ⊂ Y сходится к элементу y ∈ Y . Следовательно, мет-
рическое пространство (Y, d) является полным.

Итак, для метрического пространства (Y, d) проверено определе-
ние 1.5.6 пополнения метрического пространства (X, ρ). �

Прим е р 1.5.11. Рассмотрим линейное пространство `1, состо-
ящее из всех числовых последовательностей, компоненты которых
образуют абсолютно сходящийся ряд (см. пример 1.4.15), метрика в
котором имеет вид

ρ(x, y) = sup
k∈N
|x(k)− y(k)| x, y ∈ `1.

Как показано в примере 1.4.15, это метрическое пространство явля-
ется неполным. Определим метрическое пространство c0, состояшее
из всех бесконечно малых числовых последовательностей, с той же
метрикой ρ. Покажем, что пополнением метрического пространства
(`1, ρ) является метрическое пространство (c0, ρ).

Докажем полноту метрического пространства (c0, ρ). Как показа-
но в примере 1.4.12, метрическое пространство (`∞, ρ), состоящее из
всех ограниченных последовательностей, является полным. Так как
c0 ⊂ `∞, то произвольная ρ–фундаментальная последовательность
{xn}∞n=1 ⊂ c0 сходится в (`∞, ρ) к некоторому элементу z ∈ `∞. Сле-
довательно, для любого ε > 0 существует номер N(ε), такой, что для
любого n > N(ε) выполнено неравенство

ρ(xn, z) < ε.

Осталось показать, что z ∈ c0, т. е. последовательность z является
бесконечно малой. Так как для любого n ∈ N имеем вложение xn ∈
∈ c0, то для любого n ∈ N и ε > 0 существует номер Kn(ε), такой,
что для любого k > Kn(ε) выполнено неравенство

|xn(k)| < ε.

Тогда для номера n = N(ε) + 1 и любого k > Kn(ε) находим

|z(k)| 6 |z(k)− xn(k)|+ |xn(k)| < ρ(z, xn) + ε < 2ε.

Следовательно, последовательность z является бесконечно малой.
Таким образом, доказана полнота метрического пространства (c0, ρ).

Покажем, что множество `1 является ρ–всюду плотным в c0. Дей-
ствительно, для любого x ∈ c0 и любого ε > 0 существует номер
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K(x, ε), такой, что |x(k)| < ε для любого k > K(x, ε). Определим
элемент z ∈ `1 следующим образом:

z(k) =

 x(k), 1 6 k 6 K
(
x, ε2

)
,

0, k > K
(
x, ε2

)
.

Тогда получаем

ρ(x, z) = sup
k>K(x, ε2 )

|x(k)| 6 ε

2
< ε, ⇒ Oε(x) ∩ `1 6= ∅.

Следовательно, любая точка x ∈ c0 является точкой прикосновения
множества `1 ⊂ c0, т. е.

[`1]τρ = c0.

Тогда, в силу замечания 1.5.7 метрическое пространство (c0, ρ) яв-
ляется пополнением метрического пространства (`1, ρ). N

1.6. Принцип сжимающих отображений Банаха

Опр е д е л е н и е 1.6.1. Пусть (X, ρ) — метрическое простра-
нство. Отображение f :X → X называется сжимающим, если суще-
ствует число L ∈ [0, 1), такое, что для любых элементов x, y ∈ X
выполнено неравенство

ρ
(
f(x), f(y)

)
6 Lρ(x, y).

Опр е д е л е н и е 1.6.2. ПустьX — некоторое множество, отоб-
ражение f :X → X. Точка x0 ∈ X называется неподвижной для
отображения f , если

f(x0) = x0.

Те о р ем а 1.6.3. (Банах) Пусть (X, ρ) — полное метрическое
пространство, отображение f :X → X является сжимающим. Тогда
отображение f имеет единственную неподвижную точку.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть отображение f является сжима-
ющим с константой L ∈ [0, 1). Возьмём любой элемент x1 ∈ X и
определим последовательность

xn+1 = f(xn) ∀n ∈ N.
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Тогда для любых m,n ∈ N имеем

ρ(xn+1, xn+m) 6 Lnρ(x1, xm) 6 Ln
m−1∑
k=1

ρ(xk, xk+1) 6

6 Ln
m−1∑
k=1

Lk−1ρ(x1, x2) 6
Ln

1− L
ρ(x1, x2).

Так как 0 6 L < 1, то Ln → 0 при n → ∞. Следовательно, для
любого ε > 0 существует номер N(ε), такой, что для любого n >
> N(ε) выполнено неравенство

Lnρ(x1, x2) < (1− L)ε.

Тогда для любых n > N(ε) и m ∈ N выполнено неравенство

ρ(xn+1, xn+m) < ε,

что означает фундаментальность последовательности {xn}∞n=1 в пол-
ном метрическом пространстве (X, ρ). Следовательно, существует
элемент x0 ∈ X, такой, что

ρ(xn, x0)→ 0 при n→∞.

Тогда получаем

ρ
(
f(x0), x0

)
6 ρ

(
f(x0), xn

)
+ ρ(x0, xn) 6 Lρ(x0, xn−1) + ρ(x0, xn)→ 0

при n→∞. Это означает, что ρ(f(x0), x0) = 0, т. е. выполнено равен-
ство f(x0) = x0. Следовательно, элемент x0 является неподвижной
точкой отображения f .

Покажем единственность неподвижной точки сжимающего отоб-
ражения f . Пусть элементы y, z ∈ X являются неподвижными точ-
ками отображения f . Тогда находим, что

ρ(y, z) = ρ
(
f(y), f(z)

)
6 Lρ(y, z), ⇒ (1− L)ρ(y, z) 6 0.

Так как 1−L > 0, то получаем ρ(y, z) = 0, т. е. y = z. Следовательно,
сжимающее отображение имеет одну неподвижную точку. �

Применим принцип сжимающих отображений Банаха для дока-
зательства теоремы существования и единственности решения зада-
чи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения.
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З а д а ч а 1.6.4. Пусть G ⊂ Rn+1 — открытое множество, функ-
ция f :G → R непрерывна, причём для любого компакта K ⊂ G су-
ществует число LK > 0, такое, что для любых (t, x) ∈ K и (t, y) ∈ K
выполнено неравенство

|f(t, x)− f(t, y)| 6 LK |x− y|.

Доказать, что для любой точки (t0, x0) ∈ G существует δ0 > 0, такое,
что на промежутке

I0 = [t0 − δ0, t0 + δ0]

существует единственное решение задачи Коши:

dx(t)

dt
= f

(
t, x(t)

)
∀ t ∈ I0 и x(t0) = x0.

Решени е. Для любой точки (t0, x0) ∈ G в силу открытости
множества G существует число r0 > 0, такое, что для любой точки
(t, x) ∈ Rn+1 вида |t − t0| 6 r0 и |x − x0| 6 r0 выполнено вложение
(t, x) ∈ G. Определим компакт

K0 =
{

(t, x) ∈ Rn+1
∣∣ |t− t0| 6 r0, |x− x0| 6 r0

}
⊂ G.

По условию существует L0 > 0, такое, что для любых (t, x) ∈ K0 и
(t, y) ∈ K0 выполнено неравенство

|f(t, x)− f(t, y)| 6 L0|x− y|.

Определим число
M0 = max

(t,x)∈K0

|f(t, x)|.

Пусть

δ0 = min{ r0

M0 + 1
,

1

L0 + 1
} 6 r0.

Рассмотрим множествоX0, состоящее из всех непрерывных на отрез-
ке I0 функций со значениями в Rn, такими, что их графики лежат
в компакте K0. Метрику в множестве X0 определим по формуле

ρ(x, y) = max
t∈I0
|x(t)− y(t)|.

Тогда метрическое пространство (X0, ρ) является полным. Действи-
тельно, ρ–фундаментальность функциональной последовательности
{xn} из X0 равносильна равномерной фундаментальности {xn} на
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отрезке I0. Следовательно, в силу критерия Коши равномерной схо-
димости на I0 получаем равномерную сходимость {xn} к функции z
на отрезке I0, т. е.

ρ(xn, z)→ 0 при n→∞.

При этом функция z будет непрерывной на I0 как равномерный пре-
дел непрерывных, а её график будет лежать вK0 в силу замкнутости
этого множества в Rn+1. Таким образом, z ∈ X0, что и требовалось.

Определим отображение F :X0 → X0 вида

(
F (x)

)
(t) = x0 +

t∫
t0

f(τ, x(τ)) dτ ∀ t ∈ I0.

Заметим, что для любых x ∈ X0 и t ∈ I0 выполнено неравенство∣∣(F (x)
)

(t)− x0

∣∣ 6 δ0M0 6 r0.

Тогда для любого x ∈ X0 график функции F (x) лежит в K0, т. е.

F (x) ∈ X0 ∀x ∈ X0.

Далее, для любых x, y ∈ X0 получаем неравенство

ρ
(
F (x), F (y)

)
6 δ0L0ρ(x, y),

причём 0 6 δ0L0 < 1. Следовательно, отображение F является сжи-
мающим с константой δ0L0. Тогда в силу принципа сжимающих
отображений Банаха существует единственная неподвижная точка
x̂ ∈ X0 отображения F . В силу непрерывности функции x̂ на отрез-
ке I0 и равенства

x̂(t) = x0 +

t∫
t0

f(τ, x̂(τ)) dτ ∀ t ∈ I0

получаем, что функция x̂ является непрерывно дифференцируемой
на I0, причём для любого t ∈ I0 выполнено равенство

x̂(t)

dt
= f

(
t, x̂(t)

)
.

Так как x̂(t0) = x0, то получаем, что функция x̂ является решением
рассматриваемой задачи Коши. Если же x ∈ X0 также является
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решением задачи Коши, то для любого t ∈ I0 по формуле Ньютона—
Лейбница получаем

x(t) = x0 +

t∫
t0

dx(τ)

dτ
dτ =

(
F (x)

)
(t),

т. е. x = F (x). Таким образом, x является неподвижной точкой отоб-
ражения F , что означает x = x̂ в силу единственности неподвижной
точки отображения F . N
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Глава 2

Компактные множества в топологических
и метрических пространствах

2.1. Компактные множества в топологических
пространствах

Опр е д е л е н и е 2.1.1. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X. Открытым покрытием множества S
называется семейство τ -открытых множеств{

Vα
∣∣ α ∈ A

}
(здесь A — некоторое множество индексов), такое, что выполнено
вложение

S ⊂
⋃
α∈A

Vα.

Опр е д е л е н и е 2.1.2. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство. Множество S ⊂ X называется

1) компактным, если любое открытое покрытие множества S со-
держит конечное подпокрытие;

2) счётно-компактным, если любое счётное открытое покрытие
множества S содержит конечное подпокрытие;

3) секвенциально компактным, если любая последовательность
элементов множества S содержит подпоследовательность, сходящу-
юся по топологии τ к некоторому элементу из S.

Утв е ржд е н и е 2.1.3. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X является компактным. Тогда множе-
ство S является счётно-компактным.

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из определения 2.1.2. �

Утв е ржд е н и е 2.1.4. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X является секвенциально компактным.
Тогда множество S является счётно-компактным.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что S не является счётно-компактным. Тогда существует счётное
открытое покрытие

P = {Vk}∞k=1
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множества S, не имеющее конечного подпокрытия. Следовательно,
для любого n ∈ N существует xn ∈ S, такое, что

xn 6∈
n⋃
k=1

Vk.

В силу секвенциальной компактности множества S последователь-
ность {xn}∞n=1 имеет сходящуюся подпоследовательность {xnm}∞m=1

к точке x0 ∈ S, т. е.

xnm
τ→ x0 при m→∞.

Так как P является покрытием множества S, то существует номер
k0 ∈ N, такой, что

x0 ∈ Vk0 .

Тогда существует номер m0 ∈ N, такой, что для всех m > m0 выпол-
нено вложение

xnm ∈ Vk0 .

Так как nm → ∞ при m → ∞, то nm > k0 при всех достаточно
большихm > m0. Но тогда при всех такихm выполнено соотношение

xnm 6∈
nm⋃
k=1

Vk ⊃ Vk0 ,

т. е. xnm 6∈ Vk0 . Получили противоречие. �

Опр е д е л е н и е 2.1.5. Пусть (X, τ) — топологическое про-
странство, множество S ⊂ X. Точка x ∈ X называется предельной
точкой множества S, если в любой её окрестности найдется точка
множества S, отличная от x, т. е. для любой окрестности U(x) ∈ τ
точки x существует точка y ∈ U(x) ∩ S, такая, что y 6= x.

Утв е ржд е н и е 2.1.6. Пусть (X, τ) — топологическое прос-
транство, множество S ⊂ X является компактным, или счётно-ком-
пактным, или секвенциально компактным. Тогда любое бесконечное
подмножество E ⊂ S имеет в S предельную точку.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждений 2.1.3 и 2.1.4 доста-
точно проверить это утверждение для счётно-компактного множе-
ства S. Итак, пусть множество S счётно-компактно. Покажем, что
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любое бесконечное подмножество E ⊂ S имеет в S предельную точ-
ку. Предположим, рассуждая от противного, что ни одна точка из
S не является предельной для множества E. В силу бесконечности
множества E cуществует счётное подмножество E1 ⊂ E, которое,
очевидно, также лишено предельных точек в S. Следовательно, для
любого x ∈ S существует его окрестность U(x) ∈ τ , такая, что

E1 ∩
(
U(x)\{x}

)
= ∅.

Тогда для любого x ∈ S\E1 указанная окрестность U(x) ∈ τ удовле-
творяет условию E1 ∩ U(x) = ∅, т. е.

S ∩ U(x) ⊂ S\E1.

Определим множество

V =
⋃

x∈S\E1

U(x).

По определению 1.1.1 множество V является τ -открытым. При этом
справедливо соотношение

S\E1 ⊂ S ∩ V =
⋃

x∈S\E1

(
S ∩ U(x)

)
⊂ S\E1.

Следовательно, справедливо равенство

S ∩ V = S\E1.

Определим счётное открытое покрытие P множества S следующим
образом:

P = { V , U(x) | x ∈ E1 }.
По построению, удаление из P любого его элемента U(x) для x ∈ E1

приведёт к тому, что оставшийся набор открытых множеств переста-
нет быть покрытием S. Действительно, для любых точек x, y ∈ E1

вида x 6= y справедливо
x 6∈ U(y).

Так как S ∩ V = S\E1, то для x ∈ E1 выполнено

x 6∈ V.

Следовательно, для любого x ∈ E1 выполнено

x 6∈

 ⋃
y∈E1
y 6=x

U(y)

 ∪ V,
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что и требовалось. Если же из P удалить только V , то оставшийся
набор окрестностей останется счётным. Таким образом, счётное по-
крытие P не имеет конечного подпокрытия. Получили противоречие
со счётной компактностью множества S. �

Прим е р 2.1.7. Приведём пример топологического простран-
ства, которое не является счётно-компактным (а значит, также не
является компактным или секвенциально компактным), любое под-
множество которого имеет в нём предельную точку. Этот пример
предложил студент 076 группы МФТИ Р. Таханов. Пусть X = N —
множество натуральных чисел. Определим топологию τ в N следу-
ющим образом. Объявим базой топологии τ семейство

β =
{
Vk = {2k − 1, 2k}

∣∣ k ∈ N } ,
т. е. любое множество Vk из семейства β состоит из двух чисел 2k−1
и 2k для k ∈ N. Так как разные множества из β не пересекаются, а
объединение всех элементов семейства β совпадает с N, то по теоре-
ме 1.1.43 получаем, что β действительно является базой некоторой
топологии τ . Иными словами, множество V ∈ τ , если и только если
число 2k ∈ V тогда и только тогда, когда 2k−1 ∈ V , где k ∈ N. Ясно,
что N не является счётно-компактным, так как его счётное открытое
покрытие {Vk}+∞k=1, не имеет конечного подпокрытия. Тем не менее,
любое непустое подмножество E ⊂ N имеет в (N, τ) предельную точ-
ку. Действительно, если для некоторого k ∈ N точка 2k ∈ E, то 2k−1
является предельной для E, так как любая окрестность точки 2k−1
содержит точку 2k ∈ E, и 2k 6= 2k− 1. Аналогично, если 2k− 1 ∈ E,
то 2k является предельной для E, так как любая окрестность точки
2k содержит точку 2k − 1 ∈ E, и 2k − 1 6= 2k. N

Опр е д е л е н и е 2.1.8. Будем говорить, что топологическое
пространство (X, τ) удовлетворяет первой аксиоме отделимости, ес-
ли для любых различных точек x, y ∈ X, т. е. x 6= y, существуют их
окрестности U(x) ∈ τ и U(y) ∈ τ , такие, что x 6∈ U(y) и y 6∈ U(x).

Утв е ржд е н и е 2.1.9. Топологическое пространство (X, τ)
удовлетворяет первой аксиоме отделимости тогда и только тогда,
когда любое его одноточечное подмножество является замкнутым.

Док а з а т е л ь с т в о. Действительно, для любого x ∈ X за-
мкнутость одноточечного подмножества {x} равносильна по опре-
делению 1.1.10 открытости его дополнения. Это в свою очередь вы-
полняется тогда и только тогда, когда для любого y 6= x существует
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окрестность U(y) ∈ τ , такая, что x 6∈ U(y). Последнее совпадает с
первой аксиомой отделимости. �

З ам е ч а н и е 2.1.10. В монографии [1] понятие счётной ком-
пактности определяется иначе: множество S называется счётно-ком-
пактным по [1], если любое его бесконечное подмножество имеет в S
предельную точку (см. [1, гл. II, § 6, с. 103]). Теорема 9 из [1, гл. II,
§ 6, с. 103] вроде бы устанавливает эквивалентность между опреде-
лением счётной компактности из [1] и определением 2.1.2 счётной
компактности через счётное открытое покрытие. Однако, как видно
из примера 2.1.7, наличие предельной точки у любого бесконечного
подмножества не влечёт наличие конечного подпокрытия у произ-
вольного счётного покрытия. Ошибка в доказательстве упомянутой
теоремы 9 из [1, гл. II, § 6, с. 103] заключается в том, что предель-
ная точка x0 последовательности {xn}∞n=1, состоящей из различных
точек и не содержащей x0, может и не быть предельной точкой “хво-
ста” этой последовательности {xn+1, xn+2, . . .} (cм. детали доказа-
тельства теоремы 9 в [1, гл. II, § 6, с. 104]). Это было бы справед-
ливо, если бы выполнялась первая аксиома отделимости. Действи-
тельно, в этом случае конечное множество Fn = {x1, . . . , xn} явля-
ется замкнутым в силу утверждения 2.1.9 как конечное объедине-
ние замкнутых одноточечных множеств. Следовательно, для любой
окрестности U(x0) точки x0 множество V (x0) = U(x0)∩F c является
открытым и содержит x0. Поэтому V (x0) — окрестность точки x0, не
содержащая первые n элементов последовательности. Однако V (x0)
содержит хотя бы один элемент последовательности, который таким
образом имеет номер, больший n, т. е. принадлежит “хвосту”. При
отсутствии первой аксиомы отделимости, например, в топологиче-
ском пространстве из примера 2.1.7, последовательность различных
точек xn = n+ 1, n ∈ N имеет предельную точку x0 = 1, так как лю-
бая окрестность x0 содержит x1. Однако уже множество {x2, x3, . . .}
не имеет x0 в качестве предельной точки. �

Выясним, при каких условиях счётно-компактное множество S ⊂
⊂ X является секвенциально компактным.

Утв е ржд е н и е 2.1.11. Пусть топологическое пространство
(X, τ) удовлетворяет первой аксиоме отделимости и аксиоме счётнос-
ти (см. определение 1.1.37). Тогда всякое счётно-компактное множе-
ство S ⊂ X является секвенциально компактным.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что счётно-компактное множество S ⊂ X не является секвенци-
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ально компактным. Тогда существует последовательность {xn}∞n=1 ⊂
⊂ S, не имеющая сходящейся к элементу S подпоследовательности.
Покажем, что в этом случае для любого x ∈ S существует его окрест-
ность U(x) ∈ τ , содержащая не более конечного набора элементов по-
следовательности {xn}∞n=1. Действительно, пусть существует x ∈ S,
любая окрестность которого содержит бесконечное число элементов
последовательности {xn}∞n=1. Пусть {Um}∞m=1 — счётная локальная
база точки x. Определим

Wm =

m⋂
k=1

Uk.

Ясно, что {Wm}∞m=1 также является локальной базой точки x, при
этом

Wm+1 ⊂Wm ∀m ∈ N.

Так как в окрестности Wm точки x находится бесконечное число
элементов последовательности {xn}∞n=1, то существует строго воз-
растающая последовательность натуральных чисел nm, такая, что

xnm ∈Wm ∀m ∈ N.

Получили подпоследовательность {xnm}∞m=1 рассматриваемой после-
довательности, которая сходится к x. Действительно, для любой
окрестности V (x) ∈ τ точки x существует m0 ∈ N, такой, что

Wm0 ⊂ V (x).

Тогда для любого m > m0 выполнено

xnm ∈Wm ⊂Wm0
⊂ V (x), т. е. xnm

τ→ x при m→∞.

Получили противоречие с отсутствием у рассматриваемой последо-
вательности сходящейся подпоследовательности.

Итак, для любого x ∈ S существует его окрестность U(x) ∈ τ , со-
держащая не более конечного набора элементов последовательности
{xn}∞n=1. Для любого x ∈ S выделим все элементы последователь-
ности {xn}∞n=1, входящие в U(x) и не совпадающие с x. Обозначим
их через {xnk}Nk=1. Так как в силу первой аксиомы отделимости для
любого k ∈ 1, N одноточечное множество {xnk} замкнуто, то суще-
ствует окрестность Uk(x) ∈ τ точки x, такая, что

xnk 6∈ Uk(x).
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Тогда окрестность

V (x) = U(x) ∩ U1(x) ∩ . . . ∩ UN (x) ∈ τ

точки x не содержит элементов последовательности {xn}∞n=1, за ис-
ключением, быть может, самой точки x. Поэтому для любого

x ∈ S\{xn}∞n=1 = E

его окрестность V (x) не содержит ни одного элемента последова-
тельности {xn}∞n=1, т. е. справедливо вложение

S ∩ V (x) ⊂ E.

Определим множество
V0 =

⋃
x∈E

V (x).

По определению 1.1.1 множество V0 является открытым, причём
справедливо соотношение

E ⊂ S ∩ V0 =
⋃
x∈E

(
S ∩ V (x)

)
⊂ E.

Следовательно,
E = S\{xn}∞n=1 = S ∩ V0.

Далее для любого n ∈ N обозначим Vn = V (xn). Определим счётное
открытое покрытие

P = {Vn}∞n=0

множества S, которое по построению не имеет конечного подпокры-
тия. Получили противоречие со счётной компактностью множества
S. �

З ам е ч а н и е 2.1.12. Оказывается, можно не требовать выпол-
нения первой аксиомы отделимости для топологического простран-
ства (X, τ), чтобы получить результат утверждения 2.1.11. Пусть
топологическое пространство (X, τ) удовлетворяет только аксиоме
счётности. Тогда всякое счётно-компактное множество S ⊂ X явля-
ется секвенциально компактным. Следующее доказательство этого
факта предложил студент 972 группы К. Шестаков.

Пусть множество S ⊂ X является счётно-компактным. Тогда
утверждаем, что для любого счётного множества M ⊂ S существует
x ∈ S, такое, что в любой окрестности U(x) есть бесконечно много
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элементов множества M . Предположим, рассуждая от противного,
что это не так. Тогда для любого x ∈ S существует окрестность V (x),
такая, что пересечение V (x)∩M конечно или пусто. Для любого ко-
нечного множества F ⊂M рассмотрим множество

XF =
{
x ∈ S

∣∣ V (x) ∩M = F
}
,

и определим открытое множество

WF =
⋃

x∈XF

V (x).

Рассмотрим также множество

X0 = { x ∈ S | V (x) ∩M = ∅ } ,

и определим открытое множество

W0 =
⋃
x∈X0

V (x).

Тогда совокупность множеств

P = {W0, WF | F ⊂M и F – конечное множество }

образуют счётное открытое покрытие множества S. Действительно,
по предположению, для любого x ∈ S пересечение V (x)∩M конечно
или пусто. Если V (x) ∩M = F — конечное множество, то x ∈ WF ,
если же V (x)∩M = ∅, то x ∈W0. Счётность покрытия P следует из
счётности совокупности всех конечных подмножеств счётного мно-
жества M . Тем не менее, любая конечная совокупность открытых
множеств покрытия P по построению содержит не более конечно-
го набора элементов счётного множества M , и поэтому не образует
конечного покрытия даже множества M . Итак, построено счётное
открытое покрытие множества S, не имеющее конечного подпокры-
тия, что противоречит условию счётной компактности S.

Таким образом, установлено, что для любого счётного множества
M ⊂ S существует x ∈ S, такое, что в любой окрестности U(x)
есть бесконечно много элементов множества M . Теперь рассмотрим
произвольную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S. Пусть

M = { xn | n ∈ N }

множество её значений. Если M конечно, то у рассматриваемой по-
следовательности существует стационарная подпоследовательность,
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которая очевидно является сходящейся в S. Если же множество M
счётно, то для него существует точка x ∈ S, в любой окрестности
которой есть бесконечно много элементов множества M , т. е. эле-
ментов рассматриваемой последовательности. Пользуясь аксиомой
счётности, рассмотрим локальную базу {Wm}∞m=1 точки x, такую,
что

Wm+1 ⊂Wm ∀m ∈ N.
Так как в любой окрестности Wm точки x находится бесконечное
число элементов последовательности {xn}∞n=1, то существует стро-
го возрастающая последовательность натуральных чисел nm, такая,
что

xnm ∈Wm ∀m ∈ N.
Получили подпоследовательность {xnm}∞m=1 рассматриваемой после-
довательности, которая, как было показано в доказательстве утвер-
ждения 2.1.11, сходится к x. Таким образом, секвенциальная ком-
пактность множества S установлена. �

Выясним, при каких условиях множество S ⊂ X, любое бесконеч-
ное подмножество которого имеет в S предельную точку, является
счётно-компактным или секвенциально компактным.

Утв е ржд е н и е 2.1.13. Пусть топологическое пространство
(X, τ) удовлетворяет первой аксиоме отделимости. Тогда всякое мно-
жество S ⊂ X, любое бесконечное подмножество которого имеет в S
предельную точку, является счётно-компактным.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество S ⊂ X таково, что лю-
бое его бесконечное подмножество имеет в нём предельную точку.
Предположим, что множество S не является счётно-компактным.
Тогда существует счётное открытое покрытие

P = {Vk}∞k=1

множества S, которое не имеет конечного подпокрытия. Следова-
тельно, для любого номера n существует xn ∈ S, такое, что

xn 6∈
n⋃
k=1

Vk.

Если множество значений последовательности {xn}∞n=1 конечно, то
существует стационарная подпоследовательность

xnm = x0 ∈ S.
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Так как семейство P является покрытием S, то существует номер k0,
такой, что x0 ∈ Vk0 . Тогда существует номер m0, такой, что для всех
m > m0 выполнено неравенство nm > k0. Следовательно,

xnm = x0 ∈ Vk0 ⊂
nm⋃
k=1

Vk,

т. е. получили противоречие.
Если же множество значений последовательности {xn}∞n=1 бес-

конечно, то существует подпоследовательность {xnm}∞m=1, целиком
состоящая из различных точек, т. е.

xnm 6= xnk при m 6= k.

По условию бесконечное множество

E = {xnm}∞m=1

имеет в S предельную точку x0. Так как все элементы множества
E различны, то без ограничения общности можно считать, что x0 6∈
∈ E. Действительно, так как в любой окрестности x0 есть элемент
множества E, отличный от x0, то точка x0 является предельной и
для множества E\{x0}. Следовательно, если существует номер s0,
такой, что x0 = xns0 , то исключим элемент xns0 из рассматриваемой
последовательности. Итак, далее считаем, что

x0 6= xnm ∀m ∈ N.

Так как семейство P является покрытием S, то существует номер k0,
такой, что

x0 ∈ Vk0 .
Тогда существует номер m0, такой, что для всех m > m0 выполнено
неравенство nm > k0. Рассмотрим множество

F0 = {xn1 , . . . , xnm0
}.

В силу первой аксиомы отделимости множество F0 является замкну-
тым как конечное объединение замкнутых одноточечных множеств.
Так как x0 6∈ F0 то существует окрестность U(x0) ∈ τ , такая, что

U(x0) ∩ F0 = ∅.

Так как x0 является предельной точкой множества E, то в окрест-
ности

W0 = U(x0) ∩ Vk0 ∈ τ
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точки x0 находится хотя бы один элемент множества E. Следова-
тельно, существует номер m, такой, что xnm ∈ W0. Так как пер-
вые m0 элементов последовательности {xnk}∞k=1 не лежат в U(x0),
то получаем, что m > m0. Следовательно, справедливо неравенство
nm > k0, и при этом выполнено вложение

xnm ∈W0 ⊂ Vk0 ⊂
nm⋃
k=1

Vk,

т. е. получили противоречие. �

Утв е ржд е н и е 2.1.14. Пусть топологическое пространство
(X, τ) удовлетворяет первой аксиоме отделимости и аксиоме счётнос-
ти. Тогда всякое множество S ⊂ X, любое бесконечное подмножество
которого имеет в S предельную точку, является секвенциально ком-
пактным.

Док а з а т е л ь с т в о. Cазу следует из утверждений 2.1.13 и
2.1.11. �

Прим е р 2.1.15. Покажем что свойство секвенциальной ком-
пактности (и, поэтому, счётной компактности) множества S тополо-
гического пространства (X, τ) не влечёт топологическую компакт-
ность S. Рассмотрим пространство X, состоящее из всех веществен-
ных функций, определённых на отрезке [0, 1], оснащённое топологи-
ей τ поточечной сходимости (см. пример 1.1.46). Пусть S — подмно-
жество X, состоящее из всевозможных функций

x: [0, 1]→ [0, 1],

каждая из которых равна нулю за пределами некоторого счётного
подмножества M(x) отрезка [0, 1]. Иными словами, любая функция
x ∈ S может принимать значения из (0, 1] на не более чем счётном
подмножестве отрезка [0, 1]. Покажем, что S не является топологиче-
ским компактом в пространстве (X, τ). Действительно, рассмотрим
функцию x0 ∈ S, всюду на [0, 1] равную нулю, и для любого t ∈ [0, 1]
рассмотрим её τ–окрестность вида

V (x0, t, 1) =
{
z ∈ X

∣∣ |z(t)| < 1
}
.

Тогда вложение z ∈ S ∩ V (x0, t, 1) равносильно соотношениям z ∈ S
и 0 6 z(t) < 1. Семейство τ–открытых множеств

P =
{
V (x0, t, 1)

∣∣ t ∈ [0, 1]
}
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образует τ–открытое покрытие множества S, так как любая функция
z ∈ S равна нулю на любом аргументе t ∈ [0, 1]\M(z) 6= ∅, и поэтому
справедливо вложение

z ∈ V (x0, t, 1) ∀ t ∈ [0, 1]\M(z).

Тем не менее, для любого конечного подсемейства семейства P ви-
да V (x0, t1, 1), . . . , V (x0, tN , 1) существует функция z ∈ S, значение
которой на любом аргументе ti равно единице, а на остальных аргу-
ментах t ∈ [0, 1]\{t1, . . . , tN} её значения равны нулю. Такая функ-
ция z, очевидно, не принадлежит ни одному множеству V (x0, ti, 1)
для i ∈ 1, N . Следовательно, открытое покрытие P множества S не
содержит конечного подпокрытия.

Теперь покажем, что множество S является секвенциальным ком-
пактом (и, поэтому, счётным компактом в силу утверждения 2.1.4).
Рассмотрим произвольную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S. Рас-
смотрим числовое множество

M =

∞⋃
n=1

M(xn) ⊂ [0, 1].

Множество M является счётным как счётное объединение счётных
множеств. Пусть M = {tk}∞k=1 ⊂ [0, 1]. Заметим, что xn(t) = 0 для
любого номера n ∈ N и всех аргументов t ∈ [0, 1]\M . Рассмотрим
числовую последовательность xn(t1). Её значения лежат на отрезке
[0, 1], поэтому, по теореме Больцано-Вейерштрасса, она имет сходя-
щуюся подпоследовательность xnk(1)(t1). Далее, рассмотрим число-
вую последовательность xnk(1)(t2). Так как её значения лежат на от-
резке [0, 1], то опять она имеет сходящуюся подпоследовательность
xnk(2)(t2). При этом последовательносить xnk(2)(t1) осталась сходя-
щейся как подпоследовательность сходящейся последовательности
xnk(1)(t1). Теперь, рассуждая по индукции, предположим, что для
m ∈ N мы построили строго возрастающую последовательность на-
туральных чисел {nk(m)}∞k=1, для которой являются сходящимися
последовательности xnk(m)(ti) при всех i ∈ 1,m. Тогда рассматри-
ваем числовую последовательность xnk(m)(tm+1), значения которой
лежат на отрезке [0, 1]. Она имеет сходящуюся подпоследователь-
ность xnk(m+1)(tm+1). При этом последовательностим xnk(m+1)(ti)
для всех i ∈ 1,m остались сходящимися как подпоследовательности
сходящихся последовательностей xnk(m)(ti). Рассмотрим последова-
тельность натуральных чисел {nk(k)}∞k=1. Она является строго воз-
растающей, так как для любого m ∈ N по построению справедливы
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неравенства:
nm+1(m+ 1) > nm+1(m) > nm(m).

Таким образом, xnk(k) — подпоследовательность последовательно-
сти xn, причём для любого m ∈ N последовательность xnk(k)(tm)
является сходящейся как подпоследовательность сходящейся после-
довательности xnk(m)(tm). Так как для любого t ∈ [0, 1]\M выпол-
нено равенство xnk(k)(t) = 0, то получаем, что последовательность
xnk(k) является поточечно сходящейся на отрезке [0, 1] к функции,
равной нулю на любом аргументе вне счётного множестваM . Таким
образом, любая последовательность множества S имеет подпосле-
довательность, поточечно сходящуюся к функции из S, что означа-
ет секвенциальную компактность S в топологическом пространстве
(X, τ). N

Прим е р 2.1.16. Покажем что свойство топологической ком-
пактности (и, поэтому, счётной компактности) множества S тополо-
гического пространства (X, τ) не влечёт секвенциальную компакт-
ность S. Как и в примере 2.1.15, рассмотрим пространство X, состо-
ящее из всех вещественных функций, определённых на отрезке [0, 1],
оснащённое топологией τ поточечной сходимости (см. пример 1.1.46).
Пусть S — подмножество X, состоящее из всевозможных функций

x: [0, 1]→ [0, 1].

Заметим, что топология поточечной сходимости τ есть слабейшая
топология на множестве X, относительно которой непрерывны все
отображения πt:X → R вида πt(x) = x(t), x ∈ X, для любого t ∈
∈ [0, 1]. Действительно, τ–непрерывность отображения πt на множе-
стве X следует из равенства

π−1
t

(
x(t)− ε, x(t) + ε

)
= V (x, t, ε) ∈ τ ∀x ∈ X, ∀ ε > 0.

Если же τ1 — некоторая топология на X, относительно которой
непрерывны все отбражения πt, t ∈ [0, 1], то для любой функции x ∈
∈ X, числа t ∈ [0, 1] и произвольного ε > 0 в силу утверждения 1.1.32
имеем:

V (x, t, ε) = π−1
t

(
x(t)− ε, x(t) + ε

)
∈ τ1.

Следовательно, любое множество из предбазы топологии τ содер-
жится в топологии τ1, что означает вложение τ ⊂ τ1.

Вернёмся к определённому выше множеству S. Фактически оно
представляет собой декартово произведение отрезков It = [0, 1] по
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всем t ∈ [0, 1]. Индуцируя на каждый отрезок It обычную топологию
вещественной оси с базой из всевозможных числовых интервалов, мы
наделяем множество S как декартово произведение всех отрезков It,
t ∈ [0, 1], топологией декартова произведения τc, т. е. слабейшей то-
пологией, относительно которой непрерывны все определённые выше
отображения πt:S → It для всех t ∈ [0, 1]. Следовательно, топология
декартова произведения τc на S совпадает с сужением на множе-
ство S топологии τ поточечной сходимости. По теореме Тихонова
(см. теорему A3 из [2, С. 413]), множество S с топологией декартова
произведения является топологически компактным пространством.
В силу равенства топологии τc и сужения топологии τ на S, получаем
τ–компактность множества S.

Покажем, что множество S не является секвенциальным компак-
том в пространстве (X, τ). Рассмотрим последовательность функ-
ций {xn}∞n=1 ⊂ S, такую, что xn(t) есть n–ая цифра после запятой
в двоичной записи числа t ∈ [0, 1]. Тогда для любой строго возрас-
тающейся последовательности натуральных чисел nk соответствую-
щая подпоследовательность xnk не является сходящейся поточечно
на [0, 1]. Действительно, определим число t ∈ [0, 1] так, что в дво-
ичном представлении его nk–ая цифра после запятой равна нулю
при чётных значениях k и равна единице при нечётных значениях
k. Тогда числовая последовательность xnk(t) является расходящей-
ся. Следовательно, последовательность xn не имеет τ–сходящейся
подпоследовательности. N

Теперь обсудим связь компактности и замкнутости подмножества
топологического пространства.

Опр е д е л е н и е 2.1.17. Говорят, что топологическое простран-
ство (X, τ) удовлетворяет второй аксиоме отделимости, если любые
две различные точки из X имеют непересекающиеся окрестности,
т. е. для любых x, y ∈ X, x 6= y, существуют их окрестности U(x) ∈ τ
и U(y) ∈ τ , такие, что

U(x) ∩ U(y) = ∅.

Топологическое пространство, удовлетворяющее второй аксиоме от-
делимости, называется хаусдорфовым.

Утв е ржд е н и е 2.1.18. Пусть топологическое пространство
(X, τ) является хаусдорфовым. Тогда любое компактное множество
S ⊂ X является замкнутым.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество S ⊂ X является ком-
пактным. Рассмотрим произвольную точку x 6∈ S. Тогда в силу вто-
рой аксиомы отделимости для любого y ∈ S существует окрестность
Uy(x) ∈ τ точки x и окрестность U(y) ∈ τ точки y, такие, что

Uy(x) ∩ U(y) = ∅.

Получаем открытое покрытие

P =
{
U(y)

∣∣ y ∈ S
}

множества S. В силу компактности S его открытое покрытие P име-
ет конечное подпокрытие, т. е. существует конечный набор точек
y1, . . . yN множества S, такой, что семейство{

U(yk)
∣∣ k ∈ 1, N

}
является покрытием S. Определим окрестность точки x вида

V (x) =

N⋂
k=1

Uyk(x).

Так как

S ⊂
N⋃
k=1

U(yk) и Uyk(x) ∩ U(yk) = ∅ ∀ k = 1, N,

то V (x)∩S = ∅, т. е. V (x) ⊂ Sc. Поэтому для дополнения множества
S справедливо равенство

Sc =
⋃
x∈Sc

V (x),

т. е. по определению 1.1.1 множество Sc ∈ τ . Следовательно, по опре-
делению 1.1.10 множество S является замкнутым. �

Утв е ржд е н и е 2.1.19. Пусть топологическое пространство
(X, τ) является хаусдорфовым. Тогда любое секвенциально компакт-
ное множество S ⊂ X является секвенциально замкнутым.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество S ⊂ X является се-
квенциальным компактным. Рассмотрим любую точку z ∈ [S]секв..
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По определению 1.1.27 существует последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S,
такая, что

xn
τ→ z при n→∞.

Так как множество S является секвенциальным компактом, то су-
ществует подпоследовательность xnm и точка x0 ∈ S, такая, что

xnm
τ→ x0 при m→∞.

Однако xnm также является сходящейся и к точке z как подпоследо-
вательность сходящейся к z последовательности xn. Предположим,
что z 6= x0. Тогда по определению 2.1.17 существуют непересекаю-
щиеся окрестности U(z) ∈ τ и U(x0) ∈ τ соответственно точек z и
x0. В силу сходимости xnm к точке z существует номер N , такой, что
для всех m > N выполнено вложение

xnm ∈ U(z).

Аналогично в силу сходимости xnm к точке x0 существует номер M ,
такой, что для всех m > M выполнено вложение

xnm ∈ U(x0).

Следовательно, для всех m > max{N,M} получаем

xnm ∈ U(z) ∩ U(x0),

т. е. пересечение U(z) ∩ U(x0) 6= ∅. Получили противоречие. Таким
образом, выполнено соотношение z = x0 ∈ S. Следовательно, любая
секвенциальная точка прикосновения множества S принадлежит S,
т. е. множество S является секвенциально замкнутым. �

Покажем на примере, что компактное подмножество топологи-
ческого пространства, удовлетворяющего первой и не удовлетворя-
ющего второй аксиоме отделимости, может быть незамкнутым, а
секвенциально компактное множество может быть секвенциально
незамкнутым.

Прим е р 2.1.20. Пусть X = [0, 1]. Непустое множество V ⊂ X
объявим открытым, если оно отличается от X не более чем на ко-
нечное множество точек. Так определенная совокупность открытых
множеств образует в X топологию τ . Действительно, вложения ∅ ∈
∈ τ и X ∈ τ выполнены по определению τ . Рассмотрим произвольное
семейство {

Vα ⊂ τ
∣∣ α ∈ A

}
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и множество
W =

⋃
α∈A

Vα.

Если W = ∅, то получаем W ∈ τ . Если же W 6= ∅, то существует
α0 ∈ A, такое, что

Vα0
6= ∅.

Поэтому множество
X\W ⊂ X\Vα0

не более чем конечно. Следовательно, по определению τ , справедли-
во вложение W ∈ τ . Рассмотрим конечное семейство{

Vk ⊂ τ
∣∣ k ∈ 1, N

}
и множество

W =

N⋂
k=1

Vk.

Если W = ∅, то W ∈ τ . Если же W 6= ∅, то для любого k ∈ 1, N
выполнено неравенство Vk 6= ∅. Поэтому множество

X\W =

N⋃
k=1

(
X\Vk

)
не более чем конечно как конечное объединение не более чем конеч-
ных множеств. Следовательно,W ∈ τ . Таким образом, доказано, что
семейство τ является топологией в X.

Ясно, что любое одноточечное подмножество {x} ⊂ X замкнуто в
(X, τ), так как его дополнениеX\{x} ∈ τ по определению τ . Отметим
также, что (X, τ) не является хаусдорфовым, так как ни одна пара
различных точек из X не имеет непересекающихся окрестностей.
Действительно, если x, y ∈ X и x 6= y, a U(x) ∈ τ и U(y) ∈ τ —
окрестности точек x и y соответственно, то U(x) ∩ V (x) отличается
от X не более чем на конечное множество точек, а значит, не пусто.

Заметим, что любая последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X, состоя-
щая из различных элементов, является сходящейся по топологии τ
к любой точке z ∈ X. Действительно, для любой точки z ∈ X любая
её окрестность U(z) ∈ τ отличается от X не более чем на конечное
множество точек. Следовательно, так как рассматриваемая последо-
вательность имеет счётное множество значений, существует номер
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N , такой, что для всех n > N выполнено xn ∈ U(z). Это означает,
что

xn
τ→ z при n→∞.

Рассмотрим произвольное счётное множество K ⊂ X вида

K = {xn}∞n=1,

причём выполнено xn 6= xm при n 6= m. Так как множествоK счётно,
то

X\K 6∈ τ,

т. е.X\K не открыто. Следовательно, множествоK не замкнуто. Тем
не менее множество K является компактом в (X, τ). Действительно,
пусть

P =
{
Vα ∈ τ

∣∣ α ∈ A
}

произвольное открытое покрытие множества K. Тогда существует
α1 ∈ A, такое, что справедливо вложение

x1 ∈ Vα1
.

Так как множество Vα1
отличается от X не более чем на конечное

число точек, то существует номер N1 такой, что для любого n > N1

справедливо вложение
xn ∈ Vα1 .

Так как для любого n ∈ 2, N1 существует αn ∈ A, такой, что

xn ∈ Vαn ,

то получаем вложение

K ⊂
N1⋃
n=1

Vαn .

Следовательно, семейство
{
Vαn

}N1

n=1
является конечным подпокры-

тием покрытия P для K. Компактность множества K доказана.
Так как последовательность K состоит из различных точек, то

она является сходящейся в (X, τ) к любой точке z ∈ X. Тогда полу-
чаем, что

[K]секв. = X 6= K.

Следовательно, множество K не является секвенциально замкну-
тым. Тем не менее множество K является секвенциальным компак-
том. Действительно, рассмотрим произвольную последовательность
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ym = xnm элементов множества K. Если множество значений после-
довательности ym конечно, то она имеет стационарную подпоследо-
вательность ymk = xn0 для любого k ∈ N, естественно сходящуюся
к точке xn0

∈ K. Если же множество значений последовательности
ym бесконечно, то она имеет подпоследовательность ymk , состоящую
из различных точек. Но тогда она является сходящейся по тополо-
гии τ к любой точке пространства X, в частности, к x1 ∈ K. Таким
образом, любая последовательность элементов счётного множества
K имеет подпоследовательность, сходящуюся к точке множества K,
что и требовалось доказать для секвенциальной компактности K.N

Утв е ржд е н и е 2.1.21. Топологическое пространство (X, τ)
является компактным тогда и только тогда, когда любое его соб-
ственное замкнутое подмножество является компактным.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть топологическое пространство (X, τ)
является компактным. Рассмотрим произвольное замкнутое множе-
ство F ⊂ X, такое, что F 6= X. Пусть семейство{

Vα ∈ τ
∣∣ α ∈ A

}
образует открытое покрытие множества F , т. е.

F ⊂
⋃
α∈A

Vα.

В силу замкнутости F получаем, что его дополнение W = X\F от-
крыто. Так как

X = F ∪W ⊂

( ⋃
α∈A

Vα

)
∪W,

то семейство открытых множеств{
W, Vα

∣∣ α ∈ A
}

образует открытое покрытие компакта X. Следовательно, оно имеет
конечное подпокрытие, т. е. существует конечный набор индексов
α1, . . . , αN ∈ A, такой, что

X ⊂

(
N⋃
k=1

Vαk

)
∪W.
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Так как множество W не пересекается с F , то получаем, что

F ⊂
N⋃
k=1

Vαk .

Таким образом, произвольное открытое покрытие множества F име-
ет конечное подпокрытие. Следовательно, множество F является
компактом.

Обратно, пусть любое собственное замкнутое множество из X яв-
ляется компактом. Рассмотрим произвольное открытое покрытие

P =
{
Vα ∈ τ

∣∣ α ∈ A
}

множества X, т. е.
X ⊂

⋃
α∈A

Vα.

Выберем индекс α0 ∈ A так, чтобы

Vα0 6= ∅.

Если X ⊂ Vα0
, то конечное подпокрытие для покрытия P состоит из

одного множества Vα0
. Если же X 6⊂ Vα0

, то рассмотрим множество

F0 = X\Vα0
.

Тогда в силу Vα0
6= ∅ получаем F0 6= X. Также множество F0 за-

мкнуто, так как Vα0 открыто. Следовательно, по условию множе-
ство F0 является компактом. При этом семейство открытых мно-
жеств P\{Vα0

} образует покрытие для F0. Тогда у него существу-
ет конечное подпокрытие, т. е. найдётся конечный набор индексов
α1, . . . , αN ∈ A, такой, что

F0 ⊂
N⋃
k=1

Vαk .

Поэтому

X ⊂
N⋃
k=0

Vαk .

Таким образом, покрытие P имеет конечное подпокрытие {Vαk}Nk=0.
Следовательно, множество X является компактом. �
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Опр е д е л е н и е 2.1.22. Семейство множеств{
Sα

∣∣ α ∈ A
}

(здесь A — некоторое множество индексов) называется центриро-
ванным, если для любого конечного множества индексов α1, . . . , αN
выполнено неравенство

N⋂
k=1

Sαk 6= ∅.

Утв е ржд е н и е 2.1.23. Топологическое пространство (X, τ)
является компактным тогда и только тогда, когда любое центриро-
ванное семейство его замкнутых подмножеств имеет непустое пере-
сечение.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество X является компакт-
ным. Рассмотрим произвольное центрированное семейство его за-
мкнутых подмножеств {

Fα
∣∣ α ∈ A

}
.

Предположим, что ⋂
α∈A

Fα = ∅.

Определим для любого α ∈ A множество

Vα = X\Fα.

Так как множество Fα является замкнутым, то множество Vα явля-
ется открытым. При этом справедливо равенство⋃

α∈A

Vα = X\
⋂
α∈A

Fα = X.

Следовательно, семейство множеств{
Vα

∣∣ α ∈ A
}

образует открытое покрытие множества X. В силу компактности X
у этого покрытия существует конечное подпокрытие, т. е. существует
конечный набор индексов α1 , . . . , αN ∈ A, такой, что

X =
N⋃
k=1

Vαk .
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Поэтому
N⋂
k=1

Fαk = X\
N⋃
k=1

Vαk = ∅.

Получили противоречие с определением 2.1.22 центрированного се-
мейства множеств. Таким образом, выполнено соотношение⋂

α∈A

Fα 6= ∅.

Пусть теперь любое центрированное семейство замкнутых под-
множеств множестваX имеет непустое пересечение. Рассмотрим про-
извольное открытое покрытие{

Vα
∣∣ α ∈ A

}
множества X, т. е. Vα ∈ τ для любого α ∈ A, и

X =
⋃
α∈A

Vα.

Предположим, что для любого конечного набора индексов

α1 , . . . , αN ∈ A

семейство {Vαk}Nk=1 не является покрытием множества X. Следова-
тельно,

X\
N⋃
k=1

Vαk 6= ∅.

Определим для любого α ∈ A замкнутое множество

Fα = X\Vα.

Тогда
N⋂
k=1

Fαk = X\
N⋃
k=1

Vαk 6= ∅

для любого конечного набора индексов α1 , . . . , αN ∈ A . Поэтому
семейство замкнутых множеств{

Fα
∣∣ α ∈ A

}
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является центрированным. Но тогда по условию⋂
α∈A

Fα 6= ∅.

Однако, с другой стороны,⋂
α∈A

Fα = X\
⋃
α∈A

Vα = ∅,

т. е. получили противоречие. Таким образом, произвольное открытое
покрытие множества X имеет конечное подпокрытие, что означает
компактность множества X. �

2.2. Компактные множества в метрических
пространствах

Опр е д е л е н и е 2.2.1. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Множество S ⊂ X называется вполне ограниченным, если для
любого ε > 0 существует конечный набор точек x1, . . . , xN множе-
ства S, такой, что

S ⊂
N⋃
k=1

Bε(xk).

Указанный набор точек {xk}Nk=1 ⊂ S называется конечной ε–сетью
множества S.

З ам е ч а н и е 2.2.2. Заметим, что вполне ограниченное мно-
жество метрического пространства является ограниченным (т. е. со-
держится в некотором шаре), обратное же не верно. Действительно,
пусть (X, ρ) — метрическое пространство, а множество S ⊂ X явля-
ется вполне ограниченным. Тогда у множества S существует конеч-
ная 1–сеть x1, . . . , xN ∈ S, т. е. справедливо вложение

S ⊂
N⋃
k=1

B1(xk).

Определим число
R = 1 + max

k∈1,N
ρ(x1, xk).
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Так как для любого z ∈ S существует k ∈ 1, N , такой, что ρ(z, xk) 6
6 1, то

ρ(z, x1) 6 ρ(z, xk) + ρ(x1, xk) 6 1 + ρ(x1, xk) 6 R.

Следовательно, справедливо вложение

S ⊂ BR(x1),

т. е. множество S является ограниченным. Покажем на примере,
что ограниченное множество метрического пространства может не
быть вполне ограниченным. Рассмотрим метрическое пространство
`∞, описанное в примере 1.4.12, и множество

S =
{
x ∈ `∞

∣∣ |x(k)| 6 1 ∀ k ∈ N
}
,

т. е. S = B1(0). Следовательно, S является ограниченным в `∞. При
этом оно содержит последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ S

вида xn(k) = 0 при n 6= k и xn(n) = 1. Тогда ρ(xn, xm) = 1 для лю-
бых n 6= m. Если предположить, что множество S является вполне
ограниченным в `∞, то в нём существует конечная 1

4–сеть z1, . . . , zN .
Поэтому существует номер m ∈ 1, N , такой, что в шаре B 1

4
(zm) со-

держится бесконечно много элементов последовательности {xn}∞n=1.
Следовательно, существуют два номера n1 6= n2, такие, что

xn1
, xn2

∈ B 1
4
(zm).

Отсюда получаем

1 = ρ(xn1 , xn2) 6 ρ(xn1 , zm) + ρ(xn2 , zm) 6
1

2
,

т. е. получили противоречие. �

Те о р ем а 2.2.3. (критерий компактности Фреше) Пусть
(X, ρ) — метрическое пространство, множество S ⊂ X. Тогда следу-
ющие свойства эквивалентны:

1) множество S является компактом;
2) метрическое пространство (S, ρ) является полным и вполне

ограниченным;
3) множество S является секвенциально компактным.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие 1. Для доказа-
тельства полноты метрического пространства S воспользуемся прин-
ципом вложенных шаров (см. теорему 1.4.8). Рассмотрим в метри-
ческом пространстве (S, ρ) произвольную убывающую по вложению
последовательность {Fn}∞n=1 замкнутых шаров со стремящимися к
нулю радиусами. Эта последовательность шаров образует в S цен-
трированное семейство замкнутых множеств, так как пересечение
любого конечного набора таких шаров Fn1 , . . . , Fnm содержит шар с
номером k = max{n1, . . . , nm}:

Fk ⊂
m⋂
s=1

Fns .

Следовательно, такое пересечение не пусто. Тогда по утверждению 2.1.23
пересечение всех шаров из рассматриваемой последовательности не
пусто. В силу принципа вложенных шаров (теорема 1.4.8) метри-
ческое пространство (S, ρ) является полным. Для любого ε > 0 рас-
смотрим покрытие множества S открытыми шарами радиуса ε с цен-
трами во всех точках множества S, т. е.

P =
{
Oε(x)

∣∣ x ∈ S
}
.

В силу компактности множества S открытое покрытие P имеет ко-
нечное подпокрытие, т. е. существует конечный набор точек x1, . . . , xN
множества S, такой, что

S ⊂
N⋃
k=1

Oε(xk) ⊂
N⋃
k=1

Bε(xk).

Получили, что набор точек x1, . . . , xN образует ε–сеть множества S.
Следовательно, множество S является вполне ограниченным.

Пусть выполнено условие 2. Покажем, что множество S являет-
ся секвенциально компактным. Рассмотрим произвольную последо-
вательность {xn}∞n=1 ⊂ S. Определим бесконечно малую числовую
последовательность εk = 1

k . Так как множество S является вполне
ограниченным, то для любого номера k у него существует конечная
εk–сеть. Тогда существует шар Bε1(z1), в котором находится беско-
нечно много элементов последовательности {xn}∞n=1 ⊂ S. Образуем
из этих элементов подпоследовательность

{xn1(m)}∞m=1 ⊂ Bε1(z1) ∩ S.
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Предположим, рассуждая по индукции, что для номера k определена
подпоследовательность

{xnk(m)}∞m=1 ⊂ Bεk(zk) ∩ S.

Так как множество S имеет конечную εk+1–сеть, то существует шар
Bεk+1

(zk+1), содержащий бесконечно много элементов последователь-
ности {xnk(m)}∞m=1. Образуем из этих элементов (k + 1)–ую подпо-
следовательность

{xnk+1(m)}∞m=1 ⊂ Bεk+1
(zk+1) ∩ S.

Тогда, в силу вложения (k + 1)-ой подпоследоватедльности в k-ую,
автоматически имеем неравенство

nk+1(k) > nk(k).

Так как по определению подпоследовательности имеем неравенство

nk+1(m+ 1) > nk+1(m) ∀m ∈ N,

то выполнено также неравенство

nk+1(k + 1) > nk+1(k).

Следовательно, получаем

nk+1(k + 1) > nk+1(k) > nk(k), т. е. nk+1(k + 1) > nk(k).

Таким образом, по индукции мы определяем «диагональную» подпо-
следовательность {xnk(k)}∞k=1 исходной последовательности. Описан-
ная процедура построения такой подпоследовательности называется
Канторовым диагональным процессом.

Для любого ε > 0 существует номер N(ε) =
[

2
ε

]
, такой, что для

любых k > N(ε) и s ∈ N получаем неравенство

ρ
(
xnk(k), xnk+s(k+s)

)
6 ρ

(
xnk(k), zk

)
+ ρ

(
xnk+s(k+s), zk

)
6

2

k
< ε.

Следовательно, полученная подпоследовательность {xnk(k)}∞k=1 фун-
даментальна в полном метрическом пространстве (S, ρ), а значит,
является сходящейся в S. Таким образом, множество S является се-
квенциально компактным.

Пусть выполнено условие 3. Докажем компактность множества
S. Прежде всего покажем, что секвенциальная компактность мно-
жества S влечёт его вполне ограниченность. Действительно, если
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предположить, что множество S не является вполне ограниченным,
то существует ε > 0, для которого не существует конечной ε–сети
множества S. Выберем произвольную точку x1 ∈ S. По предположе-
нию справедливо соотношение

S 6⊂ Bε(x1).

Следовательно, существует

x2 ∈ S\Bε(x1),

т. е. ρ(x2, x1) > ε. Предположим, рассуждая по индукции, что по-
строены n точек x1, . . . , xn множества S, таких, что ρ(xk, xm) > ε
для любых номеров k 6= m, где k,m ∈ 1, n. По предположению спра-
ведливо соотношение

S 6⊂
n⋃
k=1

Bε(xk).

Следовательно, существует

xn+1 ∈ S\
n⋃
k=1

Bε(xk),

т. е. ρ(xn+1, xk) > ε для всех k ∈ 1, n. Таким образом, определена
последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ S,

такая, что для любых номеров k 6= m выполнено неравенство

ρ(xk, xm) > ε.

Следовательно, любая подпоследовательность построенной последо-
вательности {xn}∞n=1 не является фундаментальной, т. е. является
расходящейся. Получили противоречие с секвенциальной компакт-
ностью множества S. Далее предположим, что секвенциально ком-
пактное множество S не является компактным. Тогда существует
открытое покрытие

P =
{
Vα

∣∣ α ∈ A
}

множества S, не имеющее конечного подпокрытия. Так как для каж-
дого n ∈ N множество S имеет конечную 1

n–сеть, то существует эле-
мент этой сети — точка zn ∈ S, такая, что шар B 1

n
(zn) не может быть
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покрыт конечным набором множеств из семейства P. В силу секвен-
циальной компактности множества S последовательность {zn}∞n=1

имеет сходящуюся подпоследовательность {znm}∞m=1, т. е. существу-
ет точка z0 ∈ S, такая, что

ρ(znm , z0)→ 0 при m→∞.

Так как семейство P является покрытием множества S, существу-
ет индекс α0 ∈ A, при котором z0 ∈ Vα0

. Так как множество Vα0

является τρ-открытым, то существует ε0 > 0, такое, что

Oε0(z0) ⊂ Vα0
.

Существует номерM0, такой, что для всех m > M0 выполнены нера-
венства

1

nm
<
ε0

4
и ρ(znm , z0) <

ε0

4
.

Следовательно, для любых m > M0 и y ∈ B 1
nm

(znm) получаем

ρ(y, z0) 6 ρ(y, znm) + ρ(znm , z0) <
ε0

2
.

Следовательно,

B 1
nm

(znm) ⊂ Oε0(z0) ⊂ Vα0
∀m > M0.

Но по построению ни один шар B 1
nm

(znm) не может быть покрыт ко-
нечным набором множеств семейства P. Получили противоречие. �

З ам е ч а н и е 2.2.4. Пусть замкнутое множество S из полного
метрического пространства (X, ρ) является вполне ограниченным.
Из утверждения 1.4.4 следует полнота метрического пространства
(S, ρ). Следовательно, по теореме 2.2.3 множество S будет компакт-
ным. �

З ам е ч а н и е 2.2.5. Пусть множество S из полного метриче-
ского пространства (X, ρ) является вполне ограниченным. Тогда за-
мыкание [S]τρ множества S также является вполне ограниченным
(это простое следствие определения 2.2.1). Следовательно, множе-
ство [S]τρ является компактом. В частности, отсюда следует, что лю-
бая последовательность из множества S имеет ρ–фундаментальную
подпоследовательность. �
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Утв е ржд е н и е 2.2.6. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Тогда множество S ⊂ X является вполне ограниченным если и
только если любая последовательность из S имеет ρ–фундаменталь-
ную подпоследовательность.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пополнение (Y, d) метриче-
ского пространства (X, ρ). Существование такого пополнения дока-
зано в теореме 1.5.10 Хаусдорфа. Тогда существует d–всюду плотное
в Y множество Z ⊂ Y , такое, что метрические пространства (X, ρ) и
(Z, d) изометричны. Рассмотрим изометрию

ϕ: (X, ρ)→ (Z, d)

и определим множество M = ϕ(S) ⊂ Z.
Пусть множество S является вполне ограниченным в (X, ρ). Сле-

довательно, для любого ε > 0 в множестве S существует конечная
ε–сеть вида x1, . . . , xN . Тогда элементы

y1 = ϕ(x1), . . . , yN = ϕ(xN )

из множества M будет его конечной ε–сетью. Действительно, для
любого y ∈M рассмотрим его прообраз

x = ϕ−1(y) ∈ S.

По определению ε–сети множества S, существует номер n ∈ 1, N ,
такой, что

ρ(x, xn) 6 ε.

Следовательно,

d(y, yn) = d(ϕ(x), ϕ(xn)) = ρ(x, xn) 6 ε,

что и требовалось. Вполне ограниченность множестваM влечёт впол-
не ограниченность его замыкания [M ]τd . Следовательно, по теоре-
ме 2.2.3, множество [M ]τd является компактом в (Y, d). Произволь-
ная последовательность un ∈ S порождает последовательность

vn = ϕ(un) ∈M,

которая, в силу компактности множества [M ]τd , имеет d–фундамен-
тальную подпоследовательность vnk . Так как ϕ — изометрия, то от-
сюда немедленно получаем ρ–фундаментальность подпоследователь-
ности unk .
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Пусть теперь любая последовательность из S имеет ρ–фундамен-
тальную подпоследовательность. Тогда любая последовательность
из множестваM имеет d–фундаментальную подпоследовательность.
Рассмотрим произвольную последовательность wn ∈ [M ]τd . Тогда
для любого n ∈ N существует элемент vn ∈M , такой, что

d(wn, vn) <
1

n
.

Существует d–фундаментальная подпоследовательность vnk , то есть

∀ ε > 0 ∃K ∈ N ∀ k,m > K d(vnk , vnm) < ε.

Так как последовательность nk строго возрастает, то nk > k. Следо-
вательно, для любых k,m > max

{
K,
[

1
ε

]
+ 1

}
получаем:

d(wnk , wnm) 6 d(wnk , vnk) + d(wnm , vnm) + d(vnk , vnm) <

<
1

nk
+

1

nm
+ ε 6

1

k
+

1

m
+ ε 6 3ε.

В силу полноты пространства (Y, d) и замкнутости множества [M ]τd
заключаем, что существует элемент w ∈ [M ]τd , такой, что

d(wnk , w)→ 0 при k →∞.

Следовательно, множество [M ]τd является секвенциально компакт-
ным. Поэтому, в силу теоремы 2.2.3, множество [M ]τd вполне огра-
ничено. Тогда вполне ограничено и его подмножество M . Отсюда
сразу получаем вполне ограниченность его изометрического прооб-
раза S = ϕ−1(M). �

Утв е ржд е н и е 2.2.7. Пусть (X, ρ) — метрическое простран-
ство. Тогда непустое множество S ⊂ X не является вполне ограни-
ченным если и только если существует число ε0 > 0 и последова-
тельность xn ∈ S, такие, что

ρ(xn, xm) > ε0 ∀n 6= m.

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть множество S не
является вполне ограниченным. Тогда существует ε0 > 0, такое, что
для множества S не существует конечной ε0–сети. Рассмотрим про-
извольную точку x1 ∈ S. Так как однв точка x1 не образует ε0–сеть
множества S, то

S 6⊂ Bε0(x1), ⇒ ∃x2 ∈ S \Bε0(x1).
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Следовательно, построена точка x2 ∈ S, такая, что

ρ(x2, x1) > ε0.

Далее, рассуждая по индукции, предположим, что построены точки
x1, . . . , xN из множества S, такие, что

ρ(xn, xm) > ε0 для любых 1 6 n < m 6 N.

Так как конечное множество x1, . . . , xN не образует ε0–сеть множе-
ства S, то

S 6⊂
N⋃
n=1

Bε0(xn), ⇒ ∃xN+1 ∈ S \
N⋃
n=1

Bε0(x1).

Следовательно, построена точка xN+1 ∈ S, такая, что

ρ(xN+1, xn) > ε0 ∀n ∈ 1, N.

Таким образом, по индукции построена искомая последовательность
xn ∈ S.

Достаточность. Пусть существует число ε0 > 0 и последователь-
ность xn ∈ S, такая, что ρ(xn, xm) > ε0 при любых n 6= m. Покажем,
что в этом случае для множества S не существует конечной ε0

3 – се-
ти. Действительно, рассмотрим шар B ε0

3
(y) с произвольным центром

y ∈ X. Если предположить, что при n 6= m точки xn и xm принад-
лежат этому шару, то получим противоречие:

ε0 6 ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, y) + ρ(xm, y) 6
2

3
ε0.

Следовательно, в любом шаре радиуса ε0
3 не может содержаться бо-

лее одной точки последовательности xn. Поэтому объединение ко-
нечного числа шаров радиуса ε0

3 содержит не более конечного набора
элементов последовательности xn, и, поэтому, не может содержать
множество S. Следовательно, множество S не является вполне огра-
ниченным. �

Прим е р 2.2.8.Приведём пример неполного метрического про-
странства и его замкнутого вполне ограниченного некомпактного
подмножества. Рассмотрим множество `1, состоящее из всех число-
вых последовательностей {x(k)}∞k=1, удовлетворяющих условию

∞∑
k=1

|x(k)| < +∞.
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Метрику ρ в `1 определим следующим образом:

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
k=1

(
x(k)− y(k)

)2 ∀x, y ∈ `1.

Это метрическое пространство является неполным. Действительно,
последовательность {xn}∞n=1 ⊂ `1 вида

xn(k) =

{
1
k , k 6 n,
0, k > n

является ρ–фундаментальной, так как для любого ε > 0 получаем

ρ(xn, xn+s) <

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k2
<

√√√√ ∞∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

√
1

n
< ε

для всех n > 1
ε2 и s ∈ N. Если предположить, что существует z ∈ `1,

такое, что
ρ(xn, z)→ 0 при n→∞,

то получим для любого номера k и n > k соотношение∣∣∣∣z(k)− 1

k

∣∣∣∣ 6 ρ(z, xn)→ 0 при n→∞.

Следовательно, z(k) = 1
k для любого k ∈ N, т. е. z 6∈ `1. Получи-

ли противоречие. Таким образом, доказана неполнота метрического
пространства (`1, ρ).

Рассмотрим множество

S =

{
x ∈ `1

∣∣∣∣ |x(k)| 6 1

k
∀ k ∈ N

}
.

Метрическое пространство (S, ρ) не является полным, так как со-
держит указанную выше фундаментальную расходящуюся в (`1, ρ),
а значит, и в (S, ρ), последовательность {xn}∞n=1. Следовательно, по
теореме 2.2.3 множество S не является компактом в (`1, ρ). Пока-
жем, что множество S замкнуто и вполне ограничено в (`1, ρ). Пусть
z ∈ `1 — точка прикосновения множества S. Тогда существует по-
следовательность {zn}∞n=1 ⊂ S, такая, что

ρ(z, zn)→ 0 при n→∞.
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Отсюда для любого k ∈ N получаем

|z(k)| 6 |zn(k)|+ |z(k)− zn(k)| 6 1

k
+ ρ(z, zn)→ 1

k
при n→∞.

Поэтому

|z(k)| 6 1

k
∀ k ∈ N, ⇒ z ∈ S.

Таким образом, множество S замкнуто. Далее для любого ε > 0
определим номер N = N(ε), такой, что√√√√ ∞∑

k=N+1

1

k2
<
ε

2
.

Рассмотрим для положительного числа δ = ε
√

6
2π разбиение

−1 = t0 < t1 < . . . < tM = 1

отрезка [−1, 1] мелкости меньше δ. Так как для любой точки x ∈ S
и любого k ∈ N выполнено вложение k x(k) ∈ [−1, 1], то существует
nk ∈ 0,M , такое, что выполнено неравенство

|k x(k)− tnk | < δ.

Определим конечное множество Sε, состоящее из последовательно-
стей y = {y(k)}∞k=1 вида

y(k) =


0, k > N,

tnk
k k ∈ 1, N,

где nk ∈ 0,M.

Количество точек множества Sε не превышает (M + 1)N . По постро-
ению имеем вложение

Sε ⊂ S,
причем для любого x ∈ S существует y ∈ Sε, такой, что для любого
k ∈ 1, N выполнено неравенство

|x(k)− y(k)| < δ

k
.

Тогда получаем

ρ(x, y) 6

√√√√ N∑
k=1

(
x(k)− y(k)

)2
+

√√√√ ∞∑
k=N+1

(
x(k)

)2
<
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< δ

√√√√ N∑
k=1

1

k2
+

√√√√ ∞∑
k=N+1

1

k2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом,
S ⊂

⋃
y∈Sε

Bε(y),

т. е. Sε — конечная ε–сеть для S. Следовательно, множество S явля-
ется вполне ограниченным в (`1, ρ). N

Опр е д е л е н и е 2.2.9. Пусть (T, ρ) — компактное метриче-
ское пространство. Множество, состоящее из всех непрерывных на
T вещественнозначных функций, метрика в котором определяется
формулой

d(x, y) = sup
t∈T
|x(t)− y(t)|,

будем называть метрическим пространством C(T ).

З ам е ч а н и е 2.2.10. Любая функция из множества C(T ) огра-
ничена на T . Действительно, для любого x ∈ C(T ) существует мак-
симизирующая последовательность {tn}∞n=1 ⊂ T , т. е.

sup
t∈T
|x(t)| = lim

n→∞
|x(tn)|.

Так как по теореме 2.2.3 метрический компакт T является секвен-
циальным компактом, то последовательность {tn}∞n=1 имеет сходя-
щуюся подпоследовательность {tnm}∞m=1. Следовательно, существу-
ет t0 ∈ T , такое, что

ρ(tnm , t0)→ 0 при m→∞.

В силу непрерывности функции x получаем

|x(tnm)− x(t0)| → 0 при m→∞.

Тогда справедливо равенство

sup
t∈T
|x(t)| = lim

m→∞
|x(tnm)| = |x(t0)| < +∞.

Таким образом, d(x, y) < +∞ для любых x, y ∈ C(T ). Остальные
свойства метрики (неотрицательность, симметрия и неравенство тре-
угольника), очевидно, выполнены для функции d. �
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Те о р ем а 2.2.11. Пусть (T, ρ) — компактное метрическое про-
странство. Тогда метрическое пространство C(T ) является полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ C(T )

является d–фундаментальной, т. е. для любого ε > 0 существует но-
мер N(ε), такой, что для любых m,n > N(ε) выполнено неравенство

d(xn, xm) < ε.

Так как для любого t ∈ T выполнено неравенство

|xn(t)− xm(t)| 6 d(xn, xm),

то числовая последовательность {xn(t)}∞n=1 является фундаменталь-
ной. Следовательно, в силу критерия Коши сходимости числовой по-
следовательности для любого t ∈ T существует числовой предел

lim
n→∞

xn(t) = z(t).

Так как для любых ε > 0, t ∈ T и любых m,n > N(ε) выполнено
неравенство

|xn(t)− xm(t)| < ε,

то, перейдя в нём к пределу по m→∞, получим

|xn(t)− z(t)| 6 ε.

Так как последнее неравенство справедливо для любого t ∈ T , то и

sup
t∈T
|xn(t)− z(t)| 6 ε ∀n > N(ε).

Cледовательно, выполнено соотношение

d(xn, z)→ 0 при n→∞.

Осталось показать, что z ∈ C(T ), т. е. функция z является непрерыв-
ной на T . Для любого t0 ∈ T и любого ε > 0 в силу непрерывности
функции xN(ε) на множестве T существует δ = δ(t0, ε) > 0, такое,
что для любого t ∈ T вида ρ(t, t0) < δ справедливо неравенство

|xN(ε)(t)− xN(ε)(t0)| < ε.
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Тогда для любого t ∈ T вида ρ(t, t0) < δ получаем

|z(t)− z(t0)| 6 |z(t)− xN(ε)(t)|+ |z(t0)− xN(ε)(t0)|+

+|xN(ε)(t)− xN(ε)(t0)| 6 3ε.

Следовательно, функция z является непрерывной в произвольной
точке t0 ∈ T , что и требовалось. �

Те о р ем а 2.2.12. (Кантор) Пусть (T, ρ) — компактное мет-
рическое пространство. Тогда любая функция x ∈ C(T ) является
равномерно непрерывной на T , т. е. для любого ε > 0 существует
δ = δ(x, ε) > 0, такое, что для любых t, τ ∈ T , таких, что ρ(t, τ) 6 δ,
выполнено неравенство

|x(t)− x(τ)| 6 ε.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что существует функция x ∈ C(T ), которая не является равно-
мерно непрерывной на T . Следовательно, существует ε0 > 0, а для
любого n ∈ N существуют tn, τn ∈ T , такие, что

ρ(tn, τn) 6
1

n
и |x(tn)− x(τn)| > ε0.

Так как метрический компакт T является секвенциальным компак-
том, то последовательность {tn}∞n=1 ⊂ T имеет сходящуюся подпо-
следовательность {tnm}∞m=1. Следовательно, существует t0 ∈ T , та-
кое, что

ρ(tnm , t0)→ 0 при m→∞.

Тогда получаем

ρ(τnm , t0) 6 ρ(τnm , tnm) + ρ(tnm , t0) 6

6
1

nm
+ ρ(tnm , t0)→ 0 при m→∞.

В силу непрерывности функции x находим

0 < ε0 6 lim
m→∞

|x(tnm)− x(τnm)| = |x(t0)− x(t0)| = 0,

т. е. получили противоречие. �
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Опр е д е л е н и е 2.2.13. Пусть (T, ρ) — компактное метриче-
ское пространство. Множество S ⊂ C(T ) называется равностепенно
непрерывным, если для любого ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0, такое,
что для любых t, τ ∈ T , таких, что ρ(t, τ) 6 δ, и для любого x ∈ S
выполнено неравенство

|x(t)− x(τ)| 6 ε.

Те о р ем а 2.2.14. (Арцела—Асколи) Пусть (T, ρ) — компак-
тное метрическое пространство. Множество S ⊂ C(T ) является впол-
не ограниченным в C(T ) тогда и только тогда, когда S ограничено в
C(T ) (т. е. существует R > 0, такое, что для любого x ∈ S выполнено
неравенство sup

t∈T
|x(t)| 6 R) и S равностепенно непрерывно.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество S ⊂ C(T ) является
вполне ограниченным. Тогда по замечанию 2.2.2 множество S содер-
жится в некотором шаре пространства C(T ), т. е. существует число
r > 0 и функция z ∈ C(T ), такие, что

S ⊂ Br(z).

Определим число
R = r + sup

t∈T
|z(t)|.

В силу замечания 2.2.10 имеем R < +∞. Тогда для любого x ∈ S
находим

sup
t∈T
|x(t)| 6 d(x, z) + sup

t∈T
|z(t)| 6 r + sup

t∈T
|z(t)| = R.

Следовательно, S является ограниченным в C(T ). Далее для любого
ε > 0 существует конечная ε–сеть множества S, т. е. существуют
функции x1, . . . , xN ∈ S, такие, что

S ⊂
N⋃
k=1

Bε(xk).

По теореме 2.2.12 Кантора каждая функция xk равномерно непре-
рывна на T , т. е. для каждого k ∈ 1, N найдётся δk > 0, такое, что
для любых t, τ ∈ T вида ρ(t, τ) 6 δk выполнено неравенство

|xk(t)− xk(τ)| 6 ε.
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Определим
δ = min

k∈1,N
δk > 0.

Так как для любой функции x ∈ S существует номер k ∈ 1, N , такой,
что

d(x, xk) 6 ε,

то для любых t, τ ∈ T вида ρ(t, τ) 6 δ находим

|x(t)− x(τ)| 6 |x(t)− xk(t)|+ |x(τ)− xk(τ)|+ |xk(t)− xk(τ)| 6

6 2d(x, xk) + ε 6 3ε.

Следовательно, множество S является равностепенно непрерывным.
Пусть теперь множество S является ограниченным в C(T ) и рав-

ностепенно непрерывным. По теореме 2.2.3 метрический компакт яв-
ляется вполне ограниченным. Следовательно, для любого ε > 0 су-
ществует конечная δ(ε)–сеть множества T вида t1, . . . , tN ∈ T . Рас-
смотрим отображение F :S → RN вида

F (x) =
(
x(t1), . . . , x(tN )

)
∈ RN ∀x ∈ S.

В силу ограниченности множества S в C(T ) существует число R > 0,
такое, что для любых x ∈ S и t ∈ T выполнено неравенство

|x(t)| 6 R.

Рассмотрим разбиение вещественного отрезка [−R,R] мелкости мень-
ше ε точками

−R = a1 < a2 < . . . < aL = R.

Определим конечное множество

A =
{
a = (ak1 , . . . , akN ) ∈ RN

∣∣ ks ∈ 1, L ∀ s ∈ 1, N
}
.

Количество элементов множества A не превышает LN . Введём в про-
странстве RN метрику

∆N (u, v) = max
s∈1,N

|us − vs| ∀u, v ∈ RN .

Тогда для любого x ∈ S существует a ∈ A, такой, что

∆N

(
F (x), a

)
6 ε.
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Занумеруем все элементы множества A, получим

A =
{
a(m)

}M
m=1

.

Определим множество номеров

I =
{
m ∈ 1,M

∣∣ ∃ x ∈ S : ∆N

(
F (x), a(m)

)
6 ε

}
.

Выберем для любогоm ∈ I функцию xm ∈ S, для которой выполнено
неравенство

∆N

(
F (xm), a(m)

)
6 ε.

Так как для любого x ∈ S существует m ∈ 1,M , такой, что

∆N

(
F (x), a(m)

)
6 ε,

то выполнено вложение m ∈ I и неравенство

∆N

(
F (x), F (xm)

)
6 2ε.

Так как для любого t ∈ T существует k ∈ 1, N , такой, что

ρ(t, tk) 6 δ(ε),

то находим

|x(t)− xm(t)| 6

6 |x(t)− x(tk)|+ |xm(t)− xm(tk)|+ |x(tk)− xm(tk)| 6

6 2ε+ ∆N

(
F (x), F (xm)

)
6 4ε.

Следовательно, d(x, xm) 6 4ε, т. е. множество {xm}m∈I ⊂ S является
конечной 4ε–сетью множества S. Теорема доказана. �

Прим е р 2.2.15. Пусть функция f : [0, 1]×R→ R непрерывна и
удовлетворяет условию Липшица с константой L > 0 по переменной
x ∈ R для любого t ∈ [0, 1], т. е.

|f(t, x)− f(t, y)| 6 L|x− y| ∀ t ∈ [0, 1], ∀x, y ∈ R.

Пусть K ⊂ R — ограниченное и замкнутое множество. Рассмотрим
множество S ⊂ C[0, 1] вида

S =
{
x ∈ C1[0, 1]

∣∣∣ dx(t)
dt = f

(
t, x(t)

)
∀ t ∈ [0, 1], x(0) ∈ K

}
.
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Здесь C1[0, 1] — множество непрерывно дифференцируемых на от-
резке [0, 1] вещественнозначных функций. Покажем, что множество
S является компактом в C[0, 1]. В силу полноты метрического про-
странства C[0, 1] достаточно доказать замкнутость и вполне ограни-
ченность S в C[0, 1]. Для любого x ∈ S и любого t ∈ [0, 1] справедливо
равенство

x(t) = x(0) +

t∫
0

f
(
τ, x(τ)

)
dτ.

Так как множество K ⊂ R ограничено, то существует число D > 0,
такое, что для любого числа a ∈ K выполнено неравенство |a| 6 D.
Далее, поскольку функция t 7→ f(t, 0) непрерывна на отрезке [0, 1],
то

sup
t∈[0,1]

|f(t, 0)| = M0 < +∞.

Тогда для любого x ∈ S и любого t ∈ [0, 1] получаем

|x(t)| 6 D +

t∫
0

|f(τ, x(τ))− f(τ, 0)| dτ +

t∫
0

|f(τ, 0)| dτ 6

6 D +M0 + L

t∫
0

|x(τ)| dτ.

Следовательно, в силу известной леммы Гронуолла,1 получаем для
любого t ∈ [0, 1] неравенство

|x(t)| 6 (D +M0) exp(Lt) 6 (D +M0) exp(L) = R.

1Напомним лемму Гронуолла: если для непрерывной на отрезке [0, 1] веще-
ственнозначной функции z существуют неотрицательные числа A и B, такие,
что

z(t) 6 A+B

t∫
0

z(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1],

то справедливо неравенство z(t) 6 A exp(Bt) для всех t ∈ [0, 1].
Докажем лемму Гронуолла. Если B = 0, то утверждние леммы очевидно.

Пусть B > 0. Тогда для любого t ∈ [0, 1] имеем
t∫

0

exp(−Bτ)z(τ)dτ = exp(−Bt)
t∫

0

z(ξ) dξ +B

t∫
0

exp(−Bτ)

 τ∫
0

z(ξ) dξ

 dτ >

> exp(−Bt)

 z(t)−A
B

+

t∫
0

exp(−Bτ)(z(τ)−A) dτ.
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Поэтому множество S является ограниченным в пространстве C[0, 1].
Далее, так как функция f непрерывна, то

sup
t∈[0,1]
|x|6R

|f(t, x)| = MR < +∞.

Тогда для любого x ∈ S и любых t, τ ∈ [0, 1] по теореме Лагранжа
существует число ξ между t и τ , такое, что

|x(t)− x(τ)| =
∣∣∣∣dx(ξ)

dt

∣∣∣∣ |t− τ | = |f(ξ, x(ξ))| |t− τ | 6MR|t− τ |.

Следовательно, для любого ε > 0 существует δ(ε) = ε
MR+1 , такое,

что для любых t, τ ∈ [0, 1] вида |t− τ | 6 δ(ε) и любой функции x ∈ S
справедливо неравенство

|x(t)− x(τ)| 6MRδ(ε) 6 ε.

Таким образом, множество S является равностепенно непрерывным
в C[0, 1]. Следовательно, по теореме 2.2.14 Арцела—Асколи получа-
ем, что множество S является вполне ограниченным в пространстве
C[0, 1].

Докажем замкнутость множества S в C[0, 1]. Пусть функция z ∈
∈ C[0, 1] является точкой прикосновения множества S. Тогда суще-
ствует последовательность {xn}∞n=1 ⊂ S, такая, что

sup
t∈[0,1]

|z(t)− xn(t)| → 0 при n→∞.

В частности,
|z(0)− xn(0)| → 0 при n→∞.

Следовательно, число z(0) является точкой прикосновения замкну-
того числового множества K, т. е. z(0) ∈ K. Далее для любого ε > 0
существует номер N(ε), такой, что для любых m,n > N(ε) выполне-
но неравенство

sup
t∈[0,1]

|xn(t)− xm(t)| 6 ε.

Отсюда получаем A

1− exp(−Bt)
B

 > exp(−Bt)

 z(t)−A
B

, т. е. A exp(Bt)−

−A > z(t)−A и A exp(Bt) > z(t), что и требовалось.
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Так как для любого t ∈ [0, 1] и любых n,m > N
(

ε
L+1

)
справедливо

неравенство∣∣∣∣dxn(t)

dt
− dxm(t)

dt

∣∣∣∣ 6 |f(t, xn(t))− f(t, xm(t))| 6

6 L|xn(t)− xm(t)| 6 L sup
t∈[0,1]

|xn(t)− xm(t)| 6 ε,

то последовательность {
dxn
dt

}∞
n=1

⊂ C[0, 1]

является фундаментальной в C[0, 1]. Следовательно, в силу полноты
метрического пространства C[0, 1] (см. теорему 2.2.11) существует
функция w ∈ C[0, 1], такая, что

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣dxn(t)

dt
− w(t)

∣∣∣∣→ 0 при n→∞.

Определим непрерывно дифференцируемую на отрезке [0, 1] функ-
цию

y(t) = z(0) +

t∫
0

w(τ) dτ, t ∈ [0, 1].

Тогда получаем

sup
t∈[0,1]

|xn(t)− y(t)| 6 sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣xn(0)− z(0) +
t∫

0

(
dxn(τ)
dt − w(τ)

)
dτ

∣∣∣∣ 6
6 |xn(0)− z(0)|+ sup

t∈[0,1]

∣∣∣dxn(t)
dt − w(t)

∣∣∣→ 0 при n→∞.

Следовательно, y(t) = z(t) для любого t ∈ [0, 1], т. е. функция z
является непрерывно дифференцируемой, и для любого t ∈ [0, 1]
справедливо равенство

dz(t)

dt
= w(t) = lim

n→∞

dxn(t)

dt
= lim
n→∞

f(t, xn(t)) = f(t, z(t)).

Таким образом, справедливо вложение z ∈ S, т. е. множество S яв-
ляется замкнутым в пространстве C[0, 1]. N
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Глава 3

Линейные нормированные пространства и
линейные операторы

3.1. Линейные нормированные пространства

Опр е д е л е н и е 3.1.1. Пусть X — комплексное линейное про-
странство. Функция ‖ · ‖:X → R называется нормой в X, если вы-
полнены следующие условия:

1) ‖x‖ > 0 для любого x ∈ X;
2) ‖x‖ = 0 тогда и только тогда, когда x = 0 (т. е. x является

нулевым элементом линейного пространства X);
3) ‖tx‖ = |t| ‖x‖ для любых x ∈ X и t ∈ C;
4) ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ для всех x, y ∈ X (неравенство треуголь-

ника).
Линейное пространство с фиксированной в нём нормой будем на-

зывать линейным нормированным пространством.

З ам е ч а н и е 3.1.2. Пусть (X, ‖ ·‖) — линейное нормированное
пространство. Тогда функция

ρ(x, y) = ‖x− y‖ ∀x, y ∈ X,

является метрикой на X. Действительно, по определению 3.1.1 по-
лучаем

ρ(x, y) > 0 и ρ(x, y) = 0, ⇔ x− y = 0, ⇔ x = y,

ρ(y, x) = ‖y − x‖ = ‖(−1)(x− y)‖ = | − 1| ‖x− y‖ = ρ(x, y),

и наконец, для ρ справедливо неравенство треугольника

ρ(x, y) = ‖(x− z) + (z − y)‖ 6 ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = ρ(x, z) + ρ(y, z)

для всех x, y, z ∈ X. Таким образом, будем рассматривать линейное
нормированное пространство (X, ‖ · ‖) как метрическое с указанной
метрикой ρ. �

Опр е д е л е н и е 3.1.3. Пусть X — линейное пространство,
множества A,B ⊂ X, а t ∈ C. Тогда суммой Минковского множеств
A и B будем называть множество

A+B =
{
a+ b

∣∣ a ∈ A, b ∈ B
}
,
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а произведением множества A на скаляр t будем называть множество

tA =
{
ta

∣∣ a ∈ A
}
.

З ам е ч а н и е 3.1.4. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормирован-
ное пространство, вектор x ∈ X, число R > 0. Тогда справедливы
равенства

OR(x) = x+RO1(0) и BR(x) = x+RB1(0).

Действительно,

y ∈ OR(x) ⇔ ‖y − x‖ < R, ⇔ y = x+R
y − x
R
∈ x+RO1(0).

Аналогично,

y ∈ BR(x) ⇔ ‖y − x‖ 6 R ⇔ y = x+R
y − x
R
∈ x+RB1(0).

�

З ам е ч а н и е 3.1.5. Пусть (X, ‖ ·‖) — линейное нормированное
пространство, векторы x1 ∈ X и x2 ∈ X, числа R1 > 0 и R2 > 0.
Тогда справедливы равенства

OR1(x1) +OR2(x2) = OR1+R2(x1 + x2),
BR1(x1) +BR2(x2) = BR1+R2(x1 + x2).

Действительно, докажем сначала эти равенства для x1 = x2 = 0.
Если x ∈ OR1(0) +OR2(0), то существуют векторы

u ∈ OR1
(0) и v ∈ OR2

(0),

такие, что x = u+ v. Тогда

‖x‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖ < R1 +R2, т. е. x ∈ OR1+R2
(0).

Следовательно,

OR1(0) +OR2(0) ⊂ OR1+R2(0).

Если же x ∈ OR1+R2
(0), то либо ‖x‖ < R1 и тогда

x ∈ OR1
(0) ⊂ OR1

(0) +OR2
(0),
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либо R1 6 ‖x‖ < R1 +R2. В последнем случае возьмём число L вида

‖x‖ < L < R1 +R2.

Тогда
R1

L x ∈ OR1
(0) и

(
1− R1

L

)
x ∈ OR2

(0),

так как∥∥(1− R1

L

)
x
∥∥ =

(
1− R1

L

)
‖x‖ <

(
1− R1

L

)
L = L−R1 < R2.

При этом
x = R1

L x+
(
1− R1

L

)
x ∈ OR1

(0) +OR2
(0).

Следовательно,

OR1
(0) +OR2

(0) = OR1+R2
(0).

Доказательство равенства BR1
(0) +BR2

(0) = BR1+R2
(0) проводится

совершенно аналогично. Далее, в силу замечания 3.1.4, для произ-
вольных векторов x1 и x2 получаем

OR1
(x1) +OR2

(x2) = x1 + x2 +OR1
(0) +OR2

(0) =

= x1 + x2 +OR1+R2
(0) = OR1+R2

(x1 + x2),

BR1
(x1) +BR2

(x2) = x1 + x2 +BR1
(0) +BR2

(0) =

= x1 + x2 +BR1+R2
(0) = BR1+R2

(x1 + x2).

�

З ам е ч а н и е 3.1.6. Пусть (X, ‖ ·‖) — линейное нормированное
пространство, множество S ⊂ X. Тогда для замыкания множества S
справедливо равенство

[S] =
⋂
ε>0

(
S +Oε(0)

)
=
⋂
ε>0

(
S +Bε(0)

)
.

Действительно, для любого x ∈ [S] и для любого ε > 0 существует
y ∈ S, такой, что

‖x− y‖ < ε,

что равносильно
x ∈ y +Oε(0) ⊂ S +Oε(0).
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Следовательно, справедливо вложение

[S] ⊂ S +Oε(0) ∀ ε > 0,

что означает
[S] ⊂

⋂
ε>0

(
S +Oε(0)

)
.

Далее, так как
Oε(0) ⊂ Bε(0) ∀ ε > 0,

то выполнено вложение⋂
ε>0

(
S +Oε(0)

)
⊂
⋂
ε>0

(
S +Bε(0)

)
.

Наконец, если
z ∈

⋂
ε>0

(
S +Bε(0)

)
,

то для любого ε > 0 существует вектор y ∈ S, такой, что

z ∈ y +Bε(0),

что равносильно
‖z − y‖ 6 ε.

Следовательно, z ∈ [S], что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 3.1.7. Пусть (X, ‖ ·‖) — линейное нормированное
пространство, множества A,B ⊂ X, скаляр t 6= 0. Тогда справедливы
соотношения

[A] + [B] ⊂ [A+B] t[A] = [tA].

Действительно, если вектор x ∈ [A] + [B], то по замечанию 3.1.6 для
любого ε > 0 получаем

x ∈ A+O ε
2
(0) +B +O ε

2
(0) = A+B +Oε(0).

Следовательно,

x ∈
⋂
ε>0

(
A+B +Oε(0)

)
= [A+B].

Таким образом, выполнено вложение

[A] + [B] ⊂ [A+B].
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Далее находим

t[A] = t
⋂
ε>0

(
A+Oε(0)

)
=
⋂
ε>0

(
tA+O|t|ε(0)

)
=

=
⋂
δ>0

(
tA+Oδ(0)

)
= [tA],

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 3.1.8. Пусть (X, ‖ ·‖) — линейное нормированное
пространство. Тогда для любого вектора x ∈ X и числа R > 0 шары
OR(x) и BR(x) являются выпуклыми. Действительно, для любых
y, z ∈ OR(x) и любого t ∈ (0, 1) получаем

‖ty + (1− t)z − x‖ = ‖t(y − x) + (1− t)(z − x)‖ 6
6 t‖y − x‖+ (1− t)‖z − x‖ < tR+ (1− t)R = R,

т. е. ty + (1 − t)z ∈ OR(x), что означает выпуклость открытого ша-
ра OR(x). Аналогично для любых y, z ∈ BR(x) и любого t ∈ (0, 1)
получаем

‖ty + (1− t)z − x‖ = ‖t(y − x) + (1− t)(z − x)‖ 6
6 t‖y − x‖+ (1− t)‖z − x‖ 6 tR+ (1− t)R = R,

т. е. ty+(1− t)z ∈ BR(x), что означает выпуклость замкнутого шара
BR(x). �

Утв е ржд е н и е 3.1.9. Пусть X — линейное пространство, в
котором существует функция

d:X → R,

для которой выполнены свойства 1, 2, 3 определения 3.1.1 нормы, и
при этом множество

S =
{
x ∈ X

∣∣ d(x) < 1
}

выпукло. Тогда функция d является нормой в X.

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется проверить для функции d нера-
венство треугольника. Рассмотрим произвольные векторы x, y ∈ X .
Тогда для любых чисел a > d(x) > 0 и b > d(y) справедливы вложе-
ния

x

a
∈ S и

y

b
∈ S.
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Следовательно, в силу выпуклости множества S для любого t ∈ [0, 1]
выполнено вложение

t
x

a
+ (1− t)y

b
∈ S.

Возьмём t = a
a+b ∈ (0, 1). Тогда 1−t = b

a+b . Следовательно, получаем

x+ y

a+ b
=

a

(a+ b)

x

a
+

b

(a+ b)

y

b
∈ S, т. е. d(x+ y) < a+ b.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при a → d(x) + 0 и
b→ d(y) + 0, получим неравенство

d(x+ y) 6 d(x) + d(y),

что и требовалось. �

Прим е р 3.1.10. Рассмотрим для любого p ∈ (0, 1) линейное
пространство числовых последовательностей

`p =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)|p < +∞

}
.

Определим функцию dp: `p → R следующим образом:

dp(x) =

( ∞∑
k=1

|x(k)|p
) 1
p

∀x ∈ `p.

Очевидно, что функция dp удовлетворяет условиям 1, 2, 3 определе-
ния 3.1.1. Рассмотрим множество

S =
{
x ∈ `p

∣∣ dp(x) < 1
}
.

Так как 0 < p < 1, то 1− 1
p < 0, и выполнено неравенство

21− 1
p < 1.

Выберем произвольное число

δ ∈
(

21− 1
p , 1
)
,

и рассмотрим две последовательности из `p вида

xδ = (δ, 0, 0, 0 . . .) и yδ = (0, δ, 0, 0, . . .).
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Так как
dp(xδ) = dp(yδ) = δ < 1,

то xδ ∈ S и yδ ∈ S. Но для последовательности

zδ = 1
2 (xδ + yδ) =

(
δ
2 ,

δ
2 , 0, 0, . . .

)
получаем неравенство

dp(zδ) =
(
21−pδp

) 1
p >

(
21−p2p−1

) 1
p = 1.

Следовательно, zδ 6∈ S, т. е. множество S не является выпуклым.
Поэтому в силу замечания 3.1.8 функция dp не является нормой в
линейном пространстве `p для любого p ∈ (0, 1). N

Опр е д е л е н и е 3.1.11. Пусть X — линейное пространство.
Две нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 в X называются эквивалентными, если су-
ществуют два положительных числа C1 и C2, такие, что для любого
x ∈ X выполнено неравенство

C1‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C2‖x‖1.

Прим е р 3.1.12. Рассмотрим линейное пространство числовых
последовательностей

`1 =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)| < +∞

}
,

и введём в нём две нормы

‖x‖1 =

∞∑
k=1

|x(k)| и ‖x‖2 =

√√√√ ∞∑
k=1

|x(k)|2 ∀x ∈ `1.

Для любого нетривиального x ∈ `1 справедливо неравенство∥∥∥∥ x

‖x‖1

∥∥∥∥
2

6

∥∥∥∥ x

‖x‖1

∥∥∥∥
1

= 1.

Следовательно,
‖x‖2 6 ‖x‖1 ∀x ∈ `1.

Если предположить, что существует C1 > 0, такое, что для всех x ∈
∈ `1 выполнено неравенство

C1‖x‖1 6 ‖x‖2,
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то для последовательности {xn}∞n=1 ⊂ `1 вида

xn(k) =

{
1
k , k 6 n,
0, k > n

получаем следующее противоречие:

π√
6
> ‖xn‖2 > C1‖xn‖1 = C1

n∑
k=1

1

k
→ +∞ при n→∞.

Следовательно, указанного числа C1 не существует, и нормы ‖ · ‖1 и
‖ · ‖2 не являются эквивалентными в `1. N

Заметим, что возможность линейной оценки одной нормы через
другую в линейном пространстве имеет следующую геометрическую
интерпретацию:

Утв е ржд е н и е 3.1.13. Пусть X — линейное пространство,
‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 — две нормы в X. Для любого r > 0 и x ∈ X обозначим
через O′r(x) и O′′r (x) открытые шары в X по первой и второй норме
соответственно. Тогда

∃C > 0 ∀x ∈ X ‖x‖2 6 C‖x‖1 ⇔ ∃R > 0 O′R(0) ⊂ O′′1 (0).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть существует C > 0, такое, что

‖x‖2 6 C‖x‖1 ∀x ∈ X.

Определим число R = 1
C . Тогда для любого x ∈ O′R(0) получаем

‖x‖1 < R ⇒ ‖x‖2 6 C‖x‖1 < CR = 1 ⇒ x ∈ O′′1 (0).

Обратно, пусть существует R > 0, такое, что выполнено вложение

O′R(0) ⊂ O′′1 (0).

Рассмотрим произвольный нетривиальный x ∈ X. Тогда для любого
t > 1 получаем

R

t

x

‖x‖1
∈ O′R(0) ⇒ R

t

x

‖x‖1
∈ O′′1 (0).

Следовательно, ∥∥∥Rt x
‖x‖1

∥∥∥
2
< 1 ⇒ ‖x‖2 6 t

R‖x‖1.
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Переходя в последнем неравенстве к пределу при t→ 1 + 0, находим

‖x‖2 6 1
R‖x‖1 ∀x ∈ X\{0}.

Так как при тривиальном x это неравенство очевидно, что для числа
C = 1

R получаем требуемое неравенство. �

Сл е д с т в и е 3.1.14. Пусть X — линейное пространство, ‖·‖1
и ‖ · ‖2 — две нормы в X. Тогда ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 эквивалентны, если и
только если существуют числа R1 > 0 и R2 > 0, такие что

O′R1
(0) ⊂ O′′1 (0) ⊂ O′R2

(0).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 3.1.13, имеем

O′R1
(0) ⊂ O′′1 (0) ⇔ ‖x‖2 6 1

R1
‖x‖1 ∀x ∈ X,

O′′1 (0) ⊂ O′R2
(0) ⇔ ‖x‖1 6 R2‖x‖2 ∀x ∈ X.

Следовательно,

O′R1
(0) ⊂ O′′1 (0) ⊂ O′R2

(0) ⇔ 1
R2
‖x‖1 6 ‖x‖2 6 1

R1
‖x‖1 ∀x ∈ X,

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 3.1.15. Пусть в линейном пространстве X име-
ются две нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2. Обозначим τ1 и τ2 топологии в X,
порождённые соответственно первой и второй нормами. Тогда

∃R > 0 O′R(0) ⊂ O′′1 (0) ⇔ τ2 ⊂ τ1.

Действительно, вложение τ2 ⊂ τ1 влечёт O′′1 (0) ∈ τ1, откуда следует,
что нулевой вектор, принадлежащий шару O′′1 (0), также является его
τ1–внутренней точкой. Отсюда сразу следует, что существует R > 0,
такое, что

O′R(0) ⊂ O′′1 (0).

Обратно, пусть выполнено последнее вложение. Рассмотрим произ-
вольное непустое τ2–открытое множество G ⊂ X и любой вектор
x ∈ G. Тогда существует r > 0, такое, что

G ⊃ O′′r (x) = x+ rO′′1 (0) ⊃ x+ rO′R(0) = O′rR(x).

Следовательно, вектор x является τ1–внутренней точкой для множе-
ства G. Тогда множество G является τ1–открытым. Поэтому спра-
ведливо вложение τ2 ⊂ τ1. �
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Утв е ржд е н и е 3.1.16. Пусть X — линейное пространство,
‖·‖1 и ‖·‖2 — две нормы в X, τ1 и τ2 — топологии в X, порождённые
соответственно первой и второй нормами. Тогда следующие свойства
эквивалентны:

1) нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 эквивалентны;
2) топологии τ1 и τ2 равны;
3) τ1–сходимость последовательности в X равносильна её τ2–схо-

димости.

Док а з а т е л ь с т в о. Эквивалентность условий 1 и 2 сразу
следует из следствия 3.1.14 и замечания 3.1.15. Условие 2 очевидно
влечёт условие 3. Поэтому нам достаточно доказать, что условие 3
влечёт условие 1. Пусть условие 3 выполнено. Предположим, рас-
суждая от противного, что ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 не эквивалентны. Пусть, без
ограничения общности, вторую норму нельзя оценить сверху первой,
то есть

∀C > 0 ∃x(C) ∈ X ‖x(C)‖2 > C‖x(C)‖1.
Ясно, что x(C) 6= 0 для любого C > 0. Рассмотрим

y(n) =
√
n

x(n)

‖x(n)‖2
∀n ∈ N.

Тогда получаем, что

‖y(n)‖1 <
‖y(n)‖2

n
=

1√
n
→ 0 при n→∞,

однако
‖y(n)‖2 =

√
n→∞ при n→∞.

Следовательно, последовательность y(n) является τ1–сходящейся к
нулевому вектору и τ2 расходящейся как бесконечно большая по вто-
рой норме. Получаем противоречие с условием 3, что и требовалось.�

Прим е р 3.1.17. Если в линейном пространстве имеются две
эквивалентные нормы, то, очевидно, что сходимость последователь-
ности по одной норме к некоторому вектору влечёт её сходимость
по другой норме к тому же вектору. Приведём пример линейного
пространства, двух норм в нём и последовательности, которая схо-
дится по каждой норме к разным векторам. Рассмотрим линейное
пространство

`1 =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

|x(n)| < +∞

}
.
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Рассмотрим в `1 две нормы

‖x‖∗ =

∞∑
n=1

|x(n)|
n

и ‖x‖∗∗ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

x(n)

∣∣∣∣∣+

∞∑
n=2

|x(n)|
n

, x ∈ `1.

Легко проверить, что для функций ‖ · ‖∗ и ‖ · ‖∗∗ в `1 выполняют-
ся свойства 1–4 определения 3.1.1 нормы в линейном пространстве.
Рассмотрим последоватльность {xm }∞m=1 ⊂ `1 вида

xm(n) =

{
1, n = m,
0, n 6= m.

Тогда

‖xm‖∗ =
1

m
→ 0 при m→∞,

то есть xm сходится к нулевому вектору по норме ‖ · ‖∗. Однако при
m > 1 имеем

‖xm‖∗∗ = 1 +
1

m
→ 1 при m→∞.

Следовательно, xm не сходится к нулевому вектору по норме ‖ · ‖∗∗.
Но для любого m > 1 имеем

‖xm − x1‖∗∗ =
1

m
→ 0 при m→∞,

то есть xm сходится к x1 по норме ‖ · ‖∗∗.
Отметим, что наличие такой последовательности означает, что

нельзя линейно оценить на `1 норму ‖ · ‖∗ через норму ‖ · ‖∗∗ и на-
оборот. Пусть τ∗ и τ∗∗ — топологии в `1, порождённые нормами ‖ · ‖∗
и ‖ · ‖∗∗ соответственно. Тогда, в силу утверждения 3.1.13 и замеча-
ния 3.1.15 получаем, что τ∗ 6⊂ τ∗∗ и τ∗∗ 6⊂ τ∗. N

Те о р ем а 3.1.18. Пусть X — конечномерное линейное про-
странство. Тогда любые две нормы в X являются эквивалентными.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть размерность X равна n ∈ N, а ко-
нечное семейство векторов e1, . . . , en из X образует базис в X, т. е.
для любого вектора x ∈ X существует единственный набор ком-
плексных чисел x(1), . . . , x(n), такой, что

x =

n∑
k=1

x(k)ek.
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Введём в X норму

‖x‖e =

n∑
k=1

|x(k)|

(свойства 1—4 определения 3.1.1, очевидно, выполнены для ‖ · ‖e).
Покажем, что любая норма в X эквивалентна норме ‖ ·‖e. Тогда лю-
бые две нормы в X, эквивалентные норме ‖ · ‖e, будут эквивалентны
и друг другу.

Итак, рассмотрим в X некоторую норму ‖ · ‖. В силу неравенства
треугольника, для любого x ∈ X получаем неравенство

‖x‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

x(k)ek

∥∥∥∥∥ 6
n∑
k=1

|x(k)| ‖ek‖ 6

6

(
max
k∈1,n

‖ek‖
) n∑
k=1

|x(k)| = C2‖x‖e,

где положительное число

C2 = max
k∈1,n

‖ek‖.

Предположим, рассуждая от противного, что нормы ‖ · ‖ и ‖ · ‖e
не эквивалентны, т. е. норму ‖ · ‖e нельзя линейно оценить сверху
нормой ‖ · ‖ на X. Следовательно,

∀C > 0 ∃xC ∈ X ‖xC‖e > C ‖xC‖.

Тогда для любого C > 0 выполнено неравенство xC 6= 0. Определим
для любого номера N вектор

yN =
xN
‖xN‖e

.

Тогда выполнено соотношение

1 = ‖yN‖e > N‖yN‖, т. е. ‖yN‖ <
1

N
.

С другой стороны, для любого k ∈ 1, n и любого N ∈ N выполнено
неравенство

|yN (k)| 6 ‖yN‖e = 1.

Тогда, по теореме Больцано—Вейерштрасса, существует строго воз-
растающая последовательность номеров {Nm}∞m=1, такая, что число-
вая последовательность {yNm(k)}∞m=1 сходится при каждом k ∈ 1, n.
Обозначим

z(k) = lim
m→∞

yNm(k) ∀ k ∈ 1, n.
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Тогда вектор

z =

n∑
k=1

z(k)ek

является пределом по норме ‖·‖e последовательности {yNm}∞m=1, так
как

‖yNm − z‖e =

n∑
k=1

|yNm(k)− z(k)| → 0 при m→∞.

Это, в частности, означает, что

‖z‖e = lim
m→∞

‖yNm‖e = 1.

С другой стороны, справедливо следующее соотношение:

‖yNm − z‖ 6 C2‖yNm − z‖e → 0 при m→∞.

Тогда, в силу неравенства ‖yNm‖ < 1
Nm

, получаем

‖z‖ = lim
m→∞

‖yNm‖ = 0.

Следовательно, z = 0, т. е. z(k) = 0 для любого k ∈ 1, n. Но это
противоречит равенству

‖z‖e =

n∑
k=1

|z(k)| = 1.

Полученное противоречие доказывает существование числа C1 > 0,
такого, что для всех x ∈ X справедливо неравенство

C1‖x‖e 6 ‖x‖,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 3.1.19. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормирован-
ное пространство, а L ⊂ X — конечномерное подпространство. Тогда
линейное нормированное пространство (L, ‖ · ‖) является полным, а
любое замкнутое ограниченное подмножество L является компак-
том.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть L — n-мерное подпространство X,
а e1, . . . , en ∈ L — базис в L, т. е. для любого вектора x ∈ L суще-
ствует единственный набор комплексных чисел x(1), . . . , x(n), такой,
что

x =

n∑
k=1

x(k)ek.

Введём в L норму

‖x‖e =

n∑
k=1

|x(k)|, x ∈ L.

По теореме 3.1.18 нормы ‖ · ‖e и ‖ · ‖ эквивалентны в L, т. е. суще-
ствуют положительные числа C1 и C2, такие, что для любого x ∈ L
выполнены неравенства

C1‖x‖e 6 ‖x‖ 6 C2‖x‖e.

Пусть последовательность {xm}∞m=1 ⊂ L является фундаментальной
по норме ‖·‖. Тогда она является фундаментальной и по норме ‖·‖e,
так как для всех m, s ∈ N выполнено неравенство

‖xm − xs‖e 6
1

C1
‖xm − xs‖.

Так как для любого номера k ∈ 1, n и для всех m, s ∈ N выполнено
неравенство

|xm(k)− xs(k)| 6 ‖xm − xs‖e,

то числовая последовательность {xm(k)}∞k=1 является фундаменталь-
ной для любого k ∈ 1, n. Следовательно, по критерию Коши схо-
димости числовой последовательности для любого номера k ∈ 1, n
существует

lim
m→∞

xm(k) = z(k).

Определим вектор

z =

n∑
k=1

z(k)ek ∈ L.

Тогда получаем

‖xm − z‖ 6 C2‖xm − z‖e = C2

n∑
k=1

|xm(k)− z(k)| → 0 при m→∞,
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т. е. полнота линейного нормированного пространства (L, ‖ · ‖) дока-
зана.

Рассмотрим ограниченное и замкнутое в линейном нормирован-
ном пространстве (L, ‖ · ‖) множество S ⊂ L. Докажем, что S явля-
ется компактом в (L, ‖ · ‖). По теореме 2.2.3 для этого достаточно
доказать секвенциальную компактность S. Рассмотрим произволь-
ную последовательность {xm}∞m=1 ⊂ S. В силу ограниченности S,
существует число R > 0, такое, что

‖x‖ 6 R ∀x ∈ S.

Следовательно,

‖x‖e 6
R

C1
∀x ∈ S.

Тогда для любого номера k ∈ 1, n и любого m ∈ N получаем нера-
венство

|xm(k)| 6 ‖xm‖e 6
R

C1
.

По теореме Больцано—Вейерштрасса существует строго возрастаю-
щая последовательность номеров {ms}∞s=1, такая, что числовая по-
следовательность {xms(k)}∞s=1 является сходящейся для любого но-
мера k ∈ 1, n. Обозначим

z(k) = lim
s→∞

xms(k), k ∈ 1, n,

и определим вектор

z =

n∑
k=1

z(k)ek ∈ L.

Получаем

‖xms − z‖ 6 C2‖xms − z‖e = C2

n∑
k=1

|xms(k)− z(k)| → 0 при s→∞.

В силу замкнутости множества S также получаем z ∈ S. Таким
образом, секвенциальная компактность S доказана. �

З ам е ч а н и е 3.1.20. Пусть X — n-мерное линейное простран-
ство с базисом e1, . . . , en. Пусть непустое выпуклое множество S
является открытым и ограниченным в смысле нормы ‖ · ‖e, и для
любого комплексного скаляра α вида |α| = 1 выполнено равенство
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αS = S. Тогда в X существует норма ‖ · ‖, такая, что выполнено
равенство {

x ∈ X
∣∣ ‖x‖ < 1

}
= S.

Прежде всего заметим, что нулевой вектор из X содержится в S.
Действительно, по условию для x ∈ S выполнено (−x) ∈ S. Следо-
вательно, в силу выпуклости множества S получаем

0 =
x

2
+

(−x)

2
∈ S.

Определим функцию Минковского множества S следующим обра-
зом:

µS(x) = inf
{
t > 0

∣∣ x
t ∈ S

}
∀x ∈ X.

Так как множество S открыто по норме ‖ · ‖e и 0 ∈ S, то существует
ε0 > 0, такое, что для любого x ∈ X вида ‖x‖e < ε0 выполнено
вложение x ∈ S. Тогда

∀x ∈ X ∀ t > ‖x‖e
ε0

⇒
∥∥∥x
t

∥∥∥
e
< ε0, т. е.

x

t
∈ S.

Следовательно, для любого x ∈ X получаем неравенство

µS(x) 6
‖x‖e
ε0

.

Покажем, что функция µS удовлетворяет определению нормы на
X. Действительно, по определению µS(x) > 0 для любого x ∈ X.
Равенство µS(x) = 0 для некоторого x ∈ X означает, что для любого
δ > 0 существует tδ ∈ (0, δ), такое, что

x

tδ
∈ S.

Так как множество S ограничено по норме ‖·‖e, то существует число
R > 0, такое, что для любого вектора z ∈ S выполнено неравенство

‖z‖e 6 R.

Тогда получаем, что вложение x
tδ
∈ S влечёт неравенство

‖x‖e 6 tδR 6 δR→ 0 при δ → +0.

Следовательно, ‖x‖e = 0, что означает равенство x = 0. Для лю-
бого нетривиального комплексного числа α по условию выполнено
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равенство |α|α S = S. Тогда для любого x ∈ X получаем

µS(αx) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣ |α|x
t
∈ |α|

α
S = S

}
=

= inf
{
|α|τ > 0

∣∣∣ x

τ
∈ S

}
= |α|µS(x).

Если же α = 0, то очевидны следующие равенства

µS(αx) = µS(0) = 0 = |α|µS(x).

Заметим, что для любого вектора x ∈ X и любого числа t > µS(x)
выполнено вложение

x

t
∈ S.

Действительно, по определению нижней грани для любого t > µS(x)
существует положительное τt < t, такое, что x

τt
∈ S. Так как множе-

ство S выпукло и содержит ноль, то

τt
t
S =

τt
t
S +

(
1− τt

t

)
0 ⊂ S.

Следовательно,
x

t
=
τt
t

x

τt
∈ τt
t
S ⊂ S.

Тогда для любых векторов x, y ∈ X и любых чисел a > µS(x) и
b > µS(y) получаем вложения

x

a
∈ S и

y

b
∈ S.

В силу выпуклости множества S получаем

x+ y

a+ b
=

a

a+ b

x

a
+

b

a+ b

y

b
∈ S.

Следовательно, µS(x+y) 6 a+ b. Переходя в последнем неравенстве
к пределу при a → µS(x) + 0 и b → µS(y) + 0, получим неравенство
треугольника

µS(x+ y) 6 µS(x) + µS(y).

Таким образом, для функции µS(·) доказаны все свойства нормы.
Покажем, наконец, что множество S является открытым единичным
шаром с центром в нуле в смысле нормы µS(·). Обозначим

D =
{
x ∈ X

∣∣ µS(x) < 1
}
.
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Если вектор x ∈ D, то для любого t ∈ (µS(x), 1) получаем

x ∈ tS = tS + (1− t) 0 ⊂ S.

Следовательно, справедливо вложение D ⊂ S. Если же вектор x ∈ S,
то в силу открытости множества S по норме ‖ · ‖e, существует число
δ = δ(x) > 0, такое, что для любого вектора z ∈ X вида ‖z − x‖e < δ
выполнено z ∈ S. В частности, вектор

z = x+
δ

2 + ‖x‖e
x =

(
1 +

δ

2 + ‖x‖e

)
x ∈ S.

Следовательно,

µS(x) 6
1

1 + δ
2+‖x‖e

< 1,

что означает вложение x ∈ D. Таким образом, справедливо вложение
S ⊂ D, что вместе с доказанным выше вложением D ⊂ S означает
равенство S = D. Итак, искомой нормой ‖ · ‖ в пространстве X яв-
ляется функция Минковского µS(·) множества S. �

Лемма 3.1.21. (Ф. Рисс, о почти перпендикуляре) Пусть
(X, ‖ · ‖) — линейное нормированное пространство, L ⊂ X — его соб-
ственное замкнутое подпространство (т. е. L 6= X). Тогда для любого
числа ε ∈ (0, 1) существует единичный вектор zε ∈ X (т. е. ‖zε‖ = 1),
такой, что выполнено неравенство

ρ(zε, L) = inf
x∈L
‖zε − x‖ > 1− ε.

Док а з а т е л ь с т в о. По условию существует вектор

x0 ∈ X\L.

В силу замкнутости L получаем неравенство

ρ(x0, L) > 0.

По определению точной нижней грани, для любого числа ε ∈ (0, 1)
существует вектор yε ∈ L, такой, что справедливо неравенство

‖x0 − yε‖ <
ρ(x0, L)

1− ε
.

Определим единичный вектор

zε =
x0 − yε
‖x0 − yε‖

,
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для которого и получаем требуемое неравенство:

ρ(zε, L) = inf
y∈L
‖zε − y‖ =

=

inf
y∈L

∥∥x0 − yε − ‖x0 − yε‖ y
∥∥

‖x0 − yε‖
=

=
ρ(x0, L)

‖x0 − yε‖
> 1− ε.

Лемма доказана. �

Опр е д е л е н и е 3.1.22. Пусть L иM линейные подпростран-
ства в некотором линейном пространстве. Сумма подпространств L
и M называется прямой, если их пересечение тривиально, т. е.

L ∩M = {0}.

Прямую сумму подпространств L и M будем обозначать L⊕M .

З ам е ч а н и е 3.1.23. Очевидно, что сумма двух линейных под-
пространств некоторого линейного пространства является линейным
подпространством в этом линейном пространстве. �

Прим е р 3.1.24.Построим линейное нормированное простран-
ство (X, ‖ · ‖) и его замкнутое собственное подпространство L, такое,
что для любого единичного вектора z ∈ X выполнено строгое нера-
венство

ρ(z, L) < 1.

Рассмотрим в произвольном ненулевом линейном нормированном
пространстве (X, ‖ · ‖) линейную ненулевую непрерывную функцию

f :X → C.

В силу непрерывности f , существует δ > 0, такое, что для любого
x ∈ Bδ(0) выполнено неравенство

|f(x)| 6 1.

Тогда для любого вектора x ∈ B1(0) получаем неравенство

|f(x)| = |f(δx)|
δ

6
1

δ
.
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Определим величину

d(f) = sup
‖x‖=1

|f(x)| 6 1
δ .

Предположим, что для любого единичного вектора x ∈ X выполнено
строгое неравенство

|f(x)| < d(f)

(т. е. верхняя грань в определении d(f) не достигается). Тогда за-
мкнутое подпространство

L = Ker f =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) = 0
}

(это ядро линейной непрерывной комплекснозначной функции f) яв-
ляется искомым. Докажем это. Прежде всего заметим, что для лю-
бого вектора x0 6∈ Ker f (такой вектор существует в силу нетриви-
альности функции f) выполнено равенство

X = Lin{x0} ⊕Ker f.

Действительно, для любого вектора x ∈ X существует скаляр α =

= f(x)
f(x0) , такой, что

y = x− αx0 ∈ Ker f, т. е. x = αx0 + y ∈ Lin{x0}+ Ker f.

Следовательно, справедливо равенство

X = Lin{x0}+ Ker f.

Покажем, что эта сумма подпространств прямая, т. е.

Lin{x0} ∩Ker f = {0}.

Действительно, если вектор

z ∈ Lin{x0} ∩Ker f,

то f(z) = 0, и существует α ∈ C, такое, что z = αx0. Следовательно,

0 = f(z) = αf(x0).

Так как f(x0) 6= 0, то α = 0 и z = 0, что и требовалось. Таким
образом, для любого x ∈ X существуют единственные скаляр α и
вектор y ∈ Ker f , такие, что x = αx0 + y. Отсюда находим

d(f) = sup
x 6=0

∣∣∣∣f ( x

‖x‖

)∣∣∣∣ = sup
x6=0

|f(x)|
‖x‖

= sup
y∈Ker f
α6=0

|α| |f(x0)|
‖αx0 + y‖

=

= sup
y∈Ker f

|f(x0)|
‖x0 + y‖

=
|f(x0)|

ρ(x0,Ker f)
.
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Таким образом, для любого x0 6∈ Ker f выполнено равенство

ρ(x0,Ker f) =
|f(x0)|
d(f)

.

Если же вектор y ∈ Ker f , то

ρ(y,Ker f) = 0 =
|f(y)|
d(f)

.

Таким образом, для любого единичного вектора z получаем

ρ(z,Ker f) =
|f(z)|
d(f)

< 1,

что и требовалось.
Осталось привести пример линейного нормированного пространс-

тва (X, ‖ · ‖) и нетривиальной линейной непрерывной функции f на
X, у которой в определении d(f) не достигается верхняя грань. Рас-
смотрим линейное пространство

c0 =

{
x:N→ C

∣∣∣∣ lim
k→∞

x(k) = 0

}
,

состоящее из всех бесконечно малых числовых последовательностей,
норма в котором имеет вид

‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|.

Рассмотрим линейную функцию f : c0 → C следующего вида:

f(x) =

∞∑
k=1

(−1)kx(k)

2k
∀x ∈ c0.

Функция f является непрерывной, так как для любых x, y ∈ c0 вы-
полнено неравенство

|f(x)− f(y)| 6
∞∑
k=1

|x(k)− y(k)|
2k

6
∞∑
k=1

‖x− y‖∞
2k

= ‖x− y‖∞.

Отсюда, в частности, следует неравенство

|f(x)| 6 ‖x‖∞ ∀x ∈ c0 ⇒ d(f) 6 1.
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Для доказательства обратного неравенства рассмотрим последова-
тельность {xn }∞n=1 ⊂ c0 вида

xn(k) =

{
(−1)k, 1 6 k 6 n,

0, k > n.

Тогда ‖xn‖∞ = 1 для любого n ∈ N, т. е.

|f(xn)| =
n∑
k=1

1

2k
6 d(f).

Переходя здесь к пределу при n→∞, получим неравенство 1 6 d(f).
Следовательно, справедливо равенство

d(f) = 1.

Покажем, что для любого x ∈ c0, такого, что ‖x‖∞ = 1, выполнено
строгое неравенство

|f(x)| < d(f).

Действительно, для любого x ∈ c0 существует номер N , такой, что
для любого k > N выполнено

|x(k)| 6 1

2
.

Поэтому выполнено неравенство

|f(x)| 6
N∑
k=1

1

2k
+

∞∑
k=N+1

1

2k+1
=

∞∑
k=1

1

2k
−

∞∑
k=N+1

1

2k+1
= 1− 1

2N+1
< 1,

что и требовалось. Таким образом, для замкнутого подпространства
L = Ker f ⊂ c0 и для любого z ∈ c0 вида ‖z‖∞ = 1 выполнено строгое
неравенство

ρ(z,Ker f) < 1.

Приведём другой аналогичный пример. Рассмотрим линейное про-
странство

C[0, 2] =
{
x: [0, 2]→ C

∣∣ x — непрерывная функция
}
,

норма в котором имеет вид

‖x‖c = max
t∈[0,2]

|x(t)|.
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Рассмотрим линейную функцию f :C[0, 1]→ C следующего вида:

f(x) =

1∫
0

x(t) dt−
2∫

1

x(t) dt ∀x ∈ C[0, 2].

Функция f является непрерывной, так как для любых x, y ∈ C[0, 2]
выполнено неравенство

|f(x)− f(y)| 6 2‖x− y‖c.

Отсюда, в частности, следует неравенство

d(f) 6 2.

Для доказательства обратного неравенства рассмотрим для любого
n ∈ N функцию xn ∈ C[0, 2] вида

xn(t) =


1, 0 6 t 6 1− 1

n ,

n(1− t), 1− 1
n 6 t 6 1 + 1

n ,

−1, 1 + 1
n 6 t 6 2.

Тогда ‖xn‖c = 1 для любого n ∈ N, и справедливы неравенства

d(f) > |f(xn)| > 2− 4

n
→ 2 при n→∞.

Следовательно, получаем равенство

d(f) = 2.

Покажем, что для любого x ∈ C[0, 2], такого, что ‖x‖c = 1, выполне-
но строгое неравенство

|f(x)| < 2 = d(f).

Действительно, для любого x ∈ C[0, 2] существует число δ(x) ∈ (0, 1),
такое, что для всех чисел t ∈

[
1− δ(x), 1 + δ(x)

]
выполнено неравен-

ство

|x(t)− x(1)| 6 1

2
.
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Тогда для любого x ∈ C[0, 2] вида ‖x‖c = 1 получаем следующие
неравенства:

|f(x)| 6

∣∣∣∣∣1−δ(x)∫
0

x(t) dt

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ 2∫
1+δ(x)

x(t) dt

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ 1∫
1−δ(x)

x(t) dt−
1+δ(x)∫

1

x(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
6

1−δ(x)∫
0

∣∣x(t)
∣∣ dt+

2∫
1+δ(x)

∣∣x(t)
∣∣ dt+

+

∣∣∣∣∣ 1∫
1−δ(x)

(
x(t)− x(1)

)
dt−

1+δ(x)∫
1

(
x(t)− x(1)

)
dt

∣∣∣∣∣ 6
6 2

(
1− δ(x)

)
+

1∫
1−δ(x)

∣∣∣x(t)− x(1)
∣∣∣ dt+

1+δ(x)∫
1

∣∣∣x(t)− x(1)
∣∣∣ dt 6

6 2
(
1− δ(x)

)
+ δ(x)

2 + δ(x)
2 = 2− δ(x) < 2,

что и требовалось. Таким образом, для замкнутого подпространства
L = Ker f ⊂ C[0, 2] и для любого z ∈ C[0, 2] вида ‖z‖c = 1 выполнено
строгое неравенство ρ(z,Ker f) < 1. N

Те о р ем а 3.1.25. (Ф. Рисс) Пусть (X, ‖·‖) — бесконечномер-
ное линейное нормированное пространство. Тогда единичная сфера

S =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ = 1
}

не является компактным множеством.

Док а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольно вектор z1 ∈ S. Так
как X бесконечномерно, то его одномерное подпространство

L1 = Lin{z1} 6= X.

По следствию 3.1.19, конечномерное подпространство L1 является
полным, а значит, замкнутым. Следовательно, по лемме 3.1.21 суще-
ствует вектор z2 ∈ S, такой, что

‖z2 − z1‖ > ρ(z2, L1) >
1

2
.
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Далее, рассуждая по индукции, предположим, что для номера n > 2
построены векторы z1, . . . zn ∈ S, такие, что

‖zm − zs‖ >
1

2
при m 6= s, m, s ∈ 1, n.

Так как X бесконечномерно, то его конечномерное подпространство

Ln = Lin{z1, . . . , zn} 6= X.

По следствию 3.1.19, конечномерное подпространство Ln является
полным, а значит, замкнутым. Следовательно, по лемме 3.1.21 суще-
ствует вектор zn+1 ∈ S, такой, что

‖zn+1 − zm‖ > ρ(zn+1, Ln) >
1

2
∀m ∈ 1, n.

Таким образом, по индукции построена последовательность

{zn}∞n=1 ⊂ S,

любая подпоследовательность которой не фундаментальна, и, зна-
чит, является расходящейся. Таким образом, сфера S не является
секвенциальным компактом, и по теореме 2.2.3 не является компак-
том в пространстве (X, ‖ · ‖). �

Опр е д е л е н и е 3.1.26. Полное линейное нормированное про-
странство называется банаховым пространством.

Утв е ржд е н и е 3.1.27. Линейное нормированное пространс-
тво (X, ‖ · ‖) является банаховым тогда и только тогда, когда любой
абсолютно сходящийся ряд из X сходится в X, т. е. если для любой
последовательности {xn}∞n=1 ⊂ X вида

∞∑
n=1

‖xn‖ < +∞

существует вектор y ∈ X, такой, что

∞∑
n=1

xn = y, т. е. lim
N→∞

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

xn − y

∥∥∥∥∥ = 0.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть пространство (X, ‖ · ‖) банахово.
Рассмотрим произвольную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X вида

∞∑
n=1

‖xn‖ < +∞.

Следовательно, для любого ε > 0 существует номер L(ε), такой, что
для всех N > L(ε) и M ∈ N выполнено неравенство

N+M∑
n=N+1

‖xn‖ < ε.

Тогда последовательность частичных сумм

SN =

N∑
n=1

xn

является фундаментальной в X, так как для любых N > L(ε) и
M ∈ N выполнено

‖SN+M − SN‖ =

∥∥∥∥∥
N+M∑
n=N+1

xn

∥∥∥∥∥ 6
N+M∑
n=N+1

‖xn‖ < ε.

В силу полноты пространства (X, ‖ · ‖) существует вектор y ∈ X,
такой, что

‖SN − y‖ → 0 при N →∞.

Следовательно, справедливо равенство

∞∑
n=1

xn = y.

Обратно, пусть любой абсолютно сходящийся ряд из X сходится
в X. Рассмотрим произвольную фундаментальную последователь-
ность {zn}∞n=1 ⊂ X. Тогда существует строго возрастающая после-
довательность номеров {nm}∞m=1, такая, что для любого k > nm вы-
полнено неравенство

‖zk − znm‖ 6 2−m.

Следовательно, для любого номера m справедливо неравенство

‖znm+1
− znm‖ 6 2−m.
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Определим последовательность {xm}∞m=1 так, что

x1 = zn1
, а xnm+1

= znm+1
− znm ∀m ∈ N.

Так как
∞∑
m=1

‖xnm‖ 6 ‖zn1
‖+ 1 < +∞,

то по условию существует вектор y ∈ X, такой, что∥∥∥∥∥
M∑
m=1

xnm − y

∥∥∥∥∥ = ‖znM+1
− y‖ → 0 при M →∞.

Следовательно, фундаментальная последовательность {zn}∞n=1 име-
ет сходящуюся в X к вектору y подпоследовательность. Отсюда сра-
зу следует, что и сама последовательность {zn}∞n=1 сходится к век-
тору y. Действительно, по неравенству треугольника получаем

‖zn − y‖ 6 ‖zn − znm‖+ ‖znm − y‖ ∀n,m ∈ N.

В силу фундаментальности последовательности {zn}∞n=1 справедли-
во равенство

lim
n→∞
m→∞

‖zn − znm‖ = 0.

По построению,
lim
m→∞

‖znm − y‖ = 0.

Следовательно,

lim
n→∞

‖zn − y‖ 6 lim
n→∞
m→∞

‖zn − znm‖+ lim
m→∞

‖znm − y‖ = 0,

что и требовалось. �

3.2. Гильбертово пространство

Опр е д е л е н и е 3.2.1. ПустьX — комплексное линейное прос-
транство. Скалярным произведением в X называется отображение

(·, ·):X ×X → C,

удовлетворяющее свойствам
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1) для любого x ∈ X число (x, x) ∈ R и выполнено неравенство
(x, x) > 0;

2) равенство (x, x) = 0 равносильно x = 0;
3) для любых x, y ∈ X выполнено равенство (x, y) = (y, x);
4) для любых x, y, z ∈ X и α, β ∈ C выполнено равенство (αx +

+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z).

Опр е д е л е н и е 3.2.2. Линейное пространство с фиксирован-
ным в нём скалярным произведением называется евклидовым.

Утв е ржд е н и е 3.2.3. Пусть X — евклидово пространство.
Тогда величина

‖x‖ =
√

(x, x), x ∈ X,

удовлетворяет определению нормы в X.

Док а з а т е л ь с т в о. Ясно, что ‖x‖ > 0 для любого x ∈ X,
а равенство ‖x‖ = 0 равносильно (x, x) = 0, что в свою очередь
равносильно x = 0 по определению 3.2.1 скалярного произведения.
Далее для любого x ∈ X и α ∈ C имеем

‖αx‖ =
√

(αx, αx) =
√
αα(x, x) = |α| ‖x‖.

Осталось доказать неравенство треугольника. Прежде всего заме-
тим, что для любых векторов x, y ∈ X справедливо неравенство
Коши—Буняковского

|(x, y)| 6 ‖x‖ ‖y‖.

Действительно, для любого t ∈ R выполнено неравенство

0 6 (x− ty, x− ty) = ‖x‖2 − 2tRe(x, y) + t2‖y‖2.

Следовательно, получаем неравенство(
Re(x, y)

)2 − ‖x‖2‖y‖2 6 0, т. е.
∣∣Re(x, y)

∣∣ 6 ‖x‖ ‖y‖.
Если выписать экспоненциальнцую форму комплексного числа

(x, y) = |(x, y)|eiϕ,

то получаем

|(x, y)| =
(
x, eiϕy

)
= Re

(
x, eiϕy

)
6 ‖x‖

∥∥eiϕy∥∥ = ‖x‖ ‖y‖,
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т. е. неравенство Коши—Буняковского. Теперь для любых x, y ∈ X
получаем неравенство треугольника

‖x+ y‖ =
√
‖x‖2 + 2 Re(x, y) + ‖y‖2 6

6
√
‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = ‖x‖+ ‖y‖,

что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 3.2.4. Пусть X — евклидово пространство.
Функцию

‖x‖ =
√

(x, x), x ∈ X,

будем называть нормой в X, порождённой скалярным произведени-
ем. По умолчанию везде далее будем считать, что любое евклидово
пространство является линейным нормированным пространством с
нормой, порождённой скалярным произведением.

З ам е ч а н и е 3.2.5 (равенство параллелограммов). Пусть X —
евклидово пространство. Тогда для любых векторов x, y ∈ X спра-
ведливо равенство параллелограммов:

‖x− y‖2 + ‖x+ y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Действительно, имеем

‖x± y‖2 = (x± y, x± y) = ‖x‖2 + ‖y‖2 ± 2 Re(x, y),

откуда сразу получаем равенство параллелограммов. �

Опр е д е л е н и е 3.2.6. Евклидово пространство, полное от-
носительно нормы, порождённой скалярным произведением, будем
называть гильбертовым пространством.

Прим е р 3.2.7. Рассмотрим линейное нормированное простран-
ство

`2 =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)|2 < +∞

}
,

норма в котором задана следующим образом:

‖x‖2 =

√√√√ ∞∑
k=1

|x(k)|2 ∀x ∈ `2.
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Определим в пространстве `2 скалярное произведение

(x, y) =

∞∑
k=1

x(k)y(k) ∀x, y ∈ `2.

Для любых x, y ∈ `2 имеем при каждом k ∈ N неравенство

|x(k)y(k)| = |x(k)| |y(k)| 6 |x(k)|2 + |y(k)|2

2
.

Следовательно, по признаку сравнения ряд

∞∑
k=1

|x(k)y(k)|

сходится для любых x, y ∈ `2, т. е. величина (x, y) существует и, оче-
видно, удовлетворяет свойствам 1—4 определения 3.2.1. При этом
также выполнено равенство (x, x) = ‖x‖2. Таким образом, простран-
ство (`2, ‖·‖2) является евклидовым. Покажем, что оно является пол-
ным. Рассмотрим произвольную фундаментальную последователь-
ность

{xn}∞n=1 ⊂ `2,

т. е. для любого ε > 0 существует N(ε) ∈ N, такое, что для всех
n,m > N(ε) выполнено

‖xn − xm‖2 6 ε.

Так как для любого k ∈ N имеем

|xn(k)− xm(k)| 6 ‖xn − xm‖2,

то получаем, что числовая последовательность {xn(k)}∞n=1 является
фундаментальной в C. Следовательно, в силу полноты C для любого
k ∈ N существует числовой предел

lim
n→∞

xn(k) = z(k) ∈ C.

Так как для любогоM ∈ N и произвольных n,m > N(ε) справедливо
неравенство √√√√ M∑

k=1

|xn(k)− xm(k)|2 6 ‖xn − xm‖2 6 ε,
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то, переходя к пределу по m→∞, получаем√√√√ M∑
k=1

|xn(k)− z(k)|2 = lim
m→∞

√√√√ M∑
k=1

|xn(k)− xm(k)|2 6 ε.

Переходя теперь к пределу по M →∞, находим

‖xn − z‖2 = lim
M→∞

√√√√ M∑
k=1

|xn(k)− z(k)|2 6 ε

при всех n > N(ε). Отсюда, в частности, имеем неравенство

‖z‖2 = lim
M→∞

√√√√ M∑
k=1

|z(k)|2 6

6 lim
M→∞


√√√√ M∑
k=1

|xN(1)(k)− z(k)|2 +

√√√√ M∑
k=1

|xN(1)(k)|2

 6
6 1 + ‖xN(1)‖2 < +∞.

Следовательно, z ∈ `2 и ‖xn − z‖2 → 0 при n → ∞. Таким обра-
зом, доказана полнота пространства (`2, ‖ · ‖2), т. е. оно является
гильбертовым. N

Опр е д е л е н и е 3.2.8. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормиро-
ванное пространство, множество S ⊂ X, вектор x ∈ X. Вектор y ∈ S
называется метрической проекцией вектора x на множество S, если
справедливо равенство

‖x− y‖ = ρ(x, S) = inf
z∈S
‖x− z‖.

Те о р ем а 3.2.9. (Ф. Рисс, о проекции) ПустьH— гильбер-
тово пространство, S ⊂ H — выпуклое замкнутое множество. Тогда
для любого x ∈ H существует единственный вектор y ∈ S, который
является метрической проекцией вектора x на множество S.

Док а з а т е л ь с т в о. По определению расстояния от точки до
множества имеем

ρ(x, S) = inf
z∈S
‖x− z‖.
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Тогда существует минимизирующая последовательность {zm}∞m=1 ⊂
⊂ S, т. е.

ρ(x, S) = lim
m→∞

‖x− zm‖.

Покажем, что последовательность zm является фундаментальной.
Используя равенство параллелограммов, имеем

‖zm − zn‖2 = ‖(zm − x)− (zn − x)‖2 =

= 2‖zm − x‖2 + 2‖zn − x‖2 − ‖zm + zn − 2x‖2.

В силу выпуклости множества S получаем вложение

zm + zn
2

∈ S.

Следовательно, имеем неравенство

‖zm + zn − 2x‖2 = 4

∥∥∥∥zm + zn
2

− x
∥∥∥∥2

> 4ρ2(x, S).

Тогда получаем

‖zm−zn‖2 6 2‖zm−x‖2+2‖zn−x‖2−4ρ2(x, S)→ 0 при m,n→∞.

Следовательно, фундаментальность последовательности zm установ-
лена. В силу полноты пространства H существует вектор y ∈ H,
такой, что

‖zm − y‖ → 0 при m→∞.

Так как множество S замкнуто, то выполнено вложение y ∈ S. При
этом в силу неравенства треугольника имеем∣∣‖x− y‖ − ‖x− zm‖∣∣ 6 ‖y − zm‖ → 0 при m,n→∞.

Поэтому
‖x− y‖ = lim

m→∞
‖x− zm‖ = ρ(x, S),

т. е. y ∈ S — метрическая проекция вектора x на множество S.
Покажем единственность метрической проекции вектора x на мно-

жество S. Предположим, что существуют два вектора y, z ∈ S вида

‖x− y‖ = ‖x− z‖ = ρ(x, S).

Тогда, применяя равенство параллелограммов, имеем

‖y− z‖2 = ‖(y−x)− (z−x)‖2 = 2‖y−x‖2 + 2‖z−x‖2−‖y+ z− 2x‖2.
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В силу выпуклости множества S выполнено вложение

y + z

2
∈ S.

Тогда имеем неравенство

‖y + z − 2x‖2 = 4

∥∥∥∥y + z

2
− x
∥∥∥∥2

> 4ρ2(x, S).

Следовательно, получаем

‖y − z‖2 6 2‖y − x‖2 + 2‖z − x‖2 − 4ρ2(x, S) = 0,

т. е. y = z, что и требовалось. �

Прим е р 3.2.10. Приведём пример гильбертова пространства,
его невыпуклого замкнутого ограниченного подмножества и вектора,
не имеющего метрической проекции в этом множестве. Рассмотрим
гильбертово пространство `2 из примера 3.2.7 и множество M ⊂ `2,
состоящее из всех векторов en ∈ `2, где

en(k) =

{
1, k = n,
0, k 6= n

для всех номеров n, k. Множество M ограничено, так как ‖en‖2 = 1
для любого n ∈ N. МножествоM замкнуто. Действительно, если z ∈
∈ `2 является точкой прикосновения множества M , то существует
последовательность натуральных чисел nm, такая, что

‖enm − z‖2 → 0 при m→∞.

Если nm 6= nk, то ‖enm − enk‖2 =
√

2. Так как сходящаяся после-
довательность enm является фундаментальной, то существует номер
m0, такой, что для всех m > m0 выполнено nm = nm0

. Тогда z =
= enm0

∈M , т. е. множество M является замкнутым. Очевидно, что
множество M не выпукло. Рассмотрим вектор x ∈ `2 вида

x(k) = −1

k
∀ k ∈ N.

Тогда для любого номера n получаем

‖x− en‖2 =

√√√√√ ∞∑
k=1
k 6=n

1

k2
+

(
1 +

1

n

)2

=

√
π2

6
+ 1 +

2

n
.
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Следовательно,

ρ(x,M) = lim
n→∞

‖x− en‖2 =

√
π2

6
+ 1 < ‖x− em‖2 ∀m ∈ N.

Таким образом, для данного вектора x ∈ `2 не существует метри-
ческой проекции в замкнутом ограниченном невыпуклом множестве
M ⊂ `2. N

Опр е д е л е н и е 3.2.11. Пусть H — гильбертово простран-
ство, L ⊂ H — подпространство. Ортогональным дополнением L
называется множество

L⊥ =
{
x ∈ H

∣∣ (x, y) = 0 ∀ y ∈ L
}
.

З ам е ч а н и е 3.2.12. Ортогональное дополнение подпростран-
ства L ⊂ H является замкнутым подпространством в H. Действи-
тельно, для любых векторов x, z ∈ L⊥ и любых скаляров α, β ∈ C
имеем

(αx+ βz, y) = α(x, y) + β(z, y) = 0 ∀ y ∈ L.

Следовательно,
αx+ βz ∈ L⊥,

т. е. множество L⊥ является подпространством в H.
Для любого z ∈

[
L⊥
]
существует последовательность xm ∈ L⊥,

такая, что
‖xm − z‖ → 0 при m→∞.

Тогда для любого y ∈ L, в силу неравенства Коши—Буняковского,
получаем

|(z, y)| = |(z − xm, y)| 6 ‖z − xm‖ ‖y‖ → 0 при m→∞.

Следовательно, (z, y) = 0 для любого y ∈ L, т. е. z ∈ L⊥. Таким
образом, множество L⊥ является замкнутым. �

З ам е ч а н и е 3.2.13.Для любого подпространства L ⊂ H спра-
ведливо равенство

L⊥ = [L]⊥.

Действительно, так как L ⊂ [L], то очевидно вложение

L⊥ ⊃ [L]⊥.
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С другой стороны, рассмотрим любой вектор z ∈ L⊥. Для любого
вектора x ∈ [L] существует последовательность xm ∈ L, такая, что

‖xm − x‖ → 0 при m→∞.

Тогда, в силу неравенства Коши—Буняковского, получаем

|(z, x)| = |(z, x− xm)| 6 ‖z‖ ‖x− xm‖ → 0 при m→∞.

Следовательно, z ∈ [L]⊥. Таким образом, доказано обратное вложе-
ние

L⊥ ⊂ [L]⊥.

�

Те о р ем а 3.2.14. (Ф. Рисс, об ортогональн. дополнении)
Пусть H — гильбертово пространство, L ⊂ H — замкнутое подпро-
странство. Тогда справедливо равенство

H = L⊕ L⊥.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как замкнутое подпространство L
является выпуклым замкнутым множеством в H, то по теореме 3.2.9
для любого x ∈ H существует метрическая проекция на L — един-
ственный вектор y ∈ L, такой, что

‖x− y‖ = ρ(x, L).

Покажем, что вектор z = x − y ∈ L⊥. Для любого вектора a ∈ L и
любого нетривиального t ∈ R по определению метрической проекции
выполнено неравенство

‖x− y‖ 6 ‖x− y − ta‖, так как y + ta ∈ L.

Следовательно,

‖x− y‖2 6 ‖x− y − ta‖2 = ‖x− y‖2 + t2‖a‖2 − 2tRe(x− y, a).

Тогда при t > 0 получаем

Re(x− y, a) 6
t

2
‖a‖2 → 0 при t→ +0,

а при t < 0 получаем

Re(x− y, a) >
t

2
‖a‖2 → 0 при t→ −0.
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Таким образом,
Re(x− y, a) = 0.

Аналогично,

‖x− y‖ 6 ‖x− y − ita‖, так как y + ita ∈ L.

Следовательно,

‖x− y‖2 6 ‖x− y − ita‖2 = ‖x− y‖2 + t2‖a‖2 − 2t Im(x− y, a).

Тогда при t > 0 получаем

Im(x− y, a) 6
t

2
‖a‖2 → 0 при t→ +0,

а при t < 0 получаем

Im(x− y, a) >
t

2
‖a‖2 → 0 при t→ −0.

Таким образом,
Im(x− y, a) = 0.

Следовательно,
(x− y, a) = 0 ∀ a ∈ H,

т. е. справедливо вложение

x− y = z ∈ L⊥.

Таким образом, доказано равенство

H = L+ L⊥.

Покажем, что сумма подпространств L и L⊥ прямая, т. е.

L ∩ L⊥ = {0}.

Действительно, если вектор x ∈ L ∩ L⊥, то получаем (x, x) = 0, что
означает равенство x = 0. �

Сл е д с т в и е 3.2.15. Пусть H — гильбертово пространство,
L ⊂ H — подпространство. Тогда справедливо равенство(

L⊥
)⊥ = [L] .
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого x ∈ L и любого y ∈ L⊥ вы-
полнено равенство (x, y) = 0. Следовательно,

x ∈
(
L⊥
)⊥,

т. е. справедливо вложение

L ⊂
(
L⊥
)⊥.

Так как множество
(
L⊥
)⊥ замкнуто, то получаем вложение

[L] ⊂
(
L⊥
)⊥.

По теореме 3.2.14 имеем равенство H = [L] ⊕ [L]⊥. В силу заме-
чания 3.2.13 выполнено [L]⊥ = L⊥. Тогда для любого вектора z ∈
∈
(
L⊥
)⊥ существуют единственные векторы x ∈ [L] и y ∈ L⊥, такие,

что z = x+ y. Но тогда получаем равенства

0 = (z, y) = (x, y) + (y, y) = (y, y), так как (x, y) = 0.

Следовательно, y = 0, и z = x ∈ [L]. Таким образом, доказано обрат-
ное вложение (

L⊥
)⊥ ⊂ [L].

�

3.3. Полные системы и базис

Опр е д е л е н и е 3.3.1. ПустьX — комплексное линейное про-
странство, множество E ⊂ X. Линейной оболочкой множества E
называется совокупность всевозможных конечных линейных комби-
наций элементов множества E и обозначается LinE. Таким образом,

LinE =

{
N∑
k=1

αkxk

∣∣∣∣ N ∈ N, α1, . . . , αN ∈ C
x1, . . . , xN ∈ E

}
.

Опр е д е л е н и е 3.3.2. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормиро-
ванное пространство. Будем говорить, что множество E ⊂ X обра-
зует полную систему, если его линейная оболочка всюду плотна в X,
т. е.

[LinE] = X.
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Прим е р 3.3.3. Рассмотрим линейное нормированное простран-
ство C[0, 1], состоящее из всех непрерывных функций x: [0, 1] → C с
нормой

‖x‖c = max
t∈[0,1]

|x(t)|.

Рассмотрим счётное множество E = {en}∞n=0 ⊂ C[0, 1], где

e0(t) = 1, en(t) = tn ∀ t ∈ [0, 1], ∀n ∈ N.

Таким образом, множество LinE представляет собой все многочле-
ны, определённые на отрезке [0, 1]. По теореме Вейерштрасса любая
функция x ∈ C[0, 1] с любой точностью может быть равномерно на
отрезке [0, 1] приближена подходящим многочленом, т. е. для любого
ε > 0 существует Pε ∈ LinE, такой, что

‖x− Pε‖c < ε.

Таким образом, множество LinE является всюду плотным в C[0, 1],
и поэтому множество E образует в C[0, 1] счётную полную систему.N

Утв е ржд е н и е 3.3.4. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормиро-
ванное пространство. Счётное множество E = {en}∞n=1 ⊂ X образует
в X полную систему тогда и только тогда, когда для любого x ∈ X
выполнено соотношение

lim
n→∞

ρ
(
x,Lin{e1, . . . , en}

)
= 0.

Док а з а т е л ь с т в о.Полнота системы E по определению 3.3.2
означает, что для любых x ∈ X и ε > 0 существует z = z(x, ε) ∈
∈ LinE, такое, что выполнено неравенство

‖x− z‖ < ε.

По определению 3.3.1 вложение z ∈ LinE означает, что существует
N = N(z) ∈ N, такое, что выполнено вложение

z ∈ Lin{e1, . . . , eN}.

Так как для всех n > N справедливо вложение

Lin{e1, . . . , eN} ⊂ Lin{e1, . . . , en},

то получаем

ρ
(
x,Lin{e1, . . . , en}

)
6 ρ

(
x,Lin{e1, . . . , eN}

)
6 ‖x− z‖ < ε,
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что означает соотношение

lim
n→∞

ρ
(
x,Lin{e1, . . . , en}

)
= 0.

Обратно, если выполнено последнее предельное соотношение, то
для любого ε > 0 существует N ∈ N, такое, что справедливо нера-
венство

ρ
(
x,Lin{e1, . . . , eN}

)
6 ε.

Тогда по определению расстояния от точки до множества существует

z ∈ Lin{e1, . . . , eN} ⊂ LinE,

такое, что выполнено неравенство

‖x− z‖ 6 ρ
(
x,Lin{e1, . . . , eN}

)
+ ε.

Следовательно,

‖x− z‖ 6 2ε для подходящего z ∈ LinE,

т. е. множество LinE является всюду плотным в X, а система E
является полной. �

Сл е д с т в и е 3.3.5. Пусть (X, ‖·‖) — линейное нормированное
пространство. Пусть счётная система

E = {en}∞n=1 ⊂ X

является полной в X. Тогда другая счётная система

G = {gn}∞n=1 ⊂ X

является полной в X тогда и только тогда, когда для любого m ∈ N
выполнено соотношение

lim
n→∞

ρ
(
em,Lin{g1, . . . , gn}

)
= 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость сразу следует из утвер-
ждения 3.3.4. Покажем достаточность. В силу полноты системы E
для любого x ∈ X и любого ε > 0 существует элемент

z =

N∑
k=1

αkek ∈ LinE,
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такой, что
‖x− z‖ 6 ε.

По условию для любого k ∈ 1, N существует элемент hk ∈ LinG,
такой, что выполнено неравенство

‖ek − hk‖ 6
ε

1 +
N∑
k=1

|αk|
.

Определив элемент

w =

N∑
k=1

αkhk ∈ LinG,

получаем следующие оценки:

‖x− w‖ 6 ‖x− z‖+

N∑
k=1

|αk| ‖ek − hk‖ 6 2ε,

т. е. множество LinG всюду плотно вX, а система G является полной
в X. �

З а д а ч а 3.3.6. Рассмотрим евклидово пространство CL2[0, 1],
состоящее из всех непрерывных функций x: [0, 1]→ C с нормой

‖x‖2 =

√√√√√ 1∫
0

|x(t)|2 dt.

Определим функции

e0(t) = 1, en(t) = tn ∀ t ∈ [0, 1] ∀n ∈ N.

Пусть последовательность {nk}∞k=0 состоит из целых неотрицатель-
ных чисел и является строго возрастающей. Доказать, что система
S = {enk}∞k=0 является полной в пространстве CL2[0, 1] тогда и толь-
ко тогда, когда справедливо соотношение

∞∑
k=1

1

nk
= +∞.
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Решени е. Так как система E = {en}∞n=0 является полной в
пространстве C[0, 1] (см. пример 3.3.3), а для любой функции x ∈
∈ C[0, 1] справедливо неравенство

‖x‖2 6 ‖x‖c,

то система E является полной и в пространстве CL2[0, 1]. Тогда в
силу следствия 3.3.5 требуется доказать, что соотношение

lim
k→∞

ρ
(
em,Lin{en0 , . . . , enk}

)
= 0

для любого m ∈ N выполняется тогда и только тогда, когда

∞∑
k=1

1

nk
= +∞.

Как известно, в произвольном евклидовом пространстве E квадрат
расстояния от точки x ∈ E до линейной оболочки конечного набора
линейно независимых векторов y1, . . . , yk ∈ E вычисляется по фор-
муле

ρ2
(
x,Lin{y1, . . . , yk}

)
=

det Γ(x, y1, . . . , yk)

det Γ(y1, . . . , yk)
,

где Γ(y1, . . . , yk) — матрица Грама системы векторов y1, . . . , yk.
В евклидовом пространстве CL2[0, 1] имеем

Γ(en0 , . . . , enk) =


1

n0+n0+1 . . . 1
n0+nk+1

...
. . .

...
1

nk+n0+1 . . . 1
nk+nk+1

 ,

Γ(em, en0
, . . . , enk) =


1

m+m+1
1

m+n0+1 . . . 1
m+nk+1

1
m+n0+1

1
n0+n0+1 . . . 1

n0+nk+1
...

...
. . .

...
1

m+nk+1
1

nk+n0+1 . . . 1
nk+nk+1

 .

Полученные матрицы Грама являются частным случаем матрицы
Коши, имеющей вид

K =


1

a0+b0
. . . 1

a0+bk
...

. . .
...

1
ak+b0

. . . 1
ak+bk
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для произвольных положительных чисел a0, . . . , ak и b0, . . . , bk. Оче-
видно, что детерминант матрицы K имеет вид

detK =
P (a0, . . . , ak, b0, . . . , bk)

k∏
i,j=0

(ai + bj)

,

где P — многочлен степени (k + 1)2 − (k + 1) = (k + 1)k. Так как
при ai = aj совпадают i-я и j-я строки матрицы K, а при bi = bj
совпадают i-й и j-й столбцы матрицыK, то в этих случаях detK = 0.
Следовательно, многочлен P имеет вид

P (a0, . . . , ak, b0, . . . , bk) = Qk
∏

06i<j6k

(
(ai − aj)(bi − bj)

)
.

Так как степень многочлена∏
06i<j6k

(
(ai − aj)(bi − bj)

)
переменных a0, . . . ak и b0, . . . , bk как раз равна (k + 1)k, т. е. совпа-
дает со степенью многочлена P , то Qk — константа, не зависящая
от аргументов a0, . . . , ak и b0, . . . , bk. Индукцией по k ∈ N можно
показать, что Qk = 1 для любого k ∈ N.

Используя полученный вид детерминанта матрицы Коши, полу-
чаем

det Γ(em, en0 , . . . , enk) = det Γ(en0 , . . . , enk)

(
1

2m+ 1

k∏
i=0

m− ni
m+ ni + 1

)2

.

Следовательно,

ρ
(
em,Lin{en0

, . . . , enk}
)

=
1

2m+ 1

k∏
i=0

|m− ni|
m+ ni + 1

=

=
|m− n0|

(2m+ 1)(m+ n0 + 1)

k∏
i=1

∣∣∣1− m
ni

∣∣∣
1 + m+1

ni

.

Поэтому если для любого целого числа k > 0 выполнено неравенство
m 6= nk, то имеем неравенство

ρ
(
em,Lin{en0

, . . . , enk}
)
> 0,
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а соотношение

ρ
(
em,Lin{en0 , . . . , enk}

)
→ 0 при k →∞

равносильно

ln ρ
(
em,Lin{en0

, . . . , enk}
)
→ −∞ при k →∞.

Получаем

ln ρ
(
em,Lin{en0

, . . . , enk}
)

=

= ln
|m− n0|

(2m+ 1)(m+ n0 + 1)
+

k∑
i=1

(
ln

∣∣∣∣1− m

ni

∣∣∣∣− ln

(
1 +

m+ 1

ni

))
.

Так как ni → +∞ при i→∞, то

ln

∣∣∣∣1− m

ni

∣∣∣∣− ln

(
1 +

m+ 1

ni

)
< 0

при всех достаточно больших значениях i, а

ln

∣∣∣∣1− m

ni

∣∣∣∣− ln

(
1 +

m+ 1

ni

)
∼ −2m+ 1

ni
при i→∞.

Следовательно, по признаку сравнения сходимости знакопостоянно-
го числового ряда, ряд

∞∑
i=1

(
ln

∣∣∣∣1− m

ni

∣∣∣∣− ln

(
1 +

m+ 1

ni

))
сходится или расходится одновременно с рядом

∞∑
i=1

1

ni
.

Таким образом, требуемое соотношение

ln ρ
(
em,Lin{en0

, . . . , enk}
)
→ −∞ при k →∞

равносильно расходимости ряда

∞∑
i=1

1

ni
,

181



т. е. выполнению соотношения
∞∑
i=1

1

ni
= +∞,

что и требовалось. N

З а д а ч а 3.3.7. Рассмотрим линейное нормированное простран-
ство C[0, 1], состоящее из всех непрерывных функций x: [0, 1] → C с
нормой

‖x‖ = max
t∈[0,1]

|x(t)|.

Определим функции

e0(t) = 1, en(t) = tn ∀ t ∈ [0, 1] ∀n ∈ N.

Пусть последовательность {nk}∞k=0 состоит из целых неотрицатель-
ных чисел, является строго возрастающей, и n0 = 0. Доказать, что
система

S = {enk}∞k=0

является полной в пространстве C[0, 1] тогда и только тогда, когда
справедливо соотношение

∞∑
k=1

1

nk
= +∞.

Решени е. Если система S полна в пространстве C[0, 1], то в
силу неравенства ‖x‖2 6 ‖x‖c для всех x ∈ C[0, 1] получаем пол-
ноту системы S и в пространстве CL2[0, 1]. Следовательно, в силу
результата задачи 3.3.6 получаем требуемое соотношение

∞∑
k=1

1

nk
= +∞.

Теперь предположим, что выполнено это последнее равенство. Тогда
по признаку сравнения получаем

∞∑
k=2

1

nk − 1
= +∞.

Следовательно, системаG = {enk−1}∞k=1 полна в пространстве CL2[0, 1].
Так как по теореме Вейерштрасса система всех степеней E = {en}∞n=0
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полна в пространстве C[0, 1], то для любого ε > 0 существует много-
член Pε ∈ LinE, такой, что справедливо неравенство

‖x− Pε‖c 6 ε.

Далее, в силу полноты системы G в пространстве CL2[0, 1] существу-
ет многочлен Qε ∈ LinG, такой, что выполнено неравенство

‖P ′ε −Qε‖2 6 ε.

Определим многочлен

Rε(t) = Pε(0) +

t∫
0

Qε(τ) dτ, где t ∈ [0, 1].

Тогда справедливо вложение Rε ∈ LinS, а в силу равенства

Pε(t) = Pε(0) +

t∫
0

P ′ε(τ) dτ

получаем соотношения

‖Pε −Rε‖c = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(
P ′ε(τ)−Qε(τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1∫
0

∣∣P ′ε(τ)−Qε(τ)
∣∣ dτ 6 ∥∥P ′ε −Qε∥∥2

6 ε.

Следовательно, в силу неравенства треугольника получаем оценку

‖x−Rε‖c 6 ‖x− Pε‖c + ‖Pε −Rε‖c 6 2ε,

т. е. система S полна в пространстве C[0, 1], что и требовалось. N

Опр е д е л е н и е 3.3.8. Пусть (X, ‖ · ‖) — линейное нормиро-
ванное пространство. Счётная система F = {fn}∞n=1 ⊂ X называется
базисом в X, если для любого x ∈ X существует единственная по-
следовательность скаляров {αn(x)}∞n=1, такая, что справедливо со-
отношение

lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

αn(x)fn

∥∥∥∥∥ = 0.
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Это соотношение будем по определению записывать в виде

x =

∞∑
n=1

αn(x)fn.

Прим е р 3.3.9. Рассмотрим пространство (`2, ‖·‖2), определённое
в примере 3.2.7. Определим счётную систему E = {en}∞n=1 ⊂ `2 вида

en(k) =

{
1, n = k,
0, n 6= k,

∀ k, n ∈ N.

Покажем, что система E образует базис в `2. Действительно, для
любого x ∈ `2 справедливо соотношение∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

x(n)en

∥∥∥∥∥
2

=

√√√√ ∞∑
n=N+1

|x(n)|2 → 0 при N →∞.

Следовательно, можно определить значение

αn(x) = x(n) ∀n ∈ N.

С другой стороны, если некоторая последовательность скаляров {βn(x)}∞n=1

удовлетворяет соотношению

lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

βn(x)en

∥∥∥∥∥
2

= 0,

то для любого m ∈ N и N > m получаем

∣∣x(m)− βm(x)
∣∣ 6 ∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

βn(x)en

∥∥∥∥∥
2

→ 0 при N →∞.

Следовательно, получаем

βm(x) = x(m) = αm(x) ∀m ∈ N.

Таким образом, доказано, что для любого x ∈ `2 существует един-
ственная последовательность скаляров

αn(x) = x(n), ∀n ∈ N,

такая, что

lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

αn(x)en

∥∥∥∥∥
2

= 0,
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что и требовалось. N

З ам е ч а н и е 3.3.10. Пусть в линейном нормированном про-
странстве (X, ‖ · ‖) существует базис F = {fn}∞n=1 ⊂ X. Тогда си-
стема F является полной в X. Действительно, для любого элемента
x ∈ X имеем

ρ (x,LinF ) 6 lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

αn(x)fn

∥∥∥∥∥ = 0,

т. е. множество LinF всюду плотно в X, что и требовалось. �

Прим е р 3.3.11. Рассмотрим систему степеней E = {en}∞n=0,
где

e0(t) = 1, en(t) = tn, ∀ t ∈ [0, 1] ∀n ∈ N.
Cистема E является полной в пространствах C[0, 1] и CL2[0, 1], од-
нако она не является базисом в этих пространствах.

Действительно, предположив базисность системы E в простран-
стве C[0, 1], получим, что любая непрерывная на отрезке [0, 1] функ-
ция раскладывается в равномерно сходящийся к ней на отрезке [0, 1]
степенной ряд. Но тогда по теореме Абеля получаем бесконечную
гладкость любой непрерывной функции на интервале (0, 1), что, оче-
видно, неверно.

Теперь предположим, что система E является базисом в евкли-
довом пространстве CL2[0, 1]. Тогда для любой непрерывной на от-
резке [0, 1] функции x существует единственная последовательность
скаляров {αn(x)}∞n=0, такая, что∥∥∥∥∥x−

N∑
n=0

αn(x)en

∥∥∥∥∥
2

→ 0 при N →∞.

Определим функцию

z(t) =

t∫
0

x(τ) dτ, t ∈ [0, 1].

Получаем∥∥∥∥∥z −
N∑
n=0

αn(x)
n+1 en+1

∥∥∥∥∥
c

= max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(
x(τ)−

N∑
n=0

αn(x)en(τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1∫
0

∣∣∣∣∣x(τ)−
N∑
n=0

αn(x)en(τ)

∣∣∣∣∣ dτ 6
∥∥∥∥∥x−

N∑
n=0

αn(x)en

∥∥∥∥∥
2

→ 0
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при N → ∞. Следовательно, функция z раскладывается в равно-
мерно сходящийся к ней на отрезке [0, 1] степенной ряд. Но тогда по
теореме Абеля получаем бесконечную гладкость функции z на ин-
тервале (0, 1), что неверно для случая недифференцируемой непре-
рывной функции x. N

Утв е ржд е н и е 3.3.12. Пусть E — евклидово пространство,
а система F = {fn}∞n=1 ⊂ E состоит из нетривиальных попарно орто-
гональных векторов и является полной в E. Тогда система F явля-
ется базисом в E, причём для любого x ∈ E справедливы равенства

x =

∞∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn, ‖x‖2 =

∞∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
(равенство Парсеваля).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу минимального свойства коэффи-
циентов Фурье произвольного вектора x ∈ E по ортогональной си-
стеме F для любого N ∈ N ближайшим элементом для x в подпро-
странстве Lin{f1, . . . , fN} является его N -я сумма Фурье:

SN (x) =

N∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn,

т. е. справедливо равенство

ρ2
(
x,Lin{f1, . . . , fN}

)
= ‖x− SN (x)‖2 =

= (x, x)− (x, SN (x))− (SN (x), x) + (SN (x), SN (x)) =

= ‖x‖2 −
N∑
n=1

(x, fn)(x, fn)

(fn, fn)
−

N∑
n=1

(x, fn)(x, fn)

(fn, fn)
+

N∑
n=1

(x, fn)(x, fn)

(fn, fn)
=

= ‖x‖2 −
N∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
.

Так как в силу полноты системы F имеем

ρ
(
x,Lin{f1, . . . , fN}

)
→ 0 при N →∞,

то получаем соотношения

‖x− SN (x)‖ → 0 и ‖x‖2 −
N∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
→ 0 при N →∞.
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Следовательно, доказаны требуемые равенства

x =

∞∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn и ‖x‖2 =

∞∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
.

Предположим, что для последовательности скаляров {αn(x)}∞n=1 име-
ет место равенство

x =

∞∑
n=1

αn(x)fn.

Для любого N ∈ N обозначим

rN (x) = x−
N∑
n=1

αn(x)fn.

Тогда справедливо соотношение

‖rN (x)‖ → 0 при N →∞.

Следовательно, в силу ортогональности элементов системы F для
любого m ∈ N и N > m получаем

(x, fm) = αm(x)(fm, fm) + (rN (x), fm)→
→ αm(x)(fm, fm) при N →∞,

так как

|(rN (x), fm)| 6 ‖rN (x)‖ ‖fm‖ → 0 при N →∞.

Таким образом,

αm(x) =
(x, fm)

(fm, fm)
∀m ∈ N.

Следовательно, для любого x ∈ E существует единственная последо-
вательность скаляров

αn(x) =
(x, fn)

(fn, fn)

(это коэффициенты Фурье вектора x по ортогональной системе F ),
для которой справедливо равенство

x =

∞∑
n=1

αn(x)fn.
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Таким образом, доказана базисность системы F в евклидовом про-
странстве E. �

З ам е ч а н и е 3.3.13. Пусть в евклидовом пространстве E име-
ется счётная полная система G = {gn}∞n=1, состоящая из линейно
независимых векторов. Подвергая векторы системы G процедуре
ортогонализации Грама—Шмидта, получим счётную систему F =
= {fn}∞n=1, состоящую из нетривиальных попарно ортогональных
векторов вида

f1 = g1, f2 = g2 −
(g2, f1)

(f1, f1)
f1, . . . fn = gn −

n−1∑
k=1

(gn, fk)

(fk, fk)
fk, . . .

Так как по определению процедуры ортогонализации Грама—Шмид-
та для любого n ∈ N справедливы вложения

fn ∈ Lin{g1, . . . , gn} и gn ∈ Lin{f1, . . . , fn},

то получаем равенство

Lin{g1, . . . , gn} = Lin{f1, . . . , fn}.

Следовательно, в силу полноты системы G и утверждения 3.3.4 по-
лучаем полноту системы F . Но тогда, в силу утверждения 3.3.12,
получаем базисность системы F в пространстве E. �

Утв е ржд е н и е 3.3.14. Пусть H — гильбертово простран-
ство, а система F = {fn}∞n=1 ⊂ H состоит из нетривиальных по-
парно ортогональных векторов. Система F является базисом в про-
странстве H тогда и только тогда, когда только тривиальный вектор
ортогонален всем векторам системы F .

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость утверждения сразу сле-
дует из утверждения 3.3.12. Действительно, если вектор x ∈ H ор-
тогонален всем векторам базисной системы F , т. е.

(x, fn) = 0 ∀n ∈ N,

то получаем

0 = lim
N→∞

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn

∥∥∥∥∥ = lim
N→∞

‖x‖ = ‖x‖,
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т. е. x — нулевой вектор. Заметим, что при доказательстве необхо-
димости мы не пользовались полнотой пространства H.

Покажем достаточность. Для любого вектора x ∈ H в силу ми-
нимального свойства его коэффициентов Фурье по ортогональной
системе F имеем∥∥∥∥∥x−

N∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn

∥∥∥∥∥
2

=

= ‖x‖2 −
N∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
= ρ2

(
x,Lin{f1, . . . , fN}

)
> 0.

Следовательно, для любого N ∈ N получаем неравенство

N∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
6 ‖x‖2.

Тогда по теореме Вейерштрасса о пределе неубывающей ограничен-
ной сверху числовой последовательности при N →∞ получаем

∞∑
n=1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
6 ‖x‖2 (неравенство Бесселя).

Следовательно, последователность

SN (x) =

N∑
n=1

(x, fn)

(fn, fn)
fn

частичных сумм ряда Фурье вектора x по системе F является фун-
даментальной в пространстве H, так как для любых N,M ∈ N имеем

∥∥SN (x)− SN+M (x)
∥∥2

=

N+M∑
n=N+1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
6

6
∞∑

n=N+1

|(x, fn)|2

(fn, fn)
→ 0 при N →∞.

В силу полноты пространства H последовательность SN (x) сходится
в H при N → ∞ к некоторому вектору z ∈ H. Так как для любого
m ∈ N и N > m выполнено равенство

(SN (x), fm) = (x, fm),
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то получаем

(x− z, fm) = lim
N→∞

(x− SN (x), fm) = lim
N→∞

(
(x, fm)− (x, fm)

)
= 0.

Следовательно, вектор x− z ортогонален всем векторам системы F ,
а значит, по условию является нулевым. Таким образом, x = z и

ρ
(
x,Lin{f1, . . . , fN}

)
=
∥∥x− SN (x)

∥∥→ 0 при N →∞.

Следовательно, система F является полной в пространстве H. По-
этому по утверждению 3.3.12 получаем базисность системы F в гиль-
бертовом пространстве H. �

Утв е ржд е н и е 3.3.15. Любое бесконечномерное сепарабель-
ное гильбертово пространство изометрически изоморфно простран-
ству `2.

Док а з а т е л ь с т в о.ПустьH— бесконечномерное сепарабель-
ное гильбертово пространство, а {gn}∞n=1 ⊂ H — его счётное всюду
плотное подмножество. Определим строго возрастающую подпосле-
довательность натуральных чисел {nk}∞k=1 следующим образом:

n1 = min
{
m ∈ N

∣∣ gm 6= 0
}
,

nk+1 = min
{
m > nk

∣∣ gm 6∈ Lin{gn1
, . . . , gnk}

}
∀ k ∈ N.

Покажем, что система G = {gnk}∞k=1, состоящая из линейно незави-
симых векторов, является полной в H. Действительно, для любого
x ∈ H и любого ε > 0 существует номер m, такой, что

‖x− gm‖ 6 ε.

Так как для любого nk > m имеем вложение

gm ∈ Lin{gn1 . . . , gnk},

то получаем неравенства

ρ(x,LinG) 6 ρ
(
x,Lin{gn1

. . . , gnk}
)
6 ‖x− gm‖ 6 ε.

Следовательно, множество LinG является всюду плотным в H, что
и требовалось.

В силу замечания 3.3.13, подвергнув векторы системы G проце-
дуре ортогонализации Грама—Шмидта, получим систему попарно
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ортогональных векторов F = {fn}∞n=1, которая образует в простран-
стве H ортогональный базис. По утверждению 3.3.12 любой вектор
x ∈ H представляется своим рядом Фурье по ортогональной системе
F , а его коэффициенты Фурье

ϕn(x) =
(x, fn)√
(fn, fn)

образуют последовательность ϕ(x) = {ϕn(x)}∞n=1 из пространства `2,
т. е.

ϕ(x) ∈ `2.

При этом согласно равенству Парсеваля

‖x‖ = ‖ϕ(x)‖2.

Таким образом, определено линейное изометричное (и потому инъ-
ективное) отображение

ϕ:H→ `2.

Осталось показать, что отображение ϕ является сюръекцией, т. е.

ϕ(H) = `2.

Для любой последовательности z = {z(n)}∞n=1 ∈ `2 рассмотрим по-
следовательность векторов пространства H вида

SN =
N∑
n=1

z(n)√
(fn, fn)

fn.

Последовательность {SN}∞N=1 является фундаментальной в простран-
стве H, так как для любых N,M ∈ N имеем

‖SN − SN+M‖2 =

N+M∑
n=N+1

|z(n)|2 6
∞∑

n=N+1

|z(n)|2 → 0 при N →∞.

В силу полноты пространстваH существует вектор x ∈ H, такой, что
‖x− SN‖ → 0 при N →∞. Следовательно, справедливо равенство

x =

∞∑
n=1

z(n)√
(fn, fn)

fn .

Но тогда ϕn(x) = z(n) для любого n ∈ N, т. е. ϕ(x) = z, что и
требовалось.
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Таким образом, отображение ϕ устанавливает изометрический
изоморфизм пространств H и `2. �

Прим е р 3.3.16. Построим пример несепарабельного гильбер-
това пространства. Рассмотрим множество H комплекснозначных
функций, определённых на отрезке [0, 1], принимающих не более
чем счётное множество нетривиальных значений, которые образуют
квадратически сходящийся числовой ряд. Таким образом, множество
H имеет вид

H =


x: [0, 1]→ C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃ не более чем счётное T (x) ⊂ [0, 1] :

∀ t 6∈ T (x) выполнено x(t) = 0 и∑
t∈T (x)

|x(t)|2 < +∞


.

Ясно, что множество H является линейным пространством отно-
сительно поточечных операций сложения и умножния на скаляр.
Введём в H скалярное произведение:

(x, y) =
∑

t∈T (x)∪T (y)

x(t)y(t) ∀x, y ∈ H.

Указанный ряд сходится абсолютно, так как справедливо неравен-
ство ∑

t∈T (x)∪T (y)

|x(t)y(t)| 6
√ ∑
t∈T (x)

|x(t)|2
√ ∑
t∈T (y)

|y(t)|2 < +∞.

Покажем, что линейное пространство H с нормой ‖ · ‖, порождённой
введённым скалярным произведением, является полным. Рассмот-
рим в пространстве H произвольную фундаментальную последова-
тельность {xn}∞n=1. Тогда для любого ε > 0 существует номер N(ε),
такой, что для всех n,m > N(ε) выполнено неравенство

‖xn − xm‖ 6 ε.

Определим не более чем счётное множество

T =

∞⋃
n=1

T (xn).
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Для любого t ∈ T и произвольных n,m > N(ε) имеем

|xn(t)− xm(t)| 6
√∑
τ∈T
|xn(τ)− xm(τ)|2 = ‖xn − xm‖ 6 ε.

Следовательно, числовая последовательность {xn(t)}∞n=1 фундамен-
тальна в C для любого t ∈ T . Если же t 6∈ T , то xn(t) = 0 для любого
n ∈ N. Таким образом, для любого t ∈ [0, 1] существует числовой
предел

z(t) = lim
n→∞

xn(t),

причём для любого t 6∈ T получаем z(t) = 0. Следовательно, опреде-
лена функция

z: [0, 1]→ C,

для которой T (z) = T , т. е. функция z ∈ H. Покажем, что последо-
вательность xn сходится в H к функции z. Пусть счётное множество

T = {ts}∞s=1, где ts 6= tr при s 6= r.

Тогда для любого M ∈ N и n > N(ε) получаем√√√√ M∑
s=1

|xn(ts)− z(ts)|2 = lim
m→∞

√√√√ M∑
s=1

|xn(ts)− xm(ts)|2 6

6 lim
m→∞

‖xn − xm‖ 6 ε.

Следовательно,

‖xn − z‖ = lim
M→∞

√√√√ M∑
s=1

|xn(ts)− z(ts)|2 6 ε,

что и требовалось. Таким образом, линейное пространство H с вве-
дённым скалярным произведением является гильбертовым простран-
ством. Покажем, что оно несепарабельно. Для любого t ∈ [0, 1] опре-
делим функцию xt ∈ H вида

xt(τ) =

{
1, t = τ,
0, t 6= τ.

Таким образом, T (xt) = {t} — одноточечное множество. Рассмотрим
множество

A0 =
{
xt

∣∣ t ∈ [0, 1]
}
⊂ H.
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Ясно, что множество A0 равномощно отрезку [0, 1] и поэтому явля-
ется несчётным. Но для любых двух его различных элементов xt и
xτ при t 6= τ получаем

‖xt − xτ‖ =
√

2 = ε0.

Следовательно, в силу утверждения 1.3.4 получаем несепарабель-
ность построенного гильбертова пространства H. N

3.4. Линейные операторы

Опр е д е л е н и е 3.4.1. Пусть X и Y — линейные пространс-
тва. Линейное отображение A:X → Y называется линейным опера-
тором.

Опр е д е л е н и е 3.4.2. Пусть X и Y — линейные простран-
ства, A:X → Y — линейный оператор. Ядром оператора A называ-
ется подпространство из X вида

KerA =
{
x ∈ X

∣∣ A(x) = 0
}
.

Образом, или множеством значений, оператора A называется под-
пространство из Y вида:

ImA =
{
A(x)

∣∣ x ∈ X }
.

Опр е д е л е н и е 3.4.3. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Линейный оператор A:X → Y
называется ограниченным, если для любого ограниченного множе-
ства S ⊂ X его образ A(S) является ограниченным в Y .

Утв е ржд е н и е 3.4.4. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства, линейный оператор A:X → Y .
Тогда следующие свойства эквивалентны:

1) оператор A является непрерывным в X;
2) оператор A является непрерывным в нуле;
3) оператор A является ограниченным;
4) существует R > 0, такое, что A

(
BX1 (0)

)
⊂ BYR (0).

Здесь

BXr (x) =
{
z ∈ X

∣∣ ‖z − x‖X 6 r } , x ∈ X, r > 0,

BYr (y) =
{
z ∈ Y

∣∣ ‖z − y‖Y 6 r } , y ∈ Y, r > 0.
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Док а з а т е л ь с т в о.Очевидно, что из условия 1 следует усло-
вие 2. Если выполнено условие 2, то существует число δ > 0, такое,
что для любого x ∈ X вида ‖x‖X < δ выполнено неравенство

‖A(x)‖Y < 1.

Для любого ограниченного множества S ⊂ X существует числоM >
> 0, такое, что для любого вектора x ∈ S выполнено неравенство

‖x‖X 6M.

Тогда для любого вектора x ∈ S получаем неравенство∥∥∥∥ δ x

M + 1

∥∥∥∥
X

6
δM

M + 1
< δ.

Следовательно, ∥∥∥∥A( δ x

M + 1

)∥∥∥∥
Y

< 1,

что означает неравенство

‖A(x)‖Y 6
M + 1

δ
.

Поэтому множество A(S) является ограниченным в Y . Далее, из
условия 3, очевидно, следует условие 4. Пусть выполнено условие 4.
Тогда для любого вектора x ∈ X и числа ε > 0 существует

δ =
ε

R+ 1
> 0,

такое, что для любого вектора y ∈ X вида ‖y−x‖X < δ справедливо
неравенство∥∥∥∥A(y − xδ

)∥∥∥∥
Y

6 R, ⇒ ‖A(y)−A(x)‖Y 6
Rε

R+ 1
< ε.

Следовательно, оператор A является непрерывным в произвольной
точке x ∈ X, что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 3.4.5. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Нормой линейного оператора
A:X → Y называется величина

‖A‖ = sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y .
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З ам е ч а н и е 3.4.6. В силу утверждения 3.4.4 неравенство

‖A‖ < +∞

равносильно ограниченности линейного оператора A. �

Утв е ржд е н и е 3.4.7. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства, A:X → Y — линейный оператор.
Тогда справедливы равенства

‖A‖ = sup
x 6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y =

= inf
{
L > 0

∣∣ ‖A(x)‖Y 6 L‖x‖X ∀ x ∈ X
}
.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любого x 6= 0 выполнено
равенство ∥∥∥∥ x

‖x‖X

∥∥∥∥
X

= 1,

то получаем следующие оценки:

sup
x 6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup
x 6=0

∥∥∥∥A( x

‖x‖X

)∥∥∥∥
Y

6

6 sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y = sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y
‖x‖X

6 sup
x 6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

.

Следовательно, справедливо равенство

sup
x6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y .

Далее находим

sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y 6 sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y =

= sup
0<‖x‖X61

‖x‖X
∥∥∥∥A( x

‖x‖X

)∥∥∥∥
Y

6 sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y .

Поэтому получаем равенство

sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y = sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y .
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Таким образом, доказаны соотношения

‖A‖ = sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y = sup
x6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup
‖x‖X=1

‖A(x)‖Y .

Далее для любого L > 0, такого, что для всех x ∈ X выполнено

‖A(x)‖Y 6 L‖x‖X ,

получаем неравенство

‖A‖ = sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y 6 L.

Следовательно, выполнено соотношение

‖A‖ 6 inf
{
L > 0

∣∣ ‖A(x)‖Y 6 L‖x‖X ∀ x ∈ X
}
.

С другой стороны, для любого x 6= 0 получаем неравенство

‖A(x)‖Y 6
(
‖A(x)‖Y
‖x‖X

)
‖x‖X 6 ‖A‖ ‖x‖X .

Следовательно, выполнено обратное неравенство

inf
{
L > 0

∣∣ ‖A(x)‖Y 6 L‖x‖X ∀ x ∈ X
}
6 ‖A‖.

Утверждение полностью доказано. �

З а д а ч а 3.4.8. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линейные норми-
рованные пространства, A:X → Y — линейный оператор. Доказать
следующие утверждения:

а) если dimX < +∞, то ‖A‖ < +∞;
б) если dim ImA < +∞, а KerA замкнуто, то ‖A‖ < +∞.
Решени е. а) Пусть dimX = n. Тогда в X существует конеч-

ный базис {e1, . . . , en}. Следовательно, для любого вектора x ∈ X
существует единственный набор скаляров {α1(x), . . . , αn(x)}, такой,
что

x =

n∑
k=1

αk(x)ek.

Заметим, что для каждого k ∈ 1, n отображение

αk:X → C
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является линейным. Определим функцию

‖x‖e =

n∑
k=1

|αk(x)| ∀ x ∈ X.

Эта функция является нормой в линейном пространствеX. Действи-
тельно, ‖x‖e > 0, а равенство ‖x‖e = 0 равносильно αk(x) = 0 для
каждого k ∈ 1, n, т. е. x = 0. Далее для любого вектора x ∈ X и
скаляра t ∈ C имеем равенство αk(tx) = tαk(x) для каждого k ∈ 1, n.
Следовательно,

‖tx‖e = |t| ‖x‖e.

Наконец, для любых векторов x, y ∈ X имеем равенство αk(x+ y) =
= αk(x) + αk(y) для каждого k ∈ 1, n. Следовательно, получаем

‖x+ y‖e =

n∑
k=1

|αk(x) + αk(y)| 6
n∑
k=1

(
|αk(x)|+ |αk(y)|

)
= ‖x‖e + ‖y‖e,

т. е. справедливо неравенство треугольника. По теореме 3.1.18 об эк-
вивалентности норм в конечномерном линейном пространстве, нор-
мы ‖·‖X и ‖·‖e эквивалентны в X. Следовательно, существует число
C > 0, такое, что для любого вектора x ∈ X выполнено

‖x‖e 6 C‖x‖X .

Определим число M = max
16k6n

‖A(ek)‖Y . Тогда получаем

‖A‖ = sup
x 6=0

‖A(x)‖Y
‖x‖X

= sup

x=
n∑
k=1

αkek 6=0

∥∥∥∥ n∑
k=1

αkA(ek)

∥∥∥∥
Y

‖x‖X
6

6 sup

x=
n∑
k=1

αkek 6=0

n∑
k=1

|αk| ‖A(ek)‖Y

‖x‖X
6 sup

x=
n∑
k=1

αkek 6=0

n∑
k=1

|αk|M

‖x‖X
=

= M sup
x 6=0

‖x‖e
‖x‖X

6MC.

Таким образом, доказано неравенство ‖A‖ 6MC < +∞.
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б) Пусть теперь линейный оператор A имеет замкнутое ядро и
конечномерный образ. Пусть dim ImA = m. Тогда в ImA существует
конечный базис

{g1, . . . , gm}.

Следовательно, для любого k ∈ 1,m существует вектор ek ∈ X, та-
кой, что

Aek = gk.

Покажем, что справедливо равенство

KerA⊕ Lin{e1, . . . , ek} = X.

Действительно, для любого x ∈ X имеем A(x) ∈ ImA, т. е. существу-
ет единственный набор скаляров {α1, . . . , αm}, такой, что справед-
ливо равенство

A(x) =

m∑
k=1

αkgk.

Определим вектор

u =

m∑
k=1

αkek ∈ Lin{e1, . . . , em}.

Тогда выполнено равенство A(x− u) = 0, т. е. вектор

v = x− u ∈ KerA.

Следовательно, доказано равенство

KerA+ Lin{e1, . . . , ek} = X.

Покажем, что сумма подпространств прямая, т. е. справедливо ра-
венство

KerA ∩ Lin{e1, . . . , em} = {0}.

Действительно, если вектор

z ∈ KerA ∩ Lin{e1, . . . , em},

то существуют скаляры β1, . . . , βm, такие, что

z =

m∑
k=1

βkek,
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и выполнено равенство

A(z) = 0 =

m∑
k=1

βkgk.

Так как векторы g1, . . . , gm линейно независимы, то получаем ра-
венства

β1 = . . . = βm = 0, ⇒ z = 0.

Определим число
M = max

k∈1,n
‖gk‖Y .

Теперь имеем

‖A‖ = sup
{α1, ..., αm}⊂C,
m∑
k=1

|αk|>0, v∈KerA

∥∥∥∥A( m∑
k=1

αkek

)∥∥∥∥
Y∥∥∥∥ m∑

k=1

αkek + v

∥∥∥∥
X

6

6 sup
{α1, ..., αm}⊂C,
m∑
k=1

|αk|>0, v∈KerA

m∑
k=1

|αk|M∥∥∥∥ m∑
k=1

αkek + v

∥∥∥∥
X

.

Разделим числитель и знаменатель дроби на число

L =

m∑
k=1

|αk| > 0,

и обозначим

βk =
αk
L

∀ k ∈ 1,m, и w = − v
L
∀ v ∈ KerA.

Тогда
m∑
k=1

|βk| = 1, и справедливо неравенство

‖A‖ 6 M

inf
{β1, ..., βm}⊂C,
m∑
k=1

|βk|=1, w∈KerA

∥∥∥∥ m∑
k=1

βkek − w
∥∥∥∥
X

=

=
M

inf
{β1, ..., βm}⊂C,

m∑
k=1

|βk|=1

ρ

(
m∑
k=1

βkek,KerA

) .
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Пусть {β1(s), . . . , βm(s)}∞s=1 — минимизирующая последовательность
для последней нижней грани, т. е.

m∑
k=1

|βk(s)| = 1 ∀ s ∈ N,

и справедливо равенство

inf
{β1, ..., βm}⊂C,

m∑
k=1

|βk|=1

ρ

(
m∑
k=1

βkek,KerA

)
= lim
s→∞

ρ

(
m∑
k=1

βk(s)ek,KerA

)
.

По теореме Больцано—Вейерштрасса, существует сходяшаяся под-
последовательность

βk(sr)→ γk при r →∞ ∀ k ∈ 1,m.

При этом, естественно, выполнено равенство
m∑
k=1

|γk| = 1.

Тогда вектор

u =

m∑
k=1

γkek = lim
r→∞

m∑
k=1

βk(sr)ek ∈ Lin{e1, . . . , em} и u 6= 0.

Заметим, что функция x 7→ ρ(x,KerA) удовлетворяет условию Лип-
шица с константой единица на всём пространстве X, т. е.∣∣ρ(x,KerA)− ρ(z,KerA)

∣∣ 6 ‖x− z‖X ∀x, z ∈ X.

Действительно, для любых векторов x, z ∈ X и любого ε > 0 суще-
ствуют векторы vε, wε ∈ KerA, такие, что

‖x− vε‖X 6 ρ(x,KerA) + ε и ‖z − wε‖X 6 ρ(z,KerA) + ε.

Следовательно, получаем

ρ(x,KerA)− ρ(z,KerA) 6 ‖x− wε‖X − ‖z − wε‖X + ε 6

6 ‖x− z‖X + ε,

ρ(z,KerA)− ρ(x,KerA) 6 ‖z − vε‖X − ‖x− vε‖X + ε 6

6 ‖x− z‖X + ε,
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т. е. выполнено∣∣ρ(x,KerA)− ρ(z,KerA)
∣∣ 6 ‖x− z‖X + ε→ ‖x− z‖X при ε→ +0.

Следовательно, получаем

lim
s→∞

ρ

(
m∑
k=1

βk(s)ek,KerA

)
=

= lim
r→∞

ρ

(
m∑
k=1

βk(sr)ek,KerA

)
= ρ(u,KerA).

Так как u 6= 0 и u ∈ Lin{e1, . . . , em}, то u 6∈ KerA. Так как ядро
KerA замкнуто, то справедливо неравенство

ρ(u,KerA) > 0.

Следовательно, получаем окончательное неравенство

‖A‖ 6 M

ρ(u,KerA)
< +∞,

что и требовалось. N

Прим е р 3.4.9. Приведём пример линейного неограниченного
оператора, определённого на бесконечномерном пространстве, име-
ющего бесконечномерный образ и замкнутое ядро. Рассмотрим ли-
нейное пространство X, состоящее из всех непрерывно дифферен-
цируемых на отрезке [0, 1] комплекснозначных функций, имеющих
нулевое значение в нуле. Норму в пространстве X определим так же,
как в пространстве C[0, 1], т. е.

‖x‖c = max
t∈[0,1]

|x(t)| ∀x ∈ X.

Пусть пространство Y = C[0, 1] с ‖·‖c-нормой. Определим линейный
оператор A:X → Y следующим образом:

(Ax)(t) = x′(t) ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ X.

Тогда KerA = {0}, так как для функции x ∈ KerA имеем

x′(t) = 0 ∀ t ∈ [0, 1], ⇒ x(t) = const = x(0) = 0.
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Далее, ImA = Y , так как для любой функции y ∈ Y существует
функция x ∈ X вида

x(t) =

t∫
0

y(τ) dτ, ∀ t ∈ [0, 1],

такая, что

(Ax)(t) = x′(t) = y(t) ∀ t ∈ [0, 1], ⇒ Ax = y.

Наконец, докажем, что ‖A‖ = +∞. Действительно, для любого n ∈
∈ N рассмотрим функцию xn(t) = sin(nt) из пространства X. Так
как ‖xn‖c 6 1, то справедливы неравенства

‖A‖ > ‖Axn‖c = max
t∈[0,1]

∣∣n cos(nt)
∣∣ = n→ +∞,

что и требовалось. N

Прим е р 3.4.10. Рассмотрим линейное нормированное про-
странство CL1[0, 1], состоящее из всех непрерывных функций

x: [0, 1]→ C,

норма в котором определяется соотношением

‖x‖1 =

1∫
0

|x(t)| dt.

Рассмотрим линейный оператор A:CL1[0, 1]→ CL1[0, 1] вида

(Ax)(t) =

t∫
0

x(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ CL1[0, 1].

Вычислим норму оператора A. Для любой функции x ∈ CL1[0, 1]
имеем

‖Ax‖1 =

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ dt 6
1∫

0

dt

t∫
0

|x(τ)| dτ =

=

1∫
0

|x(τ)| dτ
1∫
τ

dt =

1∫
0

(1− τ)|x(τ)| dτ 6 ‖x‖1.
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Следовательно, справедливо неравенство

‖A‖ 6 1.

Далее для любого ε ∈ (0, 1) рассмотрим функцию xε ∈ CL1[0, 1] вида

xε(t) =

{
1− t

ε , 0 6 t 6 ε,
0, ε 6 t 6 1.

Получаем

‖Axε‖1 =

1∫
0

dt

t∫
0

xε(τ) dτ =

1∫
0

(1− τ)xε(τ) dτ =

=

ε∫
0

(1− τ)xε(τ) dτ >

ε∫
0

(1− ε)xε(τ) dτ = (1− ε)‖xε‖1.

Следовательно,

1 > ‖A‖ > ‖Axε‖1
‖xε‖1

> 1− ε→ 1 при ε→ +0,

т. е. ‖A‖ = 1. Заметим, что в роли функции xε можно было рассмот-
реть любую непрерывную функцию с вещественными неотрицатель-
ными значениями, равную нулю на отрезке [ε, 1] и принимающую
положительные значения на промежутке [0, ε).

Теперь рассмотрим тот же оператор в другом линейном нормиро-
ванном пространстве, а именно в евклидовом пространстве CL2[0, 1].
Имеем оператор A:CL2[0, 1]→ CL2[0, 1] вида

(Ax)(t) =

t∫
0

x(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ CL2[0, 1].

Вычислим норму оператора A в этом случае. Для любой функции
x ∈ CL2[0, 1] имеем

‖Ax‖2 =

√√√√√ 1∫
0

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
2

dt 6

√√√√√ 1∫
0

 t∫
0

|x(τ)| dτ

2

dt .
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Так как, в силу неравенства Коши—Буняковкого, для любого t ∈
∈ [0, 1] справедливо неравенство t∫

0

|x(τ)| dτ

2

6

 t∫
0

|x(τ)|2 dτ

 t∫
0

dτ

 =

= t

 t∫
0

|x(τ)|2 dτ

 6 t (‖x‖2)2 ,
то получаем

‖Ax‖2 6

√√√√√ 1∫
0

t
(
‖x‖2

)2
dt =

‖x‖2√
2
.

Следовательно, справедливо неравенство

‖A‖ 6 1√
2
.

Оказывается, полученная оценка для нормы оператора A в рассмат-
риваемом случае является неточной, т. е. на самом деле

‖A‖ < 1√
2
.

Установим это, вычислив точное значение для ‖A‖. Для этого рас-
смотрим специальный ортогональный базис в евклидовом простран-
стве CL2[0, 1], который образует счётная система E = {en}∞n=1 функ-
ций вида

en(t) = cos

(
π

(
n− 1

2

)
t

)
, t ∈ [0, 1].

Заметим, что другая счётная система функций F = {fn}∞n=1, где

fn(t) = sin

(
π

(
n− 1

2

)
t

)
, t ∈ [0, 1],

тоже образует в CL2[0, 1] ортогональный базис, причём для любого
n ∈ N справедливо равенство

Aen =
fn

π
(
n− 1

2

) .
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При этом для любого n ∈ N выполнено

‖en‖2 = ‖fn‖2 =
1√
2
.

Пусть функция x ∈ CL2[0, 1] имеет следующее разложение в ряд
Фурье по системе E:

x =

∞∑
n=1

αnen.

Этот ряд сходится к функции x в пространстве CL2[0, 1], т. е. в сред-
нем квадратическом. При этом, применяя равенство Парсеваля, име-
ем

‖x‖2 =

√√√√ ∞∑
n=1

|αn|2
(en, en)

=

√√√√ ∞∑
n=1

2|αn|2.

Так как оператор A непрерывен в пространстве CL2[0, 1] в силу по-
лученной выше оценки для его нормы ‖A‖ 6 1√

2
, то получаем, что

Ax =

∞∑
n=1

αnAen =

∞∑
n=1

αn

π
(
n− 1

2

) fn.
Последний ряд представляет собой разложение в ряд Фурье по си-
стеме F функции Ax и сходится к ней в пространстве CL2[0, 1], т. е.
в среднем квадратическом. При этом в силу равенства Парсеваля
имеем

‖Ax‖2 =

√√√√ ∞∑
n=1

|αn|2(
π
(
n− 1

2

) )2
(fn, fn)

=

=

√√√√ ∞∑
n=1

2|αn|2(
π
(
n− 1

2

) )2 6 2

π

√√√√ ∞∑
n=1

2|αn|2 =
2

π
‖x‖2.

Таким образом, справедливо неравенство

‖A‖ 6 2

π
<

1√
2
.

Далее имеем неравенства

2

π
> ‖A‖ > ‖Ae1‖2

‖e1‖2
=

∥∥ 2
πf1

∥∥
2

‖e1‖2
=

2

π
,

206



т. е. получаем равенство ‖A‖ = 2
π . N

Прим е р 3.4.11. Пусть функция K: [0, 1] × [0, 1] → C являет-
ся непрерывной. Рассмотрим линейный оператор A:C[0, 1]→ C[0, 1]
вида

(Ax)(t) =

1∫
0

K(t, τ)x(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ C[0, 1].

Вычислим норму оператора A. Для любой функции x ∈ C[0, 1] имеем

‖Ax‖c = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

K(t, τ)x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 max
t∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| |x(τ)| dτ 6

max
t∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dτ

 ‖x‖c.
Следовательно, для числа

L = max
t∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dτ

справедливо неравенство
‖A‖ 6 L.

Далее, в силу непрерывности на отрезке [0, 1] функции t 7→
1∫
0

|K(t, τ)| dτ ,

существует число t0 ∈ [0, 1], такое, что выполнено

L =

1∫
0

|K(t0, τ)| dτ.

По теореме Вейерштрасса о равномерном приближении непрерыв-
ной на отрезке функции многочленом, для любого ε > 0 существует
многочлен Pε: [0, 1]→ C, такой, что∣∣K(t0, τ)− Pε(τ)

∣∣ 6 ε ∀ τ ∈ [0, 1].

Определим непрерывную функцию комплексного переменного sε:C→
C вида

sε(z) =


z
|z| , |z| > ε,

z
ε , |z| 6 ε.
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Тогда для любого z ∈ C вида |z| > ε получаем равенство

sε(z)z = |z|,

а при |z| 6 ε имеем соотношение

sε(z)z =
|z|2

ε
∈ [0, ε].

Рассмотрим функцию

xε(τ) = sε
(
Pε(τ)

)
∀ τ ∈ [0, 1].

Ясно, что xε ∈ C[0, 1] как суперпозиция непрерывных функций. При
этом справедливо неравенство

‖xε‖c 6 1,

так как |sε(z)| 6 1 для любого z ∈ C. Получаем

‖A‖ > ‖Axε‖c >

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

K(t0, τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ >
>

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣−
1∫

0

∣∣∣K(t0, τ)− Pε(τ)
∣∣∣ ∣∣∣xε(τ)

∣∣∣ dτ >
>

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣− ε.
Оценим снизу число ∣∣∣∣∣∣

1∫
0

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ .
Для этого определим множество

Iε =
{
τ ∈ [0, 1]

∣∣ |Pε(τ)| 6 ε
}
.

Так как Pε — многочлен, то множество Iε, если не пусто, состоит
из конечного набора промежутков отрезка [0, 1]. Следовательно, по
множествам Iε и [0, 1]\Iε можно интегрировать по Риману любую
непрерывную на отрезке [0, 1] функцию. Получаем∣∣∣∣∣∣

1∫
0

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣∣
∫

[0,1]\Iε

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣−
∫
Iε

∣∣∣Pε(τ)xε(τ)
∣∣∣ dτ.
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Так как для любого τ ∈ [0, 1]\Iε имеем равенство

Pε(τ)xε(τ) = |Pε(τ)|,

а для любого τ ∈ Iε имеем вложение

Pε(τ)xε(τ) ∈ [0, ε],

то получаем∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Pε(τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ >
∫

[0,1]\Iε

∣∣Pε(τ)
∣∣ dτ − ε =

=

1∫
0

∣∣Pε(τ)
∣∣ dτ − ∫

Iε

∣∣Pε(τ)
∣∣ dτ − ε > 1∫

0

∣∣Pε(τ)
∣∣ dτ − 2ε >

>

1∫
0

∣∣K(t0, τ)
∣∣ dτ − 3ε = L− 3ε.

Окончательно получаем неравенства

L > ‖A‖ > ‖Axε‖c > L− 4ε,

откуда при ε→ +0 следует равенство

‖A‖ = L = max
t∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dτ.

N

Прим е р 3.4.12. Пусть функция K: [0, 1]× [0, 1]→ C является
непрерывной. Рассмотрим линейный оператор

A:CL1[0, 1]→ CL1[0, 1]

вида

(Ax)(t) =

1∫
0

K(t, τ)x(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ CL1[0, 1].
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Вычислим норму оператора A. Для любой функции x ∈ CL1[0, 1]
имеем

‖Ax‖1 =

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

K(t, τ)x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ dt 6
6

1∫
0

|x(τ)| dτ
1∫

0

|K(t, τ)| dt 6

 max
τ∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dt

 ‖x‖1.
Следовательно, для числа

L = max
τ∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dt

справедливо неравенство
‖A‖ 6 L.

Из непрерывности функции K вытекает непрерывность функции

τ 7→
1∫
0

|K(t, τ)| dt на отрезке [0, 1]. Следовательно, существует чис-

ло τ0 ∈ [0, 1], такое, что

L =

1∫
0

|K(t, τ0)| dt.

По теореме Кантора, непрерывная на компакте [0, 1]× [0, 1] функция
K является равномерно непрерывной на нём. Поэтому для любого
ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0, такое, что для всех τ ∈ [0, 1] вида
|τ − τ0| 6 δ и для всех t ∈ [0, 1] справедливо неравенство∣∣K(t, τ)−K(t, τ0)

∣∣ 6 ε.
Определим промежуток

Iε =
{
τ ∈ [0, 1]

∣∣ |τ − τ0| < δ(ε)
}
.

Рассмотрим непрерывную функцию xε: [0, 1]→ R, такую, что xε(τ) =
= 0 при всех τ ∈ [0, 1]\Iε, а при всех τ ∈ Iε выполнено неравенство
xε(τ) > 0. Тогда

‖x‖1 =

∫
Iε

xε(τ) dτ > 0.
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Получаем

‖Axε‖1 =

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
∫
Iε

K(t, τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ dt >
>

1∫
0

∣∣∣∣∣∣
∫
Iε

K(t, τ0)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ dt−
1∫

0

dt

∫
Iε

∣∣∣K(t, τ)−K(t, τ0)
∣∣∣ |xε(τ)| dτ >

>

 1∫
0

|K(t, τ0)| dt

∫
Iε

xε(τ) dτ

− ε∫
Iε

|xε(τ)| dτ =
(
L− ε

)
‖xε‖1.

Следовательно,

L > ‖A‖ > ‖Axε‖1
‖xε‖1

> L− ε,

откуда при ε→ +0 получаем равенство

‖A‖ = L = max
τ∈[0,1]

1∫
0

|K(t, τ)| dt.

N

Прим е р 3.4.13. Пусть функция K: [0, 1]× [0, 1]→ C является
непрерывной. Рассмотрим линейный оператор A:CL1[0, 1] → C[0, 1]
вида

(Ax)(t) =

1∫
0

K(t, τ)x(τ) dτ ∀ t ∈ [0, 1], ∀x ∈ CL1[0, 1].

Вычислим норму оператора A. Для любой функции x ∈ CL1[0, 1]
имеем

‖Ax‖c = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

K(t, τ)x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6

(
max
t∈[0,1]

max
τ∈[0,1]

|K(t, τ)|
) 1∫

0

|x(τ)| dτ =

(
max

t,τ∈[0,1]
|K(t, τ)|

)
‖x‖1.

Следовательно, для числа

L = max
t,τ∈[0,1]

|K(t, τ)|
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справедливо неравенство
‖A‖ 6 L.

В силу непрерывности функции K, существуют числа t0, τ0 ∈ [0, 1],
такие, что

L = |K(t0, τ0)|,
а для любого ε > 0 существует δ = δ(ε) > 0, такое, что для всех
τ ∈ [0, 1] вида |τ − τ0| 6 δ справедливо неравенство∣∣K(t0, τ)−K(t0, τ0)

∣∣ 6 ε.
Определим промежуток

Iε =
{
τ ∈ [0, 1]

∣∣ |τ − τ0| < δ(ε)
}
.

Рассмотрим непрерывную функцию

xε: [0, 1]→ R,

такую, что xε(τ) = 0 при всех τ ∈ [0, 1]\Iε, а при всех τ ∈ Iε выпол-
нено неравенство xε(τ) > 0. Тогда

‖x‖1 =

∫
Iε

xε(τ) dτ > 0.

Получаем

‖Axε‖c >

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

K(t0, τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Iε

K(t0, τ)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ >
>

∣∣∣∣∣∣
∫
Iε

K(t0, τ0)xε(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣−
∫
Iε

∣∣∣K(t0, τ)−K(t0, τ0)
∣∣∣ |xε(τ)| dτ >

>
(
|K(t0, τ0)| − ε

)
‖xε‖1.

Следовательно,

L > ‖A‖ > ‖Axε‖1
‖xε‖1

> L− ε,

откуда при ε→ +0 получаем равенство

‖A‖ = L = max
t,τ∈[0,1]

|K(t, τ)|.

N
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Опр е д е л е н и е 3.4.14. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Множество всех линейных огра-
ниченных операторов, действующих из X в Y , обозначим L(X,Y ).
Множество всех линейных ограниченных операторов, действующих
из X в X, обозначим L(X).

Утв е ржд е н и е 3.4.15. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Тогда множество L(X,Y ) с
операторной нормой из определения 3.4.5 является линейным нор-
мированным пространством.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как по утверждению 3.4.4 ограни-
ченность линейного оператора равносильна его непрерывности, а
сумма линейных непрерывных операторов и умножение линейного
непрерывного оператора на скаляр сохраняют непрерывность, то
множество L(X,Y ) является линейным пространством. Покажем,
что операторная норма на L(X,Y ) удовлетворяет определению 3.1.1
нормы. В силу замечания 3.4.6 для любого A ∈ L(X,Y ) выполнены
неравенства

0 6 ‖A‖ < +∞.
Равенство ‖A‖ = 0 в силу утверждения 3.4.7 равносильно

‖A(x)‖Y = 0 ∀x ∈ X,

т. е. A = 0 — нулевой оператор. Для любого оператора A ∈ L(X,Y )
и скаляра t ∈ C находим

‖tA‖ = sup
‖x‖X61

‖tA(x)‖Y = sup
‖x‖X61

|t| ‖A(x)‖Y =

= |t| sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y = |t| ‖A‖.

Наконец, для любых операторов A,B ∈ L(X,Y ) получаем неравен-
ство треугольника

‖A+B‖ = sup
‖x‖X61

‖A(x) +B(x)‖Y 6

6 sup
‖x‖X61

(
‖A(x)‖Y + ‖B(x)‖Y

)
6

6 sup
‖x‖X61

‖A(x)‖Y + sup
‖x‖X61

‖B(x)‖Y = ‖A‖+ ‖B‖.

�
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Те о р ем а 3.4.16. Пусть (X, ‖·‖X) — линейное нормированное
пространство, (Y, ‖·‖Y ) — полное линейное нормированное простран-
ство. Тогда линейное нормированное пространство L(X,Y ) является
полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную фундамен-
тальную последовательность линейных операторов

{An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ).

Так как для любого вектора x ∈ X и произвольных номеров n и m
справедливо неравенство

‖An(x)−Am(x)‖Y 6 ‖An −Am‖ ‖x‖X ,

то последовательность {An(x)}∞n=1 является фундаментальной в пол-
ном пространстве (Y, ‖ · ‖Y ). Следовательно, для любого вектора x ∈
∈ X существует вектор A(x) ∈ Y , такой, что

‖An(x)−A(x)‖Y → 0 при n→∞.

Таким образом, определён оператор A:X → Y . Так как для любых
векторов x, y ∈ X и скаляров α и β выполнено соотношение

‖An(αx+ βy)− αA(x)− βA(y)‖Y 6
6 |α| ‖An(x)−A(x)‖+ |β| ‖An(y)−A(y)‖Y → 0 при n→∞,

то получаем равенство

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

Следовательно, оператор A является линейным. Фундаментальная
последовательность {An}∞n=1 является ограниченной в пространстве
L(X,Y ), т. е. существует число R > 0, такое, что для любого номера
n выполнено неравенство

‖An‖ 6 R.

Действительно, в силу фундаментальности последовательности {An}∞n=1

существует номер N(1), такой, что для всех n > N(1) выполнено
неравенство

‖An −AN(1)‖ 6 1,

которое влечёт неравенство

‖An‖ 6 ‖AN(1)‖+ 1.
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Следовательно, число

R = max
{
‖A1‖, . . . , ‖AN(1)‖

}
+ 1

удовлетворяет условию

‖An‖ 6 R ∀n ∈ N.

Тогда для любого вектора x ∈ X получаем соотношения

‖A(x)‖Y = lim
n→∞

‖An(x)‖Y 6 lim
n→∞

‖An‖ ‖x‖X 6 R‖x‖X .

Следовательно, выполнено неравенство ‖A‖ 6 R, т. е. линейный опе-
ратор A является ограниченным. В силу фундаментальности после-
довательности {An}∞n=1 для любого ε > 0 существует номер N(ε),
такой, что для всех номеров n,m > N(ε) выполнено неравенство
‖An − Am‖ 6 ε. Тогда для любого вектора x ∈ X вида ‖x‖X 6 1
получаем неравенства

‖An(x)−Am(x)‖Y 6 ‖An −Am‖ 6 ε

при всех n,m > N(ε). Переходя здесь к пределу при m → ∞, полу-
чаем

‖An(x)−A(x)‖Y = lim
m→∞

‖An(x)−Am(x)‖Y 6 ε ∀n > N(ε).

Следовательно, для любого n > N(ε) выполнено соотношение

‖An −A‖ = sup
‖x‖X61

‖An(x)−A(x)‖Y 6 ε.

Таким образом, произвольная фундаментальная в L(X,Y ) последо-
вательность {An}∞n=1 сходится к оператору A ∈ L(X,Y ), т. е. про-
странство L(X,Y ) является полным. �

Прим е р 3.4.17. Приведём пример линейного нормированно-
го пространства (X, ‖ · ‖X) и неполного линейного нормированного
пространства (Y, ‖ · ‖Y ), для которых пространство линейных огра-
ниченных операторов L(X,Y ) является неполным. В линейном про-
странстве

`1 =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)| < +∞

}
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введём две нормы

‖x‖1 =

∞∑
k=1

|x(k)| и ‖x‖2 =

√√√√ ∞∑
k=1

|x(k)|2.

Тогда линейное нормированное пространство (X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖1)
полное, а пространство (Y, ‖ · ‖Y ) = (`1, ‖ · ‖2) — неполное. Последо-
вательность {zn}∞n=1 ⊂ `1 вида

zn(k) =


1
k , k 6 n,

0, k > n,

является ‖ · ‖2–фундаментальной и расходящейся в пространстве Y .
Определим последовательность операторов An:X → Y вида

An(x) = x(1)zn ∀n ∈ N.

Тогда для любого номера n находим

‖An(x)‖2 = |x(1)| ‖zn‖2 6 ‖x‖1 ‖zn‖2, т. е. ‖An‖ 6 ‖zn‖2 6
π√
6
,

поскольку
∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 . Следовательно, для любого номера n выпол-
нено

An ∈ L(X,Y ).

Аналогично для любых n,m ∈ N выполнено соотношение

‖An+m −An‖ = sup
‖x‖1=1

(
|x(1)| ‖zn+m − zn‖2

)
6 ‖zn+m − zn‖2.

Отсюда получаем

‖An+m −An‖ 6

√√√√ n+m∑
k=n+1

1

k2
<

√√√√ n+m∑
k=n+1

1

k − 1
− 1

k
<

√
1

n
< ε

при всех n > N(ε) =
[

1
ε2

]
+1 и при всех m ∈ N. Итак, последователь-

ность {An}∞n=1 является фундаментальной в пространстве L(X,Y ).
Но для любого x ∈ `1 вида x(1) 6= 0 последовательность

An(x) = x(1)zn
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является расходящейся в пространстве Y . Поэтому последователь-
ность операторов {An}∞n=1 расходится в пространстве L(X,Y ). Дей-
ствительно, если бы существовал оператор A ∈ L(X,Y ), такой, что

‖An −A‖ → 0 при n→∞,

то для любого x ∈ `1 было бы выполнено соотношение

‖An(x)−A(x)‖2 6 ‖An −A‖ ‖x‖1 → 0 при n→∞,

что неверно для любого x ∈ `1 вида x(1) 6= 0. Таким образом, про-
странство L(X,Y ) неполное. N

З ам е ч а н и е 3.4.18. Пусть (X, ‖ · ‖X) — ненулевое линейное
нормированное пространство, а (Y, ‖ · ‖Y ) — неполное линейное нор-
мированное пространство. Тогда линейное нормированное простран-
ство L(X,Y ) тоже является неполным. Доказательство этого факта,
основанное на применении теоремы Хана—Банаха, будет проведено
позднее (см. следствие 5.1.7). �

Утв е ржд е н и е 3.4.19. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства, причём линейное пространство X
является конечномерным. Тогда любой линейный оператор A:X →
→ Y является ограниченным, т. е. A ∈ L(X,Y ).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть размерность линейного простран-
ства X равна n, а система векторов e1, . . . , en ∈ X образует базис в
X. Тогда для любого вектора x ∈ X существует единственный набор
скаляров x1, . . . , xn ∈ C, такой, что справедливо равенство

x =

n∑
k=1

xkek.

Введём в пространстве X норму вида

‖x‖e =

n∑
k=1

|xk|.

По теореме 3.1.18 эта норма эквивалентна исходной норме ‖·‖X про-
странства X. Следовательно, существует положительное число L,
такое, что для любого вектора x ∈ X выполнено неравенство

‖x‖e 6 L‖x‖X .
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Определим число

M = max
{
‖A(e1)‖Y , . . . , ‖A(en)‖Y

}
.

Тогда для любого вектора x ∈ X получаем

‖A(x)‖Y 6
n∑
k=1

|xk| ‖A(ek)‖Y 6M‖x‖e 6ML‖x‖X ,

т. е. ‖A‖ 6ML. Следовательно, A ∈ L(X,Y ). �

Опр е д е л е н и е 3.4.20. Пусть (X, ‖·‖) — линейное нормиро-
ванное пространство. Линейное отображение пространства X в поле
скаляров C называется линейным функционалом. Линейное норми-
рованное пространство ограниченных функционалов L(X,C) назы-
вается пространством, сопряжённым к пространству X, и обознача-
ется X∗.

Прим е р 3.4.21. Приведём пример линейного нормированно-
го пространства (X, ‖·‖) и линейного неограниченного функционала
f :X → C. Пусть пространство X = CL1[0, 1] состоит из всех непре-
рывных функций x: [0, 1]→ C, норма в котором имеет вид

‖x‖L1
=

1∫
0

|x(t)| dt.

Пусть линейный функционал f :X → C имеет вид f(x) = x(0) для
любой функции x ∈ X. Покажем, что ‖f‖ = +∞, т. е. функционал
f является неограниченным. Рассмотрим последовательность непре-
рывных функций вида

xn(t) =

 2n2
(

1
n − t

)
, t ∈

[
0, 1

n

]
,

0, t ∈
[

1
n , 1
]
.

Тогда получаем, что

‖xn‖L1 = 1, а f(xn) = 2n ∀n ∈ N.

Следовательно, получаем:

‖f‖ = sup
‖x‖L1

=1

|f(x)| > |f(xn)| = 2n→ +∞ при n→∞,

что и требовалось. N
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Опр е д е л е н и е 3.4.22. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Последовательность линейных
операторов {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ) называется поточечно ограниченной,
если для любого вектора x ∈ X последовательность {An(x)}∞n=1 яв-
ляется ограниченной в пространстве Y , т. е.

sup
n∈N
‖An(x)‖Y < +∞ ∀x ∈ X.

Те о р ем а 3.4.23. (Банах, Штейнгауз) Пусть (X, ‖·‖X)
и (Y, ‖ · ‖Y ) — линейные нормированные пространства, причём про-
странство (X, ‖ · ‖X) является полным. Пусть последовательность
линейных операторов {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y )является поточечно огра-
ниченной. Тогда последовательность {An}∞n=1 является ограничен-
ной в пространстве L(X,Y ), т. е.

sup
n∈N
‖An‖ < +∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

F =
⋂
n∈N

A−1
n

(
BY1 (0)

)
.

Здесь
A−1
n

(
BY1 (0)

)
=
{
x ∈ X

∣∣ ‖An(x)‖Y 6 1
}

прообраз замкнутого единичного шара BY1 (0) ⊂ Y для оператора An.
Так как для любого номера n оператор An является непрерывным,
то по утверждению 1.1.32 множество

A−1
n

(
BY1 (0)

)
является замкнутым в пространстве X. Следовательно, множество
F является замкнутым в пространствеX как пересечение замкнутых
множеств. Далее по условию для любого вектора x ∈ X существует
натуральное число N(x), такое, что для любого номера n выполнено
неравенство

‖An(x)‖Y 6 N(x).

Это равносильно неравенству∥∥∥∥An( x

N(x)

)∥∥∥∥
Y

6 1 ∀n ∈ N,
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т. е. справедливо вложение

x

N(x)
∈ F.

Таким образом, справедливы вложения

X ⊂
⋃
N∈N

(NF ) ⊂ X, ⇒ X =
⋃
N∈N

(NF ).

Полное метрическое пространство X представлено в виде счётного
объединения замкнутых множеств. Тогда по теореме 1.4.14 Бэра хотя
бы одно из этих множеств должно иметь непустую внутренность.
Поэтому существуют номер N0, вектор z0 ∈ N0F и положительное
число r0, такие, что выполнено вложение

Br0(z0) ⊂ N0F, ⇒ 1
N0
Br0(z0) = B r0

N0

(
z0
N0

)
⊂ F.

Обозначим
δ0 =

r0

N0
и x0 =

z0

N0
.

Тогда для любого вектора x ∈ X вида ‖x‖X = 1 получаем

x0 + δ0x ∈ Bδ0(x0) ⊂ F,

т. е. для любого номера n выполнено неравенство

‖An(x0) + δ0An(x)‖Y 6 1.

Следовательно,

‖An(x)‖Y 6
1 + ‖An(x0)‖Y

δ0
6

1 +N(x0)

δ0
= L0.

Таким образом, для любого номера n получаем

‖An‖ = sup
‖x‖X=1

‖An(x)‖Y 6 L0,

что и требовалось. �

Прим е р 3.4.24. Покажем, что полнота пространства X в тео-
реме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза существенна для ограниченности
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поточечно ограниченной последовательности линейных непрерыв-
ных операторов. Приведём пример неполного линейного нормиро-
ванного пространстваX, банахова пространства Y и поточечно огра-
ниченной последовательности операторов {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ), кото-
рая является неограниченной в пространстве L(X,Y ), т. е. выполне-
но равенство

sup
n∈N
‖An‖ = +∞.

Пусть пространства (X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖2) и (Y, ‖ · ‖Y ) = (`1, ‖ · ‖1)
(см. пример 3.4.17), а оператор An:X → Y имеет вид

(An(x))(k) =


x(k)√
k
, 1 6 k 6 n,

0, k > n.

Тогда для любого x ∈ `1 находим

‖An(x)‖1 =

n∑
k=1

|x(k)|√
k
6

√√√√ n∑
k=1

1

k

√√√√ n∑
k=1

|x(k)|2 6

√√√√ n∑
k=1

1

k

 ‖x‖2.
Следовательно, справедливо неравенство

‖An‖ 6

√√√√ n∑
k=1

1

k
= Ln.

С другой стороны, для xn ∈ `1 вида

xn(k) =


1√
k
, 1 6 k 6 n,

0, k > n,

находим

‖An(xn)‖1 =

n∑
k=1

1

k
= Ln‖xn‖2.

Следовательно, получаем

Ln > ‖An‖ >
‖An(xn)‖1
‖xn‖2

= Ln,

т. е. выполнено

‖An‖ = Ln → +∞ при n→∞.
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Таким образом, последовательность операторов An ∈ L(X,Y ) явля-
ется неограниченной в пространстве L(X,Y ). Тем не менее она яв-
ляется поточечно ограниченной, так как для любого x ∈ `1 и любого
номера n имеем

‖An(x)‖1 =

n∑
k=1

|x(k)|√
k
6

n∑
k=1

|x(k)| 6 ‖x‖1,

т. е. выполнено неравенство

sup
n∈N
‖An(x)‖1 6 ‖x‖1 < +∞.

N

Опр е д е л е н и е 3.4.25. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Последовательность линей-
ных операторов {An}∞n=1 вида An:X → Y называется поточечно
сходящейся, если для любого вектора x ∈ X последовательность
{An(x)}∞n=1 является сходящейся в пространстве Y .

З ам е ч а н и е 3.4.26. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — линейные
нормированные пространства, а последовательность линейных опе-
раторов {An}∞n=1 является поточечно сходящейся. Тогда для любого
вектора x ∈ X существует вектор

A(x) = lim
n→∞

An(x) ∈ Y.

Таким образом, определено отображение A:X → Y , которое являет-
ся линейным оператором. Действительно, для любых векторов x, y ∈
∈ X и скаляров α и β находим

A(αx+ βy) = lim
n→∞

(
αAn(x) + βAn(y)

)
=

= α lim
n→∞

An(x) + β lim
n→∞

An(y) = αA(x) + βA(y).

Указанный линейный оператор A будем называть поточечным пре-
делом последовательности линейных операторов {An}∞n=1. �

Те о р ем а 3.4.27. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — линейные
нормированные пространства, причём (X, ‖ · ‖X) является полным.
Пусть последовательность линейных операторов {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y )
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является поточечно сходящейся. Тогда её поточечный пределA явля-
ется линейным ограниченным оператором, т. е. выполнено вложение
A ∈ L(X,Y ). При этом справедливо неравенство

‖A‖ 6 lim
n→∞

‖An‖.

Док а з а т е л ь с т в о. По условию для любого вектора x ∈ X
последовательность {An(x)}∞n=1 является сходящейся в пространстве
Y . Следовательно, она является ограниченной в пространстве Y . То-
гда по теореме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза последовательность опе-
раторов {An}∞n=1 ограничена в пространстве L(X,Y ). Поэтому су-
ществует положительное число L, такое, что для любого номера n
выполнено неравенство ‖An‖ 6 L. Тогда для любого вектора x ∈ X
и любого n ∈ N получаем неравенства

‖A(x)‖Y 6 ‖A(x)−An(x)‖Y + ‖An(x)‖Y 6 ‖A(x)−An(x)‖Y +L‖x‖X .

Переходя в последнем неравенстве к пределу при n→∞, получаем

‖A(x)‖ 6 L‖x‖ ∀x ∈ X.

Следовательно, ‖A‖ 6 L, что означает вложение A ∈ L(X,Y ). Далее
для любого вектора x ∈ X и любого номера n имеем неравенство

‖A(x)‖Y 6 ‖A(x)−An(x)‖Y + ‖An‖ ‖x‖X ,

переходя в котором к нижнему пределу по n→∞, получаем

‖A(x)‖Y 6 lim
n→∞

‖A(x)−An(x)‖Y + lim
n→∞

‖An‖ ‖x‖X =

=

(
lim
n→∞

‖An‖
)
‖x‖X .

Следовательно, справедливо неравенство

‖A‖ 6 lim
n→∞

‖An‖,

что и требовалось. �

Прим е р 3.4.28. Покажем, что полнота пространства X в тео-
реме 3.4.27 существенна для ограниченности поточечного предела
последовательности линейных непрерывных операторов. Приведём
пример неполного линейного нормированного пространства X, ба-
нахова пространства Y и поточечно сходящейся к неограниченному
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линейному оператору A последовательности операторов {An}∞n=1 ⊂
⊂ L(X,Y ). Для этого рассмотрим линейные нормированные про-
странства и последовательность непрерывных линейных операторов
из примера 3.4.24. Определим линейный оператор A:X → Y вида

(A(x))(k) =
x(k)√
k
, ∀ k ∈ N, ∀x ∈ `1.

Тогда для любого x ∈ `1 получаем

‖A(x)−An(x)‖1 =

∞∑
k=n+1

|x(k)|√
k
6

∞∑
k=n+1

|x(k)| → 0 при n→∞.

Следовательно, оператор A является поточечным пределом последо-
вательности непрерывных операторов {An}∞n=1. Покажем, что опе-
ратор A является неограниченным, т. е.

‖A‖ = +∞.

Действительно, рассмотрим для любого номера n элемент xn ∈ `1
вида

xn(k) =


1√
k
, 1 6 k 6 n

0, k > n.

Тогда получаем равенства

‖A(xn)‖1 =

n∑
k=1

1

k
=

√√√√ n∑
k=1

1

k

 ‖xn‖2.
Следовательно, находим

‖A‖ > ‖A(xn)‖1
‖xn‖2

=

√√√√ n∑
k=1

1

k
→ +∞ при n→∞,

что и требовалось. N

Опр е д е л е н и е 3.4.29. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Будем говорить, что последо-
вательность {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ) является поточечно фундаменталь-
ной, если для любого вектора x ∈ X последовательность {An(x)}∞n=1

является фундаментальной в пространстве Y .
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Опр е д е л е н и е 3.4.30. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Будем говорить, что простран-
ство L(X,Y ) является полным относительно поточечной сходимо-
сти, если для любой поточечно фундаментальной последовательно-
сти {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ) существует поточечный предел A ∈ L(X,Y ).

Те о р ем а 3.4.31. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — полные ли-
нейные нормированные пространства. Тогда пространство L(X,Y )
является полным относительно поточечной сходимости.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную поточечно
фундаментальную последовательность операторов

{An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ).

Тогда в силу полноты пространства Y для любого вектора x ∈ X
последовательность {An(x)}∞n=1 является сходящейся в пространстве
Y . Следовательно, последовательность {An}∞n=1 является поточечно
сходящейся к линейному оператору A:X → Y . По теореме 3.4.27
имеет место вложение A ∈ L(X,Y ). Следовательно, пространство
L(X,Y ) является полным относительно поточечной сходимости. �

Прим е р 3.4.32. Приведём пример неполного линейного нор-
мированного пространства X и банахова пространства Y , для кото-
рых пространство L(X,Y ) не является полным относительно пото-
чечной сходимости. Для этого рассмотрим линейные нормированные
пространства из примера 3.4.24. Как показано в примере 3.4.28, опре-
делённая в примере 3.4.24 последовательность линейных ограничен-
ных операторов {An}∞n=1 ⊂ L(X,Y ) является поточечно сходящей-
ся к неограниченному оператору A:X → Y . Следовательно, в про-
странстве L(X,Y ) существует поточечно фундаментальная после-
довательность операторов, не имеющая ограниченного поточечного
предела. Таким образом, пространство L(X,Y ) не является полным
относительно поточечной сходимости. N

З а д а ч а 3.4.33. Рассмотрим линейное нормированное простран-
ство

CP [−π, π] =
{
x ∈ C[−π, π]

∣∣ x(−π) = x(π)
}
,

норма в котором такая же, как и в пространстве C[−π, π], т. е.

‖x‖c = max
t∈[−π,π]

|x(t)| ∀x ∈ CP [−π, π].

225



Доказать, что основная тригонометрическая система

S =
{

1
2 , cos(nt), sin(nt)

}∞
n=1

является полной и не является базисом в пространстве CP [−π, π].
Док а з а т е л ь с т в о. Для любой функции x ∈ CP [−π, π] и

числа N ∈ N определим её N -ю сумму Фурье:

(
SN (x)

)
(t) =

a0(x)

2
+

N∑
n=1

(
an(x) cos(nt) + bn(x) sin(nt)

)
,

где коэффициенты Фурье функции x имеют вид

a0(x) = 1
π

π∫
−π

x(τ) dτ, an(x) = 1
π

π∫
−π

x(τ) cos(nτ) dτ,

bn(x) = 1
π

π∫
−π

x(τ) sin(nτ) dτ.

Определим N -ю сумму Фейера FN (x) функции x как среднее ариф-
метическое первых N сумм Фурье:

FN (x) =
S1(x) + . . .+ SN (x)

N
∈ LinS.

По теореме Фейера для любой функции x ∈ CP [−π, π] справедливо
соотношение

‖x− FN (x)‖c → 0 при N →∞.
Следовательно,

ρ
(
x,LinS

)
6 lim
N→∞

‖x− FN (x)‖c = 0,

т. е. множество LinS является всюду плотным в CP [−π, π]. Таким
образом, доказана полнота системы S в CP [−π, π].

Предположим, рассуждая от противного, что система S является
базисом в пространстве CP [−π, π]. Тогда для каждой функции x ∈
∈ CP [−π, π] существует единственная последовательность скаляров{

α0(x), αn(x), βn(x)
}∞
n=1

,

такая, что последовательность

(
σN (x)

)
(t) =

α0(x)

2
+

N∑
n=1

(
αn(x) cos(nt) + βn(x) sin(nt)

)
, N ∈ N,
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сходится к функции x в пространстве CP [−π, π] (то есть сходится
равномерно на отрезке [−π, π]):

‖x− σN (x)‖c → 0 при N →∞.

Получаем:

πα0(x) = lim
N→∞

π∫
−π

(
σN (x)

)
(τ) dτ =

π∫
−π

x(τ) dτ = πa0(x),

παn(x) = lim
N→∞

π∫
−π

(
σN (x)

)
(τ) cos(nτ) dτ =

=

π∫
−π

x(τ) cos(nτ) dτ = πan(x),

πβn(x) = lim
N→∞

π∫
−π

(
σN (x)

)
(τ) sin(nτ) dτ =

=

π∫
−π

x(τ) sin(nτ) dτ = πbn(x).

Таким образом, σN (x) = SN (x) для любого N ∈ N. Следовательно,
предположив базисность системы S в пространстве CP [−π, π], полу-
чаем, что ряд Фурье любой функции из CP [−π, π] сходится к ней
равномерно на отрезке [−π, π]. Как известно, для любой функции
x ∈ CP [−π, π] и любого номера N справедливо равенство

(
SN (x)

)
(t) =

1

π

π∫
−π

DN (τ − t)x(τ) dτ ∀ t ∈ [−π, π],

где

DN (τ) =
sin
(
N + 1

2

)
τ

2 sin τ
2

— ядро Дирихле.

Таким образом, SN является линейным оператором, действующим в
линейном нормированном пространстве CP [−π, π], причём

SN (x)→ x при N →∞ ∀x ∈ CP [−π, π].
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Следовательно, последовательность линейных операторов {SN}∞N=1

поточечно сходится к тождественному оператору.
Обозначим

‖ · ‖C — операторную норму в пространстве L
(
C[−π, π]

)
,

‖ · ‖CP — операторную норму в пространстве L
(
CP [−π, π]

)
.

Рассмотрим оператор SN , действующий в пространстве C[−π, π]. То-
гда, как показано в примере 3.4.11, справедливо равенство

‖SN‖C = sup
x∈C[−π,π]
‖x‖c61

‖SN (x)‖c = max
t∈[−π,π]

1

π

π∫
−π

∣∣DN (τ − t)
∣∣ dτ =

= max
t∈[−π,π]

1

π

π−t∫
−π−t

∣∣DN (τ)
∣∣ dτ =

1

π

π∫
−π

∣∣DN (τ)
∣∣ dτ.

В силу вложения CP [−π, π] ⊂ C[−π, π] справедливо неравенство

‖SN‖CP 6 ‖SN‖C .

С другой стороны, для любого ε ∈ (0, 1) существует функция xε ∈
∈ C[−π, π], такая, что ‖xε‖c 6 1 и

‖SN‖C 6 ‖SN (xε)‖c + ε.

Определим функцию yε ∈ CP [−π, π] следующим образом:

yε(t) =


x(t), ε− π 6 t 6 π − ε,

(π−t)
ε x(π − ε), π − ε 6 t 6 π,

(π+t)
ε x(ε− π), −π 6 t 6 ε− π.

Тогда ‖yε‖c 6 1, и справедливо неравенство

‖SN (xε)− SN (yε)‖c 6
(
N + 1

2

)
π

4ε < (2N + 1)ε.

Следовательно, получаем

‖SN‖CP 6 ‖SN‖C 6 ‖SN (xε)‖c + ε 6

6 ‖SN (yε)‖c + (2N + 2) ε 6 ‖SN‖CP + (2N + 2) ε.
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Переходя к пределу при ε→ +0, получаем равенство

‖SN‖CP = ‖SN‖C .

Так как пространство CP [−π, π] является полным, то, по теореме 3.4.23
Банаха—Штейнгауза, получаем, что

sup
N∈N
‖SN‖CP < +∞.

С другой стороны, непосредственным вычислением находим

π‖SN‖CP = π‖SN‖C =

=

π∫
0

∣∣sin (N + 1
2

)
τ
∣∣

sin τ
2

dτ >

π∫
0

2
∣∣sin (N + 1

2

)
τ
∣∣

τ
dτ =

=

π(N+ 1
2 )∫

0

2| sin ξ|
ξ

dξ >

π(N+ 1
2 )∫

1

2 sin2 ξ

ξ
dξ =

=

π(N+ 1
2 )∫

1

1− cos(2ξ)

ξ
dξ ∼ lnN при N →∞.

Следовательно, справедливо соотношение

sup
N∈N
‖SN‖CP > lim

N→∞
‖SN‖CP = +∞.

Получили противоречие. Таким образом, доказано, что система S
не является базисом в пространстве CP [−π, π]. Отсюда, в частности,
следует, что существует функция x0 ∈ CP [−π, π], ряд Фурье которой
не сходится к ней равномерно на отрезке [−π, π]. �

Опр е д е л е н и е 3.4.34. Пусть (X, τ1) и (Y, τ2) — топологиче-
ские пространства. Отображение

f :X → Y

называется открытым, если для любого τ1-открытого множества V
его образ f(V ) является τ2-открытым.
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Утв е ржд е н и е 3.4.35. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Линейный оператор

A:X → Y

является открытым отображением тогда и только тогда, когда су-
ществует положительное число δ0, такое, что

OYδ0(0) ⊂ A
(
OX1 (0)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о.Докажем необходимость. Если линейный
оператор A является открытым отображением, то образ открытого
шара OX1 (0) ⊂ X под действием оператора A является открытым в
пространстве Y множеством. Так как

0 = A(0) ∈ A
(
OX1 (0)

)
— открытое множество,

то существует δ0 > 0, такое, что

OYδ0(0) ⊂ A
(
OX1 (0)

)
.

Докажем достаточность. Рассмотрим произвольное открытое мно-
жество V ⊂ X и вектор y ∈ A(V ). Тогда существует вектор x ∈ V ,
такой, что y = A(x). В силу открытости множества V существует
число ε > 0, такое, что

OXε (x) = x+ εOX1 (0) ⊂ V.

Следовательно, справедливо вложение

A(V ) ⊃ A(x) + εA
(
OX1 (0)

)
⊃ y + εOYδ0(0) = OYεδ0(y),

что означает открытость множества A(V ). �

Те о р ем а 3.4.36. (Банах, об открытом отображении)
Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — полные линейные нормированные
пространства, а линейный оператор A ∈ L(X,Y ) является сюръ-
ективным (т. е. A(X) = Y ). Тогда оператор A является открытым
отображением.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как справедливы равенства⋃
n∈N

(
OXn (0)

)
= X
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и A(X) = Y , то получаем

Y = A

(⋃
n∈N

OXn (0)

)
=
⋃
n∈N

(
nA
(
OX1 (0)

))
⊂
⋃
n∈N

n
[
A
(
OX1 (0)

)]
⊂ Y.

Следовательно, справедливо равенство

Y =
⋃
n∈N

n
[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Таким образом, полное пространство Y представлено в виде счётного
объединения замкнутых множеств. Тогда по теореме 1.4.14 Бэра од-
но из этих замкнутых множеств имеет непустую внутренность. Сле-
довательно, существует номер n0, положительное число δ0 и вектор
u0 ∈ Y , такой, что выполнено вложение

OYδ0(u0) ⊂ n0

[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Пусть

r0 =
δ0
n0

и v0 =
u0

n0
,

тогда получаем
OYr0(v0) ⊂

[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Отсюда следует, что

OY
r0(−v0) = −OY

r0(v0) ⊂ −
[
A
(
OX1 (0)

)]
=

=
[
A
(
−OX1 (0)

)]
=
[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Следовательно, в силу замечания 3.1.5 находим

OYr0(0) = 1
2O

Y
r0(v0) + 1

2Or0(−v0) ⊂ 1
2

[
A
(
OX1 (0)

)]
+ 1

2

[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Так как по замечанию 3.1.7 выполнено равенство

1

2

[
A
(
OX1 (0)

)]
=

[
1

2
A
(
OX1 (0)

)]
=
[
A
(
OX1

2
(0)
)]

и справедливо вложение[
A
(
OX1

2
(0)
)]

+
[
A
(
OX1

2
(0)
)]
⊂

⊂
[
A
(
OX1

2
(0)
)

+A
(
OX1

2
(0)
)]

=
[
A
(
OX1 (0)

)]
,
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то окончательно получаем вложение

OYr0(0) ⊂
[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Следовательно, для любого положительного числа ε выполнено вло-
жение

OYεr0(0) ⊂
[
A
(
OXε (0)

)]
.

Покажем, что выполнено вложение[
A
(
OX1 (0)

)]
⊂ A

(
OX3 (0)

)
.

Рассмотрим произвольный вектор

y1 ∈
[
A
(
OX1 (0)

)]
.

Обозначим для любого номера n число εn = 21−n. Тогда выполнено
вложение

y1 ∈
[
A
(
OXε1(0)

)]
.

Предположим, рассуждая по индукции, что определён вектор

yn ∈
[
A
(
OXεn(0)

)]
.

Тогда справедливо соотношение

∅ 6=
(
yn −OYr0εn+1

(0)
)
∩A

(
OXεn(0)

)
⊂

⊂

(
yn −

[
A
(
OXεn+1

(0)
)])

∩A
(
OXεn(0)

)
.

Следовательно, существуют векторы

yn+1 ∈
[
A
(
OXεn+1

(0)
)]

и xn ∈ OXεn(0),

такие, что выполнено равенство

yn − yn+1 = A(xn).

Для любого номера n определим вектор

zn =

n∑
k=1

xk.

232



Так как для любых номеров n и m выполнено неравенство

‖zn+m − zn‖X 6
n+m∑
k=n+1

‖xk‖X 6
∞∑

k=n+1

21−k = 21−n,

то последовательность {zn}∞n=1 является фундаментальной в полном
пространстве X. Следовательно, существует вектор z0 ∈ X, такой,
что

‖zn − z0‖X → 0 при n→∞.

При этом выполнено неравенство

‖z0‖X 6
∞∑
k=1

21−k = 2 < 3,

т. е. z0 ∈ OX3 (0). Далее для любого номера n выполнено равенство

A(zn) =

n∑
k=1

A(xk) =

n∑
k=1

(
yk − yk+1

)
= y1 − yn+1.

Так как справедливо неравенство

‖yn‖Y 6 sup
‖x‖X6εn

‖A(x)‖Y 6 ‖A‖εn → 0 при n→∞,

то получаем

A(z0) = lim
n→∞

A(zn) = y1, ⇒ y1 ∈ A
(
OX3 (0)

)
.

Таким образом, имеем соотношения

OYr0(0) ⊂
[
A
(
OX1 (0)

)]
⊂ A

(
OX3 (0)

)
,

т. е. для числа δ0 = r0
3 выполнено вложение

OYδ0(0) ⊂ A
(
OX1 (0)

)
.

Следовательно, в силу утверждения 3.4.35 линейный оператор A яв-
ляется открытым. �

Прим е р 3.4.37. Приведём пример полного линейного про-
странства (X, ‖ · ‖X), неполного линейного пространства (Y, ‖ · ‖Y )
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и линейного сюръективного оператора A ∈ L(X,Y ), который не яв-
ляется открытым отображением. Рассмотрим те же линейные нор-
мированные пространства, что и в примере 3.4.17, т. е.

(X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖1), (Y, ‖ · ‖Y ) = (`1, ‖ · ‖2).

Пусть A:X → Y — тождественное отображение, т. е. Ax = x для
любого x ∈ `1. Тогда, как показано в примере 3.1.12, для любого
x ∈ `1 выполнено неравенство

‖Ax‖`2 = ‖x‖`2 6 ‖x‖`1 ,

т. е. ‖A‖ 6 1, и даже ‖A‖ = 1, так как для элемента e1 ∈ `1 вида
e1(1) = 1 и e1(k) = 0 для k > 1 получаем

1 > ‖A‖ > ‖A(e1)‖2 = 1.

Таким образом, A ∈ L(X,Y ). Сюръективность тождественного опе-
ратора A очевидна. Покажем, что оператор A не является откры-
тым отображением. Рассмотрим образ открытого единичного шара
с центром в нуле из пространства X под действием оператора A. Это
множество

O =
{
x ∈ `1

∣∣ ‖x‖1 < 1
}
.

Покажем, что множество O не является открытым в пространстве
Y . Рассмотрим последовательность {yn}∞n=1 ⊂ `1 вида

yn(k) =


1
k , 1 6 k 6 n

0, k > n.

Для любого элемента x0 ∈ O и любого положительного числа ε опре-
делим

xn,ε = x0 + εyn.

Тогда справедливы неравенства

‖xn,ε−x0‖2 < επ√
6

и ‖xn,ε‖1 > ε
n∑
k=1

1
k−‖x0‖1 → +∞ при n→∞.

Следовательно, для любого числа δ > 0 существует ε = δ
√

6
π , такое,

что для любого номера n выполнено вложение

xn,ε ∈ OYδ (x0),
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но при всех достаточно больших n ∈ N имеет место неравенство

‖xn,ε‖1 > 1.

Следовательно, xn,ε 6∈ O. Таким образом, ни одна точка множества
O не является внутренней для O в пространстве Y . Таким обра-
зом, множество O не является открытым в пространстве Y , что и
требовалось. N

3.5. Обратимость линейных операторов

Опр е д е л е н и е 3.5.1. ПустьX,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Отображение

A−1
пр.: ImA→ X

называется правым обратным оператором для оператора A, если для
любого вектора y ∈ ImA выполнено равенство

A
(
A−1

пр.(y)
)

= y.

Опр е д е л е н и е 3.5.2. ПустьX,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Отображение

A−1
лев.: ImA→ X

называется левым обратным оператором для оператора A, если для
любого вектора x ∈ X выполнено равенство

A−1
лев.

(
A(x)

)
= x.

З ам е ч а н и е 3.5.3. Пусть X,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Тогда правый обратный опера-
тор для оператора A всегда существует, вообще говоря, не является
единственным и может быть нелинейным. Действительно, по опреде-
лению образа оператора A для любого вектора y ∈ ImA существует
вектор x(y) ∈ X, такой, что

A(x(y)) = y.

Следовательно, определив для любого y ∈ ImA значение,

A−1
пр.(y) = x(y),
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получим правый обратный оператор для оператора A. Покажем на
примере возможную неединственность и нелинейность правого об-
ратного оператора. Рассмотрим линейный оператор A:R2 → R вида

A(x1, x2) = x1.

Тогда ImA = R, а два различных оператора B:R→ R2 и C:R→ R2

вида
B(x1) = (x1, 0) и C(x1) = (x1, x

2
1)

являются правыми обратными для оператора A, при этом оператор
C является нелинейным. �

З ам е ч а н и е 3.5.4. Пусть X,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Тогда правый обратный оператор
для оператора A единственен, если и только если для любого векто-
ра y ∈ ImA существует единственный вектор x(y) ∈ X, такой, что
A(x(y)) = y, т. е. если оператор A является взаимно однозначным
отображением из пространства X на ImA. Это очевидным образом
следует из определения правого обратного оператора. При этом вза-
имная однозначность линейного оператора A равносильна тривиаль-
ности его ядра. Действительно, если вектор x ∈ KerA, то выполнены
равенства A(x) = 0 = A(0). Тогда в силу взаимной однозначности
оператора A получаем равенство x = 0, т. е. KerA = {0}. Обратно,
если ядро оператора A тривиально, а для вектора y ∈ ImA имеются
два вектора x ∈ X и z ∈ X вида y = A(x) = A(z), то A(x − z) = 0,
т. е. x−z ∈ KerA = {0}. Следовательно, выполнено равенство x = z,
т. е. оператор A является взаимно однозначным. �

Утв е ржд е н и е 3.5.5. ПустьX,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Тогда левый обратный оператор
для оператора A существует тогда и только тогда, когда ядро опе-
ратора A тривиально, т. е.

KerA = {0}.

При этом левый обратный оператор единственен и линеен.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть оператор A имеет левый обратный
оператор A−1

лев.. Пусть вектор x ∈ KerA. Так как нулевой вектор
также принадлежит ядру оператора A, то по определению левого
обратного оператора получаем

x = A−1
лев.(A(x)) = A−1

лев.(0) = A−1
лев.(A(0)) = 0,
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т. е. x = 0. Таким образом, KerA = 0. Обратно, пусть ядро оператора
A тривиально. Тогда, как следует из замечания 3.5.4, оператор A
является взаимно однозначным отображением пространства X на
ImA, т. е. для любого вектора y ∈ ImA существует единственный
вектор x(y) ∈ X, такой, что

A(x(y)) = y.

Определим для любого вектора y ∈ ImA значение

A−1
лев.(y) = x(y).

Тогда для любого вектора z ∈ X получаем

A−1
лев.(A(z)) = x(A(z)) = z

в силу взаимной однозначности оператора A. Таким образом, опре-
делённый оператор A−1

лев. действительно является левым обратным
для оператораA. Если при этом существует другой операторB: ImA→
X вида

B(A(x)) = x ∀x ∈ X,

то для любого вектора y ∈ ImA получаем

B(y) = B(A(x(y))) = x(y) = A−1
лев.(y),

т. е. B = A−1
лев.. Таким образом, левый обратный оператор единстве-

нен. Покажем линейность левого обратного оператора. Для любых
векторов u, v ∈ ImA и любых скаляров α и β находим

A−1
лев.(αu+ βv) = A−1

лев.
(
αA(x(u)) + βA(x(v))

)
=

= A−1
лев.

(
A(αx(u) + βx(v))

)
= αx(u) + βx(v) =

= αA−1
лев.(u) + β A−1

лев.(v),

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 3.5.6. Пусть X,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор с тривиальным ядром. Тогда в силу
замечания 3.5.4 и утверждения 3.5.5 оператор A имеет единственный
правый и левый обратный операторы, которые совпадают. При этом
левый, а значит, и правый обратный оператор линейны. �
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Опр е д е л е н и е 3.5.7. ПустьX,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Оператор

A−1: ImA→ X

называется обратным для оператора A, если он является одновре-
менно левым и правым обратным оператором.

Утв е ржд е н и е 3.5.8. ПустьX,Y — линейные пространства,
A:X → Y — линейный оператор. Тогда обратный оператор для опе-
ратора A существует тогда и только тогда, когда ядро оператора A
тривиально. При этом обратный оператор единственен и линеен.

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из утверждения 3.5.5 и
замечаний 3.5.4, 3.5.6. �

Опр е д е л е н и е 3.5.9. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Линейный оператор A:X → Y
называется непрерывно обратимым, если он имеет непрерывный об-
ратный оператор, т. е. существует оператор

A−1 ∈ L(ImA,X).

Утв е ржд е н и е 3.5.10. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства. Тогда линейный оператор A:X →
→ Y является непрерывно обратимым тогда и только тогда, когда
он является взаимно однозначным открытым отображением из про-
странства (X, ‖ · ‖X) на пространство (ImA, ‖ · ‖Y ).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 3.5.8 существова-
ние линейного обратного оператора A−1 у линейного оператора A
равносильно взаимной однозначности оператора A. В силу утвер-
ждения 1.1.32 непрерывность оператора A−1 равносильна тому, что
для любого ‖ · ‖X -открытого множества V ⊂ X его прообраз(

A−1
)−1

(V ) ⊂ ImA

под действием оператора A−1 является ‖ · ‖Y -открытым в простран-
стве ImA. Справедливо равенство(
A−1

)−1
(V ) =

{
y ∈ ImA

∣∣ A−1(y) ∈ V
}

=

=
{
y ∈ ImA

∣∣ y ∈ A(V )
}

= A(V ).
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Следовательно, (
A−1

)−1
(V ) = A(V ).

Тогда открытость прообраза произвольного открытого множества
V ⊂ X под действием обратного оператора A−1 равносильна откры-
тости его образа A(V ) ⊂ ImA под действием оператора A. Последнее
по определению 3.4.34 равносильно открытости отображения A:X →
→ ImA, что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 3.5.11. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Линейный оператор A:X →
→ Y называется ограниченным снизу, если существует число L > 0,
такое, что для любого вектора x ∈ X выполнено неравенство

‖A(x)‖Y > L‖x‖X .

Утв е ржд е н и е 3.5.12. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — ли-
нейные нормированные пространства. Линейный оператор A:X →
→ Y является непрерывно обратимым тогда и только тогда, когда
он является ограниченным снизу.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть линейный оператор A является
непрерывно обратимым, т. е. существует оператор A−1 ∈ L(ImA,X).
Следовательно, для любого вектора x ∈ X получаем

‖x‖X =
∥∥A−1(A(x))

∥∥
X
6
∥∥A−1

∥∥ ‖A(x)‖Y ,

т. е. число
L =

1

‖A−1‖
> 0

является искомым для ограниченности снизу оператора A.
Пусть линейный оператор A является ограниченным снизу, т. е.

существует число L > 0, такое, что для любого вектора x ∈ X вы-
полнено неравенство

‖A(x)‖Y > L‖x‖X .

Если вектор x ∈ KerA, то получаем

A(x) = 0 и 0 = ‖A(x)‖Y > L‖x‖X .

Следовательно, x = 0, т. е. справедливо равенство KerA = {0}. То-
гда, в силу утверждения 3.5.8, существует линейный обратный опе-
ратор

A−1: ImA→ X.
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При этом в силу ограниченности снизу оператора A для любого век-
тора y ∈ ImA получаем∥∥A−1(y)

∥∥
X
6

∥∥A (A−1(y)
)∥∥
Y

L
=
‖y‖Y
L

.

Последнее неравенство означает, что∥∥A−1
∥∥ 6 1

L
,

т. е. справедливо вложение A−1 ∈ L(ImA,X), что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 3.5.13. Пусть (X, ‖ · ‖X) — банахово про-
странство, (Y, ‖ · ‖Y ) — линейное нормированное пространство, опе-
ратор A ∈ L(X,Y ) является непрерывно обратимым. Тогда ImA
является замкнутым подпространством в Y .

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 3.5.12, оператор A
является ограниченным снизу, т. е. существует число L > 0, такое,
что

‖A(x)‖Y > L‖x‖X ∀x ∈ X.
Пусть вектор y ∈ [ImA]. Тогда существует последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X,

такая, что выполнено соотношение

‖A(xn)− y‖Y → 0 при n→∞.

Следовательно, получаем

‖xn − xm‖X 6
1

L
‖A(xn)−A(xm)‖Y → 0 при n,m→∞.

Таким образом, последовательность xn является фундаментальной
в полном пространстве X. Поэтому существует вектор z ∈ X, такой,
что

‖xn − z‖X → 0 при n→∞.
Так как оператор A является непрерывным, то

‖A(xn)−A(z)‖Y → 0 при n→∞.

Следовательно, получаем ‖A(z)−y‖Y = 0, т. е. y = A(z), что означает
вложение y ∈ ImA. Таким образом, подпространство ImA является
замкнутым. �
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Те о р ем а 3.5.14. (Банах, об обратном операторе) Пусть
(X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — банаховы пространства, а линейный оператор
A ∈ L(X,Y ). Существует обратный оператор A−1 ∈ L(Y,X) тогда и
только тогда, когда KerA = 0 и ImA = Y .

Док а з а т е л ь с т в о. Если существует обратный операторA−1,
определённый на всём пространстве Y , то по определению обратно-
го оператора сразу получаем равенство ImA = Y , а по утвержде-
нию 3.5.8 находим KerA = {0}.

Пусть теперь у линейного ограниченного оператора A имеем ра-
венства KerA = {0} и ImA = Y . Тогда по теореме 3.4.36 Банаха об
открытом отображении оператор A является открытым отображе-
нием из пространства X на пространство Y . Следовательно, в силу
утверждения 3.5.10 оператор A непрерывно обратим, т. е. существует
обратный оператор A−1 ∈ L(Y,X), что и требовалось. �

Прим е р 3.5.15. Приведём пример полного линейного про-
странства (X, ‖ · ‖X), неполного линейного пространства (Y, ‖ · ‖Y )
и линейного сюръективного оператора A ∈ L(X,Y ) с тривиальным
ядром, обратный оператор к которому не является непрерывным.
Рассмотрим те же линейные нормированные пространства и тот же
линейный оператор, что и в примере 3.4.37, т. е.

(X, ‖ · ‖X) = (`1, ‖ · ‖1), (Y, ‖ · ‖Y ) = (`1, ‖ · ‖2),

A:X → Y — тождественный оператор. Очевидно, что

KerA = {0} и ImA = `1 = Y.

Следовательно, обратный оператор A−1:Y → X существует и тоже
является тождественным, т. е.

A−1(y) = y ∀ y ∈ `1.

Как показано в примере 3.4.37, оператор A является непрерывным и
не является открытым отображением. Следовательно, в силу утвер-
ждения 3.5.10 оператор A−1 не является непрерывным, т. е. A−1 6∈
∈ L(Y,X). N

З а д а ч а 3.5.16. Пусть X — линейное пространство, а ‖ · ‖∗ и
‖ · ‖∗∗ — две нормы в X. Пусть пространства (X, ‖ · ‖∗) и (X, ‖ · ‖∗∗)
являются полными, и существует число L > 0, такое, что

‖x‖∗ 6 L‖x‖∗∗ ∀x ∈ X.
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Доказать, что нормы ‖ · ‖∗ и ‖ · ‖∗∗ эквивалентны в X.
Решени е. Рассмотрим тождественный оператор

I: (X, ‖ · ‖∗∗)→ (X, ‖ · ‖∗) , т. е. I(x) = x ∀x ∈ X.

Так как для любого x ∈ X выполнено

‖I(x)‖∗ = ‖x‖∗ 6 L‖x‖∗∗,

то получаем неравенство ‖I‖ 6 L. Следовательно, тождественный
оператор I является непрерывным. По определению оператора I оче-
видно, что выполнены равенства

Ker I = {0} и Im I = X.

По теореме 3.5.14 Банаха об обратном операторе, оператор

I−1: (X, ‖ · ‖∗)→ (X, ‖ · ‖∗∗)

является непрерывным. Тогда получаем соотношения

‖I−1(x)‖∗∗ = ‖x‖∗∗ 6 ‖I−1‖ ‖x‖∗ ∀x ∈ X.

Таким образом, существуют числа L > 0 и C = 1
‖I−1‖ > 0, такие, что

для всех x ∈ X справедливы неравенства

C‖x‖∗∗ 6 ‖x‖∗ 6 L‖x‖∗∗,

т. е. нормы ‖ · ‖∗ и ‖ · ‖∗∗ эквивалентны в X. N
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Глава 4

Мера и интеграл Лебега

4.1. Мера Лебега в Rn

Рассмотрение теории меры и интеграла Лебега проводится по
книге [4, гл. 10].

Опр е д е л е н и е 4.1.1. Семейство множеств R называется ко-
льцом, если для любых множеств A ∈ R и B ∈ R выполнены вложе-
ния

A ∪B ∈ R и A\B ∈ R.

Кольцо R называется σ-кольцом, если дополнительно для любой по-
следовательности множеств

{Am}∞m=1 ⊂ R

выполнено вложение
∞⋃
m=1

Am ∈ R.

З ам е ч а н и е 4.1.2. Если R — кольцо, то ∅ ∈ R, так как для
любого множества A ∈ R по определению 4.1.1 получаем

∅ = A\A ∈ R.

�

З ам е ч а н и е 4.1.3. Если R — кольцо, а конечная совокупность
множеств {Am}Mm=1 ⊂ R, то справедливо вложение

M⋃
m=1

Am ∈ R.

Доказательство проведём индукцией по номеру M . Для M = 1
вложение очевидно. Если вложение выполнено для некоторого номе-
ра M , то для совокупности множеств {Am}M+1

m=1 ⊂ R получаем

B =

M⋃
m=1

Am ∈ R
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по предположению индукции и

M+1⋃
m=1

Am = B ∪AM+1 ∈ R

по определению 4.1.1 кольца R. �

З ам е ч а н и е 4.1.4. Если R — кольцо, множества A,B ∈ R, то

A ∩B = A\ (A\B) ∈ R.

Если R — σ-кольцо, а последовательность {Am}∞m=1 ⊂ R, то

∞⋂
m=1

Am = A1

∖( ∞⋃
m=2

(A1\Am)

)
∈ R.

�

Опр е д е л е н и е 4.1.5. Пусть R — кольцо. Функция

ϕ:R→ [0,+∞]

называется конечно-аддитивной, если для любых множеств A,B ∈ R

вида A ∩B = ∅ справедливо равенство

ϕ(A ∪B) = ϕ(A) + ϕ(B).

Функция ϕ называется счётно-аддитивной, если для любой последо-
вательности множеств {Am}∞m=1 ⊂ R, такой, что

A =

∞⋃
m=1

Am ∈ R,

а Am ∩Ak = ∅ при всех m 6= k, справедливо равенство

ϕ(A) =

∞∑
m=1

ϕ(Am).

З ам е ч а н и е 4.1.6. В определении 4.1.5 сумма ряда

∞∑
m=1

ϕ(Am)
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не зависит от порядка слагаемых в силу знакопостоянных (неотри-
цательных) значений функции ϕ. �

З ам е ч а н и е 4.1.7. Если неотрицательная функция ϕ являет-
ся конечно-аддитивной на кольце R, то для любой конечной сово-
купности множеств {Am}Mm=1 ⊂ R вида Am ∩Ak = ∅ для всех m 6= k
выполнено равенство

ϕ

(
M⋃
m=1

Am

)
=

M∑
m=1

ϕ(Am).

Доказательство проведём индукцией по номеру M . Для M = 1
равенство очевидно. Если равенство выполнено для некоторого но-
мера M , то для множеств {Am}M+1

m=1 ⊂ R вида Am ∩Ak = ∅ для всех
m 6= k получаем, что

B =

M⋃
m=1

Am ∈ R по замечанию 4.1.3,

ϕ(B) =

M∑
m=1

ϕ(Am) по предположению индукции,

и выполнено B ∩AM+1 = ∅. Следовательно,

ϕ

(
M+1⋃
m=1

Am

)
= ϕ(B ∪AM+1) = ϕ(B) + ϕ(AM+1) =

M+1∑
m=1

ϕ(Am),

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 4.1.8. Если неотрицательная функция ϕ явля-
ется счётно-аддитивной на кольце R, то она является и конечно-
аддитивной.

Действительно, если для любого множества A ∈ R выполнено
ϕ(A) = +∞, то утверждение очевидно. Пусть существует множество
A0 ∈ R, такое, что

ϕ(A0) < +∞.
Определим последовательность множеств {Am}∞m=1 ⊂ R вида

A1 = A0, Am = ∅ для m > 1.

Тогда

A0 =

∞⋃
m=1

Am и Am ∩Ak = ∅ при всех m 6= k.
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Следовательно, в силу счётной аддитивности ϕ получаем

ϕ(A0) =
∞∑
m=1

ϕ(Am) = ϕ(A0) +
∞∑
m=2

ϕ(∅).

Так как по условию ϕ(A0) < +∞, то
∞∑
m=2

ϕ(∅) = 0, ⇒ ϕ(∅) = 0.

Следовательно, для любых множеств A,B ∈ R, таких, что A∩B = ∅,
рассмотрев последовательность {Am}∞m=1 ⊂ R вида

A1 = A, A2 = B, Am = ∅ при m > 2,

получим

A ∪B =

∞⋃
m=1

Am, Am ∩Ak = ∅ при всех m 6= k,

откуда

ϕ(A ∪B) =

∞∑
m=1

ϕ(Am) = ϕ(A) + ϕ(B) +

∞∑
m=3

ϕ(∅) = ϕ(A) + ϕ(B),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.1.9. Пусть R — кольцо, а функция

ϕ:R→ [0,+∞]

является конечно-аддитивной. Тогда
1) для любых множеств A,B ∈ R выполнено

ϕ(A ∪B) + ϕ(A ∩B) = ϕ(A) + ϕ(B);

2) для любых множеств A,B ∈ R вида A ⊂ B выполнено

ϕ(A) 6 ϕ(B);

3) если существует множество A0 ∈ R вида ϕ(A0) < +∞, то

ϕ(∅) = 0;

4) для любых множеств A,B ∈ R вида A ⊂ B и ϕ(A) < +∞
выполнено

ϕ(B\A) = ϕ(B)− ϕ(A).
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любых множеств A,B ∈ R

справедливо представление

A ∪B = (A\B) ∪ (B\A) ∪ (A ∩B)

в виде объединения трёх попарно непересекающихся элементов коль-
ца R, то по замечанию 4.1.7 получаем

ϕ(A ∪B) = ϕ(A\B) + ϕ(B\A) + ϕ(A ∩B).

Следовательно,

ϕ(A∪B)+ϕ(A∩B) =
(
ϕ(A\B) + ϕ(A ∩B)

)
+
(
ϕ(B\A) + ϕ(A ∩B)

)
.

Так как A = (A\B) ∪ (A ∩B) и (A\B) ∩ (A ∩B) = ∅, то

ϕ(A\B) + ϕ(A ∩B) = ϕ(A).

Так как B = (B\A) ∪ (A ∩B) и (B\A) ∩ (A ∩B) = ∅, то

ϕ(B\A) + ϕ(A ∩B) = ϕ(B).

Следовательно,

ϕ(A ∪B) + ϕ(A ∩B) = ϕ(A) + ϕ(B),

т. е. свойство 1 доказано.
Если A,B ∈ R и A ⊂ B, то B = A ∪ (B\A) и A ∩ (B\A) = ∅.

Следовательно, получаем

ϕ(B) = ϕ(A) + ϕ(B\A) > ϕ(A),

т. е. свойство 2 доказано. Если при этом ϕ(A) < +∞, то получаем

ϕ(B\A) = ϕ(B)− ϕ(A),

т. е. свойство 4 доказано.
Так как ∅ ∈ R, то

ϕ(A) = ϕ(A ∪∅) = ϕ(A) + ϕ(∅).

Если существует множество A0 ∈ R вида ϕ(A0) < +∞, то для A = A0

получаем
ϕ(∅) = ϕ(A0)− ϕ(A0) = 0,

т. е. свойство 3 доказано. �

247



Сл е д с т в и е 4.1.10. Пусть R — кольцо, а функция

ϕ:R→ [0,+∞]

является конечно-аддитивной. Тогда для любой конечной совокуп-
ности множеств {Am}Mm=1 ⊂ R справедливо неравенство

ϕ

(
M⋃
m=1

Am

)
6

M∑
m=1

ϕ(Am).

Док а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведём индукцией по
номеру M . Для M = 1 неравенство обращается в равенство. Если
неравенство выполнено для некоторого номера M , то для совокуп-
ности множеств {Am}M+1

m=1 ⊂ R определим множество

B =

M⋃
m=1

Am ∈ R

и по свойству 1 утверждения 4.1.9 и в силу предположения индукции
получим

ϕ

(
M+1⋃
m=1

Am

)
= ϕ(B ∪AM+1) 6

6 ϕ(B ∪AM+1) + ϕ(B ∩AM+1) = ϕ(B) + ϕ(AM+1) 6

6
M∑
m=1

ϕ(Am) + ϕ(AM+1),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.1.11. Пусть R — кольцо, функция

ϕ:R→ [0,+∞]

является счётно-аддитивной. Тогда для любой неубывающей по вло-
жению последовательности {Am}∞m=1 ⊂ R, т. е.

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . ,

для которой множество

A =

∞⋃
m=1

Am ∈ R,
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справедливо равенство

ϕ(A) = lim
m→∞

ϕ(Am).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого номера m определим мно-
жество Bm ∈ R вида B1 = A1 и Bm = Am\Am−1 для m > 2. Тогда
Bm ∩Bk = ∅ для всех m 6= k, и справедливы равенства

Am =

m⋃
k=1

Bk ∀m ∈ N, A =

∞⋃
k=1

Bk.

Следовательно, в силу счётной аддитивности функции ϕ получаем

ϕ(A) =

∞∑
k=1

ϕ(Bk) = lim
m→∞

m∑
k=1

ϕ(Bk) = lim
m→∞

ϕ(Am),

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.1.12. Пусть R — кольцо, а функция

ϕ:R→ [0,+∞]

является счётно-аддитивной. Тогда для любой счётной совокупности
множеств {Am}∞m=1 ⊂ R, такой, что

A =

∞⋃
m=1

Am ∈ R,

справедливо неравенство

ϕ (A) 6
∞∑
m=1

ϕ(Am).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого номера m определим мно-
жество

Bm =

m⋃
k=1

Ak ∈ R.

По следствию 4.1.10 имеем неравенство

ϕ(Bm) 6
m∑
k=1

ϕ(Ak).
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Имеем также

B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ . . . и
∞⋃
m=1

Bm =

∞⋃
k=1

Ak = A.

Следовательно, в силу утверждения 4.1.11 получаем

ϕ(A) = lim
m→∞

ϕ(Bm) 6 lim
m→∞

m∑
k=1

ϕ(Am) =

∞∑
k=1

ϕ(Ak),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.1.13. Пусть R — кольцо, функция

ϕ:R→ [0,+∞]

является счётно-аддитивной. Тогда для любой невозрастающей по
вложению последовательности {Am}∞m=1 ⊂ R, то есть

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . ,

для которой ϕ(A1) < +∞, а множество

A =

∞⋂
m=1

Am ∈ R,

справедливо равенство

ϕ(A) = lim
m→∞

ϕ(Am).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого m ∈ N определим множе-
ство

Bm = Am\Am+1 ∈ R.

Тогда

Am\A =

∞⋃
k=m

Bk ∀m ∈ N,

причём Bk∩Bs = ∅ при любых k 6= s. Следовательно, в силу счётной
аддитивности функции ϕ, получаем

ϕ(Am\A) =

∞∑
k=m

ϕ(Bk) ∀m ∈ N.
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Так как ϕ(A) 6 ϕ(A1) < +∞, то, в силу утверждения 4.1.9, имеем
равенство

ϕ(Am)− ϕ(A) = ϕ(Am\A) =
∞∑
k=m

ϕ(Bk) ∀m ∈ N.

В частности, для m = 1 получаем

∞∑
k=1

ϕ(Bk) = ϕ(A1)− ϕ(A) < +∞.

Следовательно,

lim
m→∞

∞∑
k=m

ϕ(Bk) = 0 = lim
m→∞

ϕ(Am)− ϕ(A),

что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 4.1.14. Для произвольных чисел a1, . . . , an
и b1, . . . , bn, где ak 6 bk при всех k ∈ 1, n, множество

Π =

 x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∀ k ∈ 1, n

ak 6 xk 6 bk, или
ak 6 xk < bk, или
ak < xk 6 bk, или
ak < xk < bk


назовём клеткой в Rn. Множество в Rn, представляющее собой ко-
нечное объединение клеток, назовём клеточным или элементарным.
Совокупность всех клеточных множеств обозначим E.

Утв е ржд е н и е 4.1.15. Совокупность всех клеточных мно-
жеств E является кольцом в Rn.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как каждое клеточное множество
является конечным объединением клеток, то конечное объединение
клеточных множеств также представляет собой конечное объедине-
ние клеток, т. е. само является клеточным. Рассмотрим два клеточ-
ных множества A и B. Существуют клетки Π1, . . . ,ΠM и Π̃1, . . . , Π̃N ,
такие, что

A =

M⋃
m=1

Πm и B =

N⋃
k=1

Π̃k.
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Тогда имеем равенство

A ∩B =

M⋃
m=1

N⋃
k=1

(
Πm ∩ Π̃k

)
.

Так как пересечение двух клеток является клеткой, то получаем, что
A ∩ B ∈ E. Следовательно, пересечение двух клеточных множеств
само является клеточным. Отсюда по индукции легко показать, что
конечное пересечение клеточных множеств является клеточным. Так
как теоретико-множественная разность двух клеток является кле-
точным множеством, то

A\B =

M⋃
m=1

N⋂
k=1

(
Πm\Π̃k

)
является клеточным как конечное объединение и пересечение кле-
точных множеств. Следовательно, по определению 4.1.1 семейство E

является кольцом. �

Опр е д е л е н и е 4.1.16. Разбиением клеточного множестваA
назовём конечную совокупность попарно непересекающихся клеток,
объединение которых равно A.

З ам е ч а н и е 4.1.17. Любое клеточное множество имеет раз-
биение, причём это разбиение неединственно. �

Опр е д е л е н и е 4.1.18. Пусть Π — клетка, отвечающая чис-
лам a1, . . . , an и b1, . . . , bn, где ak 6 bk при всех k ∈ 1, n, в соответ-
ствии с определением 4.1.14. Мерой клетки Π называется число

µ(Π ) =

n∏
k=1

(bk − ak).

Мерой клеточного множества A, имеющего разбиение {Πm}Mm=1, т. е.

A =

M⋃
m=1

Πm и Πm ∩Πk = ∅ при всех m 6= k,

называется число

µ(A) =

M∑
m=1

µ(Πm).
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Утв е ржд е н и е 4.1.19. Определение меры клеточного мно-
жества не зависит от выбора его разбиения.

Док а з а т е л ь с т в о. Для произвольного множества A ∈ E

рассмотрим два его разбиения{
Πm
}M
m=1

и
{
Π̃k

}N
k=1

.

Для любых m ∈ 1,M и k ∈ 1, N определим клетку

Π̂m,k = Πm ∩ Π̃k.

Ясно, что совокупность клеток{
Π̂m,k

}
m=1,M

k=1,N

образует разбиение множества A. Для любого m ∈ 1,M имеем

Πm =

N⋃
k=1

Π̂m,k и µ (Πm) =

N∑
k=1

µ
(
Π̂m,k

)
,

также для любого k ∈ 1,K имеем

Π̃k =

M⋃
m=1

Π̂m,k и µ
(
Π̃k

)
=

M∑
m=1

µ
(
Π̂m,k

)
.

Следовательно, получаем

µ(A) =

M∑
m=1

µ (Πm) =

M∑
m=1

N∑
k=1

µ
(
Π̂m,k

)
=

N∑
k=1

µ
(
Π̃k

)
,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.1.20. Определённая мера µ:E → [0,+∞)
является конечно-аддитивной.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть A,B ∈ E и A ∩B = ∅. Пусть

P = {Πm}Mm=1 — разбиение множества A,

P̃ =
{
Π̃k

}N
k=1

— разбиение множества B.

253



Тогда в силу A∩B = ∅ объединение этих разбиений P∪ P̃ является
разбиением множества A ∪B. Следовательно, получаем равенство

µ(A ∪B) =
M∑
m=1

µ (Πm) +

N∑
k=1

µ
(
Π̃k

)
= µ(A) + µ(B),

что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 4.1.21. Мера µ:E→ [0,+∞) называется ре-
гулярной, если для любого множества A ∈ E и любого ε > 0 суще-
ствует замкнутое множество Fε ∈ E и открытое множество Gε ∈ E,
такие, что

Fε ⊂ A ⊂ Gε и µ(A\Fε) < ε, µ(Gε\A) < ε.

З ам е ч а н и е 4.1.22. Для конечно-аддитивной меры

µ:E→ [0,+∞),

принимающей только конечные неотрицательные значения, свойство
регулярности в силу свойства 4 утверждения 4.1.9 эквивалентно для
множеств Fε ⊂ A ⊂ Gε неравенствам

µ(A) < µ(Fε) + ε, µ(Gε) < µ(A) + ε.

�

Утв е ржд е н и е 4.1.23. Определённая мера µ:E → [0,+∞)
является регулярной.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала проверим определение регуляр-
ности меры µ для произвольной клетки Π , отвечающей числам

a1, . . . , an и b1, . . . , bn,

где ak 6 bk при всех k ∈ 1, n. Зафиксируем произвольное ε > 0. Для
произвольного числа δ > 0 определим открытую клетку

G(δ) =
{
x ∈ Rn

∣∣ ak − δ < xk < bk + δ ∀ k ∈ 1, n
}
.

Тогда справедливы вложение Π ⊂ G(δ) и соотношение

µ(G(δ)) =

n∏
k=1

(bk − ak + 2δ) = µ(Π ) +O(δ) < µ(Π ) + ε
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при достаточно малом δ = δ(ε). Если µ(Π ) = 0, то для замкнутого
множества F = ∅ ∈ R получаем вложение F ⊂ Π и неравенство

µ(Π ) < µ(F ) + ε = ε.

Если же µ(Π ) > 0, то ak < bk для всех k ∈ 1, n. Для любого положи-
тельного числа

δ < min
16k6n

bk − ak
2

определим замкнутую клетку

F (δ) =
{
x ∈ Rn

∣∣ ak + δ 6 xk 6 bk − δ ∀ k ∈ 1, n
}
.

Тогда справедливы вложение F (δ) ⊂ Π и соотношение

µ(F (δ)) =

n∏
k=1

(bk − ak − 2δ) = µ(Π ) +O(δ) > µ(Π )− ε

при достаточно малом δ = δ(ε). Таким образом, доказана регуляр-
ность меры µ для произвольной клетки Π . Теперь рассмотрим про-
извольное множество A ∈ E. Пусть конечная совокупность клеток
{Πm}Mm=1 образует разбиение множества A, т. е.

A =

M⋃
m=1

Πm и Πm ∩Πk = ∅ при m 6= k.

Зафиксируем произвольно число ε > 0. Как показано выше, для
каждой клетки Πm существует замкнутая клетка Fm и открытая
клетка Gm, такие, что справедливы вложения

Fm ⊂ Πm ⊂ Gm

и неравенства

µ(Πm) < µ(Fm) +
ε

M
, µ(Gm) < µ(Πm) +

ε

M
.

Определим клеточные множества

F =

M⋃
m=1

Fm и G =

M⋃
m=1

Gm.
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Множество F является замкнутым как конечное объединение за-
мкнутых множеств, а множество G является открытым как объеди-
нение открытых множеств. Так как при m 6= k выполнено Πm∩Πk =
= ∅ , то и Fm ∩ Fk = ∅. Следовательно,

µ(F ) =

M∑
m=1

µ(Fm).

По построению справедливы вложения F ⊂ A ⊂ G. Наконец, приме-
няя следствие 4.1.10, получаем

µ(G) 6
M∑
m=1

µ(Gm) <

M∑
m=1

µ(Πm) + ε = µ(A) + ε,

µ(A) =

M∑
m=1

µ(Πm) <

M∑
m=1

µ(Fm) + ε = µ(F ) + ε,

что и требовалось. �

Всюду далее считаем, что нам задано некоторое кольцо E элемен-
тарных множеств, содержащее только ограниченные подмножества
Rn, в котором существует последовательность открытых множеств
{Am}∞m=1 ⊂ E, образующих покрытие Rn, т. е.

Rn =

∞⋃
m=1

Am,

и задана регулярная конечно-аддитивная функция µ:E → [0,+∞).
Если нам понадобится конкретный вид кольца E, как, например,
введённое выше кольцо клеточных множеств, и явный вид функ-
ции µ, как, например, введённая выше мера клеточного множества,
то это будет специально оговорено. Нашей целью является продол-
жение функции µ с кольца элементарных множеств E до счётно-
аддитивной регулярной функции на некотором σ-кольце, содержа-
щем кольцо E. Приводимая ниже конструкция продолжения меры с
кольца на содержащее его σ-кольцо называется лебеговым продол-
жением меры.

Опр е д е л е н и е 4.1.24. Верхней мерой произвольного множе-
ства E ⊂ Rn называется величина

µ∗(E) = inf

∞∑
m=1

µ(Am),
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где нижняя грань берётся по всевозможным счётным открытым по-
крытиям {Am}∞m=1 ⊂ E множества E, т. е.

E ⊂
∞⋃
m=1

Am,

а множество Am ∈ E открыто для любого номера m.

Ясно, что для любого множества E ⊂ Rn для его верхней меры
выполнено

µ∗(E) ∈ [0,+∞],

причём для множеств E1 ⊂ E2 ⊂ Rn выполнено неравенство

µ∗(E1) 6 µ∗(E2),

так как всякое открытое покрытие элементарными множествами мно-
жества E2 является и покрытием множества E1.

Утв е ржд е н и е 4.1.25. Для любого множества A ∈ E спра-
ведливо равенство µ∗(A) = µ(A).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как функция µ является регуляр-
ной, то по определению 4.1.21 для данного множества A ∈ E и для
любого ε > 0 существует открытое множество G ∈ E, такое, что

A ⊂ G и µ(G) < µ(A) + ε.

По определению 4.1.24 верхней меры множества A выполнено нера-
венство

µ∗(A) 6 µ(G).

Получаем
µ∗(A) < µ(A) + ε,

и после предельного перехода при ε→ +0 имеем неравенство

µ∗(A) 6 µ(A).

В силу регулярности функции µ для множества A ∈ E и произволь-
ного ε > 0 существует замкнутое множество F ∈ E, такое, что

F ⊂ A и µ(A) < µ(F ) + ε.

Рассмотрим произвольное счётное открытое покрытие

P = {Am}∞m=1 ⊂ E
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множества A. Так как F ⊂ A, то P является открытым покрыти-
ем множества F . Так как множество F замкнуто и ограничено в Rn
(напомним, что кольцо E содержит только ограниченные множества
Rn), то F является компактом в Rn. Следовательно, открытое по-
крытие P компакта F имеет конечное подпокрытие

{Amk}Nk=1, т. е. F ⊂
N⋃
k=1

Amk .

По свойству полуаддитивности конечно-аддитивной функции µ (см.
следствие 4.1.10) получаем

µ(F ) 6 µ

(
N⋃
k=1

Amk

)
6

N∑
k=1

µ(Amk) 6
∞∑
m=1

µ(Am).

Переходя в последнем неравенстве к точной нижней грани по все-
возможным счётным покрытиям множества A открытыми элемен-
тарными множествами, получаем неравенство

µ(F ) 6 µ∗(A).

Таким образом,
µ(A) 6 µ∗(A) + ε,

и после предельного перехода при ε→ +0 имеем неравенство

µ(A) 6 µ∗(A).

Следовательно, µ(A) = µ∗(A), что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.1.26. Верхняя мера µ∗ является полуад-
дитивной на множестве всех подмножеств Rn, т. е. для любой после-
довательности множеств

{Em}∞m=1 ⊂ Rn

справедливо неравенство

µ∗

( ∞⋃
m=1

Em

)
6
∞∑
m=1

µ∗(Em).
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Док а з а т е л ь с т в о. Если существует номер m0, такой, что

µ∗(Em0
) = +∞,

то доказываемое неравенство очевидно. Предположим, что для лю-
бого номера m выполнено

µ∗(Em) < +∞.

Тогда по определению верхней меры для любого числа ε > 0 и лю-
бого номера m существует счётное покрытие множества Em откры-
тыми элементарными множествами {Am,k}∞k=1, такое, что

∞∑
k=1

µ(Am,k) 6 µ∗(Em) +
ε

2m
.

Тогда открытые элементарные множества {Am,k}∞m,k=1 образуют по-

крытие множества
∞⋃
m=1

Em. Cледовательно,

µ∗

( ∞⋃
m=1

Em

)
6

∞∑
m,k=1

µ(Am,k) 6
∞∑
m=1

µ∗(Em) + ε,

откуда предельным переходом при ε → +0 получаем требуемое не-
равенство. �

Опр е д е л е н и е 4.1.27. Симметрической разностью двух мно-
жеств A,B ⊂ Rn называется множество

A4B = (A\B) ∪ (B\A) .

З ам е ч а н и е 4.1.28. Так как для любых множеств A,B ⊂ Rn
справедливо равенство

A\B = Bc\Ac

(здесь Ac = Rn\A — дополнение множества A), то

A4B = Ac4Bc.

�
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Утв е ржд е н и е 4.1.29. Симметрическая разность множеств
из Rn обладает следующими свойствами:

1) A4B = B4A и A4A = ∅ для любых множеств A,B ⊂ Rn;
2) A4B ⊂ (A4C)∪ (B4C) для любых множеств A,B,C ⊂ Rn;
3) (A1 ∪A2)4 (B1 ∪B2) ⊂ (A14B1)∪ (A24B2) для любых мно-

жеств A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn;
4) (A1 ∩A2)4 (B1 ∩B2) ⊂ (A14B1)∪ (A24B2) для любых мно-

жеств A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn;
5) (A1\A2)4 (B1\B2) ⊂ (A14B1) ∪ (A24B2) для любых мно-

жеств A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn.

Док а з а т е л ь с т в о. Свойство 1 сразу следует из определе-
ния 4.1.27. Свойство 2 следует из вложений

A\B ⊂ (A\C) ∪ (C\B) и B\A ⊂ (B\C) ∪ (C\A) , т. е.

A4B ⊂ (A\C) ∪ (C\B) ∪ (B\C) ∪ (C\A) = (A4C) ∪ (B4C) .

Свойство 3 следует из вложений

(A1 ∪A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1\B1) ∪ (A2\B2) ,

(B1 ∪B2) \ (A1 ∪A2) ⊂ (B1\A1) ∪ (B2\A2) , т. е.

(A1 ∪A2)4 (B1 ∪B2) ⊂
⊂ (A1\B1) ∪ (A2\B2) ∪ (B1\A1) ∪ (B2\A2) =

= (A14B1) ∪ (A24B2) .

Далее, используя доказанное свойство 3 и замечание 4.1.28, получаем

(A1 ∩A2)4 (B1 ∩B2) = (A1 ∩A2)
c4 (B1 ∩B2)

c
=

= (Ac1 ∪Ac2)4 (Bc1 ∪Bc2) ⊂ (Ac14Bc1) ∪ (Ac24Bc2) =

= (A14B1) ∪ (A24B2) ,

т. е. свойство 4 доказано. Наконец, используя равенство A\B = A∩Bc
для любых множеств A,B ⊂ Rn и доказанное свойство 4, получаем

(A1\A2)4 (B1\B2) = (A1 ∩Ac2)4 (B1 ∩Bc2) ⊂
⊂ (A14B1) ∪ (Ac24Bc2) = (A14B1) ∪ (A24B2) ,

т. е. свойство 5 доказано. �
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Опр е д е л е н и е 4.1.30. Расстоянием между двумя множества-
ми A,B ⊂ Rn называется величина

d(A,B) = µ∗ (A4B) .

Для последовательности множеств {Am}∞m=1 ⊂ Rn и множества B ⊂
⊂ Rn будем говорить, что Am → B при m → ∞, если d(Am, B) → 0
при m→∞.

Покажем, что введённая функция d обладает основными свой-
ствами метрики на множестве всех подмножеств Rn.

Утв е ржд е н и е 4.1.31. Расстояние d обладает следующими
свойствами:

1) d(A,B) = d(B,A) и d(A,A) = 0 для всех множеств A,B ⊂ Rn;
2) d(A,B) 6 d(A,C) + d(B,C) для всех множеств A,B,C ⊂ Rn;
3) d(A1∪A2, B1∪B2) 6 d(A1, B1)+d(A2, B2) для любых множеств

A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn;
4) d(A1∩A2, B1∩B2) 6 d(A1, B1)+d(A2, B2) для любых множеств

A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn;
5) d(A1\A2, B1\B2) 6 d(A1, B1) + d(A2, B2) для любых множеств

A1, A2, B1, B2 ⊂ Rn;
6) если для множеств A,B ⊂ Rn хотя бы одно из чисел µ∗(A) или

µ∗(B) конечно, то
∣∣∣µ∗(A)− µ∗(B)

∣∣∣ 6 d(A,B).

Док а з а т е л ь с т в о. Свойство 1 сразу следует из первого свой-
ства утверждения 4.1.29 и равенства µ∗(∅) = µ(∅) = 0, которое
следует из утверждения 4.1.25 и вложения ∅ ∈ E. Свойства 2—5
следуют из соответствующих свойств 2—5 утверждения 4.1.29 и по-
луаддитивности верхней меры (см. утверждение 4.1.26). Для доказа-
тельства свойства 6 рассмотрим произвольные множества A,B ⊂ Rn,
причём µ∗(B) < +∞. Без ограничения общности можно считать, что
µ∗(B) 6 µ∗(A). Тогда по свойству 2 (неравенство треугольника для
расстояния d) получаем

µ∗(A) = d(A,∅) 6 d(A,B) + d(B,∅) = d(A,B) + µ∗(B).

Следовательно,∣∣µ∗(A)− µ∗(B)
∣∣ = µ∗(A)− µ∗(B) 6 d(A,B),

что и требовалось. �

261



З ам е ч а н и е 4.1.32. Расстояние d, вообще говоря, не удовле-
творяет всем свойствам метрики на множестве всех подмножеств Rn,
так как оно может принимать значение +∞ и быть равным нулю на
паре разных множеств.

Пусть E — кольцо клеточных множеств, а µ — мера клеточного
множества. Тогда

d(Rn,∅) = µ∗(Rn) = +∞,

так как для любой клетки Π ⊂ Rn выполнено

µ∗ (Rn) > µ∗(Π ) = µ(Π ),

а число µ(Π ) может быть сколь угодно велико.
Далее, если E = {x(m)}∞m=1 ⊂ Rn — счётное множество, то

µ∗(E) = 0.

Действительно, для любого числа ε > 0 и любого номера m рассмот-
рим открытую клетку

Πm =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣ |xk − xk(m)| <
n
√

2−mε

2
∀ k ∈ 1, n

}
.

Тогда для любого m получаем

x(m) ∈ Πm и µ(Πm) =
ε

2m
.

Следовательно,

E ⊂
∞⋃
m=1

Πm и µ∗(E) 6
∞∑
m=1

µ(Πm) 6 ε,

т. е. при ε→ +0 получаем µ∗(E) = 0. Тогда

d(E,∅) = µ∗(E) = 0, но E 6= ∅.

�

Опр е д е л е н и е 4.1.33. Множество A ⊂ Rn будем называть
конечно µ-измеримым, если существует последовательность элемен-
тарных множеств {Am}∞m=1 ⊂ E, такая, что Am → A при m → ∞
(т. е. d(Am, A) → 0 по определению 4.1.30). Совокупность всех ко-
нечно µ-измеримых множеств обозначим MF (µ). Множество E ⊂
⊂ Rn назовём µ-измеримым, если оно может быть представлено в
виде счётного объединения конечно µ-измеримых множеств. Сово-
купность всех µ-измеримых множеств обозначим M(µ).
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З ам е ч а н и е 4.1.34. Ясно, что E ⊂MF (µ), так как для любого
A ∈ E можно взять для любого номера m множество Am = A. Тогда
по свойству 1 утверждения 4.1.31 получаем d(Am, A) = d(A,A) = 0
для любого m, т. е. Am → A. Далее, если множество B ∈ MF (µ) и
последовательность {Am}∞m=1 ⊂ E таковы, что Am → B, то числовая
последовательность {

µ(Am)
}∞
m=1

является сходящейся к µ∗(B). Действительно, по свойству 6 утвер-
ждения 4.1.31 получаем∣∣µ∗(B)− µ(Am)

∣∣ 6 d(Am, B)→ 0 при m→∞.

Следовательно, µ∗(B) < +∞ и µ(Am)→ µ∗(B). �

Те о р ем а 4.1.35. (Лебег) Множество µ-измеримых множеств
M(µ) является σ-кольцом, а функция µ∗:M(µ) → [0,+∞] является
счётно-аддитивной и регулярной.

Док а з а т е л ь с т в о.Покажем сначала, что множествоMF (µ)
является кольцом, а функция µ∗:MF (µ)→ [0,+∞) — конечно-адди-
тивной. Для этого рассмотрим два произвольных множества A,B ∈
∈ MF (µ). По определению 4.1.33 существуют последовательности
Am ∈ E и Bm ∈ E, такие, что Am → A и Bm → B при m → ∞. По
замечанию 4.1.34 имеем

µ(Am)→ µ∗(A) < +∞ и µ(Bm)→ µ∗(B) < +∞.

По свойствам 3, 4, 5 утверждения 4.1.31 получаем

d(Am ∪Bm, A ∪B) 6 d(Am, A) + d(Bm, B) → 0,
d(Am ∩Bm, A ∩B) 6 d(Am, A) + d(Bm, B) → 0,
d(Am\Bm, A\B) 6 d(Am, A) + d(Bm, B) → 0

при m→∞. Следовательно,

Am ∪Bm → A ∪B, Am ∩Bm → A ∩B, Am\Bm → A\B

при m→∞. Так как E — кольцо, то для любого m имеем

Am ∪Bm ∈ E, Am ∩Bm ∈ E, Am\Bm ∈ E.

По определению 4.1.33 получаем

A ∪B ∈MF (µ), A ∩B ∈MF (µ), A\B ∈MF (µ),
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т. е. MF (µ) — кольцо. По свойству 1 утверждения 4.1.9, для любого
m имеем

µ(Am) + µ(Bm) = µ(Am ∪Bm) + µ(Am ∩Bm).

Переходя в этом равенстве к пределу при m→∞, получаем

µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A ∪B) + µ∗(A ∩B).

Если A ∩B = ∅, то µ∗(A ∩B) = µ∗(∅) = 0 и

µ∗(A) + µ∗(B) = µ∗(A ∪B),

т. е. функция µ∗ является конечно-аддитивной на MF (µ).

Теперь покажем, что функция µ∗ счётно-аддитивна наM(µ). Рас-
смотрим произвольное множество E ∈ M(µ). Тогда по определе-
нию 4.1.33 существует последовательность{

Ẽm

}∞
m=1

⊂MF (µ),

такая, что

E =

∞⋃
m=1

Ẽm.

Представим множество E в виде счётного объединения попарно непе-
ресекающихся конечно µ-измеримых множеств. Для этого определим
множество E1 = Ẽ1 ∈MF (µ), а для m > 1 определим множество

Em =

(
m⋃
k=1

Ẽk

)∖(
m−1⋃
k=1

Ẽk

)
∈MF (µ),

так как MF (µ) — кольцо. Тогда Em ∩ Ek = ∅ для всех m 6= k и

E =

∞⋃
m=1

Em.

В силу утверждения 4.1.26 имеем неравенство

µ∗(E) 6
∞∑
m=1

µ∗(Em).

С другой стороны, для любого номера m справедливо вложение

E ⊃
m⋃
k=1

Ek.
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Следовательно,

µ∗(E) > µ∗
(

m⋃
k=1

Ek

)
=

m∑
k=1

µ∗(Ek)

в силу конечной аддитивности функции µ∗ на кольце MF (µ). Тогда,
переходя к пределу при m→∞, получаем

µ∗(E) >
∞∑
k=1

µ∗(Ek).

Таким образом, справедливо равенство

µ∗(E) =

∞∑
m=1

µ∗(Em).

Если предположить, что µ∗(E) < +∞, то числовой ряд

∞∑
k=1

µ∗(Ek)

сходится к числу µ∗(E), и для множества

Sm =

m⋃
k=1

Ek ∈MF (µ)

получаем

d(E,Sm) = µ∗

( ∞⋃
k=m+1

Ek

)
6

∞∑
k=m+1

µ∗(Ek)→ 0

при m → ∞. Так как Sm ∈ MF (µ), то по определению 4.1.33 суще-
ствует множество Am ∈ E, такое, что

d(Sm, Am) 6
1

m
.

Следовательно,

d(E,Am) 6 d(E,Sm) + d(Sm, Am)→ 0 при m→∞.
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Таким образом, справедливо вложение E ∈ MF (µ). Поэтому любое
µ-измеримое множество с конечной верхней мерой является конеч-
но µ-измеримым. Теперь рассмотрим произвольную последователь-
ность попарно непересекающихся множеств Em ∈ M(µ), таких, что
множество

E =

∞⋃
m=1

Em ∈M(µ).

Если существует номер m0, такой, что µ∗(Em0
) = +∞, то

µ∗(E) > µ∗(Em0
) = +∞, ⇒ µ∗(E) = +∞ =

∞∑
m=1

µ∗(Em),

Если же µ∗(Em) < +∞ для любого номераm, то для любогоm имеет
место вложение

Em ∈MF (µ),

и требуемое равенство

µ∗(E) =

∞∑
m=1

µ∗(Em)

уже установлено выше.

Теперь докажем, что множество M(µ) является σ-кольцом. Рас-
смотрим последовательность множеств

{Em}∞m=1 ⊂M(µ).

Тогда для любого номера m существует последовательность мно-
жеств

{Am,k}∞k=1 ⊂MF (µ),

такая, что выполнено равенство

Em =

∞⋃
k=1

Am,k.

Следовательно,

∞⋃
m=1

Em =

∞⋃
m=1

∞⋃
k=1

Am,k ∈M(µ)
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как счётное объединение конечно µ-измеримых множеств. Пусть те-
перь два множества A,B ∈M(µ). По определению 4.1.33 существуют
Am ∈MF (µ) и Bm ∈MF (µ), такие, что

A =

∞⋃
m=1

Am и B =

∞⋃
m=1

Bm.

Тогда для любого номера m имеем

Am ∩B =

∞⋃
k=1

(Am ∩Bk) .

Так как Am ∩Bk ∈MF (µ), то множество

Am ∩B ∈M(µ).

Так как µ∗(Am ∩B) 6 µ∗(Am) < +∞, то множество

Am ∩B ∈MF (µ)

как µ-измеримое множество с конечной верхней мерой. Следователь-
но,

Am\B = Am\(Am ∩B) ∈MF (µ).

Но тогда

A\B =

∞⋃
m=1

(Am\B) ∈M(µ).

Таким образом, доказано, что множество M(µ) является σ-кольцом.

Докажем регулярность функции µ∗ на σ-кольце M(µ). Для лю-
бого множества E ∈ MF (µ) и любого числа ε > 0 по определе-
нию 4.1.24 существует покрытие {Am}∞m=1 ⊂ E открытыми элемен-
тарными множествами, такое, что

∞∑
m=1

µ∗(Am) < µ∗(E) + ε.

Определим открытое множество

G =

∞⋃
m=1

Am ⊃ E.
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Тогда по утверждению 4.1.26 имеем

µ∗(G) 6
∞∑
m=1

µ∗(Am) < µ∗(E) + ε,

то есть
µ∗(G\E) = µ∗(G)− µ∗(E) < ε.

Для любого множества E ∈ M(µ) существует последовательность
конечно µ-измеримых множеств Em, таких, что

E =

∞⋃
m=1

Em.

Для любого числа ε > 0 и любого номера m существует открытое
множество Gm ⊃ Em, такое, что выполнено неравенство

µ∗(Gm\Em) <
ε

2m+1
.

Определим открытое множество

G =

∞⋃
m=1

Gm ⊃ E.

Тогда

G\E ⊂
∞⋃
m=1

(Gm\Em) ,

поэтому получаем неравенство

µ∗ (G\E) 6
∞∑
m=1

µ∗ (Gm\Em) 6
ε

2
< ε.

Для любого множества E ∈M(µ) справедливо вложение

Ec = Rn\E ∈M(µ).

Тогда для любого ε > 0 существует открытое множество S ⊃ Ec,
такое, что

µ∗(S\Ec) < ε.

Поэтому множество F = Sc является замкнутым, и F ⊂ E. При этом
справедливы равенства

E\F = F c\Ec = S\Ec.
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Следовательно,
µ∗(E\F ) < ε,

т. е. регулярность функции µ∗ на M(µ) доказана. �

Опр е д е л е н и е 4.1.36. Любое множество σ-кольцаM(µ) бу-
дем называть µ-измеримым по Лебегу, а значение функции µ∗ на
этом множестве будем называть его мерой Лебега. Функцию µ∗ бу-
дем называть мерой Лебега.

З ам е ч а н и е 4.1.37. Если множество A ⊂ Rn таково, что его
верхняя мера µ∗(A) = 0, то оно является конечно µ-измеримым, т. е.
A ∈MF (µ).

Действительно, рассмотрим Am = ∅ ∈ E для любого номера m.
Тогда

d(A,Am) = d(A,∅) = µ∗(A) = 0 для любого m,

т. е. получаем Am → A при m → ∞, что по определению 4.1.33
означает вложение

A ∈MF (µ).

Множества c тривиальной верхней мерой будем называть множе-
ствами лебеговой меры нуль.

Любое подмножество множества лебеговой меры нуль само явля-
ется µ-измеримым по Лебегу и имеет лебегову меру нуль. Действи-
тельно, если множество B ⊂ A, а µ∗(A) = 0, то

0 6 µ∗(B) 6 µ∗(A) = 0,

т. е. µ∗(B) = 0, что и требовалось.
Все множества лебеговой меры нуль образуют σ-кольцо. Действи-

тельно, для любой последовательности

{Am}∞m=1 ⊂ Rn

множеств лебеговой меры нуль в силу утверждения 4.1.26 получаем
неравенство

µ∗

( ∞⋃
m=1

Am

)
6
∞∑
m=1

µ∗(Am) = 0,

т. е. множество
∞⋃
m=1

Am имеет лебегову меру нуль.
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Для любых двух множеств A,B ⊂ Rn лебеговой меры нуль мно-
жество A\B также имеет лебегову меру нуль как подмножество мно-
жества A лебеговой меры нуль. σ-кольцо множеств лебеговой меры
нуль обозначим M0(µ). �

Опр е д е л е н и е 4.1.38. Пусть R — кольцо. Счётно-аддитив-
ная функция ϕ:R → [0,+∞] называется полной, если для любого
множества A ∈ R вида ϕ(A) = 0 и любого множества B ⊂ A следует
B ∈ R.

З ам е ч а н и е 4.1.39. В силу замечания 4.1.37 мера Лебега µ∗
является полной на σ-кольце M(µ). �

З ам е ч а н и е 4.1.40. Пусть E — кольцо клеточных множеств,
а µ — мера клеточного множества. Тогда любое открытое множество
G ⊂ Rn является µ-измеримым по Лебегу.

Действительно, для любого элемента x ∈ G существует число
δ(x) > 0, такое, что открытая клетка

Πδ(x)(x) =
{
z ∈ Rn

∣∣ |xk − zk| < δ(x) ∀ k ∈ 1, n
}
⊂ G.

Если G = Rn, то получаем соотношение

G =

∞⋃
m=1

Πm(0) ∈M(µ).

Пусть G 6= Rn. Определим счётное подмножество множества G —
множество

S =
{
z ∈ G

∣∣ zk ∈ Q ∀ k ∈ 1, n
}
.

Множество S не пусто, так как для любого x ∈ G клетка Πδ(x)(x)
содержит векторы с рациональными координатами. Так как для лю-
бого x ∈ G и любого числа ε ∈

(
0, δ(x)

)
выполнено

S ∩Πε(x) 6= ∅,

то множество S всюду плотно в G. Для любого элемента z ∈ S опре-
делим число

γ(z) = sup
{
ε > 0

∣∣ Πε(z) ⊂ G
}
.

Тогда для любого z ∈ S выполнено вложение

Πγ(z)(z) ⊂ G
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и справедливо равенство

G =
⋃
z∈S

Πγ(z)(z).

Действительно, для любого x ∈ G существует

z ∈ S ∩Π δ(x)
2

(x).

Следовательно, справедливы вложения

x ∈ Π δ(x)
2

(z) ⊂ Πδ(x)(x) ⊂ G.

Тогда δ(x)
2 6 γ(z) и x ∈ Πγ(z)(z) ⊂ G, что и требовалось. Таким обра-

зом, всякое открытое множество из Rn представимо в виде счётного
объединения открытых клеток. Так как каждая клетка является ко-
нечно µ-измеримым множеством, то по определению 4.1.33 получаем
µ-измеримость открытого множества. Так как любое замкнутое мно-
жество из Rn есть дополнение подходящего открытого множества, то
оно также является µ-измеримым по Лебегу.

Обозначим через B наименьшее по вложению σ-кольцо, содер-
жащее все открытые подмножества Rn. Ясно, что множество E ∈ B

тогда и только тогда, когда оно может быть получено применением к
некоторой не более чем счётной совокупности открытых множеств не
более чем счётного числа операций объединения, пересечения и взя-
тия дополнения. Любое множество E ∈ B называется борелевским
множеством. Все борелевские множества являются µ-измеримыми
по Лебегу, т. е.

B ⊂M(µ).

В силу регулярности меры Лебега µ∗ на M(µ) для любого множе-
ства E ∈M(µ) и любого номераm существуют замкнутое множество
Fm и открытое множество Gm, такие, что выполнены вложения

Fm ⊂ E ⊂ Gm

и неравенства

µ∗(E\Fm) <
1

m
, µ∗(Gm\E) <

1

m
.

Определим множества

A =

∞⋃
m=1

Fm, B =

∞⋂
m=1

Gm.
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Тогда A,B ∈ B, т. е. множества A и B являются борелевскими, и
справедливы следующие вложения

A ⊂ E ⊂ B.

При этом для любого номера m справедливы неравенства

µ∗(B\E) 6 µ∗(Gm\E) <
1

m
, µ∗(E\A) 6 µ∗(E\Fm) <

1

m
.

Переходя к пределу при m→∞, получаем

µ∗(B\E) = µ∗(E\A) = 0,

то есть
B\E ∈M0(µ) и E\A ∈M0(µ).

Так как справедливо равенство

E = A ∪ (E\A) ,

то получаем, что всякое µ-измеримое по Лебегу множество пред-
ставляет собой объединение борелевского множества и множества
лебеговой меры нуль. �

Утв е ржд е н и е 4.1.41. Пусть E — кольцо клеточных мно-
жеств в Rn, µ — мера клеточного множества. Тогда для любого мно-
жества E ∈M(µ), вектора x ∈ Rn и скаляра t 6= 0 выполнены

x+ tE ∈M(µ) и µ∗(x+ tE) = |t|nµ∗(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого множества A ∈ E вложение

x+ tA ∈ E

и равенство
µ(x+ tA) = |t|nµ(A)

очевидны по определению клеточного множества и меры клеточного
множества. Рассмотрим произвольное множество E ⊂ Rn. Открытые
клеточные множества {Am}∞m=1 образуют покрытие множества E,
если и только если открытые клеточные множества

{x+ tAm}∞m=1
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образуют покрытие множества x+ tE. Действительно, вложение

E ⊂
∞⋃
m=1

Am

равносильно вложению

x+ tE ⊂ x+ t

∞⋃
m=1

Am =

∞⋃
m=1

(x+ tAm).

Следовательно, справедливы равенства

µ∗(x+ tE) = inf

∞∑
m=1

µ(x+ tAm) = inf

∞∑
m=1

|t|nµ(Am) =

= |t|n inf

∞∑
m=1

µ(Am) = |t|nµ∗(E),

где нижняя грань берётся по всевозможным счётным покрытиям
множества E открытыми клеточными множествами {Am}∞m=1. Оста-
лось доказать, что для любого µ-измеримого множества E множе-
ство x + tE также является µ-измеримым. Рассмотрим сначала про-
извольное множество E ∈ MF (µ). Тогда существует последователь-
ность клеточных множеств Am → E приm→∞. Так как для любых
множеств A,B ⊂ Rn выполнено равенство

(x+ tA)\(x+ tB) = x+ t(A\B),

то получаем

(x+ tE)4(x+ tAm) =
(
x+ t(E\Am)

)
∪
(
x+ t(Am\E)

)
=

= x+ t
(
(E\Am) ∪ (Am\E)

)
= x+ t(E4Am).

Следовательно,

d(x+ tE, x+ tAm) = µ∗(x+ t(E4Am)) =

= |t|nµ∗(E4Am) = |t|nd(E,Am)→ 0 при m→∞.

Таким образом, x+ tAm → x+ tE при m→∞, т. е. множество x+ tE
является конечно µ-измеримым.

Теперь, взяв произвольное µ-измеримое множество E, находим
последовательность конечно µ-измеримых множеств {Em}∞m=1, та-
кую, что

E =

∞⋃
m=1

Em.
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Тогда получаем равенство

x+ tE = x+ t

∞⋃
m=1

Em =

∞⋃
m=1

(x+ tEm) .

Так как x + tEm ∈ MF (µ) для любого номера m, то получаем вло-
жение

x+ tE ∈M(µ),

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 4.1.42. Пусть E — кольцо клеточных множеств,
µ — мера клеточного множества. Пусть J(µ) — кольцо множеств,
измеримых по Жордану, µJ — мера Жордана. Тогда любое мно-
жество E ∈ J(µ), т. е. измеримое по Жордану, является конечно
µ-измеримым по Лебегу, т. е. E ∈MF (µ), причём µJ(E) = µ∗(E).

Действительно, по определению измеримости множества поЖор-
дану вложение E ∈ J(µ) означает, что для любого числа ε > 0 суще-
ствуют клеточные множества Aε и Bε, такие, что

Aε ⊂ E ⊂ Bε и µ(Bε\Aε) < ε.

При этом существует

lim
ε→+0

µ(Aε) = lim
ε→+0

µ(Bε) = µJ(E).

Следовательно,

d(E,Aε) = µ∗(E\Aε) 6 µ(Bε\Aε) < ε.

Тогда получаем, что последовательность клеточных множеств

A 1
m
→ E при m→∞,

то есть выполнено
E ∈MF (µ).

При этом
µ∗(E) = lim

m→∞
µ
(
A 1
m

)
= µJ(E),

что и требовалось.
Примером конечно µ-измеримого множества, не измеримого по

Жордану, может служить множество E всех векторов из куба [0, 1]n

с рациональными координатами. Это множество является счётным,
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и поэтому имеет лебегову меру нуль (см. замечание 4.1.32). Следо-
вательно, оно является конечно µ-измеримым по Лебегу в силу за-
мечания 4.1.37. Однако верхняя мера Жордана множества E равна
единице, а нижняя — нулю. Следовательно, множество E не являет-
ся измеримым по Жордану. �

Прим е р 4.1.43. Пусть E — кольцо клеточных множеств в Rn,
µ — мера клеточного множества. Приведём пример множества E ⊂
⊂ Rn, не являющегося µ-измеримым по Лебегу. Рассмотрим клетку

Π = [0, 1]n =
{
x ∈ Rn

∣∣ 0 6 xk 6 1 ∀ k ∈ 1, n
}
.

Скажем, что элементы x, y ∈ Π эквивалентны, если для любого k ∈
∈ 1, n выполнено вложение xk − yk ∈ Q. Эквивалентные элементы
x, y клетки Π обозначим x ∼ y. Введённое на Π отношение эквива-
лентности удовлетворяет условиям:

1) x ∼ x,
2) x ∼ y ⇐⇒ y ∼ x,
3) x ∼ y и y ∼ z =⇒ x ∼ z

для всех x, y, z ∈ Π . Следовательно, клетку Π можно разбить на
классы эквивалентных элементов. Определим множество E ⊂ Π ,
выбрав по одному элементу каждого класса эквивалентности и по-
местив его в E. Предположим, что E ∈M(µ). Пусть

R =
(
[−1, 1] ∩Q

)n
=
{
x ∈ Qn

∣∣ −1 6 xk 6 1 ∀ k ∈ 1, n
}
.

Множество R счётно, поэтому пусть

R = {r(m)}∞m=1,

причём r(m) 6= r(k) при m 6= k. Для любого номера m определим
множество

Em = r(m) + E.

Тогда по утверждению 4.1.41 имеем

Em ∈M(µ) и µ∗(Em) = µ∗(E).

Заметим, что для любых m 6= k выполнено

Em ∩ Ek = ∅.

Действительно, если для m 6= k существует

x ∈ Em ∩ Ek,
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то существуют y, z ∈ E, такие, что

x = r(m) + y = r(k) + z.

Но тогда
y − z = r(k)− r(m) ∈ Qn, т. е. y ∼ z.

Так как множество E содержит только один вектор из каждого клас-
са эквивалентности, то y = z. Следовательно, r(m) = r(k), что про-
тиворечит условию m 6= k. Определим множество

S =

∞⋃
m=1

Em.

Тогда по теореме 4.1.35 получаем S ∈M(µ) и

µ∗(S) =

∞∑
m=1

µ∗(Em) =

∞∑
m=1

µ∗(E).

Заметим, что S ⊂ [−1, 2]n, откуда следует неравенство

µ∗(S) 6 3n.

Следовательно, числовой ряд

∞∑
m=1

µ∗(E)

сходится, что возможно только при µ∗(E) = 0. Поэтому

µ∗(S) = 0.

Однако справедливо вложение

Π = [0, 1]n ⊂ S.

Действительно, для любого вектора x ∈ Π существует класс экви-
валентных векторов A клетки Π , содержащий x. Тогда существует
вектор y ∈ A, такой, что y ∈ E. Следовательно,

x− y = r ∈ Qn,

причём
xk − yk = rk ∈ [−1, 1] ∀ k ∈ 1, n.
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Поэтому r ∈ R, т. е. выполнено вложение x = y + r ∈ S. Но тогда
получаем

0 = µ∗(S) > µ(Π ) = 1 — противоречие.

Таким образом, множество E 6∈M(µ). N

Утв е ржд е н и е 4.1.44. Пусть E — кольцо клеточных мно-
жеств в Rn, µ — мера клеточного множества. Тогда для любого мно-
жества E ∈ M(µ) положительной меры Лебега (т. е. µ∗(E) > 0)
существует его неизмеримое подмножество S ⊂ E, S 6∈M(µ).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого номера m рассмотрим мно-
жество

Em =
{
x ∈ E

∣∣ |xk| 6 m ∀ k ∈ 1, n
}

= E ∩ [−m,m]n.

Следовательно, Em ∈MF (µ) и µ∗(Em) 6 (2m)n. Так как

E =

∞⋃
m=1

Em

и µ∗(E) > 0, то существует номерm0, такой, что µ∗(Em0
) > 0. Введём

то же отношение эквивалентности между векторами Rn, что и в при-
мере 4.1.43, и разобьём множество Em0 на классы эквивалентных
векторов. Построим множество

S ⊂ Em0
⊂ E,

поместив в S по одному элементу из каждого класса. Предположим,
что множество S ∈M(µ). Рассмотрим счётное множество

R =
(
[−2m0, 2m0] ∩Q

)n
= {r(s)}∞s=1,

где r(s) 6= r(k) при s 6= k. Для любого номера s определим множество

Ss = r(s) + S.

Тогда по утверждению 4.1.41 получаем, что

Ss ∈M(µ) и µ∗(Ss) = µ∗(S).

Для любых s 6= k выполнено

Ss ∩ Sk = ∅.
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Действительно, если при s 6= k найдётся вектор

x ∈ Ss ∩ Sk,

то существуют векторы y, z ∈ S, такие, что

x = r(s) + y = r(k) + z.

Следовательно,

y − z = r(k)− r(s) ∈ Qn, т. е. y ∼ z.

Так как множество S содержит по одному элементу каждого класса
эквивалентности, то получаем равенство y = z. Но тогда получаем
равенство r(s) = r(k), которое невозможно при s 6= k. Определим
множество

A =

∞⋃
s=1

Ss ∈M(µ).

Тогда

µ∗(A) =

∞∑
s=1

µ∗(Ss) =

∞∑
s=1

µ∗(S).

Так как для любого номера s справедливо вложение

Ss ⊂ [−3m0, 3m0]n,

то и
A ⊂ [−3m0, 3m0]n.

Следовательно, справедливо неравенство

µ∗(A) 6 (6m0)n,

т. е. числовой ряд
∞∑
s=1

µ∗(S)

сходится. Это возможно только в случае µ∗(S) = 0. Поэтому

µ∗(A) = 0.

Однако справедливо вложение

Em0
⊂ A.
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Действительно, по построению множества S, для любого вектора x ∈
∈ Em0 существует вектор y ∈ S, такой, что x ∼ y. Тогда

x− y = r ∈ Qn,

причём
|rk| 6 2m0 ∀ k ∈ 1, n.

Следовательно, r ∈ R, поэтому x = r + y ∈ r + S ⊂ A. Но тогда

0 < µ∗(Em0
) 6 µ∗(A) = 0 — противоречие.

Таким образом, множество S 6∈M(µ). �

4.2. Измеримые функции

Опр е д е л е н и е 4.2.1. Измеримым пространством будем на-
зывать тройку (X,M, µ), где X — множество, M — σ-кольцо подмно-
жеств из X, приӵем выполнено вложение X ∈M, а функция

µ:M→ [0,+∞]

полная и счётно-аддитивная, которую будем называть мерой. Любое
множество E ∈ M назовём измеримым, а величину µ(E) — мерой
множества E.

Опр е д е л е н и е 4.2.2. ПустьX — некоторое множество, фун-
кция f :X → R∪ {±∞}. Для любого элемента a ∈ R∪ {±∞} опреде-
лим множества

L<(f, a) = { x ∈ X | f(x) < a } ,

L6(f, a) = { x ∈ X | f(x) 6 a } ,

L>(f, a) = { x ∈ X | f(x) > a } ,

L>(f, a) = { x ∈ X | f(x) > a } .

Введённые множества назовём лебеговыми множествами функции f .

Опр е д е л е н и е 4.2.3. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство. Функцию f :X → R ∪ {±∞} будем называть измеримой, если
для любого числа a лебегово множество L<(f, a) является измери-
мым, т. е. выполнено вложение

L<(f, a) ∈M.
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Утв е ржд е н и е 4.2.4. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, функция f :X → R ∪ {±∞}. Тогда следующие утверждения
эквивалентны

1) функция f является измеримой;
2) для любого числа a выполнено L>(f, a) ∈M;
3) для любого числа a выполнено L>(f, a) ∈M;
4) для любого числа a выполнено L6(f, a) ∈M.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие 1. Для любого
числа a по определению σ-кольца получаем

L>(f, a) = X\L<(f, a) ∈M,

так как X ∈ M. Следовательно, выполнено условие 2. Если выпол-
нено условие 2, то для любого числа a получаем

L>(f, a) =

∞⋃
m=1

L>

(
f, a+

1

m

)
∈M

как счётное объединение множеств σ-кольца M. Следовательно, вы-
полнено условие 3. Если выполнено условие 3, то для любого числа
a по определению σ-кольца получаем

L6(f, a) = X\L>(f, a) ∈M,

так как X ∈M. Следовательно, выполнено условие 4. Наконец, если
выполнено условие 4, то для любого числа a получаем

L<(f, a) =

∞⋃
m=1

L6

(
f, a− 1

m

)
∈M

как счётное объединение множеств σ-кольца M. Следовательно, вы-
полнено условие 1. �

Сл е д с т в и е 4.2.5. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, функция f :X → R ∪ {±∞}. Тогда функция

g(x) = −f(x) ∀x ∈ X

является измеримой.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого числа a получаем

L<(g, a) = L>(f,−a) ∈M,

что и требовалось. �
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Утв е ржд е н и е 4.2.6. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство. Пусть задана последовательность

fm:X → R ∪ {±∞}

измеримых для любого номера m функций. Пусть

g(x) = sup
m∈N

fm(x), g̃(x) = inf
m∈N

fm(x),

h(x) = lim
m→∞

fm(x), h̃(x) = lim
m→∞

fm(x)

для любого x ∈ X. Тогда функции

g, g̃, h, h̃:X → R ∪ {±∞}

являются измеримыми.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого числа a получаем

L6(g, a) =

∞⋂
m=1

L6(fm, a) ∈M

в силу замечания 4.1.4. Следовательно, в силу утверждения 4.2.4,
функция g является измеримой. Так как

g̃(x) = − sup
m∈N

(
− fm(x)

)
∀x ∈ X,

то получаем измеримость функции g̃ в силу следствия 4.2.5. Для
любого x ∈ X по определению верхнего предела получаем

h(x) = lim
k→∞

sup
m>k

fm(x) = inf
k∈N

sup
m>k

fm(x).

Следовательно, по доказанному выше, функция h является измери-
мой. Наконец, так как

h̃(x) = − lim
m→∞

(
− fm(x)

)
∀x ∈ X,

то получаем измеримость функции h̃ в силу следствия 4.2.5. �

Сл е д с т в и е 4.2.7. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство. Пусть последовательность

fm:X → R ∪ {±∞}
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измеримых для любого номера m функций такова, что для любого
x ∈ X существует предел

lim
m→∞

fm(x) = g(x) ∈ R ∪ {±∞}.

Тогда функция g:X → R ∪ {±∞} является измеримой.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любого x ∈ X выполнено
равенство

g(x) = lim
m→∞

fm(x) = lim
m→∞

fm(x) = lim
m→∞

fm(x),

то измеримость g сразу следует из утверждения 4.2.6. �

Утв е ржд е н и е 4.2.8. Пусть (X,M, µ) — измеримое прост-
ранство, а множество G ⊂ R2 открыто. Пусть функции f, g:X → R
измеримы, причём для любого x ∈ X справедливо вложение(

f(x), g(x)
)
∈ G.

Пусть функция F :G→ R является непрерывной на G. Тогда функ-
ция

h(x) = F
(
f(x), g(x)

)
∀x ∈ X

является измеримой.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого a ∈ R рассмотрим прообраз
открытого луча (−∞, a) ⊂ R по действием функции F , т. е. множе-
ство

F−1(−∞, a) =
{

(u, v) ∈ G
∣∣ F (u, v) < a

}
.

Так как функция F непрерывна на открытом множестве G ⊂ R2,
то, в силу утверждения 1.1.32, множество F−1(−∞, a) открыто в R2.
Как показано в замечании 4.1.40, любое открытое в R2 множество
представимо в виде счётного объединения открытых клеток. Следо-
вательно, существует последовательность открытых клеток

Πm =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣ am < u < bm, cm < v < dm

}
,

такая, что

F−1(−∞, a) =

∞⋃
m=1

Πm.
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Тогда лебегово множество функции h имеет вид

L<(h, a) =

∞⋃
m=1

{
x ∈ X

∣∣ (f(x), g(x)) ∈ Πm
}
.

Так как для любого номера m справедливо равенство{
x ∈ X

∣∣ (f(x), g(x)) ∈ Πm
}

=

= L>(f, am) ∩ L<(f, bm) ∩ L>(g, cm) ∩ L<(g, dm) ∈M,

то множество L<(h, a) ∈ M как счётное объединение измеримых
множеств. Таким образом, функция h является измеримой. �

Сл е д с т в и е 4.2.9. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, а функции f, g:X → R измеримы. Тогда функции f + g, f − g
и fg тоже являются измеримыми. Если g 6= 0 на X, то функция f/g
является измеримой.

Док а з а т е л ь с т в о. Для доказательства измеримости функ-
ций f+g, f−g и fg надо применить утверждение 4.2.8 соответственно
для функций

F (u, v) = u+ v, F (u, v) = u− v и F (u, v) = uv

на множестве G = R2. Для доказательства измеримости функции
f/g при условии g 6= 0 на X надо применить утверждение 4.2.8 для
функции F (u, v) = u/v на открытом множестве

G =
{

(u, v) ∈ R2 | v 6= 0
}
.

�

Прим е р 4.2.10. Покажем, что суперпозиция f(g) измеримой
функции f с непрерывной функцией g может не быть измеримой.
Пусть X = [0, 1], M — σ-кольцо измеримых по Лебегу множеств
отрезка [0, 1], µ — мера Лебега. Пусть компакт K ⊂ X — канторово
множество (см. [4, гл. 2, п. 2.44, с. 51] или [1, гл. II, § 2, с. 63]). Тогда
открытое множество

G = X\K
представляет собой счётное объединение попарно непересекающихся
интервалов Im суммарной длины 1, т. е.

G =

∞⋃
m=1

Im, µ(G) =

∞∑
m=1

µ(Im) = 1.
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Следовательно,
µ(K) = 1− µ(G) = 0.

Обозначим через `: [0, 1] → [0, 1] канторову лестницу (см. [1, гл. VI,
§ 4, с. 341]), представляющую собой непрерывную на отрезке [0, 1]
неубывающую функцию, такую, что `(0) = 0, `(1) = 1, и постоянную
на каждом интервале Im, т. е. для любого номера m существует чис-
ло cm ∈ (0, 1), такое, что `(x) = cm для любого x ∈ Im. Рассмотрим
функцию

h(x) =
1

2

(
`(x) + x

)
∀x ∈ [0, 1].

Тогда функция h строго возрастает на отрезке [0, 1], h(0) = 0, h(1) =
= 1. Следовательно, существует обратная непрерывная строго воз-
растающая функция

h−1: [0, 1]→ [0, 1].

Рассмотрим образ множества G под действием функции h. Имеем

h(G) =

∞⋃
m=1

h(Im).

При этом в силу непрерывности и строгого возрастания функции h
для любого номера m множество h(Im) является открытым интер-
валом и

h(Im) ∩ h(Ik) = ∅ при m 6= k.

Следовательно,

µ
(
h(G)

)
=

∞∑
m=1

µ
(
h(Im)

)
=

=

∞∑
m=1

µ

(
1

2
(cm + Im)

)
=

=

∞∑
m=1

1

2
µ(Im) =

1

2
µ(G) =

1

2
.

Тогда множество

h(K) = [0, 1]\h(G) ∈M и µ
(
h(K)

)
= 1− µ

(
h(G)

)
=

1

2
.

Поэтому, в силу утверждения 4.1.44, множество положительной ме-
ры h(K) содержит неизмеримое по Лебегу подмножество S, т. е.

S ⊂ h(K) и S 6∈M.

284



Но, в силу полноты меры Лебега (см. замечания 4.1.37 и 4.1.39),
множество

E = h−1(S) ⊂ K

является измеримым по Лебегу как подмножество канторова множе-
ства K меры нуль. Определим измеримую функцию f : [0, 1] → [0, 1]
вида

f(x) =

 0, x ∈ E,

1, x ∈ [0, 1]\E.

Ясно, что функция f измерима, так как для любого числа a полу-
чаем

L<(f, a) =


X, a > 1,

E, 0 < a 6 1,

∅, a 6 0

 ∈M.

Пусть непрерывная функция g = h−1. Тогда функция

f(g): [0, 1]→ [0, 1]

является неизмеримой, так как её лебегово множество

L<
(
f(g), 1

)
=
{
x ∈ [0, 1]

∣∣ h−1(x) ∈ E
}

=

=
{
x ∈ [0, 1]

∣∣ x ∈ h(E) = S
}

= S 6∈M,

т. е. неизмеримо. N

Опр е д е л е н и е 4.2.11. Пусть (X,M, µ) — измеримое про-
странство. Измеримые функции f, g:X → R ∪ {±∞} назовём эк-
вивалентными, если они отличаются на множестве меры нуль, т. е.

µ
{
x ∈ X

∣∣ f(x) 6= g(x)
}

= 0.

Эквивалентные измеримые функции f и g будем обозначать f ∼ g.

З ам е ч а н и е 4.2.12. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, и заданы измеримые функции f, g:X → R∪ {±∞}. Тогда мно-
жество

E = { x ∈ X | f(x) 6= g(x) } ∈M.
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Докажем это. Определим множество

X0 =

{
x ∈ X

∣∣∣∣ −∞ < f(x) < +∞
−∞ < g(x) < +∞

}
=

=

∞⋃
m=1

{
x ∈ X

∣∣∣∣ −m < f(x) < m

−m < g(x) < m

}
∈M.

Рассмотрим множества

E0 = { x ∈ X0 | f(x)− g(x) 6= 0 },

E1 = { x ∈ X | f(x) = −∞, g(x) > −∞ },

E2 = { x ∈ X | f(x) = +∞, g(x) < +∞ },

E3 = { x ∈ X | f(x) > −∞, g(x) = −∞ },

E4 = { x ∈ X | f(x) < +∞, g(x) = +∞ }.

Тогда справедливо равенство

E = E0 ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4.

Функции f, g:X0 → R являются измеримыми, так как для любого
числа a имеем измеримость лебеговых множеств

{ x ∈ X0 | f(x) < a } = X0 ∩ L<(f, a) ∈ M,

{ x ∈ X0 | g(x) < a } = X0 ∩ L<(g, a) ∈ M.

Следовательно, по следствию 4.2.9 получаем измеримость функции
(f − g):X0 → R. Тогда множество

E0 = { x ∈ X0 | f(x)−g(x) < 0 }∪{ x ∈ X0 | f(x)−g(x) > 0 } ∈M.
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Далее имеем соотношения

E1 =

[ ∞⋂
m=1

L<(f,−m)

]
∩
[ ∞⋃
m=1

L>(g,−m)

]
∈M,

E2 =

[ ∞⋂
m=1

L>(f, m)

]
∩
[ ∞⋃
m=1

L<(g, m)

]
∈M,

E3 =

[ ∞⋃
m=1

L>(f,−m)

]
∩
[ ∞⋂
m=1

L<(g,−m)

]
∈M,

E4 =

[ ∞⋃
m=1

L<(f, m)

]
∩
[ ∞⋂
m=1

L>(g, m)

]
∈M.

Следовательно, E ∈M, что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 4.2.13. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, функция f :X → R ∪ {±∞} измерима. Тогда изменение функ-
ции f на множестве меры нуль даёт измеримую функцию, естествен-
но, эквивалентную f .

Действительно, пусть множество A ∈M имеет меру нуль, а функ-
ция g:X → R ∪ {±∞} такова, что

g(x) = f(x) ∀x ∈ X\A.

Тогда для любого числа a получаем

L<(g, a) =
(
L<(f, a)\A

)
∪
{
x ∈ A

∣∣ g(x) < a
}
.

В силу измеримости функции f имеем

L<(f, a)\A ∈M.

В силу полноты меры µ, множество

{ x ∈ A | g(x) < a } ∈M

как подмножество множества A меры нуль. Следовательно, получа-
ем L<(g, a) ∈M, т. е. функция g является измеримой. �

Утв е ржд е н и е 4.2.14. Пусть (X,M, µ) — измеримое про-
странство. Тогда справедливы следующие свойства:

1) f ∼ f для любой измеримой функции f :X → R ∪ {±∞};
2) f ∼ g равносильно g ∼ f для измеримых функций f, g:X →

→ R ∪ {±∞};
3) если f ∼ g и g ∼ h, то f ∼ h для измеримых функций

f, g, h:X → R ∪ {±∞}.
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Док а з а т е л ь с т в о. Свойства 1 и 2 очевидным образом сле-
дуют из определения 4.2.11. Покажем свойство 3. Пусть измеримые
функции f, g, h таковы, что f ∼ g и g ∼ h. Рассмотрим множества

A =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) 6= g(x)
}
,

B =
{
x ∈ X

∣∣ g(x) 6= h(x)
}
,

C =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) 6= h(x)
}
.

По условию µ(A) = µ(B) = 0. Если x ∈ C, то либо f(x) 6= g(x), т. е.
x ∈ A, либо f(x) = g(x), и тогда x ∈ B. Следовательно,

C ⊂ A ∪B и µ(C) 6 µ(A) + µ(B) = 0.

Таким образом, f ∼ h, что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 4.2.15. Пусть (X,M, µ) — измеримое про-
странство. Будем говорить, что некоторое свойство P выполнено по-
чти всюду (п. в.) на X, если существует множество A ∈ M, такое,
что µ(X\A) = 0, а свойство P выполнено для любого x ∈ A.

З ам е ч а н и е 4.2.16. Пусть (X,M, µ) — измеримое простран-
ство, и заданы измеримые функции f, g:X → R∪{±∞}. Тогда f ∼ g
тогда и только тогда, когда f = g п. в. на X. �

4.3. Интеграл Лебега

В этом параграфе рассматриваем измеримое пространство (X,M, µ).

Опр е д е л е н и е 4.3.1. Пусть E ⊂ X — произвольное множе-
ство. Функция δE :X → R вида

δE(x) =

{
1, x ∈ E,
0, x 6= E

называется характеристической функцией множества E.

Опр е д е л е н и е 4.3.2. Функция s:X → R называется про-
стой, если она принимает конечное множество значений.
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З ам е ч а н и е 4.3.3. Пусть s:X → R — простая функция, а
c1, . . . , cm — все её различные значения. Для каждого k ∈ 1,m опре-
делим множество

Ek =
{
x ∈ X

∣∣ s(x) = ck
}
.

Тогда справедливо равенство

s(x) =

m∑
k=1

ckδEk(x) ∀, x ∈ X.

�

Утв е ржд е н и е 4.3.4. Пусть c1, . . . , cm — различные числа,
а E1, . . . , Ek — попарно непересекающиеся множества из X. Тогда
простая функция

s(x) =

m∑
k=1

ckδEk(x), x ∈ X,

измерима тогда и только тогда, когда Ek ∈M для любого k ∈ 1,m.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть простая функция s измерима. То-
гда для любого номера k ∈ 1,m получаем

Ek = L6(s, ck) ∩ L>(s, ck) ∈M

в силу утверждения 4.2.4. Обратно, пусть множество Ek измеримо
при каждом k ∈ 1,m. Тогда характеристическая функция δEk изме-
рима, так как для любого числа a имеем соотношение

L<(δEk , a) =


X, a > 1,

X\Ek, 0 < a 6 1,

∅, a 6 0

 ∈M.

Следовательно, функция s измерима по следствию 4.2.9 как сумма
измеримых функций. �

Опр е д е л е н и е 4.3.5. Для функции f :X → R∪{±∞} опре-
делим её положительную и отрицательную составляющие — соот-
ветственно функции

f+ = max{0, f} и f− = max{0,−f},

так что f = f+ − f−.
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Утв е ржд е н и е 4.3.6. Пусть функция f :X → R∪{±∞} яв-
ляется измеримой. Тогда функции f+ и f− также являются измери-
мыми.

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из утверждения 4.2.6. �

Утв е ржд е н и е 4.3.7. Пусть функция f :X → [0,+∞] из-
мерима. Тогда существует монотонно возрастающая последователь-
ность простых неотрицательных измеримых функций {sm}∞m=1, по-
точечно сходящаяся к функции f , т. е. для любого x ∈ X выполнены
равенство

lim
m→∞

sm(x) = f(x)

и неравенство
sm(x) 6 s`(x) ∀m 6 `.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любых m ∈ N и k ∈ 1,m2m опреде-
лим попарно непересекающиеся множества

Em,k =
{
x ∈ X

∣∣ k−1
2m 6 f(x) < k

2m

}
,

Fm =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) > m
}
.

Так как функция f измерима, то по утверждению 4.2.4 множества
Em,k и Fm измеримы. Тогда простая функция

sm(x) =

m2m∑
k=1

k − 1

2m
δEm,k(x) +mδFm(x)

измерима. Покажем, что

sm(x) 6 sm+1(x) ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.

Действительно, пусть сначала x ∈ Em,k при некотором k ∈ 1,m2m.
Тогда справедливы неравенства

2k − 2

2m+1
6 f(x) <

2k

2m+1
и 2k 6 m2m+1.

Если выполнено
2k − 2

2m+1
6 f(x) <

2k − 1

2m+1
,

т. е. x ∈ Em+1,2k−1, то получаем

sm+1(x) =
2k − 2

2m+1
= sm(x).
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Если же выполнено
2k − 1

2m+1
6 f(x) <

2k

2m+1
,

т. е. x ∈ Em+1,2k, то получаем

sm+1(x) =
2k − 1

2m+1
>
k − 1

2m
= sm(x).

Пусть x ∈ Fm, т. е. f(x) > m. Если выполнено f(x) > m + 1, т. е.
x ∈ Fm+1, то

sm+1(x) = m+ 1 > sm(x).

Если выполнено m 6 f(x) < m+ 1, то существует номер k вида

m2m+1 + 1 6 k 6 (m+ 1)2m+1,

такой, что выполнены неравенства

k − 1

2m+1
6 f(x) <

k

2m+1
,

т. е. x ∈ Em+1,k. Тогда

sm+1(x) =
k − 1

2m+1
> m = sm(x).

Таким образом, при любом x ∈ X и любых m 6 ` справедливо нера-
венство sm(x) 6 s`(x).

Теперь покажем поточечную сходимость последовательности sm
к функции f . Если f(x) < +∞, то существует номер m(x), такой,
что f(x) < m(x). Следовательно, при всех m > m(x) получаем

0 6 f(x)− sm(x) 6
1

2m
→ 0 при m→∞.

Если же f(x) = +∞, то для любого номера m имеем x ∈ Fm и

sm(x) = m→ +∞ = f(x),

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.3.8. Пусть функция f :X → R∪{±∞} являет-
ся измеримой. Тогда существует последовательность простых изме-
римых функций {sm}∞m=1, поточечно сходящаяся к функции f , т. е.
для любого x ∈ X выполнено равенство

lim
m→∞

sm(x) = f(x).
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Док а з а т е л ь с т в о. Измеримую функцию f в силу замеча-
ния 4.3.5 представим в виде

f = f+ − f−,

где измеримые функции f+, f−:X → [0,+∞]. Тогда по утвержде-
нию 4.3.7 существуют последовательности измеримых простых функ-
ций sm,+ и sm,−, поточечно сходящиеся к f+ и f− соответственно.
Следовательно, последовательность измеримых простых функций
sm = sm,+ − sm,− является поточечно сходящейся к функции f . �

Опр е д е л е н и е 4.3.9. Пусть c1, . . . , cm — различные поло-
жительные числа, E1, . . . , Ek — попарно непересекающиеся измери-
мые множества из X. Пусть

s(x) =

m∑
k=1

ckδEk(x)

простая измеримая неотрицательная функция. Для любого множе-
ства E ∈M интегралом Лебега функции s по множеству E называ-
ется величина

IE(s) =

m∑
k=1

ckµ(Ek ∩ E) ∈ [0,+∞].

Опр е д е л е н и е 4.3.10. Пусть функция f :X → [0,+∞] яв-
ляется измеримой. Для любого множества E ∈M интегралом Лебега
функции f по множеству E называется величина∫

E

f dµ = sup IE(s),

где верхняя грань берётся по всем простым измеримым функциям
s, таким, что 0 6 s 6 f . Ясно, что величина∫

E

f dµ ∈ [0,+∞].

З ам е ч а н и е 4.3.11. Для неотрицательной простой измеримой
функции s и измеримого множества E ∈M величина IE(s) не зави-
сит от значений функции s на множестве X\E. Поэтому для любой
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неотрицательной измеримой функции f значение её интеграла Ле-
бега по множеству E равно точной верхней грани множества чисел
IE(s) по всем неотрицательным простым измеримым функциям s,
таким, что s(x) 6 f(x) только для всех x ∈ E. �

Утв е ржд е н и е 4.3.12. Пусть s— простая неотрицательная
измеримая функция. Тогда для любого множества E ∈ M справед-
ливо равенство ∫

E

s dµ = IE(s).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любой простой измеримой функции
s̃ вида 0 6 s̃ 6 s очевидно неравенство

IE (s̃) 6 IE(s).

Тогда получаем

IE(s) 6
∫
E

s dµ = sup
06s̃6s

IE (s̃) 6 IE(s),

что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 4.3.13. Пусть функция f :X → R ∪ {±∞}
является измеримой, множество E ∈M. Если хотя бы один из инте-
гралов ∫

E

f+ dµ или
∫
E

f− dµ

конечен, то интегралом Лебега функции f по множеству E называ-
ется величина ∫

E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ.

Если величина
∫
E

f dµ конечна, т. е. конечны оба интеграла

∫
E

f+ dµ и
∫
E

f− dµ,

то функция f называется интегрируемой по Лебегу на множестве E.
Совокупность всех измеримых функций, интегрируемых по Лебегу
на множестве E, обозначим L(E).
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Утв е ржд е н и е 4.3.14. Пусть измеримые функции

f, g:X → R ∪ {±∞}

эквивалентны на измеримом множестве E, т. е.

µ
{
x ∈ E

∣∣ f(x) 6= g(x)
}

= 0.

Тогда

∃
∫
E

f dµ ⇔ ∃
∫
E

g dµ.

Если указанные интегралы существуют, то они равны. В частности,
f ∈ L(E) равносильно g ∈ L(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Эквивалентность функций f и g на мно-
жестве E влечёт f+ ∼ g+ и f− ∼ g− на E. Следовательно, дока-
зываемое утверждение будет установлено, если доказать равенство
интегралов Лебега по множеству E двух неотрицательных измери-
мых эквивалентных на E функций f+ и g+. Пусть множество

E0 =
{
x ∈ E

∣∣ f+(x) 6= g+(x)
}
∈M.

Тогда µ(E0) = 0. Так как для любого множества S ∈M справедливо
равенство

µ(S) = µ(S\E0),

то для любой неотрицательной измеримой простой функции s спра-
ведливо равенство

IE(s) = IE\E0
(s).

Следовательно,∫
E

f+ dµ = sup
06s6f+

IE(s) = sup
06s6f+

IE\E0
(s) =

= sup
06s6g+

IE\E0
(s) = sup

06s6g+
IE(s) =

∫
E

g+ dµ,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.15. Пусть измеримая функция

f :X → R ∪ {±∞}
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интегрируема по Лебегу на множестве E ∈ M. Тогда функция f
почти всюду конечна на множестве E, т. е. выполнено равенство

µ
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| = +∞
}

= 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множества

E0 =
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| = +∞
}
,

E+ =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) = +∞
}

E− =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) = −∞
}
.

Имеем
E0 = E+ ∪ E−.

Предположим, рассуждая от противного, что µ(E0) > 0. Тогда либо
µ(E+) > 0, либо µ(E−) > 0.

Сначала рассмотрим случай µ(E+) > 0. Для любого m ∈ N опре-
делим неотрицательную измеримую простую функцию

sm(x) = mδE+(x) ∀x ∈ X.

Тогда для любого m справедливо неравенство

sm(x) 6 f+(x) ∀x ∈ X.

Следовательно, получаем неравенства

+∞ >

∫
E

f+ dµ > IE(sm) = mµ(E+)→ +∞ при m→∞,

т. е. получили противоречие.
Теперь рассмотрим случай µ(E−) > 0. Для любого m ∈ N опре-

делим неотрицательную измеримую простую функцию

sm(x) = mδE−(x) 6 f−(x) ∀x ∈ X.

Тогда для любого m справедливо неравенство

sm(x) 6 f−(x) ∀x ∈ X.

Следовательно, получаем неравенства

+∞ >

∫
E

f− dµ > IE(sm) = mµ(E−)→ +∞ при m→∞,

т. е. получили противоречие. �
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Утв е ржд е н и е 4.3.16. Пусть измеримая функции

f :X → R ∪ {±∞}

ограничена на множестве E ∈M, т. е. существуют числа a и b, такие,
что выполнены неравенства

a 6 f(x) 6 b ∀x ∈ E.

Пусть µ(E) < +∞. Тогда f ∈ L(E) и справедливы неравенства

aµ(E) 6
∫
E

f dµ 6 bµ(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Если a > 0, то f(x) = f+(x) для всех
x ∈ E. Тогда для всех x ∈ E имеем неравенства

0 6 aδE(x) 6 f+(x) 6 bδE(x).

Следовательно,

aµ(E) = IE(aδE) 6 sup
06s6f+

IE(s) =

∫
E

f+ dµ =

=

∫
E

f dµ 6 IE(bδE) = bµ(E).

Если b 6 0, то f(x) = −f−(x) для всех x ∈ E. Тогда для всех x ∈ E
имеем неравенства

0 6 −bδE(x) 6 f−(x) 6 −aδE(x),

Следовательно,

−bµ(E) = IE(−bδE) 6 sup
06s6f−

IE(s) =

∫
E

f− dµ =

= −
∫
E

f dµ 6 IE(−aδE) = −aµ(E).

Пусть теперь a < 0 и b > 0. Тогда для всех x ∈ E имеем неравенства

0 6 f+(x) 6 bδE(x) и 0 6 f−(x) 6 −aδE(x).
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Cледовательно,∫
E

f+ dµ = sup
06s6f+

IE(s) 6 IE(bδE) = bµ(E),

∫
E

f− dµ = sup
06s6f−

IE(s) 6 IE(−aδE) = −aµ(E).

Тогда получаем

aµ(E) 6
∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ =

∫
E

f dµ 6 bµ(E).

�

Утв е ржд е н и е 4.3.17. Пусть измеримые функции

f, g:X → [0,+∞]

таковы, что f 6 g на множестве E ∈M. Тогда справедливо неравен-
ство ∫

E

f dµ 6
∫
E

g dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любой простой измеримой функции
s вида 0 6 s 6 f на множестве E получаем 0 6 s 6 g на E. Следова-
тельно, ∫

E

f dµ = sup
06s6f

IE(s) 6 sup
06s6g

IE(g) =

∫
E

g dµ,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.18. Пусть измеримые функции

f, g:X → R ∪ {±∞}

интегрируемы на измеримом множестве E, причём

f(x) 6 g(x) ∀x ∈ E

Тогда справедливо неравенство∫
E

f dµ 6
∫
E

g dµ.

297



Док а з а т е л ь с т в о. Неравенство f 6 g на E влечёт неравен-
ства

f+ 6 g+ и f− > g− на E.

Тогда, в силу утверждения 4.3.17, получаем неравенства∫
E

f+ dµ 6
∫
E

g+ dµ,

∫
E

f− dµ >
∫
E

g− dµ.

Следовательно,∫
E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ 6
∫
E

g+ dµ−
∫
E

g− dµ =

∫
E

g dµ,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.19. Пусть измеримая функция f :X →
→ [0,+∞]. Тогда для любых измеримых множеств E1 и E2 вида
E1 ⊂ E2 выполнено неравенство∫

E1

f dµ 6
∫
E2

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого измеримого множества E
выполнено неравенство

µ(E ∩ E1) 6 µ(E ∩ E2).

Тогда для любой простой неотрицательной измеримой функции s
имеем неравенство

IE1
(s) 6 IE2

(s).

Следовательно, получаем∫
E1

f dµ = sup
06s6f

IE1
(s) 6 sup

06s6f
IE2

(s) =

∫
E2

f dµ,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.20. Измеримая функция

f :X → R ∪ {±∞}
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является интегрируемой по Лебегу на измеримом множестве E тогда
и только тогда, когда функция |f | ∈ L(E). При этом выполнено
неравенство ∣∣∣∣∣∣

∫
E

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
E

|f | dµ.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть f ∈ L(E), т. е. по определению 4.3.13
имеем неравенства∫

E

f+ dµ < +∞ и
∫
E

f− dµ < +∞.

Определим следующие множества:

E+ = { x ∈ E | f(x) > 0 }, E− =
{
x ∈ E | f(x) 6 0

}
.

Ясно, что
|f(x)| = f+(x) при x ∈ E+

|f(x)| = f−(x) при x ∈ E−.

Тогда для любой простой измеримой функции s вида 0 6 s 6 |f |
получаем

0 6 s 6 f+ на E+,

0 6 s 6 f− на E−.

Так как для любого измеримого множества A ⊂ E в силу утвержде-
ния 4.1.10 выполнено неравенство

µ(A) 6 µ(A ∩ E+) + µ(A ∩ E−),

то, используя утверждение 4.3.19, получаем

IE(s) 6 IE+(s) + IE−(s) 6
∫
E+

f+ dµ+

∫
E−

f− dµ 6
∫
E

f+ dµ+

∫
E

f− dµ.

Следовательно,∫
E

|f | dµ = sup
06s6|f |

IE(s) 6
∫
E

f+ dµ+

∫
E

f− dµ < +∞,

т. е. выполнено вложение |f | ∈ L(E).
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Если справедливо вложение |f | ∈ L(E), то в силу неравенств

0 6 f+ 6 |f | и 0 6 f− 6 |f |

получаем∫
E

f+ dµ 6
∫
E

|f | dµ < +∞,
∫
E

f− dµ 6
∫
E

|f | dµ < +∞.

Таким образом, f ∈ L(E). Справедливы неравенства∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ 6
∫
E

f+ dµ 6
∫
E

|f | dµ,

∫
E

f− dµ−
∫
E

f+ dµ 6
∫
E

f− dµ 6
∫
E

|f | dµ.

Поэтому ∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
E

|f | dµ,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.3.21. Пусть измеримые функции

f :X → R ∪ {±∞} и g:X → [0,+∞]

таковы, что g ∈ L(E) и |f | 6 g на множестве E ∈M. Тогда f ∈ L(E)
и выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

∫
E

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
E

g dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Неравенство |f | 6 g на E по утвержде-
нию 4.3.17 влечёт неравенство∫

E

|f | dµ 6
∫
E

g dµ < +∞,

т. е. получаем |f | ∈ L(E). Следовательно, по утверждению 4.3.20
выполнены вложение f ∈ L(E) и неравенство∣∣∣∣∣∣

∫
E

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
E

|f | dµ 6
∫
E

g dµ.

�
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Утв е ржд е н и е 4.3.22. Пусть измеримая функция

f :X → R ∪ {±∞}

интегрируема на измеримом множестве E. Тогда для любого числа
c 6= 0 выполнено cf ∈ L(E), причём∫

E

cf dµ = c

∫
E

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть c > 0. Тогда

(cf)+ = cf+ и (cf)− = cf−.

Следовательно, выполнены соотношения∫
E

(cf)+ dµ = sup
06s6cf+

IE(s) = sup
06 s

c6f+
cIE

(s
c

)
= c

∫
E

f+ dµ,

∫
E

(cf)− dµ = sup
06s6cf−

IE(s) = sup
06 s

c6f−
cIE

(s
c

)
= c

∫
E

f− dµ.

Тогда получаем∫
E

(cf) dµ =

∫
E

(cf)+ dµ−
∫
E

(cf)− dµ =

= c

∫
E

f+ dµ− c
∫
E

f− dµ = c

∫
E

f dµ.

Пусть c < 0. Тогда

(cf)+ = (−c)f− и (cf)− = (−c)f+.

Следовательно, выполнены соотношения∫
E

(cf)+ dµ = sup
06s6(−c)f−

IE(s) =

= sup
06 s
−c6f−

(−c)IE
(
s

−c

)
= (−c)

∫
E

f− dµ,
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∫
E

(cf)− dµ = sup
06s6(−c)f+

IE(s) =

= sup
06 s
−c6f+

(−c)IE
(
s

−c

)
= (−c)

∫
E

f+ dµ.

Тогда получаем∫
E

(cf) dµ =

∫
E

(cf)+ dµ−
∫
E

(cf)− dµ =

= (−c)
∫
E

f− dµ− (−c)
∫
E

f+ dµ = c

∫
E

f dµ.

�

Утв е ржд е н и е 4.3.23. Пусть измеримое множество E име-
ет меру нуль. Тогда любая измеримая функция f :X → R ∪ {±∞}
интегрируема по Лебегу на E, причем∫

E

f dµ = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как µ(E) = 0, то для любой простой
измеримой функции s вида

0 6 s 6 f+ или 0 6 s 6 f−

по определению 4.3.9 выполнено равенство

IE(s) = 0.

Следовательно, ∫
E

f+ dµ =

∫
E

f− dµ = 0,

откуда сразу следует интегрируемость функции f на множестве E и
равенство ∫

E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ = 0.

�
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Утв е ржд е н и е 4.3.24. Пусть измеримая функция

f :X → R ∪ {±∞}

интегрируема по Лебегу на измеримом множестве E. Тогда для лю-
бого измеримого множества A ⊂ E выполнено f ∈ L(A).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любой простой измеримой функции
s вида

0 6 s 6 f+ или 0 6 s 6 f−

по определению 4.3.9 и в силу свойства 2 утверждения 4.1.9 выпол-
нено неравенство

IA(s) 6 IE(s).

Следовательно, получаем неравенства∫
A

f+ dµ 6
∫
E

f+ dµ и
∫
A

f− dµ 6
∫
E

f− dµ.

Так как f ∈ L(E), то∫
E

f± dµ < +∞, ⇒
∫
A

f± dµ < +∞.

Слеовательно, f ∈ L(A). �

Те о р ем а 4.3.25. (счётная аддитивность инт–ла Лебега)
Пусть функция f :X → [0,+∞] измерима. Для любого множества
E ∈M определим величину

ϕ(E) =

∫
E

f dµ.

Тогда функция ϕ:M→ [0,+∞] является счётно-аддитивной.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть последовательность измеримых мно-
жеств

{Em}∞m=1

такова, что
Em ∩ Ek = ∅ для всех m 6= k,
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а множество

E =

∞⋃
m=1

Em.

Требуется доказать равенство

ϕ(E) =

∞∑
m=1

ϕ(Em).

Если функция f является характеристической функцией измеримо-
го множества A, т. е. f = δA, то ϕ(E) = µ(A ∩ E). Поэтому в силу
счётной аддитивности меры µ получаем требуемое равенство

ϕ(E) = µ

( ∞⋃
m=1

(A ∩ Em)

)
=

∞∑
m=1

µ(A ∩ Em) =

∞∑
m=1

ϕ(Em).

Если f является простой неотрицательной функцией, то в силу опре-
деления 4.3.9 функция ϕ является конечной линейной комбинацией
счётно-аддитивных функций с положительными коэффициентами,
т. е. тоже является счётно-аддитивной. В общем случае для любой
простой измеримой функции s вида 0 6 s 6 f имеем

IE(s) =

∞∑
m=1

IEm(s) 6
∞∑
m=1

∫
Em

f dµ =

∞∑
m=1

ϕ(Em).

Следовательно, получаем неравенство

ϕ(E) = sup
06s6f

IE(s) 6
∞∑
m=1

ϕ(Em).

Так как Em ⊂ E для любого номера m, то в силу утверждения 4.3.19
имеем неравенство

ϕ(Em) =

∫
Em

f dµ 6
∫
E

f dµ = ϕ(E).

Следовательно, если существует номерm0, такой, что ϕ(Em0
) = +∞,

то получаем

ϕ(E) = +∞ =

∞∑
m=1

ϕ(Em).
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Поэтому далее считаем, что

ϕ(Em) < +∞ ∀m ∈ N.

Тогда для любых N ∈ N и ε > 0 по определению 4.3.10 существует
простая измеримая функция s вида 0 6 s 6 f , такая, что для всех
m ∈ 1, N выполнено неравенство

IEm(s) >
∫
Em

f dµ− ε

N
= ϕ(Em)− ε

N
.

Следовательно, получаем

ϕ(E) > IE(s) =

∞∑
m=1

IEm(s) >
N∑
m=1

IEm(s) >
N∑
m=1

ϕ(Em)− ε.

Отсюда, переходя к пределу при ε → +0 и N → ∞, получаем нера-
венство

ϕ(E) >
∞∑
m=1

ϕ(Em),

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.3.26. Пусть измеримая функция

f :X → R ∪ {±∞}

интегрируема на измеримом множестве E. Тогда для любой после-
довательности измеримых множеств {Em}∞m=1 вида

E =

∞⋃
m=1

Em и Em ∩ Ek = ∅ при всех m 6= k

справедливо равенство ∫
E

f dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f dµ,

при этом последний ряд сходится абсолютно.

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 4.3.25 получаем равенства∫
E

f+ dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f+ dµ < +∞,
∫
E

f− dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f− dµ < +∞.

305



Так как для любого m выполнено∣∣∣∣∣∣
∫
Em

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
Em

f+ dµ+

∫
Em

f− dµ,

то числовой ряд
∞∑
m=1

∫
Em

f dµ

сходится абсолютно. Cледовательно, получаем

∞∑
m=1

∫
Em

f dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f+ dµ−
∫
Em

f− dµ

 =

= lim
N→∞

 N∑
m=1

∫
Em

f+ dµ−
N∑
m=1

∫
Em

f− dµ

 =

= lim
N→∞

 N∑
m=1

∫
Em

f+ dµ

− lim
N→∞

 N∑
m=1

∫
Em

f− dµ

 =

=

 ∞∑
m=1

∫
Em

f+ dµ

−
 ∞∑
m=1

∫
Em

f− dµ

 =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ =

∫
E

f dµ,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.27. Пусть функция f :X → R ∪ {±∞}
измерима, множество E ∈M. Пусть последовательность измеримых
множеств {Em}∞m=1 вида

E =

∞⋃
m=1

Em и Em ∩ Ek = ∅ при всех m 6= k,

такова, что f ∈ L(Em) для любого m. Пусть числовой ряд

∞∑
m=1

∫
Em

|f | dµ
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сходится. Тогда f ∈ L(E), причём выполнено равенство∫
E

f dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f dµ,

а последний ряд сходится абсолютно.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как 0 6 f± 6 |f |, то для любого m
получаем ∫

Em

f± dµ 6
∫
Em

|f | dµ — член сходящегося ряда.

Следовательно, по теореме 4.3.25 получаем∫
E

f± dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f± dµ 6
∞∑
m=1

∫
Em

|f | dµ < +∞.

Тогда по определению 4.3.13 получаем f ∈ L(E). При этом равенство∫
E

f dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f dµ

и абсолютная сходимость последнего ряда непосредственно следует
из следствия 4.3.26. �

Прим е р 4.3.28. Пусть M — σ-кольцо измеримых по Лебегу
множеств на R, построенное на основе кольца клеточных подмно-
жеств из R. Предъявим пример множества E ∈ M, его представле-
ния в виде

E =

∞⋃
m=1

Em, где Em ∈M и Em ∩ Ek = ∅ при всех m 6= k,

и измеримой функции f :E → R, такой, что f ∈ L(Em) для любого
m, ряд

∞∑
m=1

∫
Em

f dµ

сходится, но f 6∈ L(E). Пусть множество E = (0, 1], а множество

Em =

(
1

2m+ 1
,

1

2m− 1

]
∀m ∈ N.
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Тогда

(0, 1] =

∞⋃
m=1

Em и Em ∩ Ek = ∅ при всех m 6= k.

Функция f : (0, 1]→ R имеет вид

f(x) =


m, 1

2m+1 < x 6 1
2m ,

−m, 1
2m < x 6 1

2m−1 .

для любого m ∈ N. На каждом множестве Em функция f является
простой, и∫
Em

f dµ = m

(
1

2m
− 1

2m+ 1

)
−m

(
1

2m− 1
− 1

2m

)
=

=
1

2(2m+ 1)
− 1

2(2m− 1)
= − 1

4m2 − 1
.

Следовательно, ряд
∞∑
m=1

∫
Em

f dµ = −
∞∑
m=1

1

4m2 − 1

является сходящимся. Однако по теореме 4.3.25 получаем равенства∫
E

f+ dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f+ dµ =

∞∑
m=1

m

(
1

2m
− 1

2m+ 1

)
=

=

∞∑
m=1

1

2(2m+ 1)
= +∞,

∫
E

f− dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

f− dµ =

∞∑
m=1

m

(
1

2m− 1
− 1

2m

)
=

=

∞∑
m=1

1

2(2m− 1)
= +∞,

т. е. f 6∈ L(E). N
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Утв е ржд е н и е 4.3.29. (неравенство Чебышева) Пусть
множество E ∈ M, измеримая функция f :X → R ∪ {±∞} интегри-
руема по Лебегу на E. Тогда для любого положительного числа c
справедливо неравенство

µ
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| > c
}
6

1

c

∫
E

|f | dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим измеримые множества

A =
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| > c
}
, B =

{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| < c
}
.

Тогда имеем равенства A ∩ B = ∅ и A ∪ B = E. Следовательно, по
теореме 4.3.25 получаем∫

E

|f | dµ =

∫
A

|f | dµ+

∫
B

|f | dµ >
∫
A

|f | dµ > c µ(A),

откуда сразу получаем

µ(A) 6
1

c

∫
E

|f | dµ,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.3.30. Пусть измеримая функция

f :X → [0,+∞],

множество E ∈M. Пусть ∫
E

f dµ = 0.

Тогда f(x) = 0 для почти всех x ∈ E.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим множества

A =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) > 0
}
,

Am =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) > 1
m

}
, m ∈ N.
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Тогда выполнено равенство

A =

∞⋃
m=1

Am.

По утверждению 4.3.29, для любого m ∈ N имеем неравенство

µ(Am) 6 m
∫
E

f dµ = 0.

Следовательно,

µ(A) 6
∞∑
m=1

µ(Am) = 0,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.3.31. Пусть множество E ∈ M, измери-
мая функция

f :X → R ∪ {±∞}

интегрируема по Лебегу на E. Тогда для любого ε > 0 существует
δε > 0, такое, что для любого измеримого множества A ⊂ E вида
µ(A) 6 δε выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

∫
A

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6 ε.
Это свойство называется абсолютной непрерывностью интеграла Ле-
бега.

Док а з а т е л ь с т в о.Для любогоm ∈ N определим измеримое
множество

Em =
{
x ∈ E

∣∣ m− 1 6 |f(x)| < m
}
.

Тогда при всех m 6= k справедливо равенство

Em ∩ Ek = ∅,

и в силу утверждения 4.3.15 выполнено равенство

µ

(
E\

∞⋃
m=1

Em

)
= 0.
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В силу теоремы 4.3.25 и утверждения 4.3.23 получаем∫
E

|f | dµ =

∞∑
m=1

∫
Em

|f | dµ.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Тогда существует Nε ∈ N, такое,
что справедливо неравенство

∞∑
m=Nε+1

∫
Em

|f | dµ 6 ε

2
.

Определим число
δε =

ε

2Nε
> 0.

Тогда для любого измеримого множества A ⊂ E вида µ(A) 6 δε
получаем неравенства∣∣∣∣∣∣
∫
A

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
A

|f | dµ =

∞∑
m=1

∫
A∩Em

|f | dµ 6

6
Nε∑
m=1

∫
A∩Em

|f | dµ+

∞∑
m=Nε+1

∫
Em

|f | dµ 6

6
Nε∑
m=1

Nεµ(A ∩ Em) +
ε

2
6 Nεµ(A) +

ε

2
6 ε,

что и требовалось. �

Те о р ем а 4.3.32. (Б. Леви, о монотонной сходимости)
Пусть множество E ∈M, а последовательность {fm}∞m=1 измеримых
функций fm:X → R ∪ {±∞} такова, что

0 6 f1(x) 6 f2(x) 6 . . . ∀x ∈ E.

Пусть функция f :E → [0,+∞] определяется равенством

f(x) = lim
m→∞

fm(x) ∀x ∈ E.

Тогда

lim
m→∞

∫
E

fm(x) dµ =

∫
E

f dµ.
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Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 4.3.17 получаем

0 6
∫
E

f1 dµ 6
∫
E

f2 dµ 6 . . .

Следовательно, существует предел

lim
m→∞

∫
E

fm dµ = ` ∈ [0,+∞].

Так как на множестве E выполнено 0 6 fm 6 f для любого m, то∫
E

fm dµ 6
∫
E

f dµ.

Следовательно,

` 6
∫
E

f dµ.

Для любого числа c ∈ (0, 1) и любой простой измеримой функции s,
такой, что 0 6 s 6 f на E, определим последовательность измери-
мых множеств:

Em =
{
x ∈ E

∣∣ fm(x) > cs(x)
}
, m ∈ N.

Так как последовательность {fm(x)}∞m=1 является неубывающей при
любом x ∈ E, то получаем вложения

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ . . .

Так как для любого x ∈ E имеем

fm(x)→ f(x) при m→∞, f(x) > s(x) > cs(x),

то существует m(x), что при всех m > m(x) выполнено

f(x) > fm(x) > cs(x), т. е. x ∈ Em.

Следовательно, справедливо равенство

E =

∞⋃
m=1

Em.
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Тогда для любого номера m получаем∫
E

fm dµ >
∫
Em

fm dµ > c
∫
Em

s dµ.

По теореме 4.3.25 и утверждению 4.1.11 получаем, что

lim
m→∞

∫
Em

s dµ =

∫
E

s dµ.

Следовательно,

` > c
∫
E

s dµ.

Переходя к пределу в последнем неравенстве при c→ 1−0, получаем

` >
∫
E

s dµ = IE(s).

Тогда в силу произвольности простой функции s получаем

` > sup
06s6f

IE(s) =

∫
E

f dµ,

что и требовалось. �

Те о р ем а 4.3.33. (линейность интеграла Лебега) Пусть
измеримые функции f, g:X → R интегрируемы по Лебегу на множе-
стве E ∈M. Пусть функция h = f+g. Тогда h ∈ L(E) и справедливо
равенство ∫

E

h dµ =

∫
E

f dµ+

∫
E

g dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай, когда f >
> 0 и g > 0 на множестве E. Если f и g — простые функции, то по
определению 4.3.9 сразу получаем требуемое равенство∫

E

(f + g) dµ = IE(f + g) = IE(f) + IE(g) =

∫
E

f dµ+

∫
E

g dµ.
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Для произвольных неотрицательных на E функций f и g, в силу
утверждения 4.3.7, существуют неубывающие по m последователь-
ности s̃m и ŝm неотрицательных простых измеримых функций, та-
ких, что для любого x ∈ E выполнены равенства

lim
m→∞

s̃m(x) = f(x), lim
m→∞

ŝm(x) = g(x).

Тогда последовательность s̃m + ŝm является неубывающей по m по-
следовательностью простых неотрицательных измеримых функций,
поточечно сходящейся на множестве E к функции h = f + g. Тогда
по теореме 4.3.32 получаем равенства

∫
E

h dµ = lim
m→∞

∫
E

(s̃m + ŝm) dµ

 =

= lim
m→∞

∫
E

s̃m dµ+ lim
m→∞

∫
E

ŝm dµ =

∫
E

f dµ+

∫
E

g dµ.

Отсюда, в частности, следует неравенство∫
E

h dµ < +∞,

т. е. получаем вложение h ∈ L(E).
Теперь рассмотрим случай, когда f > 0 и g 6 0 на множестве E.

Определим два измеримых множества

A =
{
x ∈ E

∣∣ h(x) > 0
}
, B =

{
x ∈ E

∣∣ h(x) < 0
}
.

Тогда A ∩ B = ∅ и A ∪ B = E. На множестве A функции h, f и
(−g) являются неотрицательными и f = h + (−g). Следовательно,
как было показано в первом случае, справедливо равенство∫

A

f dµ =

∫
A

h dµ+

∫
A

(−g) dµ =

∫
A

h dµ−
∫
A

g dµ,

т. е. ∫
A

h dµ =

∫
A

f dµ+

∫
A

g dµ и h ∈ L(A).

На множестве B функции (−h), f и (−g) являются неотрицательны-
ми и (−g) = f + (−h). Следовательно, как было показано в первом
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случае, справедливо равенство

−
∫
B

g dµ =

∫
B

(−g) dµ =

∫
B

f dµ+

∫
B

(−h) dµ,

т. е. ∫
B

(−h) dµ = −
∫
B

f dµ−
∫
B

g dµ и (−h) ∈ L(B).

Тогда h ∈ L(B) и∫
B

h dµ = −
∫
B

(−h) dµ =

∫
B

f dµ+

∫
B

g dµ.

Следовательно, по утверждению 4.3.27 получаем вложение h ∈ L(E)
и равенство∫

E

h dµ =

∫
A

h dµ+

∫
B

h dµ =

∫
E

f dµ+

∫
E

g dµ.

В общем случае, множество E представим в виде объединения
четырёх попарно непересекающихся измеримых множеств Ek, k ∈
∈ 1, 4, на каждом из которых функции f и g сохраняют знак. Тогда,
как было показано в первом и втором случаях, для каждого k ∈ 1, 4
получаем вложение h ∈ L(Ek) и равенство∫

Ek

h dµ =

∫
Ek

f dµ+

∫
Ek

g dµ.

Таким образом, по утверждению 4.3.27 получаем вложение h ∈ L(E)
и требуемое равенство∫

E

h dµ =

∫
E

f dµ+

∫
E

g dµ.

�

Сл е д с т в и е 4.3.34. Пусть множество E ∈ M, а последова-
тельность {fm}∞m=1 измеримых функций

fm:X → R ∪ {±∞}
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такова, что
f1(x) 6 f2(x) 6 . . . ∀x ∈ E,

причём
fm ∈ L(E) ∀m ∈ N.

Пусть функция f :E → R ∪ {±∞} определяется равенством

f(x) = lim
m→∞

fm(x) для почти всех x ∈ E.

Пусть существует число M , такое, что∫
E

fm dµ 6M ∀m ∈ N.

Тогда f ∈ L(E), и

lim
m→∞

∫
E

fm(x) dµ =

∫
E

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого номера m определим изме-
римое множество

Fm =
{
x ∈ E

∣∣ |fm(x)| = +∞
}
.

В силу утверждения 4.3.15 µ(Fm) = 0. Пусть

F0 = E
∖{

x ∈ E
∣∣∣ ∃ lim

m→∞
fm(x) = f(x)

}
.

По условию µ(F0) = 0. Определим множество

E0 = E\

( ∞⋃
m=0

Fm

)
.

Тогда
µ(E\E0) = 0.

На множестве E0 определим последовательность измеримых функ-
ций

gm = fm − f1 и h = f − f1.

По определению, на E0 имеем

0 = g1 6 g2 6 g3 6 . . . ,
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причём
gm(x)→ h(x) ∀x ∈ E0.

Следовательно, по теореме 4.3.32 получаем

lim
m→∞

∫
E0

gm dµ =

∫
E0

h dµ.

Так как по теореме 4.3.33 имеем∫
E0

gm dµ =

∫
E0

fm dµ−
∫
E0

f1 dµ =

=

∫
E

fm dµ−
∫
E

f1 dµ 6M −
∫
E

f1 dµ = M0 > 0,

то получаем неравенство∫
E0

h dµ 6M0 < +∞.

Следовательно, справедливо вложение h ∈ L(E0). Поэтому, по тео-
реме 4.3.33, имеем на E0 соотношение

f = h+ f1 ∈ L(E0),

а, в силу утверждения 4.3.14, получаем f ∈ L(E). Тогда∫
E

f dµ =

∫
E0

h dµ+

∫
E0

f1 dµ =

= lim
m→∞

∫
E0

fm dµ−
∫
E0

f1 dµ

+

∫
E0

f1 dµ =

= lim
m→∞

∫
E0

fm dµ = lim
m→∞

∫
E

fm dµ,

что и требовалось. �
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Те о р ем а 4.3.35. (Фату) Пусть множество E ∈ M, последо-
вательность измеримых функций fm:X → [0,+∞], измеримая функ-
ция f :X → [0,+∞], причём

f(x) = lim
m→∞

fm(x), ∀x ∈ X.

Тогда справедливо неравенство∫
E

f dµ 6 lim
m→∞

∫
E

fm dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим для любого m ∈ N неотрица-
тельную измеримую функцию

gm(x) = inf
k>m

fk(x), ∀x ∈ X.

Тогда для любого x ∈ X имеем

0 6 g1(x) 6 g2(x) 6 . . . и f(x) = lim
m→∞

gm(x).

Следовательно, по теореме 4.3.32, получаем

lim
m→∞

∫
E

gm dµ =

∫
E

f dµ.

Так как для любых m ∈ N и x ∈ X справедливо неравенство

gm(x) 6 fm(x),

то, в силу утверждения 4.3.17, для любого m ∈ N получаем неравен-
ство ∫

E

gm dµ 6
∫
E

fm dµ.

Следовательно,∫
E

f dµ = lim
m→∞

∫
E

gm dµ = lim
m→∞

∫
E

gm dµ 6 lim
m→∞

∫
E

fm dµ,

что и требовалось. �
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Сл е д с т в и е 4.3.36. Пусть множество E ∈M, последователь-
ность измеримых функций fm:X → R ∪ {±∞} такова, что

fm ∈ L(E) для всех m ∈ N,

и для почти всех x ∈ E существует

lim
m→∞

fm(x) = f(x) ∈ R ∪ {±∞}.

Тогда, если существует положительное числоM , такое, что для всех
m ∈ N выполнено неравенство∫

E

|fm| dµ 6M,

то справедливы вложение f ∈ L(E) и неравенство∫
E

|f | dµ 6M.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим измеримое множество

E0 =
{
x ∈ E

∣∣∣ ∃ lim
m→∞

fm(x) = f(x)
}
.

Тогда по условию µ(E\E0) = 0 и

|fm(x)| → |f(x)| при m→∞ для всех x ∈ E0.

Следовательно, по теореме 4.3.35 Фату, получаем неравенства∫
E0

|f | dµ 6 lim
m→∞

∫
E0

|fm| dµ 6M,

что означает |f | ∈ L(E0). По утверждению 4.3.20 это равносильно
вложению f ∈ L(E0), а в силу утверждения 4.3.14 получаем вложе-
ние f ∈ L(E) и соотношение∫

E

|f | dµ =

∫
E0

|f | dµ 6M,

что и требовалось. �
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Прим е р 4.3.37. Пусть множество E ∈M, последовательность
fm ∈ L(E) почти всюду на множестве E сходится к функции f ∈
∈ L(E). Пусть существует число M > 0, такое, что∣∣∣∣∣∣

∫
E

fm dµ

∣∣∣∣∣∣ 6M ∀m ∈ N.

При этом может оказаться, что имеет место строгое неравенство∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ

∣∣∣∣∣∣ > M.

Рассмотрим на E = [0, 1] для любого m ∈ N простую функцию
fm: [0, 1]→ R вида

fm(x) =

 1, x ∈
[

1
m , 1

]
,

1−m, x ∈
[
0, 1

m

)
.

Тогда для любого m ∈ N получаем∫
[0,1]

fm dµ =

∫
[ 1
m ,1]

dµ−
∫

[0, 1
m )

(m− 1) dµ = 1− 1

m
− (m− 1)

1

m
= 0.

При m→∞ имеем

fm(x)→ 1 = f(x) ∀x ∈ (0, 1].

Ясно, что ∫
[0,1]

f dµ = 1.

Следовательно, получаем

0 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[0,1]

fm dµ

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

2
= M < 1 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[0,1]

f dµ

∣∣∣∣∣∣∣ ,
что и требовалось. N
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Те о р ем а 4.3.38. (Лебег, об ограниченной сходимости)
Пусть множество E ∈M, а последовательность измеримых функций

fm:X → R ∪ {±∞}

почти всюду на E сходится к функции f . Пусть существует измери-
мая функция g:X → [0,+∞], такая, что g ∈ L(E), и для почти всех
x ∈ E и всех m ∈ N справедливо неравенство

|fm(x)| 6 g(x).

Тогда справедливы вложения fm ∈ L(E) для всех m и f ∈ L(E), и
существует предел

lim
m→∞

∫
E

fm dµ =

∫
E

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого m ∈ N рассмотрим множе-
ство

Em =
{
x ∈ E

∣∣∣ |fm(x)| 6 g(x)
}
.

По условию выполнено

µ(E\Em) = 0.

В силу следствия 4.3.21 имеем fm ∈ L(Em), откуда, по утвержде-
нию 4.3.14, получаем fm ∈ L(E). Определим множество

F =
{
x ∈ E

∣∣∣ ∃ lim
m→∞

fm(x) = f(x)
}
.

По условию µ(E\F ) = 0. Пусть множество

H = F\
∞⋃
m=1

(E\Em).

В силу неравенства

µ

( ∞⋃
m=1

(E\Em)

)
6
∞∑
m=1

µ(E\Em) = 0

получаем
µ(F\H) = 0.
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Так как
E\H ⊂ (E\F ) ∪ (F\H),

то
µ(E\H) = 0.

Для любого x ∈ H имеем

|fm(x)| 6 g(x) для всех m, и fm(x)→ f(x) при m→∞.

Следовательно, справедливо неравенство

|f(x)| 6 g(x) ∀x ∈ H.

Тогда, по следствию 4.3.21, имеем f ∈ L(H), откуда по утвержде-
нию 4.3.14 получаем вложение f ∈ L(E). Определим множество

G =
{
x ∈ E

∣∣ g(x) = +∞
}
.

По утверждению 4.3.15 выполнено µ(G) = 0. Определим множество

Z = H\G.

Так как справедливо вложение

E\Z ⊂ G ∪ (E\H),

то получаем
µ(E\Z) = 0.

На множестве Z все функции fm, f и g конечны. Так как на Z имеем

g + fm > 0 и g + fm → g + f при m→∞,

то по теореме 4.3.35 Фату получаем неравенство∫
Z

(g + f) dµ 6 lim
m→∞

∫
Z

(g + fm) dµ =

∫
Z

g dµ+ lim
m→∞

∫
Z

fm dµ.

Следовательно, в силу теоремы 4.3.33 получаем неравенство∫
Z

f dµ 6 lim
m→∞

∫
Z

fm dµ.

Аналогично, так как на Z имеем

g − fm > 0 и g − fm → g − f при m→∞,
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то по теореме 4.3.35 Фату получаем неравенство∫
Z

(g − f) dµ 6 lim
m→∞

∫
Z

(g − fm) dµ =

∫
Z

g dµ− lim
m→∞

∫
Z

fm dµ.

Следовательно, в силу теоремы 4.3.33 получаем неравенство∫
Z

f dµ > lim
m→∞

∫
Z

fm dµ.

Таким образом, справедливы неравенства∫
Z

f dµ > lim
m→∞

∫
Z

fm dµ > lim
m→∞

∫
Z

fm dµ >
∫
Z

f dµ,

откуда следует существование предела

lim
m→∞

∫
Z

fm dµ =

∫
Z

f dµ.

Так как µ(E\Z) = 0, то, в силу утверждения 4.3.14, получаем для
любого m равенства∫

Z

fm dµ =

∫
E

fm dµ и
∫
Z

f dµ =

∫
E

f dµ.

Следовательно, существует

lim
m→∞

∫
E

fm dµ =

∫
E

f dµ,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.3.39. (об “аквариуме”) Пусть множество E ∈
∈M и µ(E) < +∞. Пусть последовательность измеримых функций

fm:X → R ∪ {±∞}

почти всюду на E сходится к функции f и почти всюду на E ограни-
чена, т. е. существует число M > 0, такое, что для почти всех x ∈ E
и всех m ∈ N выполнено неравенство

|fm(x)| 6M.

323



Тогда справедливы вложения

fm ∈ L(E) ∀m ∈ N, и f ∈ L(E),

и существует предел

lim
m→∞

∫
E

fm dµ =

∫
E

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из утверждения 4.3.16 и
теоремы 4.3.38, если рассмотреть функцию g(x) = M , x ∈ X. �

Прим е р 4.3.40. Пусть множество E ∈ M, а последователь-
ность

fm:X → R ∪ {±∞}

интегрируемых по Лебегу на E функций является сходящейся по-
чти всюду на множестве E к функции f ∈ L(E). При этом может
оказаться, что либо конечного предела

lim
m→∞

∫
E

fm dµ

не существует, либо существует конечный предел

lim
m→∞

∫
E

fm dµ 6=
∫
E

f dµ.

Например, рассмотрим на множестве E = [0, 1] последовательность
функций

fm(x) = m2δ[0,1/m](x), m ∈ N.

Тогда для любого x ∈ (0, 1] выполнено соотношение

fm(x)→ 0 = f(x) при m→∞, но
∫

[0,1]

fm dµ = m→ +∞.

А для последовательности функций

fm(x) = mδ[0,1/m](x), m ∈ N,

также получаем

fm(x)→ 0 = f(x) при m→∞ ∀x ∈ (0, 1].
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При этом для любого m ∈ N имеем∫
[0,1]

fm dµ = 1 6= 0 =

∫
[0,1]

f dµ.

N

Те о р ем а 4.3.41. Пусть M(µ) — σ-кольцо измеримых по Ле-
бегу множеств в Rn, построенное на кольце клеточных множеств.
Пусть множество E ⊂ Rn является измеримым по Жордану, а функ-
ция f :E → R является интегрируемой по Риману на E. Тогда f ∈
∈ L(E) и имеет место равенство интегралов Римана и Лебега функ-
ции f по множеству E, т. е.∫

E

f(x) dx =

∫
E

f dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу замечания 4.1.42 всякое измери-
мое по Жордану множество из Rn является измеримым по Лебегу, а
его меры Жордана и Лебега совпадают. Рассмотрим последователь-
ность {Tm}∞m=1 вложенных измельчающихся разбиений множества
E его измеримыми по Жордану подмножествами, т. е. для любого
m имеем

Tm = {Em,k}Nmk=1 ,

где множество Em,k измеримо по Жордану для любого k ∈ 1Nm и
справедливы соотношения:

E =

Nm⋃
k=1

Em,k, Em,k ∩ Em,s = ∅ при k 6= s.

При этом Tm+1 ≺ Tm, т. е.

∀ k ∈ 1, Nm+1 ∃ s ∈ 1, Nm : Em+1,k ⊂ Em,s.

Мелкость разбиения

|Tm| = max
16k6Nm

diam(Em,k)→ 0 при m→∞.

Для любых m ∈ N и k ∈ 1, Nm определим числа

Mm,k = sup
x∈Em,k

f(x) и Lm,k = inf
x∈Em,k

f(x).
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Рассмотрим измеримые функции

gm(x) =

Nm∑
k=1

Mm,kδEm,k(x), hm(x) =

Nm∑
k=1

Lm,kδEm,k(x), x ∈ E.

Тогда ∫
E

gm dµ =

Nm∑
k=1

Mm,kµJ(Em,k)

это верхняя сумма Дарбу функции f , отвечающая разбиению Tm,∫
E

hm dµ =

Nm∑
k=1

Lm,kµJ(Em,k)

это нижняя сумма Дарбу функции f , отвечающая разбиению Tm.
Следовательно, по определению интеграла Римана, имеем равенства

lim
m→∞

∫
E

gm dµ = lim
m→∞

∫
E

hm dµ =

∫
E

f(x) dx.

С другой стороны, так как для любого m ∈ N выполнено соотноше-
ние вложенности Tm+1 ≺ Tm, то справедливы неравенства

gm+1(x) 6 gm(x) и hm+1(x) > hm(x) ∀x ∈ E.

При этом, по определению функций gm и hm, для всех x ∈ E также
выполнены неравенства

gm(x) > f(x) > hm(x).

Это означает, что для любого x ∈ E существуют пределы

lim
m→∞

gm(x) = g(x) и lim
m→∞

hm(x) = h(x),

удовлетворяющие неравенствам

g(x) > f(x) > h(x).

Тогда, по следствию 4.3.34, получаем, что функции g, h ∈ L(E), и
выполнены равенства

lim
m→∞

∫
E

gm dµ =

∫
E

g dµ, lim
m→∞

∫
E

hm dµ =

∫
E

h dµ.
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Следовательно, имеем равенства∫
E

g dµ =

∫
E

h dµ =

∫
E

f(x) dx.

Тогда измеримая функция (g − h) неотрицательна на E и∫
E

(g − h) dµ = 0.

Следовательно, по следствию 4.3.30 получаем

g(x)− h(x) = 0 для почти всех x ∈ E.

Но тогда f(x) = g(x) = h(x) для почти всех x ∈ E. Следователь-
но, по замечанию 4.2.13 получаем, что функция f измерима на E и
эквивалентна на E функциям g и h. Тогда по утверждению 4.3.14
получаем вложение f ∈ L(E) и равенство∫

E

f dµ =

∫
E

g dµ =

∫
E

h dµ =

∫
E

f(x) dx,

что и требовалось. �

Прим е р 4.3.42. Примером функции, интегрируемой по Ле-
бегу и не интегрируемой по Риману на любом отрезке [a, b], a < b,
может служить функция Дирихле D:R→ R вида

D(x) = δQ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ I.

Здесь Q — множество всех рациональных чисел, а I — множество
всех иррациональных чисел. Рассматриваем на вещественной оси се-
мейство измеримых по Лебегу множеств M(µ), построенное с помо-
щью кольца клеточных множеств из R. Так как множество рацио-
нальных чисел Q счётно, то оно представляет собой счётное объеди-
нение одноточечных множеств нулевой меры, и поэтому само име-
ет Лебегову меру нуль. Следовательно, функция Дирихле эквива-
лентна тождественно нулевой функции. Поэтому в силу утвержде-
ния 4.3.14 получаем следующее вложение D ∈ L([a, b]) и равенство∫

[a,b]

D dµ =

∫
[a,b]

0 dµ = 0.
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Неинтегрируемость функции Дирихле по Риману на любом отрезке
ненулевой длины известна из курса математического анализа (см.,
например, упражнение 7 из [4, гл. 6, с. 156]). N

Утв е ржд е н и е 4.3.43. Пусть M(µ) — σ-кольцо измеримых
по Лебегу множеств на вещественной оси R, построенное на кольце
клеточных множеств. Пусть a < b 6 +∞, функция f : [a, b) → R
является интегрируемой по Риману на любом отрезке [a, c] ⊂ [a, b).
Пусть несобственный интеграл Римана

I =

b∫
a

f(x) dx = lim
c→b−0

c∫
a

f(x) dx

сходится абсолютно, т. е. сходится несобственный интеграл

b∫
a

|f(x)| dx = lim
c→b−0

c∫
a

|f(x)| dx < +∞.

Тогда f ∈ L
(
[a, b)

)
, причём справедливо равенство

I =

∫
[a,b)

f dµ.

Если же несобственный интеграл Римана I абсолютно расходится,
т. е.

lim
c→b−0

c∫
a

|f(x)| dx = +∞,

то выполняется f 6∈ L
(
[a, b)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 4.3.41 для любого числа c
вида a 6 c < b выполнено вложение f ∈ L

(
[a, c]

)
и справедливы

равенства

c∫
a

f(x) dx =

∫
[a,c]

f dµ и
c∫
a

|f(x)| dx =

∫
[a,c]

|f | dµ.

Измеримость функции f на любом отрезке [a, c] ⊂ [a, b) влечёт её
измеримость на промежутке [a, b). Действительно, пусть числовая
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последовательность cm ∈ [a, b) строго возрастает и сходится к b. То-
гда справедливо равенство

∞⋃
m=1

[a, cm] = [a, b).

Следовательно, для любого числа α получаем

L<(f, α) =
{
x ∈ [a, b)

∣∣ f(x) < α
}

=

=

∞⋃
m=1

{
x ∈ [a, cm]

∣∣ f(x) < α
}
∈M(µ).

Тогда в силу счётной аддитивности интеграла Лебега (теорема 4.3.25)
и утверждения 4.1.11 имеем равенства

∫
[a,b)

|f | dµ = lim
m→∞

∫
[a,cm]

|f | dµ = lim
m→∞

cm∫
a

|f(x)| dx =

b∫
a

|f(x)| dx.

Следовательно, если несобственный интеграл I сходится абсолютно,
то получаем ∫

[a,b)

|f | dµ =

b∫
a

|f(x)| dx < +∞.

Тогда справедливо вложение |f | ∈ L
(
[a, b)

)
, которое в силу утвер-

ждения 4.3.20 равносильно вложению f ∈ L
(
[a, b)

)
. При этом в силу

теоремы 4.3.25 и утверждения 4.1.11 выполнены равенства

b∫
a

f(x) dx = lim
m→∞

cm∫
a

f(x) dx = lim
m→∞

∫
[a,cm]

f dµ =

= lim
m→∞

 ∫
[a,cm]

f+ dµ−
∫

[a,cm]

f− dµ

 =

=

 lim
m→∞

∫
[a,cm]

f+ dµ

−
 lim
m→∞

∫
[a,cm]

f− dµ

 =
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=

∫
[a,b)

f+ dµ−
∫

[a,b)

f− dµ =

∫
[a,b)

f dµ.

Если же несобственный интеграл I абсолютно расходится, то полу-
чаем ∫

[a,b)

|f | dµ =

b∫
a

|f(x)| dx = +∞.

Тогда справедливо соотношение |f | 6∈ L
(
[a, b)

)
, которое в силу утвер-

ждения 4.3.20 равносильно соотношению f 6∈ L
(
[a, b)

)
. �

Опр е д е л е н и е 4.3.44. Пусть множество E ∈M. Будем го-
ворить, что последовательность измеримых функций fm:E → R схо-
дится на E к измеримой функции g:E → R

1) почти всюду, если существует измеримое множество E0 ⊂ E
меры нуль (т. е. µ(E0) = 0), такое, что выполнено

lim
m→∞

fm(x) = g(x) ∀x ∈ E\E0;

2) по мере, если для любого ε > 0 выполнено

lim
m→∞

µ
{
x ∈ E

∣∣ |fm(x)− g(x)| > ε
}

= 0;

3) в среднем, если

lim
m→∞

∫
E

|fm − g| dµ = 0.

Сравнение этих трёх видов сходимости последовательности изме-
римых функций на измеримом множестве даёт следующее

Утв е ржд е н и е 4.3.45. Пусть множество E ∈ M, последо-
вательность функций fm:E → R и функция g:E → R измеримы.
Тогда

1) если µ(E) < +∞ и fm сходится к g почти всюду, то fm сходится
к g по мере;

2) если fm сходится к g в среднем, то fm сходится к g по мере;
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3) если fm сходится к g по мере, то существует подпоследователь-
ность fmk , сходящаяся к g почти всюду.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть fm сходится к g почти всюду.
Тогда множество

E0 =
{
x ∈ E

∣∣ fm(x) не сходится к g(x)
}

имеет меру нуль. Имеем

x ∈ E0 ⇔ ∃ k ∈ N ∀ ` ∈ N ∃m > ` : |fm(x)− g(x)| > 1

k
.

Следовательно,

E0 =

∞⋃
k=1

∞⋂
`=1

∞⋃
m=`

{
x ∈ E

∣∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > 1

k

}
.

Для любого k ∈ N определим множество

Ek =

∞⋂
`=1

∞⋃
m=`

{
x ∈ E

∣∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > 1

k

}
.

Тогда

E0 =

∞⋃
k=1

Ek ⇒ µ(Ek) 6 µ(E0) = 0 ∀ k ∈ N.

Для любых k ∈ N и ` ∈ N рассмотрим множество

Sk,` =

∞⋃
m=`

{
x ∈ E

∣∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > 1

k

}
.

Тогда для любого k ∈ N имеем

Ek =

∞⋂
`=1

Sk,` и Sk,` ⊃ Sk,`+1 ∀ ` ∈ N.

Так как µ(Sk,1) 6 µ(E) < +∞, то, в силу утверждения 4.1.13, полу-
чаем

lim
`→∞

µ(Sk,`) = µ(Ek) = 0 ∀ k ∈ N.

Теперь для любого ε > 0 выберем kε ∈ N так, чтобы

1

kε
< ε.
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Тогда для любого m ∈ N имеем вложения{
x ∈ E

∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > ε
}
⊂

⊂
{
x ∈ E

∣∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > 1

kε

}
⊂ Skε,m.

Следовательно,

lim
m→∞

µ
{
x ∈ E

∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > ε
}
6 lim
m→∞

µ(Skε,m) = 0,

то есть fm сходится к g по мере.

2) Пусть последовательность fm сходится к g в среднем. Тогда,
для любого ε > 0, применяя неравенство Чебышева (утверждение 4.3.29),
получаем:

µ
{
x ∈ E

∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > ε
}
6

6
1

ε

∫
E

|fm − g| dµ→ 0 при m→∞,

то есть fm сходится к g по мере.

3) Пусть fm сходится к g по мере. Тогда для любого ε > 0 суще-
ствует `(ε) ∈ N, такое, что для всех m > `(ε) выполнено неравенство

µ
{
x ∈ E

∣∣∣ |fm(x)− g(x)| > ε
}
6 ε.

Для любого k ∈ N положим εk = 2−k. Определим последователь-
ность mk ∈ N по формуле

m1 = `(ε1), mk+1 = max
{
`(εk+1), mk + 1

}
∀ k ∈ N.

Тогда m1 < m2 < . . . , и выполнено

µ
{
x ∈ E

∣∣∣ |fmk(x)− g(x)| > 2−k
}
6 2−k ∀ k ∈ N

Для любого k ∈ N рассмотрим множество

Ak =
{
x ∈ E

∣∣∣ |fmk(x)− g(x)| > 2−k
}
,

так что µ(Ak) 6 2−k. Следовательно,
∞∑
k=1

µ(Ak) 6 1.
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Рассмотрим функцию

h(x) =

∞∑
k=1

δAk(x), x ∈ X.

Тогда h:X → [0,+∞] является измеримой в силу следствия 4.2.7. По
теореме 4.3.32 о монотонной сходимости Б. Леви, получаем:∫
E

h dµ =

∫
E

lim
m→∞

m∑
k=1

δAk dµ = lim
m→∞

∫
E

m∑
k=1

δAk dµ =

= lim
m→∞

m∑
k=1

∫
E

δAk dµ =

∞∑
k=1

µ(Ak) 6 1.

Следовательно, в силу утверждения 4.3.15, функция h(x) почти всю-
ду конечна на E. Заметим, что конечность значения h(x) для некото-
рого x ∈ E означает, что этот x может содержаться лишь в конечном
наборе множеств Ak. Следовательно, почти всюду конечность h на E
означает, что существует измеримое множество E0 ⊂ E меры нуль,
такое, что для каждого x ∈ E\E0 существует номер N(x), такой, что

x 6∈ Ak ∀ k > N(x).

Тогда

∀x ∈ E\E0 ∃N(x) ∈ N ∀ k > N(x) |fmk(x)− g(x)| < 2−k,

то есть подпоследовательность fmk сходится к g почти всюду на мно-
жестве E. �

З ам е ч а н и е 4.3.46. Сходимость почти всюду последователь-
ности измеримых функций на множестве бесконечной меры вооб-
ще говоря не влечёт сходимость по мере. Действительно, на веще-
ственной оси R рассмотрим σ-кольцо M(µ) измеримых по Лебегу
множеств, построенное на кольце клеточных множеств. Рассмотрим
множества

Am = { x ∈ R | x > m } , m ∈ N,

и последовательность функций-индикаторов fm(x) = δAm(x). Оче-
видно, что для любого x ∈ R имеем

fm(x)→ 0 при m→∞,
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то есть последовательность fm сходится всюду на R к нулевой функ-
ции. Однако при любом ε ∈ (0, 1) имеем

µ
{
x ∈ R

∣∣ fm(x) > ε
}

= µ(Am) = +∞ ∀m ∈ N,

то есть fm не сходится к нулевой функции по мере. �

З ам е ч а н и е 4.3.47. Сходимость по мере последовательности
измеримых функций вообще говоря не влечёт сходимость в среднем
и почти всюду. Действительно, на вещественной оси R рассмотрим σ-
кольцо M(µ) измеримых по Лебегу множеств, построенное на кольце
клеточных множеств. На отрезке [0, 1] для любого N ∈ N определим
равномерное разбиение PN точками

xN (k) =
k

2N
, k = 0, 2N .

Обозначим интервал разбиения PN как

AN,k =
(
xN (k − 1), xN (k)

)
, 1 6 k 6 2N .

Для любого N ∈ N и k ∈ 1, 2N рассмотрим функцию

hN,k(x) = 2NδAN,k(x), x ∈ R.

Так как µ(AN,k) = 2−N , то∫
[0,1]

hN,k dµ = 1 ∀N ∈ N, ∀ k ∈ 1, 2N .

Определим последовательность функций fm:R → [0,+∞) по фор-
муле

fm = hN,k при m = 2N + k − 2, N ∈ N, k ∈ 1, 2N .

Очевидно, что для любого ε > 0 при m = 2N + k − 2 и k ∈ 1, 2N

выполнено {
x ∈ [0, 1]

∣∣ fm(x) > ε
}
⊂ AN,k,

откуда следует неравенство

µ
{
x ∈ [0, 1]

∣∣ fm(x) > ε
}
6 2−N

Так как равенство m = 2N + k − 2 для N ∈ N и k ∈ 1, 2N влечёт
неравенства

2N 6 m+ 1 < 2N+1,
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то соотношение m→∞ равносильно N →∞. Следовательно,

µ
{
x ∈ [0, 1]

∣∣ fm(x) > ε
}
6 2−N → 0 при m→∞,

то есть, последовательность неотрицательных функций fm сходится
по мере к нулевой функции. Однако∫

[0,1]

fm dµ = 1 ∀m ∈ N,

то есть последовательность fm не сходится к нулевой функции в
среднем.

Теперь для любого x ∈ (0, 1) и для любогоM ∈ N выберем N ∈ N
так, чтобы 2N > M , и выберем k ∈ 1, 2N , чтобы x ∈ AN,k. Тогда

fm(x) = 2N > 1 для m = 2N + k − 2 >M.

Следовательно, для любого x ∈ (0, 1) получаем fm(x) 6→ 0 при m→
→∞, то есть последовательность fm не сходится к нулевой функции
почти всюду на [0, 1]. �

Опр е д е л е н и е 4.3.48. Пусть множество E ∈ M. Обозна-
чим черезM(E) множество всех измеримых функций f :E → R. Две
функции f, g ∈ M(E) будем считать равными, если f(x) = g(x) для
почти всех x ∈ E.

Утв е ржд е н и е 4.3.49. Пусть множество E ∈ M имеет ко-
нечную меру, то есть µ(E) < +∞. Тогда на множестве M(E) су-
ществует метрика ρ, сходимость по которой последовательности в
M(E) равносильна сходимости по мере.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим функцию d:M(E)→ [0,+∞)
по формуле

d(f) =

∫
E

|f |
1 + |f |

dµ, f ∈M(E).

Очевидно, что 0 6 d(f) 6 µ(E) < +∞ для всех f ∈M(E). Равенство
d(f) = 0 в силу следствия 4.3.30 равносильно

|f(x)|
1 + |f(x)|

= 0 для почти всех x ∈ E,
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то есть f = 0 почти всюду на E. Так как функция t 7→ t
1+t неубывает

при t > 0, то для любых f, g ∈M(E) и любого x ∈ E имеем

|f(x) + g(x)|
1 + |f(x) + g(x)|

6
|f(x)|+ |g(x)|

1 + |f(x)|+ |g(x)|
6

|f(x)

1 + |f(x)|
+
|g(x)|

1 + |g(x)|
.

Тогда получаем

d(f + g) 6 d(f) + d(g) ∀ f, g ∈M(E).

Определим метрику ρ на M(E) по формуле

ρ(f, g) = d(f − g), f, g ∈M(E).

Видим, что ρ(f, g) = 0 равносильно f − g = 0 почти всюду на E, то
есть f = g в M(E). Также очевидно равенство

ρ(f, g) = d(f − g) = d(g − f) = ρ(g, f) ∀ f, g ∈M(E).

Наконец, для произвольных f, g, h ∈M(E) выполнено

ρ(f, g) = d
(
(f − h) + (h− g)

)
6 d(f − h) + d(h− g) = ρ(f, h) + ρ(g, h),

то есть получаем для ρ неравенство треугольника. Таким образом,
ρ действительно является метрикой на множестве M(E).

Покажем, что сходимость последовательности вM(E) по метрике
ρ равносильна сходимости по мере. Пусть некоторая последователь-
ность fn ∈M(E) сходится к f ∈M(E) по метрике ρ, то есть

ρ(fn, f) = d(fn − f)→ 0 при n→∞.

Для любого ε > 0 и n ∈ N рассмотрим множество

An(ε) =
{
x ∈ E : |fn(x)− f(x)| > ε

}
.

Так как для числа t > 0 следующие неравенства эквивалентны

t > ε ⇔ t

1 + t
>

ε

1 + ε
,

то получаем равенство

An(ε) =

{
x ∈ E :

|fn(x)− f(x)|
1 + |fn(x)− f(x)|

>
ε

1 + ε

}
.
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Следовательно, в силу неравенства Чебышева (утверждение 4.3.29),
получаем

µ
(
An(ε)

)
6

1 + ε

ε
d(fn − f)→ 0 при n→∞,

то есть последовательность fn сходится к функции f по мере.
Пусть теперь последовательность fn сходится к f по мере, то есть

для любого ε > 0 выполнено

µ
(
An(ε)

)
→ 0 при n→∞.

Тогда существует N(ε) ∈ N, такой, что для всех n > Nε выполнено

µ
(
An(ε)

)
6 ε.

При любом n > N(ε) имеем

d(fn − f) =

∫
An(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ+

∫
E\An(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ.

Так как ∫
An(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ 6
∫

An(ε)

dµ = µ
(
An(ε)

)
6 ε,

∫
E\An(ε)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ 6
∫

E\An(ε)

ε

1 + ε
dµ 6 εµ(E),

то получаем

d(fn − f) 6 ε
(
1 + µ(E)

)
∀n > N(ε).

Следовательно,

ρ(fn, f) 6 ε ∀n > N
(

ε
1+µ(E)

)
.

Таким образом, последовательность fn сходится к f по метрике ρ. �

З ам е ч а н и е 4.3.50. Пусть множество E ∈M. Рассмотрим се-
мейство F всех подмножеств M(E), замкнутых относительно сходи-
мости почти всюду на E. То есть множество S ⊂M(E) принадлежит
семейству F если и только если для любой последовательнсти fn ∈ S,
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сходящейся почти всюду на E к функции f ∈M(E), выполнено вло-
жение f ∈ F. Рассмотрим теперь дополнения в M(E) всевозможных
множеств из F, определив тем самым семейство

τп.в. =
{
M(E)\S

∣∣ S ∈ F
}
.

Определённое таким образом семейство τ образует в M(E) тополо-
гию. Действительно, вложения ∅ ∈ τ и M(E) ∈ τп.в. очевидны. Для
любого подсемейства P ⊂ τ рассмотрим объединение всех множеств
из P — множество

V =
⋃
U∈P

U.

Покажем, что V ∈ τп.в., что равносильно вложению в семейство F

его дополнения — множества

S = M(E)\V =
⋂
U∈P

M(E)\U.

Пусть последовательность fn ∈ S сходится почти всюду на E к функ-
ции f ∈M(E). Тогда для любого U ∈ P имеем

fn ∈M(E)\U ∈ F ⇒ f ∈M(E)\U,

то есть f ∈ S. Следовательно, S ∈ F, что и требовалось.
Далее, для любого конечного набора множеств U1, . . . , UN из τп.в.

покажем, что их пересечение

W =

N⋂
k=1

Uk ∈ τп.в..

Это равносильно вложению в семейство F его дополнения — множе-
ства

S = M(E)\W =

N⋃
k=1

M(E)\Uk.

Пусть последовательность fn ∈ S сходится почти всюду на E к
функции f ∈ M(E). Тогда существует номер k ∈ 1, N , такой, что
в множестве M(E)\Uk содержится бесконечное количество элемен-
тов последовательности fn. Следовательно, существует подпоследо-
вательность fns ∈ Uk при всех s ∈ N. Так как подпоследовательность
fns также сходится почти всюду на E к той же функции f , то для
любого s ∈ N имеем

fns ∈M(E)\Uk ∈ F ⇒ f ∈M(E)\Uk,
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то есть f ∈ S. Следовательно, S ∈ F, что и требовалось.
Итак, τп.в. — топология в M(E), порождённая определением схо-

димости почти всюду на E. Нетрудно увидеть, что сходимость после-
довательности fn ∈ M(E) почти всюду на E к функции f ∈ M(E)
влечёт сходимость fn к f по топологии τп.в., то есть

fn
п.в.→ f ⇒ fn

τ→ f.

Действительно, если бы это было не так, то нашлась бы окрестность
U(f) ∈ τ функции f , такая, что бесконечное количество элемен-
тов последовательности fn не принадлежит U(f). Это означает, что
найдётся подпоследовательность

fns ∈M(E)\U(f) ∈ F.

Так как подпоследовательность fns также почти всюду на E схо-
дится к f , то получаем вложение f ∈M(E)\U(f), которое очевидно
противоречит вложению f ∈ U(f).

Пусть теперь µ(E) < +∞. В этом случае, как показано в утвер-
ждении 4.3.49, на множестве M(E) определена метрика ρ, сходи-
мость по которой последовательности из M(E) равносильна сходи-
мости по мере. Покажем, что имеет место равенство

τп.в. = τρ.

Рассмотрим произвольное множество U ∈ τп.в.. Тогда его допол-
нение S = M(E)\U ∈ F. Покажем, что множество S является ρ–
замкнутым. Рассмотрим произвольную f ∈ [S]ρ. Тогда существует
последовательность fn ∈ S, такая, что

ρ(fn, f)→ 0 при n→∞.

В силу утверждения 4.3.49, это равносильно сходимости fn к f по ме-
ре. По пункту 3 утверждения 4.3.45, существует подпоследователь-
ность fns , сходящаяся к f почти всюду на E. Так как fns ∈ S ∈ F,
то отсюда получаем вложение f ∈ S. Следоательно, S является ρ–
замкнутым, что означает вложение

U = M(E)\S ∈ τρ.

Таким образом доказано вложение τп.в. ⊂ τρ.
Теперь рассмотрим произвольное множество V ∈ τρ. Тогда его

дополнение S = M(E)\V является ρ–замкнутым. Покажем, что вы-
полнено вложение S ∈ F. Для этого рассмотрим последовательность
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fn ∈ S, сходящуюся почти всюду на E к функции f ∈ M(E). По
пункту 1 утверждения 4.3.45, последовательность fn сходится к f
и по мере, что равносильно сходимости последовательности fn к f
по метрике ρ в силу утверждения 4.3.49. Но тогда f ∈ S в силу
ρ–замкнутости S. Следовательно, S ∈ F, что означает вложение

U = M(E)\S ∈ τп.в..

Таким образом доказано обратное вложение τρ ⊂ τп.в.. �

З ам е ч а н и е 4.3.51. Пусть множество E ∈ M, и существует
последовательность fn ∈ M(E), сходящаяся к некоторой функции
f ∈M(E) по мере и не сходящаяся к ней почти всюду на E (см. при-
мер 4.3.47). Тогда в M(E) не существует топологии τ , сходимость
по которой последовательности из M(E) была бы равносильна схо-
димости почти всюду. Действительно, предположив противное, рас-
смотрим топологию τ в M(E), такую, что для последовательности
hn ∈M(E) и функции h ∈M(E) выполнено

hn
τ→ h ⇔ hn

п.в.→ h при n→∞.

Тогда, так как последовательность fn не сходится к f почти всюду,
то она не сходится к f и по топологии τ . Следовательно, существует
окрестность U(f) ∈ τ функции f , такая, что бесконечно много эле-
ментов последовательности fn не принадлежит U(f). То есть можно
выбрать подпоследовательность

fns 6∈ U(f) ∀ s ∈ N.

Так как последовательность fn сходится к f по мере, то её подпосле-
довательность fns также является сходящейся по мере к f . Тогда,
в силу пункта 3 утверждения 4.3.45, существует подпоследователь-
ность fns` , сходящаяся к f почти всюду. Следовательно,

∃L ∈ N ∀ ` > L ↪→ fns` ∈ U(f).

Но, по построению подпоследовательности fns , выполнено противо-
положное соотношение

fns` 6∈ U(f) ∀ ` ∈ N.

Получили противоречие. �
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4.4. Пространство Lp

Далее в этом параграфе рассматриваем измеримое пространство
(X,M, µ) и множество E ∈M.

Опр е д е л е н и е 4.4.1. Для любого числа p > 1 множеством
Lp(E) назовём совокупность классов эквивалентных на множестве
E измеримых функций f :E → R ∪ {±∞}, таких, что

|f |p ∈ L(E).

З ам е ч а н и е 4.4.2. Договоримся, что вложение f ∈ Lp(E)
означает, что выбрана произвольная измеримая на E функция f ви-
да |f |p ∈ L(E) из некоторого класса эквивалентных на множестве
E измеримых функций, входящего во множество Lp(E). Функции,
находящиеся в одном классе эквивалентности из Lp(E), будем назы-
вать равными.

Пусть функция g определена на измеримом множестве G ⊂ E ви-
да µ(E\G) = 0 (т. е. почти всюду на E), измерима и |g|p ∈ L(G) . Бу-
дем считать её элементом Lp(E) в следующем смысле: доопределим
функцию g произвольным образом на множестве E\G нулевой ме-
ры. Получим в силу утверждения 4.2.13 измеримую на E функцию,
принадлежащую в силу утверждения 4.3.23 и утверждения 4.3.27
множеству Lp(E). При этом при различных способах доопределения
g на E\G получаются эквивалентные на E функции, т. е. это эле-
менты одного класса эквивалентности из Lp(E). �

Утв е ржд е н и е 4.4.3. Множество Lp(E) является линейным
пространством.

Док а з а т е л ь с т в о. Нулём в Lp(E) будем считать класс из-
меримых функций, эквивалентных на E нулевой функции. Для лю-
бой функции f ∈ Lp(E) и числа α 6= 0 в силу утверждения 4.3.22
получаем

|αf |p = |α|p|f |p ∈ L(E),

т. е. αf ∈ Lp(E). Вложение |f |p ∈ L(E) в силу утверждения 4.3.15
означает, что функция f почти всюду конечна на E. Следовательно,
для почти всех x ∈ E определено произведение 0f(x) = 0. Таким
образом, определённая почти всюду на E функция 0f эквивалентна
на E нулевой функции, т. е. функция 0f равна нулю в Lp(E).
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Пусть f1 ∈ Lp(E) и f2 ∈ Lp(E). Тогда существует множество
E0 ⊂ E, такое, что

µ(E\E0) = 0,

а функции f1 и f2 конечны на E0. Тогда на множестве E0, т. е. почти
всюду на E, определена измеримая функция f = f1 + f2. Покажем,
что справедливо вложение

|f |p ∈ L(E),

которое в силу утверждения 4.3.14 равносильно вложению

|f |p ∈ L(E0).

Так как выполнено неравенство

|f(x)| 6 |f1(x)|+ |f2(x)| ∀x ∈ E0,

то, в силу утверждения 4.3.17, достаточно показать вложение(
|f1|+ |f2|

)p ∈ L(E0).

Для всех x ∈ E0 имеем:

|f1(x)|+ |f2(x)| 6 2 max
{
|f1(x)|, |f2(x)|

}
.

Следовательно,(
|f1(x)|+ |f2(x)|

)p
6 2p max

{
|f1(x)|p, |f2(x)|p

}
6

6 2p
(
|f1(x)|p + |f2(x)|p

)
.

Отсюда получаем, что∫
E0

(
|f1|+ |f2|

)p
dµ 6 2p

∫
E0

(
|f1|p + |f2|p

)
dµ =

= 2p

∫
E

|f1|p dµ+

∫
E

|f2|p dµ

 < +∞,

что и требовалось. �

342



Опр е д е л е н и е 4.4.4. Для любой функции f ∈ Lp(E) нор-
мой f назовём число

‖f‖p = p

√√√√∫
E

|f |p dµ.

Утв е ржд е н и е 4.4.5. (неравенство Гёльдера) Пусть чис-
ло p > 1, а число q = p

p−1 , то есть

1

p
+

1

q
= 1.

Пусть функция f ∈ Lp(E), а функция g ∈ Lq(E). Тогда справедливо
неравенство

‖fg‖1 6 ‖f‖p ‖g‖q.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем следующее вспомога-
тельное неравенство: для любых чисел a > 0 и b > 0 выполнено

ab 6
ap

p
+
bq

q
(∗).

Если одно из чисел a или b нулевое, то неравенство очевидно. Пусть
a > 0 и b > 0. В силу вогнутости функции ln(t) на луче t > 0, имеем
неравенство

ln

(
ap

p
+
bq

q

)
>

ln ap

p
+

ln bq

q
= ln a+ ln b = ln(ab).

Так как функция ln(t) строго возрастает при t > 0, то отсюда сразу
получаем неравенство (∗).

Вернёмся к доказательству неравенства Гёльдера. Если ‖f‖p = 0
или ‖g‖q = 0, то функция fg равна нулю почти всюду на E. Тогда
‖fg‖1 = 0, и неравенство выполнено. Пусть ‖f‖p > 0 и ‖g‖q > 0
Определим неотрицательные функции

φ =
|f |
‖f‖p

, ψ =
|g|
‖g‖q

.

Тогда ‖φ‖p = 1 и ‖ψ‖q = 1, а доказываемое неравенство равносильно∫
E

φψ dµ 6 1.
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Так как функции φp и ψq интегрируемы по Лебегу на множестве
E, то, в силу утверждения 4.3.15, они почти всюду конечны на E.
Следовательно, для почти всех x ∈ E, значения φ(x) и ψ(x) являются
неотрицательными числами. Применяя неравенство (∗), для почти
всех x ∈ E получаем неравенство

φ(x)ψ(x) 6
φp(x)

p
+
ψq(x)

q
,

интегрируя которое по множеству E, получаем∫
E

φψ dµ 6
1

p

∫
E

φp dµ+
1

q

∫
E

ψq dµ =
‖φ‖pp
p

+
‖ψ‖qq
q

=
1

p
+

1

q
= 1,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.4.6. (неравенство Юнга) Пусть функ-
ция f :E × E → [0,+∞] измерима, а функция g:E → [0,+∞] имеет
вид

g(x) =

∫
E

f(x, y) dµ(y), x ∈ E.

Пусть g ∈ Lp(E), то есть∫
X

gp(x) dµ(x) < +∞.

Тогда справедливо неравенство

‖g‖p 6
∫
E

‖f(·, y)‖p dµ(y).

Док а з а т е л ь с т в о. Если ‖g‖p = 0, то неравенство очевидно.
Поэтому далее считаем, что

‖g‖p > 0.

Если p = 1, то доказываемое неравенство является равенством:

‖g‖1 =

∫
E

∫
E

f(x, y) dµ(y)

 dµ(x) =

=

∫
E

∫
E

f(x, y) dµ(x)

 dµ(y) =

∫
E

‖f(·, y)‖1 dµ(y).
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Поэтому далее считаем p > 1. Определим число q > 1 по формуле

q =
p

p− 1
, то есть

1

p
+

1

q
= 1.

Определим функцию h:E → [0,+∞] по формуле

h(x) = gp−1(x), x ∈ E.

Тогда
hq(x) = gp(x) = g(x)h(x) ∀x ∈ E.

В частности,
‖h‖q = ‖g‖p/qp = ‖g‖p−1

p < +∞,
то есть h ∈ Lq(E). Для любого y ∈ E имеем∫
E

f(x, y)h(x) dµ(x) = ‖f(·, y)h(·)‖1 6

6 ‖f(·, y)‖p ‖h‖q = ‖f(·, y)‖p ‖g‖p−1
p .

Действительно, если
‖f(·, y)‖p < +∞,

то это неравенство сразу следует из неравенства Гёльдера (утвер-
ждение 4.4.5). Если же имеет место

‖f(·, y)‖p = +∞,

то в силу ‖g‖p > 0 это неравенство очевидно. Тогда, получаем:

‖g‖pp =

∫
E

gp(x) dµ(x) =

∫
E

g(x)h(x) dµ(x) =

=

∫
E

∫
E

f(x, y)h(x) dµ(y)

 dµ(x)
теорема Фубини

=

=

∫
E

∫
E

f(x, y)h(x) dµ(x)

 dµ(y) 6

6
∫
E

‖f(·, y)‖p ‖h‖q dµ(y) =

∫
E

‖f(·, y)‖p ‖g‖p−1
p dµ(y),

откуда делением на ‖g‖p−1
p и следует доказываемое неравенство. �
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Утв е ржд е н и е 4.4.7. (неравенство Минковского) Для
любого числа p > 1 и любых функций f ∈ Lp(E) и g ∈ Lp(E) спра-
ведливо неравенство

‖f + g‖p 6 ‖f‖p + ‖g‖p.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как функции f и g почти всюду ко-
нечны на E, то

|f(x) + g(x)| 6 |f(x)|+ |g(x)| для п. в. x ∈ E.

Следовательно, при p = 1 сразу получаем неравенство:

‖f + g‖1 =

∫
E

|f + g| dµ 6
∫
E

(
|f |+ |g|

)
dµ = ‖f‖1 + ‖g‖1.

Пусть теперь p > 1, и число q = p
p−1 . Заметим, что∫

E

|f + g|(p−1)q dµ =

∫
E

|f + g|p dµ < +∞,

так как f+g ∈ Lp(E) в силу утверждения 4.4.3. Поэтому справедливо
вложение

|f + g|p−1 ∈ Lq(E).

Тогда, применяя неравенство Гёльдера (утверждение 4.4.5), получа-
ем

‖f + g‖pp =

∫
E

|f + g|p dµ =

∫
E

|f + g|p−1 |f + g| dµ =

=

∫
E

|f + g|p−1 |f | dµ+

∫
E

|f + g|p−1 |g| dµ

неравенство
Гёльдера
6

6
∥∥|f + g|p−1

∥∥
q
‖f‖p +

∥∥|f + g|p−1
∥∥
q
‖g‖p =

= ‖f + g‖p/qp

(
‖f‖p + ‖g‖p

)
= ‖f + g‖p−1

p

(
‖f‖p + ‖g‖p

)
.

Следовательно,
‖f + g‖p 6 ‖f‖p + ‖g‖p,

что и требовалось. �
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Утв е ржд е н и е 4.4.8. Норма ‖ · ‖p в пространстве Lp(E)
удовлетворяет аксиомам нормы из определения 3.1.1 нормирован-
ного пространства.

Док а з а т е л ь с т в о. Ясно, что для любого f ∈ Lp(E) и числа
α выполнены соотношения ‖f‖p > 0 и ‖αf‖p = |α| ‖f‖p. Неравенство
треугольника (это неравенство Минковского)

‖f1 + f2‖p 6 ‖f1‖p + ‖f2‖p

для любых f1, f2 ∈ Lp(E) доказано в утверждении 4.4.7. Наконец,
если для f ∈ Lp(E) выполнено

‖f‖p = 0,

то, в силу утверждения 4.3.30, получаем

|f |p = 0 почти всюду на E.

Следовательно, f = 0 почти всюду на E, т. е. f является нулём в
пространстве Lp(E). �

Те о р ем а 4.4.9. Линейное нормированное пространство Lp(E)
является полным.

Рассмотрим два способа доказательства этой теоремы. Первый
способ «в лоб» для любой фундаментальной последовательности про-
странства Lp(E) предъявляет её предел в Lp(E). Второй способ ис-
пользует критерий полноты линейного нормированного простран-
ства — утверждение 3.1.27 о сходимости в нормированном простран-
стве любого абсолютно сходящегося ряда.

Док а з а т е л ь с т в о. Первый способ. Рассмотрим произволь-
ную фундаментальную в пространстве Lp(E) последовательность
{fm}∞m=1. Для любого m ∈ N определим множество

Em =
{
x ∈ E

∣∣ |fm(x)| = +∞
}
.

Тогда, в силу утверждения 4.3.15, имеем равенство µ(Em) = 0. Тогда

µ

( ∞⋃
m=1

Em

)
6
∞∑
m=1

µ(Em) = 0.
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Определим измеримое множество

E0 = E
∖ ∞⋃
m=1

Em.

Тогда µ(E\E0) = 0. При этом для любого m ∈ N выполнено нера-
венство

|fm(x)| < +∞ ∀x ∈ E0.

По определению фундаментальности последовательности fm в про-
странстве Lp(E), имеем

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀m,n > N(ε) ⇒

⇒
∫
E

|fn − fm|p dµ =

∫
E0

|fn − fm|p dµ 6 ε.

В силу неравенства Чебышева (это утверждение 4.3.29), для всех
n,m > N(εp+1) получаем

µ
{
x ∈ E0

∣∣ |fn(x)− fn+m(x)| > ε
}

=

= µ
{
x ∈ E0

∣∣ |fn(x)− fn+m(x)|p > εp
}
6

6
1

εp

∫
E0

|fn − fm|p dµ 6 ε.

Для любого k ∈ N положим εk = 2−k. Рассмотрим строго возраста-
ющую последовательность натуральных чисел следующего вида:

n1 = N
(
(ε1)p+1

)
, nk+1 = max

{
N
(
(εk+1)p+1

)
, nk + 1

}
.

Получаем подпоследовательность fnk последовательности fm, для
которой выполнено

µ
{
x ∈ E0

∣∣ |fnk(x)− fnk+1
(x)| > εk

}
6 εk ∀ k ∈ N.

Рассмотрим множество

Fk =
{
x ∈ E0

∣∣ |fnk(x)− fnk+1
(x)| > εk

}
, k ∈ N.

Тогда
µFk 6 εk ∀ k ∈ N.
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Определим измеримую функцию ψ:E0 → [0,+∞] по формуле

ψ(x) =

∞∑
k=1

δFk(x), x ∈ E0.

Тогда по теореме 4.3.32 Б. Леви о монотонной сходимости, имеем∫
E0

ψ dµ =

∫
E0

(
lim
M→∞

M∑
k=1

δFk

)
dµ = lim

M→∞

∫
E0

(
M∑
k=1

δFk

)
dµ =

= lim
M→∞

M∑
k=1

∫
E0

δFk dµ =

∞∑
k=1

µ(Fk) 6
∞∑
k=1

εk = 1.

Следовательно, ψ ∈ L(E0). Тогда в силу утверждения 4.3.15 получа-
ем, что

ψ(x) < +∞ для п. в. x ∈ E0.,

то есть существует измеримое множество F0 ⊂ E0 меры нуль, такое,
что

ψ(x) < +∞ ∀x ∈ E0\F0.

Заметим, что неравенство ψ(x) < +∞ равносильно тому, что этот x
может принадлежать не более чем конечному набору множеств Fk
при k ∈ N. Тогда

∀x ∈ E0\F0 ∃K(x) ∈ N ∀ k > K(x) ⇒ x 6∈ Fk,

то есть для каждого x ∈ E0\F0 при всех k > K(x) выполнено нера-
венство

|fnk(x)− fnk+1
(x)| 6 εk.

Тогда для любого x ∈ E0\F0, любых k > K(x) и s ∈ N получаем

|fnk(x)−fnk+s(x)| 6
k+s−1∑
r=k

|fnr (x)−fnr+1
(x)| 6

k+s−1∑
r=k

εr <

∞∑
r=k

εr = εk−1.

Так как εk−1 → 0 при k → ∞, то отсюда следует, что для всех
x ∈ E0\F0, то есть почти всюду на E, последовательность fnk(x)
является фундаментальной числовой последовательностью. Тогда в
силу критерия Коши сходимости числовой последовательности, су-
ществует числовой предел

lim
k→∞

fnk(x) = f(x) ∀x ∈ E0\F0.
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Доопределяя тривиально значения f(x) при x ∈ E\(E0\F0) (то есть
на множестве меры нуль), получаем измеримую функцию f :E → R,
к которой почти всюду на E сходится подпоследовательность fnk .
Так как для любого k ∈ N и для почти всех x ∈ E имеем предельное
соотношение

|fnk(x)− fnk+s(x)|p → |fnk(x)− f(x)|p при s→∞,

и неравенство∫
E

|fnk(x)− fnk+s(x)|p dµ 6 εk ∀ s ∈ N,

то по теореме 4.3.35 Фату получаем∫
E

|fnk(x)− f(x)|p dµ 6 εk → 0 при k →∞.

Следовательно,

‖fnk − f‖p → 0 при k →∞.

Также отсюда для любого k ∈ N следует вложение f − fnk ∈ Lp(E),
которое в свою очередь в силу утверждения 4.4.3 влечёт

f = fnk + (f − fnk) ∈ Lp(E).

Наконец, вспоминаем о фундаментальности последовательности fm
в пространстве Lp(E). Для любого ε > 0 возьмём столь большое
k ∈ N, чтобы

nk > N(ε) и ‖fnk − f‖p 6 ε.

Тогда для любого m > N(ε), применяя неравенство Минковского
(утверждение 4.4.7), получаем

‖fm − f‖p 6 ‖fm − fnk‖p + ‖fnk − f‖p 6 ε+ ε = 2ε.

Следовательно,

‖fm − f‖p → 0 при m→∞,

что и требовалось.
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Второй способ. В силу утверждения 3.1.27 достаточно показать,
что любой абсолютно сходящийся ряд из Lp(E) сходится в Lp(E).
Рассмотрим последовательность

{fm}∞m=1 ⊂ Lp(E),

такую, что
∞∑
m=1

‖fm‖p = M < +∞.

Требуется доказать, что существует элемент g ∈ Lp(E), такой, что
выполнено соотношение∥∥∥∥∥g −

N∑
m=1

fm

∥∥∥∥∥
p

→ 0 при N →∞.

Для любого номераN определим неотрицательную измеримую функ-
цию

SN =

(
N∑
m=1

|fm|

)p
∈ L(E).

Ясно, что для любого x ∈ E и любого номера N выполнено неравен-
ство

SN (x) 6 SN+1(x).

Следовательно, последовательность SN является поточечно сходя-
щейся на E к функции F :E → [0,+∞], определяемой равенством

F (x) = lim
N→∞

SN (x) ∈ [0,+∞] ∀x ∈ E.

При этом, в силу неравенства треугольника для нормы в Lp(E), для
любого N получаем неравенство

p

√√√√∫
E

SN dµ =

∥∥∥∥∥
N∑
m=1

|fm|

∥∥∥∥∥
p

6
N∑
m=1

‖fm‖p 6M.

Тогда, по теореме 4.3.32 Б. Леви , приN →∞ получаем соотношение∫
E

SN dµ→
∫
E

F dµ 6Mp.

Следовательно, справедливо вложение

F ∈ L(E),
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которое, в силу утверждения 4.3.15, означает конечность почти всю-
ду на множестве E значений функции F . Тогда для почти всех x ∈ E
ряд

∞∑
m=1

|fm(x)| = p
√
F (x) < +∞.

Следовательно, для почти всех x ∈ E числовой ряд
∞∑
m=1

fm(x)

сходится к некоторому числовому значению g(x), причём

|g(x)| 6 p
√
F (x) < +∞.

Определённая таким образом почти всюду на E измеримая функция
g удовлетворяет для почти всех x ∈ E неравенству

|g(x)|p 6 F (x).

Так как F ∈ L(E), то в силу утверждения 4.3.21 получаем

|g|p ∈ L(E), т. е. g ∈ Lp(E).

Для почти всех x ∈ E имеем при N →∞ соотношение∣∣∣∣∣g(x)−
N∑
m=1

fm(x)

∣∣∣∣∣
p

→ 0

и для всех N неравенство∣∣∣∣∣g(x)−
N∑
m=1

fm(x)

∣∣∣∣∣
p

6

(
|g(x)|+

N∑
m=1

|fm(x)|

)p
6

6
(
p
√
F (x) + p

√
F (x)

)p
= 2pF (x).

Следовательно, по теореме 4.3.38 Лебега об ограниченной сходимо-
сти, при N →∞ получаем∥∥∥∥∥g −

N∑
m=1

fm

∥∥∥∥∥
p

= p

√√√√√∫
E

∣∣∣∣∣g(x)−
N∑
m=1

fm(x)

∣∣∣∣∣
p

→ 0,

что и требовалось. �
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Те о р ем а 4.4.10. Пусть X = Rn, E — кольцо клеточных мно-
жеств в Rn, M(µ) — σ-кольцо измеримых по Лебегу множеств в Rn,
построенное по кольцу E. Пусть множество E ∈M(µ). Тогда множе-
ство

CLp(E) =
{
h:E → R

∣∣ |h|p ∈ L(E) и h ∈ C(E)
}

является всюду плотным в пространстве Lp(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого f ∈ Lp(E) в силу утвержде-
ния 4.3.7 существует последовательность простых измеримых на E
функций sm, такая, что на E выполнены неравенства

0 6 (sm)+ 6 f+, 0 6 (sm)− 6 f−,

а при m→∞ справедливы соотношения

(sm)+ → f+, (sm)− → f−.

Тогда на множестве E имеем неравенство

|sm| = (sm)+ + (sm)− 6 f+ + f− = |f |.

Так как |f |p ∈ L(E), то по утверждению 4.3.15 функция f почти
всюду конечна на E. Следовательно, почти всюду на E получаем
соотношение

|f − sm| 6
(
f+ − (sm)+

)
+
(
f− − (sm)−

)
→ 0 при m→∞.

Отсюда почти всюду на E при m→∞ получаем

|f − sm|p → 0.

Так как для любого m ∈ N на E имеем также неравенство

|f − sm|p 6
(
|f |+ |sm|

)p
6 2p|f |p ∈ L(E),

то, по теореме 4.3.38, при m→∞ получаем соотношение

‖f − sm‖p = p

√√√√∫
E

|f − sm|p dµ→ 0.

Следовательно, для любого ε > 0 существует m(ε) ∈ N, такое, что
справедливо неравенство

‖f − sm(ε)‖p 6 ε.
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По замечанию 4.3.3, для простой измеримой функции sm(ε) суще-
ствуют различные числа {ck}Nk=1 и попарно непересекающиеся изме-
римые множества {Ek}Nk=1, такие, что

E =

N⋃
k=1

Ek,

а для любого x ∈ E выполнено

sm(ε)(x) =

N∑
k=1

ckδEk(x).

В силу регулярности меры Лебега (см. теорему 4.1.35), для любого
δ > 0 и любого k ∈ 1, N существуют замкнутое множество Fk ⊂ Rn
и открытое множество Gk ⊂ Rn, такие, что выполнены вложения

Fk ⊂ Ek ⊂ Gk

и неравенства

µ(Gk\Ek) 6 δ и µ(Ek\Fk) 6 δ.

Для любого множества A ⊂ Rn определим функцию расстояния
от любого вектора x ∈ Rn до множества A следующим образом:

ρ(x,A) = inf
a∈A
|x− a|.

Тогда для любых x, y ∈ Rn получаем неравенство

ρ(x,A) 6 inf
a∈A

(
|y − a|+ |x− y|

)
= ρ(y,A) + |x− y|.

Следовательно, справедливо неравенство∣∣ρ(x,A)− ρ(y,A)
∣∣ 6 |x− y|.

Таким образом, функция x 7→ ρ(x,A) удовлетворяет на Rn условию
Липшица с константой единица и, в частности, является непрерыв-
ной на Rn.

Для любого k ∈ 1, N определим функцию hk:E → R следующим
образом:

hk(x) =
ρ(x,Gck)

ρ(x,Gck) + ρ(x, Fk)
, x ∈ E.
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Следовательно,

0 6 hk(x) 6 1 ∀x ∈ E,

hk(x) = 1 ∀x ∈ Fk,

hk(x) = 0 ∀x 6∈ Gk.

Так как множества Gck и Fk являются замкнутыми и непересекаю-
щимися (в силу Fk ⊂ Gk), то для любого x ∈ E знаменатель

ρ(x,Gck) + ρ(x, Fk) > 0.

Тогда, в силу показанной выше непрерывности функции расстояния
от точки x ∈ Rn до любого множества A ⊂ Rn, получаем, что функ-
ция hk непрерывна на E. Определим непрерывную на множестве E
функцию

h(x) =

N∑
k=1

ckhk(x), x ∈ E.

Тогда для любого k ∈ 1, N и любого x ∈ Fk выполнено равенство

h(x) = ck = sm(ε)(x).

Тогда, выбрав

δ =
εp

N∑
m=1
|2ck|p + 1

,

в силу теоремы 4.3.25, получаем соотношения∫
E

|h− sm(ε)|p dµ =

N∑
k=1

∫
Ek

|h− sm(ε)|p dµ =

=

N∑
k=1

∫
Ek\Fk

|ck|p|hk − 1|p dµ 6
N∑
m=1

|2ck|pµ(Ek\Fk) 6

6

(
N∑
m=1

|2ck|p
)
δ 6 εp.

Таким образом, получаем неравенство

‖h− sm(ε)‖p 6 ε.
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Следовательно, справедливо вложение

h ∈ Lp(E) ⇒ h ∈ CLp(E),

и неравенство
‖f − h‖p 6 2ε,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 4.4.11. Пусть X = Rn, E — кольцо клеточных
множеств в Rn, M(µ) — σ-кольцо измеримых по Лебегу множеств
в Rn, построенное по кольцу E. Пусть множество E ∈ M(µ) имеет
положительную меру. Тогда линейное нормированное пространство
CLp(E) неполно, а его пополнением является пространство Lp(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как по теореме 4.4.9 пространство
Lp(E) полное, а его подпространство CLp(E) по теореме 4.4.10 всюду
плотно в нём, то неполнота пространства CLp(E) следует из непу-
стоты «зазора»

Lp(E)\CLp(E).

Покажем, что существует элемент

f ∈ Lp(E)\CLp(E),

т. е. предъявим измеримую на E функцию f , такую, что |f |p инте-
грируема по Лебегу на E, а в классе эквивалентных ей измеримых
на E функций нет функции, непрерывной на множестве E.

В силу регулярности меры Лебега (см. теорему 4.1.35) и поло-
жительности меры множества E, существует замкнутое множество
F ⊂ E положительной меры. Для любого m ∈ N определим компакт

Fm = F ∩Bm(0).

Так как
∞⋃
m=1

Fm = F,

то неравенство µ(F ) > 0 влечёт существование номера m0, такого,
что µ(Fm0) > 0.

Покажем, что существует точка x0 ∈ Fm0 , такая, что для любого
ε > 0 справедливо неравенство

µ(Fm0
∩Bε(x0)) > 0.
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Предположим противное. Тогда для любого x ∈ Fm0
существует чис-

ло ε(x) > 0, такое, что множество Fm0∩Bε(x)(x) имеет нулевую меру.
Следовательно, его подмножество

Fm0
∩Oε(x)(x)

тоже является множеством меры нуль. Таким образом, получили от-
крытое прокрытие

P = { Oε(x)(x) | x ∈ Fm0 }

компакта Fm0
, которое, в силу компактности Fm0

, имеет конечное
подпокрытие

{ Oε(xk)(xk) }Kk=1

для подходящих точек x1, . . . , xK ∈ Fm0
. Но тогда получаем:

Fm0
⊂

K⋃
k=1

Oε(xk)(xk), ⇒ Fm0
=

K⋃
k=1

(
Fm0

∩Oε(xk)(xk)
)
.

Следовательно, множество положительной меры Fm0
представлено в

виде конечного объединения множеств нулевой меры, что, очевидно,
невозможно. Полученное противоречие доказывает существование
искомой точки

x0 ∈ Fm0
.

Для любого ε > 0 рассмотрим множество

Sε = Fm0
∩Bε(x0).

По построению имеем:

0 < µ(Sε) 6 µ(Bε(x0)) ∼ εn → 0 при ε→ +0.

Ясно, что при ε1 > ε2 > 0 выполнено вложение

Sε1 ⊃ Sε2 .

Поэтому существует строго убывающая бесконечно малая последо-
вательность положительных чисел εk, такая, что для любого k ∈ N
выполнены неравенства

0 < µ(Sεk+1
) 6 1

2 µ(Sεk)

и
µ(Sεk\Sεk+1

) = µ(Sεk)− µ(Sεk+1
) > 1

2 µ(Sεk) > 0.
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Следовательно, для всех k ∈ N справедливо неравенство

Sεk\Sεk+1
6= ∅.

Определим, наконец, функцию f :E → R следующим образом:

f(x) =

 0, x ∈ E\Sε1 или x = x0

(−1)k, x ∈ Sεk\Sεk+1
∀ k ∈ N.

Измеримость функции f следует из измеримости множеств Sεk для
любого k ∈ N. Далее получаем:∫

E

|f |p = µ(Sε1) 6 µ(Bε1(x0)) < +∞,

поэтому f ∈ Lp(E). Пусть теперь измеримая на E функция g эквива-
лентна f . Следовательно, в силу положительности меры множества
Sεk\Sεk+1

, выполнено равенство

g(x) = (−1)k для почти всех x ∈ Sεk\Sεk+1
.

Поэтому
∃xk ∈ Sεk\Sεk+1

: g(xk) = (−1)k.

Так как
|xk − x0| 6 εk → +0 при k →∞,

а g(xk) = (−1)k не имеет предела при k →∞, то получаем, что функ-
ция g разрывна в точке x0. Таким образом, в классе измеримых на
E функций, эквивалентных функции f , отсутствует непрерывная на
E функция. Поэтому, справедливо вложение f ∈ Lp(E)\CLp(E), что
и требовалось показать для доказательства неполноты пространства
CLp(E).

Наконец, так как неполное пространство CLp(E) всюду плотно
в полном пространстве Lp(E), то отсюда немедленно получаем, что
пополнением CLp(E) является Lp(E). �

Сл е д с т в и е 4.4.12. Пусть X = R, а M(µ) — σ-кольцо изме-
римых по Лебегу множеств в R, построенное по кольцу клеточных
множеств из R. Пусть числа a и b таковы, что a < b. Тогда простран-
ство Lp[a, b] является сепарабельным.
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Док а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что для отрез-
ка [a, b] справедливо равенство C[a, b] = CLp[a, b]. Действительно,
на отрезке [a, b] любая непрерывная функция g ограничена, поэто-
му функция |g|p тоже ограничена и непрерывна на [a, b], и, следо-
вательно, |g|p ∈ L[a, b]. Рассмотрим множество P — совокупность
всех многочленов с рациональными коэффициентами. Очевидно, что
множество P счётно и содержится в пространстве Lp[a, b]. Рассмот-
рим произвольную функцию f ∈ Lp[a, b] и произвольное число ε > 0.
По теореме 4.4.10 существует функция h ∈ C[a, b], такая, что выпол-
нено неравенство ‖f − h‖p < ε. Далее, по теореме Вейерштрасса о
равномерном приближении непрерывной на отрезке функции мно-
гочленом, существует многочлен с вещественными коэффициентами
вида

ϕ(x) = a0 +

N∑
k=1

akx
k ∀x ∈ R,

такой, что
max
x∈[a,b]

|h(x)− ϕ(x)| = ‖h− ϕ‖c < ε.

Пусть числа

M0 = 1 и Mk = max
x∈[a,b]

|x|k для любого k ∈ 1, N.

Определим положительное число

δ =
ε

N∑
k=0

Mk

.

Для любого k ∈ 0, N существует рациональное число rk, такое, что

|rk − ak| < δ.

Рассмотрим многочлен с рациональными коэффициентами вида

ψ(x) = r0 +

N∑
k=1

rkx
k ∀x ∈ R.

Тогда получаем:

‖ϕ− ψ‖c 6
N∑
k=0

|ak − rk|Mk < δ

N∑
k=0

Mk = ε.
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Таким образом, справедливы неравенства

‖h− ψ‖c 6 ‖h− ϕ‖c + ‖ϕ− ψ‖c < 2ε.

Имеем оценки:

‖f − ψ‖p 6 ‖f − h‖p + ‖h− ψ‖p 6

6 ‖f − h‖p + ‖h− ψ‖c p
√
b− a < ε

(
1 + 2

p
√
b− a

)
.

Следовательно, счётное множество P является всюду плотным в про-
странстве Lp[a, b], т. е. сепарабельность Lp[a, b] доказана. �

Сл е д с т в и е 4.4.13. Пусть X = R, а M(µ) — σ-кольцо изме-
римых по Лебегу множеств в R, построенное по кольцу клеточных
множеств из R. Тогда пространство Lp(R) является сепарабельным.

Док а з а т е л ь с т в о. Для произвольного n ∈ N пространство
Lp[−n, n] сепарабельно в силу следствия 4.4.12. Пусть множество
Pn ⊂ Lp[−n, n] — счётное и всюду плотное в Lp[−n, n]. Определим
множество Sn, которое состоит из всех функций, полученных про-
должением функций множества Pn нулём за пределы отрезка [−n, n],
то есть

h ∈ Sn ⇔ hδ[−n,n] ∈ Pn и hδR\[−n,n] = 0.

Тогда очевидно вложение Sn ⊂ Lp(R) для любого n ∈ N. Следова-
тельно, множество

S =

∞⋃
n=1

Sn ⊂ Lp(R),

и S является счётным как счётное объединение счётных множеств.
Покажем, что S всюду плотно в Lp(R). Рассмотрим произвольную
функцию f ∈ Lp(R) и число ε > 0. Так как

lim
n→∞

∫
[−n,n]

|f |p dµ =

∫
R

|f |p dµ,

то существует nε ∈ N, такой, что∫
R\[−nε,nε]

|f |p dµ < εp.
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Так как множество Pnε всюду плотно в пространстве Lp[−nε, nε], то
существует функция g ∈ Pnε , такая, что∫

[−nε,nε]

|f − g|p dµ < εp.

Определим функцию h ∈ Snε , продолжив функцию g нулём за пре-
делы отрезка [−nε, nε], то есть

hδ[−nε,nε] = g и hδR\[−nε,nε] = 0.

Тогда, в силу очевидного равенства

|f − h| = |f − h|δ[−nε,nε] + |f |δR\[−nε,nε],

применяя неравенство Минковского в пространстве Lp(R), получаем

‖f − h‖p 6 p

√√√√ ∫
[−nε,nε]

|f − g|p dµ+ p

√√√√ ∫
R\[−nε,nε]

|f |p dµ < ε+ ε = 2ε.

Следовательно, счётное множество S является всюду плотным в про-
странстве Lp(R), т. е. сепарабельность Lp(R) доказана. �

Сл е д с т в и е 4.4.14. Пусть X = Rn, а M(µ) — σ-кольцо изме-
римых по Лебегу множеств в Rn, построенное по кольцу клеточных
множеств из Rn. Пусть

Cφ(Rn) =
{
h:Rn → R

∣∣ h — непрерывна и финитна на Rn
}
.

Тогда Cφ(Rn) ⊂ Lp(Rn) и всюду плотно в Lp(Rn).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого R > 0 обозначим для крат-
кости

BR =
{
x ∈ Rn

∣∣ |x| 6 R }
замкнутый шар в Rn радиуса R с центром в нуле. Для любой функ-
ции h ∈ Cφ(Rn) существует R > 0, такое, что

h(x) = 0 ∀x ∈ Rn\BR.

Непрерывная в шаре BR функция h ограничена в этом шаре по тео-
реме Вейерштрасса:

∃M > 0 ∀x ∈ BR |f(x)| 6M.
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Тогда получаем, что∫
Rn

|h|p dµ =

∫
BR

|h|p dµ 6Mpµ
(
BR
)
< +∞.

Следовательно, h ∈ Lp(Rn). Таким образом, доказано вложение

Cφ(Rn) ⊂ Lp(Rn).

Рассмотрим произвольную функцию f ∈ Lp(Rn). Так как

lim
R→+∞

∫
BR

|f |p dµ =

∫
Rn

|f |p dµ,

то для любого ε > 0 существует Rε > 0, такое, что∫
Rn\BRε

|f |p dµ < εp.

Так как очевидно вложение f ∈ Lp
(
BRε

)
, то, по теореме 4.4.10, су-

шествует функция g ∈ C
(
BRε

)
= CLp

(
BRε

)
, такая, что∫

BRε

|f − g|p dµ < εp.

Непрерывная в шаре BRε функция g ограничена в этом шаре по
теореме Вейерштрасса:

∃Mε > 0 ∀x ∈ BRε |g(x)| 6Mε.

Выберем число r так, чтобы

0 < r < Rε и µ
(
BRε\BRε−r

)
<

(
ε

Mε

)p
.

Для любого R > 0 определим две специальные функции

ωR(x) =


exp

(
1

|x|−R

)
, |x| < R,

0, |x| > R,
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ψR(x) =


0, |x| 6 R,

exp
(

1
R−|x|

)
, |x| > R.

Очевидно, что выполнены вложения ωR ∈ Cφ(Rn) и ψR ∈ C(Rn).
Рассмотрим функцию—срезку

η(x) =
ωRε(x)

ωRε(x) + ψRε−r(x)
, x ∈ Rn.

Так как ωRε(x) +ψRε−r(x) > 0 для любого x ∈ Rn, то η ∈ C(Rn), а в
силу финитности ωRε , получаем вложение η ∈ Cφ(Rn). Также имеем

η(x) =

 1, |x| 6 Rε − r,

0, |x| > Rε,

0 6 η(x) 6 1 при Rε − r 6 |x| 6 Rε.
Рассмотрим функцию

h(x) =

 η(x)g(x), |x| 6 Rε,

0, |x| > Rε.

Тогда справедливо вложение h ∈ Cφ(Rn), и выполнено неравенство∫
BRε

|g − h|p dµ =

∫
BRε\BRε−r

(1− η)p|g|p dµ 6Mp
ε µ
(
BRε\BRε−r

)
< εp.

Следовательно, применяя неравенство Минковского для Lp
(
BRε

)
,

получаем

p

√√√√ ∫
BRε

|f − h|p dµ 6 p

√√√√ ∫
BRε

|f − g|p dµ+ p

√√√√ ∫
BRε

|g − h|p dµ < ε+ ε = 2ε.

Тогда, используя равенство

|f − h| = |f − h| δBRε + |f | δRn\BRε ,

и применяя неравенство Минковского для Lp(Rn), окончательно на-
ходим, что

‖f − h‖p 6 p

√√√√ ∫
BRε

|f − h|p dµ+ p

√√√√ ∫
Rn\BRε

|f |p dµ < 2ε+ ε = 3ε.
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Утв е ржд е н и е 4.4.15. Пусть X = Rn, а M(µ) — σ-кольцо
измеримых по Лебегу множеств в Rn, построенное по кольцу кле-
точных множеств из Rn. Для любого a ∈ Rn рассматривается отоб-
ражение

Ta:Lp(Rn)→ Lp(Rn)

вида

(Taf)(x) = f(x+ a) для п. в. x ∈ Rn, f ∈ Lp(Rn).

Тогда
lim
a→0
‖Taf − f‖p = 0 ∀ f ∈ Lp(Rn).

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем функцию f ∈ Lp(Rn) и
число ε > 0. В силу следствия 4.4.14, существует финитная непре-
рывная функция g ∈ Cφ(Rn), такая, что

‖f − g‖p < ε.

Для R > 0 обозначим для краткости BR =
{
x ∈ Rn

∣∣ |x| 6 R }
.

В силу финитности g, существует R > 0, такое, что

g(x) = 0 ∀x 6∈ BR.

Финитная непрерывная на Rn функция g является равномерно непре-
рывной на Rn (это простое следствие теоремы Кантора о равномер-
ной непрерывности непрерывной на компакте функции). Тогда

∀ ε > 0 ∃ r(ε) ∈ (0, 1) ∀x ∈ Rn ∀ a ∈ Br(ε) |g(x+ a)− g(x)| 6 ε.

Тогда, применяя неравенства Минковского в Lp(Rn), для любого a ∈

∈ Rn вида |a| 6 r
(

ε
p
√
µ(BR+1)

)
, находим

‖Taf − f‖p 6 ‖Ta(f − g)‖p + ‖g − f‖p + ‖Tag − g‖p =

= 2‖f − g‖p + ‖Tag − g‖p <

< 2ε+ p

√√√√ ∫
BR+1

|Tag − g|p dµ 6 2ε+ p

√√√√ ∫
BR+1

εp

µ(BR+1)
dµ = 3ε,

что и требовалось. �
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Сл е д с т в и е 4.4.16. (теорема Римана об осцилляции)
Пусть X = Rn, а M(µ) — σ-кольцо измеримых по Лебегу множеств
в Rn, построенное по кольцу клеточных множеств из Rn. Тогда для
любой функции f ∈ L1(Rn) выполнено

lim
|y|→∞

∫
Rn

f(x) sin(x, y) dµ(x) = 0.

Здесь (x, y) =
n∑
k=1

xk yk — скалярное произведение x ∈ Rn и y ∈ Rn.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого нетривиального y ∈ Rn име-
ем ∫

Rn

f(x) sin(x, y) dµ(x) = −
∫
Rn

f(x) sin
(
(x, y)− π

)
dµ(x) =

= −
∫
Rn

f(x) sin
(
x− πy

|y|2 , y
)
dµ(x) = −

∫
Rn

f
(
x+ πy

|y|2

)
sin(x, y) dµ(x).

Следовательно, получаем∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x) sin(x, y) dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

f(x) sin(x, y) dµ(x)−
∫
Rn

f
(
x+ πy

|y|2

)
sin(x, y) dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

(
f(x)− f

(
x+ πy

|y|2

))
sin(x, y) dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ 6
6

1

2

∫
Rn

∣∣∣f(x)− f
(
x+ πy

|y|2

)∣∣∣ dµ(x)→ 0 при |y| → ∞

в силу утверждения 4.4.15. �

Утв е ржд е н и е 4.4.17. Пусть µ(E) < +∞, числа p и q та-
ковы, что 1 6 p 6 q. Тогда

Lq(E) ⊂ Lp(E).
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого f ∈ Lq(E) определим изме-
римые множества

A =
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| > 1
}
, B =

{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| < 1
}
.

Тогда A ∪ B = E и A ∩ B = ∅. Для любого x ∈ A имеем нера-
венство |f(x)|p 6 |f(x)|q, а для любого x ∈ B имеем |f(x)|p 6 1.
Следовательно, в силу теоремы 4.3.25 и утверждения 4.3.17 получа-
ем соотношения∫
E

|f |p dµ =

∫
A

|f |p dµ+

∫
B

|f |p dµ 6
∫
A

|f |q dµ+

∫
B

1 dµ 6

6
∫
A

|f |q dµ+

∫
B

|f |q dµ+

∫
A

1 dµ+

∫
B

1 dµ =

=

∫
E

|f |q dµ+ µ(E) < +∞.

Это означает, что |f |p ∈ L(E), т. е. f ∈ Lp(E), что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.4.18. Пусть X = Rn, E — кольцо клеточ-
ных множеств в Rn, M(µ) — σ-кольцо измеримых по Лебегу мно-
жеств в Rn, построенное по кольцу E. Пусть множество E ∈ M(µ)
имеет конечную положительную меру. Пусть 1 6 p < q. Тогда ли-
нейное нормированное пространство (Lq(E), ‖ · ‖p) неполно, а его по-
полнением является пространство Lp(E).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 4.4.17 справедливо
вложение Lq(E) ⊂ Lp(E). Поэтому множество Lq(E) является под-
пространством в Lp(E). Так как по теореме 4.4.9 пространство Lp(E)
полное, то нам достаточно показать, что Lq(E) является ‖·‖p — всю-
ду плотным в Lp(E), и справедливо неравенство Lp(E)\Lq(E) 6= ∅.

Сначала докажем ‖ · ‖p — всюду плотность множества Lq(E) в
пространстве Lp(E). Зафиксируем произвольный элемент f ∈ Lp(E)
и число ε > 0. В силу утверждения 4.3.7 и следствия 4.3.8, существу-
ет последовательность простых измеримых функций sk, поточечно
сходящаяся на множестве E к функции f , причём |sk| 6 |f | на E.
Тогда sk ∈ Lp(E), так как∫

E

|sk|p dµ 6
∫
E

|f |p dµ < +∞.
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В силу утверждения 4.3.15, функция f может принимать бесконеч-
ные значения только на множестве меры нуль. Следовательно, почти
всюду на E при k →∞ имеем |sk− f |p → 0. Поскольку справедливы
оценки

|sk − f |p 6
(
|sk|+ |f |

)p
6 2p|f |p ∈ L(E),

то по теореме 4.3.38 Лебега об ограниченной сходимости получаем:

‖sk − f‖p = p

√√√√∫
E

|sk − f |p dµ→ 0 при k →∞.

Таким образом, существует номер kε, такой, что справедливо нера-
венство

‖skε − f‖p 6 ε.

Так как множество значений простой функции конечно, то величина

Mε = max
x∈E

∣∣skε(x)

∣∣ < +∞.

Следовательно, справедливы неравенства∫
E

|skε |
q
dµ 6Mq

εµ(E) < +∞,

т. е. получаем |skε |
q ∈ L(E). Таким образом, справедливо вложение

skε ∈ Lq(E). Тем самым ‖ · ‖p — всюду плотность множества Lq(E)
в пространстве Lp(E) доказана.

Теперь докажем неполноту пространства (Lq(E), ‖ · ‖p). В силу
полноты пространства Lp(E) и только что доказанной ‖ · ‖p — всюду
плотности множества Lq(E) в пространстве Lp(E), достаточно уста-
новить неравенство Lp(E)\Lq(E) 6= ∅. Требуется указать элемент
f ∈ Lp(E), в классе эквивалентности которого нет ни одного элемен-
та множества Lq(E). Так же, как в доказательстве следствия 4.4.11,
укажем точку x0 ∈ E, такую, что для любого ε > 0 справедливо
неравенство µ(E ∩ Bε(x0)) > 0. Для любого ε > 0 рассмотрим мно-
жество Sε = E ∩Bε(x0). По построению имеем:

0 < µ(Sε) 6 µ(Bε(x0)) ∼ εn → 0 при ε→ +0.

Так как при ε1 > ε2 > 0 выполнено вложение Sε1 ⊃ Sε2 , то су-
ществует строго убывающая бесконечно малая последовательность
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положительных чисел εk, такая, что для любого k ∈ N выполнены
неравенства 0 < µ(Sεk+1

) 6 1
2 µ(Sεk) и

µ(Sεk\Sεk+1
) = µ(Sεk)− µ(Sεk+1

) > 1
2 µ(Sεk) > 0.

Обозначим для любого номера k множество

Mk = Sεk\Sεk+1
.

Пусть µk = µ(Mk). Тогда справедливы неравенства:

0 < µk 6 µ(Sεk) 6 21−kµ(Sε1) 6 21−kµ(E).

Построим на множестве E измеримую функцию f :

f(x) =


0, x ∈ E\Sε1 ,

µ
−1/q
k , x ∈Mk.

Тогда получаем:∫
E

|f |q dµ =

∞∑
k=1

∫
Mk

|f |q dµ =

∞∑
k=1

µ−1
k µ(Mk) =

∞∑
k=1

1 = +∞,

т. е. выполнено соотношение f 6∈ Lq(E), и∫
E

|f |p dµ =

∞∑
k=1

∫
Mk

|f |p dµ =

∞∑
k=1

µ
−p/q
k µ(Mk) =

∞∑
k=1

µ
q−p
q

k 6

6
(

2µ(E)
) q−p

q
∞∑
k=1

(
2
p−q
q

)k
=

(
2µ(E)

) q−p
q

2
q−p
q − 1

,

т. е. выполнено соотношение f ∈ Lp(E). Следовательно, мы показа-
ли, что существует функция f ∈ Lp(E)\Lq(E). Таким образом, спра-
ведливо неравенство Lp(E)\Lq(E) 6= ∅. Утверждение доказано. �

Те о р ем а 4.4.19. (Рисс, Колмогоров) Пусть X = Rn, E —
кольцо клеточных множеств в Rn, M(µ) — σ-кольцо измеримых по
Лебегу множеств в Rn, построенное по кольцу E, число p > 1. Тогда
множество S ⊂ Lp(Rn) является вполне ограниченным в простран-
стве Lp(Rn), если и только если выполнены следующие три условия:
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1) ∃M > 0 ∀ f ∈ S ‖f‖p 6M ,

2) ∀ ε > 0 ∃Rε > 0 ∀ f ∈ S p

√√√√ ∫
|x|>Rε

|f(x)|p dµ(x) 6 ε,

3) ∀ ε > 0 ∃ rε > 0 ∀ y ∈ Rn : |y| 6 rε ∀ f ∈ S

p

√√√√∫
Rn

|f(x+ y)− f(x)|p dµ(x) 6 ε.

Док а з а т е л ь с т в о. а) Необходимость. Для любого R > 0
обозначим для краткости

BR =
{
x ∈ Rn

∣∣ |x| 6 R }
.

Пусть множество S ⊂ Lp(Rn) является вполне ограниченным в про-
странстве Lp(Rn). Тогда для любого ε > 0 существует конечная ε–
сеть для множества S в пространстве Lp(Rn), то есть существуют
функции

{h1, . . . , hN } ⊂ Lp(Rn),

такие, что
∀ f ∈ S ∃ k ∈ 1, N ‖f − hk‖p 6 ε.

Рассматривая положительное число

Mε = max{ ‖h1‖p, . . . , ‖hN‖p }+ ε,

получаем, что
‖f‖p 6Mε ∀ f ∈ S.

Следовательно, например, для M = M1 доказано свойство 1.

Докажем свойство 2. Так как

lim
R→+∞

∫
Rn\BR

|hk|p dµ = 0 ∀ k ∈ 1, N,

то

∀ ε > 0 ∀ k ∈ 1, N ∃Rε,k > 0
p

√√√√ ∫
Rn\BRε,k

|hk|p dµ 6 ε.
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Выбирая значение

Rε = max{Rε,1, . . . , Rε,N },

получаем для любого k ∈ 1, N неравенства

p

√√√√ ∫
Rn\BRε

|hk|p dµ 6 p

√√√√ ∫
Rn\BRε,k

|hk|p dµ 6 ε.

Тогда для любой функции f ∈ S находим функцию hk, такую, что

‖f − hk‖p 6 ε,

и, применяя неравенство Минковского, получаем:

p

√√√√ ∫
Rn\BRε

|f(x)|p dµ(x) 6

6 p

√√√√ ∫
Rn\BRε

|f(x)− hk(x)|p dµ(x) + p

√√√√ ∫
Rn\BRε

|hk(x)|p dµ(x) 6

6 ‖f − hk‖p + ε 6 2ε.

Следовательно, доказано свойство 2.

Докажем свойство 3. В силу утверждения 4.4.15,

∀ ε > 0 ∀ k ∈ 1, N ∃ rε,k > 0 ∀ y ∈ Brε,k ⇒

⇒ p

√√√√∫
Rn

|hk(x+ y)− hk(x)|p dµ(x) 6 ε.

Выбирая значение

rε = min{ rε,1, . . . , rε,N },

получаем для любого k ∈ 1, N и любого y ∈ Brε неравенство

p

√√√√∫
Rn

|hk(x+ y)− hk(x)|p dµ(x) 6 ε.
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Тогда для любой функции f ∈ S находим функцию hk, такую, что

‖f − hk‖p 6 ε,

и для любого y ∈ Brε , применяя неравенство Минковского, получа-
ем:

p

√√√√∫
Rn

|f(x+ y)− f(x)|p dµ(x) 6

6 2‖f − hk‖p + p

√√√√∫
Rn

|hk(x+ y)− hk(x)|p dµ(x) 6 3ε.

Следовательно, доказано свойство 3.

Достаточность. Пусть множество S ⊂ Lp(Rn) удовлетворяет свой-
ствам 1,2,3. Зафиксируем произвольное ε > 0. Выберем числа r ∈
∈ (0, rε) и R > Rε + rε. Рассмотрим пространство C

(
BR
)
, состоящее

из всевозможных непрерывных на BR вещественных функций, нор-
ма в котором имеет вид

‖g‖c = max
x∈BR

|g(x)|, g ∈ C
(
BR
)
.

Мы построим множество

G ⊂ C
(
BR
)
,

вполне ограниченное в пространстве C
(
BR
)
, такое, что

∀ f ∈ S ∃ g ∈ G p

√√√√∫
BR

|f − g|p dµ 6 ε.

Если такое множество G существует, то отсюда легко доказать впол-
не ограниченность множества S в пространстве Lp(Rn). Действи-
тельно, для числа

γ =
ε

p
√
µ(BR)

рассмотрим конечную γ–сеть множества M в пространстве C
(
BR
)
,

состоящую из функций{
g1, . . . , gN

}
⊂ C

(
BR
)
.
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Это означает, что

∀ g ∈ G ∃ k ∈ 1, N ‖g − gk‖c 6 γ ⇒

⇒ p

√√√√∫
BR

|g − gk|p dµ 6 p

√√√√∫
BR

εp

µ(BR)
dµ = ε.

Для любого k ∈ 1, N определим функцию hk:Rn → R по формуле

hk(x) =

 gk(x), x ∈ BR,

0, x ∈ Rn\BR.

Тогде hk ∈ Lp(Rn), так как

‖hk‖p = p

√√√√∫
Rn

|hk|p dµ = p

√√√√∫
BR

|gk|p dµ 6 ‖gk‖c p
√
µ(BR) < +∞.

Конечное множество {
h1, . . . , hN

}
⊂ Lp(Rn).

является 3ε–сетью множества S в пространстве Lp(Rn). Действи-
тельно, для любой функции f ∈ S имеем функцию g ∈ G, такую,
что

p

√√√√∫
BR

|f − g|p dµ 6 ε

Для этой функции g ∈ G существует k ∈ 1, N , такой, что

‖g − gk‖c 6 γ.

Следовательно, используя очевидное равенство

|f − hk| = |f − gk|δBR + |f |δRn\BR ,

и, применяя неравенство Минковского в пространствах Lp(Rn) и
Lp(BR), находим

‖f − hk‖p 6 p

√√√√∫
BR

|f − gk|p dµ+ p

√√√√ ∫
Rn\BR

|f |p dµ 6
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6 p

√√√√∫
BR

|f − g|p dµ+ p

√√√√∫
BR

|g − gk|p dµ+ ε 6

6 ε+ ε+ ε = 3ε,

что и требовалось.

Итак, займёмся построением заявленного множестваG ⊂ C
(
BR
)
.

Рассмотрим специальную функцию

ω(x) =


exp

(
|x|2
|x|2−r2

)
, |x| < r,

0, |x| > r.

Очевидно, что функция ω бесконечно дифференцируема, финитна,
имеет носитель Br, неотрицательна на Rn, причём

‖ω‖1 =

∫
Br

ω dµ > 0.

Рассмотрим функцию

ψ(x) =
ω(x)

‖ω‖1
, x ∈ Rn.

Тогда функция ψ также бесконечно дифференцируема, финитна,
имеет носитель Br, неотрицательна на Rn, причём∫

Br

ψ dµ = 1.

Так как 0 6 ω(x) 6 1 для любого x ∈ Rn, то

0 6 ψ(x) 6
1

‖ω‖1
∀x ∈ Rn.

Обозначим
` = max

x∈Br
|∇ψ(x)|.

Тогда, по следствию формулы конечных приращений Лагранжа, име-
ем

|ψ(x)− ψ(y)| 6 `|x− y| ∀x, y ∈ Rn.
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Для любой функции f ∈ S определим функцию

gf (x) =

∫
Br

ψ(y)f(x− y) dµ(y), x ∈ BR.

Интеграл в определении функции gf (x) конечен для любого x ∈ BR.
Действительно, в силу утверждения 4.4.17, имеем вложение

Lp(BR+r) ⊂ L1(BR+r).

Следовательно, для функции f ∈ Lp(Rn) и любого x ∈ BR получаем

|gf (x)| 6
∫
Br

|f(x− y)|
‖ω‖1

dµ(y) 6
∫

BR+r

|f(z)|
‖ω‖1

dµ(z) < +∞.

Так как ψ(y) = 0 при |y| > r, то для любого x ∈ BR очевидны
равенства

gf (x) =

∫
Rn

ψ(y)f(x− y) dµ(y) =

∫
Rn

ψ(x− z)f(z) dµ(z) =

=

∫
BR+r

ψ(x− z)f(z) dµ(z).

Тогда для любых x, y ∈ BR получаем:

|gf (x)− gf (y)| 6
∫

BR+r

|ψ(x− z)− ψ(y − z)| |f(z)| dµ(z) 6

6
∫

BR+r

`|x− y| |f(z)| dµ(z).

Следовательно, функция gf липшицева на BR с константой

Lf =

∫
BR+r

` |f(z)| dµ(z),

то есть имеем вложение

gf ∈ C
(
BR
)
.
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Теперь определяем множество

G =
{
gf

∣∣ f ∈ S
}
⊂ C

(
BR
)
.

Множество G является ограниченным в пространстве C
(
BR
)
. Дей-

ствительно, для любой f ∈ S воспользуемся ранее полученной оцен-
кой

|gf (x)| 6
∫

BR+r

|f |
‖ω‖1

dµ ∀x ∈ BR ⇒ ‖gf‖c 6
∫

BR+r

|f |
‖ω‖1

dµ.

Если p = 1, то имеем∫
BR+r

|f |
‖ω‖1

dµ 6
‖f‖1
‖ω‖1

6
M

‖ω‖1
,

то есть
‖g‖c 6

M

‖ω‖1
∀ g ∈ G.

Если же p > 1, то, определив q = p
p−1 , в силу неравенства Гёльдера

для Lp(BR+r), имеем∫
BR+r

|f |
‖ω‖1

dµ 6 p

√√√√ ∫
BR+r

|f |p dµ
q
√
µ(BR+r)

‖ω‖1
6

6
‖f‖p q

√
µ(BR+r)

‖ω‖1
6
M q
√
µ(BR+r)

‖ω‖1
,

то есть

‖g‖c 6
M q
√
µ(BR+r)

‖ω‖1
∀ g ∈ G.

Покажем, что множество G равностепенно непрерывно. Для этого
достаточно доказать, что все функции множества G липшицевы на
BR с одной и той же константой Липшица. Как нам уже известно,
для любой функции f ∈ S соответствующая ей функция gf ∈ G
липшицева на BR с константой

Lf =

∫
BR+r

` |f(z)| dµ.

Если p = 1, то имеем

Lf 6 ` ‖f‖1 6 `M.
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Если же p > 1, то, определив q = p
p−1 , в силу неравенства Гёльдера

для Lp(BR+r), имеем

Lf 6 ` p

√√√√ ∫
BR+r

|f |p dµ q
√
µ(BR+r) 6 ` ‖f‖p q

√
µ(BR+r) 6 `M

q
√
µ(BR+r).

Следовательно число

L =


`M, p = 1,

`M q
√
µ(BR+r), p > 1,

является общей константой Липшица всех функций множества G:

|g(x)− g(y)| 6 L|x− y| ∀x, y ∈ BR, ∀ g ∈ G.

Отсюда немедленно следует равностепенная непрерывность множе-
ства G:

∀ γ > 0 ∃ η =
γ

L
∀ g ∈ G ∀x, y ∈ BR : |x− y| 6 η ⇒

⇒ |g(x)− g(y)| 6 L|x− y| 6 Lη = γ.

Следовательно, по теореме 2.2.14 Арцела—Асколи, наше множество
G вполне ограничено в пространстве C(BR). Для завершения дока-
зательства нам осталось доказать неравенство

p

√√√√∫
BR

|f − gf |p dµ 6 ε ∀ f ∈ S.

Итак, зафиксируем произвольную функцию f ∈ S. Если p = 1, то
имеем ∫

BR

|f(x)− gf (x)| dµ(x) =

=

∫
BR

∣∣∣∣f (x)

∫
Br

ψ(y) dµ(y)

︸ ︷︷ ︸
=1

−
∫
Br

ψ(y)f(x− y) dµ(y)

︸ ︷︷ ︸
=gf (x)

∣∣∣∣ dµ(x) 6

6
∫
BR

dµ(x)

∫
Br

dµ(y)ψ(y)|f(x)− f(x− y)| теорема Фубини
=
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=

∫
Br

dµ(y)ψ(y)

∫
BR

dµ(x) |f(x)− f(x− y)| 6

6
∫
Br

dµ(y)ψ(y)

︸ ︷︷ ︸
=1

∫
Rn

dµ(x) |f(x)− f(x− y)|

︸ ︷︷ ︸
6ε

6 ε.

Если же p > 1, то получаем

p

√√√√∫
BR

|f(x)− gf (x)|p dµ(x) =

= p

√√√√√∫
BR

dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ f(x)

∫
Br

ψ(y) dµ(y)−
∫
Br

ψ(y)f(x− y) dµ(y)

∣∣∣∣∣∣
p

6

6 p

√√√√√∫
BR

dµ(x)

∫
Br

dµ(y)ψ(y) |f(x)− f(x− y)|

p утверждение 4.4.6
(неравенство Юнга)

6

6
∫
Br

dµ(y) p

√√√√∫
BR

dµ(x)
(
ψ(y)|f(x)− f(x− y)|

)p
=

=

∫
Br

dµ(y)ψ(y) p

√√√√∫
BR

dµ(x) |f(x)− f(x− y)|p 6

6
∫
Br

ψ(y) dµ(y)

︸ ︷︷ ︸
=1

p

√√√√∫
Rn

dµ(x) ‖f(x)− f(x− y)|p

︸ ︷︷ ︸
6ε

6 ε.

Таким образом, требуемое неравенство доказано, что и завершает
доказательство теоремы. �

З ам е ч а н и е 4.4.20. Пусть X = Rn, E — кольцо клеточных
множеств в Rn, M(µ) — σ-кольцо измеримых по Лебегу множеств
в Rn, построенное по кольцу E. Пусть множесво E ∈ M(µ), чис-
ло p > 1, множество S ⊂ Lp(E). Сформулируем критерий вполне
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ограниченности множества S в пространстве Lp(E), обобщив на эту
ситуацию теорему 4.4.19. Определим линейную изометрию

F :Lp(E)→ Lp(Rn)

по формуле

(Ff)(x) =

{
f(x), x ∈ E,

0, x ∈ Rn\E, ∀ f ∈ Lp(E).

Тогда вполне ограниченность множества S в Lp(E) очевидно рав-
носильна вполне ограниченности множества F (S) в пространстве
Lp(Rn), то есть выполнению трёх условий теоремы 4.4.19 для мно-
жества F (S). Таким образом, множество S вполне ограничено в про-
странстве Lp(E) если и только если выполнены следующие три усло-
вия:

1) ∃M > 0 ∀ f ∈ S p

√√√√∫
E

|f |p dµ 6M ,

2) ∀ ε > 0 ∃Rε > 0 ∀ f ∈ S p

√√√√ ∫
E\BRε

|f |p dµ 6 ε,

3) ∀ ε > 0 ∃ rε > 0 ∀ y ∈ Rn : |y| 6 rε ∀ f ∈ S

p

√√√√∫
Rn

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣p dµ(x) 6 ε.

Если множество E ограничено, то есть

∃R0 > 0 : E ⊂ BR0 ,

то условие 2 автоматически выполняется при выборе Rε = R0 для
любого ε > 0. Поэтому в случае ограниченного множества E вполне
ограниченность множества S в пространстве Lp(E) равносильна вы-
полнению условий 1 и 3. �

Прим е р 4.4.21. Рассмотрим в пространстве L1[0, 1] множе-
ство

S =

{
f ∈ C[0, 1] ∩ C1[0, 1] : |f(x)| 6 1, |f ′(x)| 6 1√

x
∀x ∈ (0, 1)

}
.
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Исследуем множество S на вполне ограниченность в пространстве
L1[0, 1]. Так как множество E = [0, 1] ограничено в R, то для мно-
жества S требуется проверить условия 1 и 3 замечания 4.4.20. Усло-
вие 1, очевидно, выполнено, так как∫

[0,1]

|f | dµ 6 1 ∀ f ∈ S.

Проверим условие 3. Для любого y ∈ (0, 1) и произвольной функции
f ∈ S имеем∫

R

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣ dµ(x) =

∫
[−y,0]

|f(x+ y)| dµ(x)+

+

∫
(0,1−y)

|f(x+ y)− f(x)| dµ(x) +

∫
[1−y,1]

|f(x)| dµ(x) 6

6 2y +

∫
(0,1−y)

|f(x+ y)− f(x)| dµ(x).

По формуле конечных приращений Лагранжа, имеем:

∀x ∈ (0, 1− y) ∃ ξ ∈ (x, x+ y) :

|f(x+ y)− f(x)| = |f ′(ξ)|y 6 y√
ξ
6

y√
x
.

Следовательно, получаем∫
(0,1−y)

|f(x+ y)− f(x)| dµ(x) 6
∫

[0,1−y]

y√
x
dµ(x) = 2y

√
1− y < 2y.

Таким образом, выполнено неравенство∫
R

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣ dµ(x) 6 4y.

Для любого y ∈ (−1, 0) и произвольной функции f ∈ S имеем∫
R

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣ dµ(x) =

∫
[0,−y]

|f(x)| dµ(x)+
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+

∫
(−y,1)

|f(x+ y)− f(x)| dµ(x) +

∫
[1,1−y]

|f(x+ y)| dµ(x) 6

6 2y +

∫
(−y,1)

|f(x+ y)− f(x)| dµ(x).

По формуле конечных приращений Лагранжа, имеем:

∀x ∈ (−y, 1) ∃ ξ ∈ (x+ y, x) :

|f(x+ y)− f(x)| = |f ′(ξ)| |y| 6 y√
ξ
6

y√
x+ y

.

Следовательно, получаем∫
(−y,1)

|f(x+y)−f(x)| dµ(x) 6
∫

(−y,1)

|y|√
x+ y

dµ(x) 6 2|y|
√

1 + y < 2|y|.

Таким образом, выполнено неравенство∫
R

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣ dµ(x) 6 4|y|.

Окончательно получаем, что

∀ ε > 0 ∃ rε =
min {ε, 1}

4
∀ y ∈ [−rε, rε] ∀ f ∈ S∫

R

∣∣(Ff)(x+ y)− (Ff)(x)
∣∣ dµ(x) 6 4|y| 6 ε.

Следовательно, свойство 3 для множества S выполняется. Тем са-
мым доказано, что множество S является вполне ограниченным в
пространстве L1[0, 1]. N

Прим е р 4.4.22. Рассмотрим в пространстве L1[0, 1] множе-
ство

S = { f ∈ C[0, 1] : |f(x)| 6 1 ∀x ∈ (0, 1) } .
Покажем, что множество S не является вполне ограниченным в про-
странстве L1[0, 1]. Рассмотрим последовательность функций

fn(x) = sin(πnx), x ∈ [0, 1], n ∈ N.
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Очевидно вложение fn ∈ S для любого n ∈ N. Справедливо равен-
ство ∫

[0,1]

fn(x)fm(x) dµ(x) = 0 ∀n 6= m.

Тогда для любых n 6= m находим

‖fn − fm‖1 =

∫
[0,1]

|fn − fm| dµ = 2

∫
[0,1]

|fn − fm|
2︸ ︷︷ ︸
61

dµ >

> 2

∫
[0,1]

|fn − fm|2

4
=

1

2

∫
[0,1]

f 2
n dµ

︸ ︷︷ ︸
= 1

2

+
1

2

∫
[0,1]

f 2
m dµ

︸ ︷︷ ︸
= 1

2

−
∫

[0,1]

fn fm dµ

︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

2
.

Следовательно, в силу утверждения 2.2.7, множество S не является
вполне ограниченным. Заметим, что на последовательности fn ∈ S
как раз нарушается условие 3 критерия вполне ограниченности мно-
жества в пространстве L1[0, 1]. Действительно, для любого n ∈ N
имеем∫

R

∣∣(Ffn)
(
x+ 1

n

)
− (Ffn)(x)

∣∣ dµ(x) =

∫
[−1/n,0]

∣∣fn (x+ 1
n

)∣∣ dµ(x)+

+

∫
(0,1−1/n)

∣∣fn (x+ 1
n

)
− fn(x)

∣∣ dµ(x) +

∫
[1−1/n,1]

|fn (x)| dµ(x) =

=

0∫
−1/n

| sin(πnx)| dx+ 2

1−1/n∫
0

| sin(πnx)| dx+

1∫
1−1/n

| sin(πnx)| dx

= 2

1∫
0

| sin(πnx)| dx > 2

1∫
0

sin2(πnx) dx = 1.

Таким образом,

∃ ε = 1 ∀ r > 0 ∃n ∈ N : 1
n < r ∃ yn = 1

n ∈ (0, r)

∫
R

|(Ffn) (x+ yn)− (Ffn)(x)| dµ(x) > 1 = ε,
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то есть выполнено отрицание условия 3 критерия вполне ограничен-
ности множества S в пространстве L1[0, 1]. N

Опр е д е л е н и е 4.4.23. Множеством L∞(E) назовём сово-
купность классов эквивалентных на множестве E измеримых функ-
ций f :E → R ∪ {±∞}, ограниченных почти всюду на E.

З ам е ч а н и е 4.4.24. Договоримся, что вложение f ∈ L∞(E)
означает, что выбрана произвольная измеримая ограниченная по-
чти всюду на E функция f из некоторого класса эквивалентных на
множестве E измеримых функций, входящего в множество L∞(E).
Функции, находящиеся в одном классе эквивалентности из L∞(E),
будем называть равными.

Пусть функция g определена на измеримом множестве G ⊂ E ви-
да µ(E\G) = 0 (т. е. почти всюду на E), измерима и является огра-
ниченной почти всюду на G. Будем считать её элементом L∞(E) в
следующем смысле: доопределим функцию g произвольным образом
на множестве E\G нулевой меры, получим в силу утверждения 4.2.13
измеримую ограниченную почти всюду на E функцию, принадлежа-
щую L∞(E). При этом при различных способах доопределения g на
E\G получаются эквивалентные на E функции, т. е. это элементы
одного класса эквивалентности из L∞(E). �

Утв е ржд е н и е 4.4.25. Множество L∞(E) является линей-
ным пространством.

Док а з а т е л ь с т в о. Нулём в L∞(E) будем считать класс из-
меримых функций, эквивалентных на E нулевой функции. Для лю-
бого f ∈ L∞(E) существует число M > 0, такое, что для почти всех
x ∈ E выполнено неравенство

|f(x)| 6M.

Тогда для любого числа α почти всюду на E определена измеримая
функция αf , ограниченная числом |α|M . Следовательно, выполнено
вложение

αf ∈ L∞(E).

Пусть f1 ∈ L∞(E) и f2 ∈ L∞(E). Тогда существуют числа M1 > 0 и
M2 > 0, такие, что для почти всех x ∈ E выполнены неравенства

|f1(x)| 6M1 и |f2(x)| 6M2.
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Следовательно, почти всюду на E определена измеримая функция
f = f1 + f2, причём для почти всех x ∈ E выполнено неравенство

|f(x)| 6M1 +M2.

Таким образом, выполнено вложение f ∈ L∞(E). �

Опр е д е л е н и е 4.4.26. Пусть измеримая функция

f :E → R ∪ {±∞}

ограничена почти всюду на E. Существенной верхней гранью функ-
ции f на E называется величина

ess sup
E

f = inf
{
M ∈ R

∣∣ f(x) 6M для п. в. x ∈ E
}
.

Опр е д е л е н и е 4.4.27. Для любого f ∈ L∞(E) нормой f на-
зовём число

‖f‖∞ = ess sup
E
|f |.

Утв е ржд е н и е 4.4.28. Норма ‖ · ‖∞ в пространстве L∞(E)
удовлетворяет аксиомам нормы из определения 3.1.1 нормированно-
го пространства.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как любая функция f ∈ L∞(E) огра-
ничена почти всюду на E, т. е. существует число M > 0, такое, что

|f(x)| 6M для почти всех x ∈ E,

то получаем
0 6 ‖f‖∞ 6M.

Далее для любого числа α 6= 0 имеем соотношения

‖αf‖∞ = inf
{
M > 0

∣∣ |αf(x)| 6M для п. в. x ∈ E
}

=

= |α| inf

{
M

|α|
> 0

∣∣∣∣ |f(x)| 6 M

|α|
для п. в. x ∈ E

}
= |α| ‖f‖∞.

Равенство ‖0f‖∞ = 0 = 0‖f‖∞ очевидно. Для любых f1, f2 ∈ L∞(E)
имеем

‖f1 +f2‖∞ = inf
{
M > 0

∣∣ |f1(x) + f2(x)| 6M для п. в. x ∈ E
}
6
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6 inf
{
M > 0

∣∣ |f1(x)|+ |f2(x)| 6M для п. в. x ∈ E
}
6

6 inf
{
M1 +M2

∣∣ |f1(x)| 6M1, |f2(x)| 6M2 для п. в. x ∈ E
}

=

= ‖f1‖∞ + ‖f2‖∞.

�

Те о р ем а 4.4.29. Линейное нормированное пространство
L∞(E) является полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим фундаментальную последо-
вательность

{fm}∞m=1 ⊂ L∞(E).

Тогда для любого ε > 0 существует номер N(ε), такой, что для всех
m, k > N(ε) имеем неравенство

‖fm − fk‖∞ 6 ε.

Для любого m ∈ N существует множество Em ⊂ E меры нуль, такое,
что функция fm ограничена на E\Em. Тогда множество

E0 =

∞⋃
m=1

Em

имеет меру нуль, и каждая функция fm ограничена на множестве
E\E0. При этом для всех m, k > N(ε) получаем

sup
x∈E\E0

|fm(x)− fk(x)| = ‖fm − fk‖∞ < ε.

Это означает, что существует функция f :E\E0 → R, такая, что

fm ⇒ f на E\E0 при m→∞.

Тогда, в силу утверждения 4.2.7, функция f измерима на E\E0,
причём для любого x ∈ E\E0 справедливо неравенство

|f(x)| 6 |fN(1)(x)|+ 1.
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Так как функция fN(1) ограничена на множестве E\E0, то f также
является ограниченной на E\E0. Следовательно, выполнено вложе-
ние f ∈ L∞(E), и

‖fm − f‖∞ = sup
x∈E\E0

|fm(x)− f(x)| → 0 при m→∞,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.4.30. Пусть 0 < µ(E) < +∞. Тогда для
любых функции f ∈ L∞(E) и числа p > 1 выполнено вложение

f ∈ Lp(E),

и существует предел

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любого числа p > 1 функция
|f |p ограничена почти всюду на E, то вложение |f |p ∈ L(E) следует
из утверждения 4.3.16. Если ‖f‖∞ = 0, то ‖f‖p = 0 для любого p > 1.
Поэтому далее считаем, что ‖f‖∞ > 0. Так как

|f(x)| 6 ‖f‖∞ для почти всех x ∈ E,

то получаем неравенство

‖f‖p 6 ‖f‖∞ p
√
µ(E).

С другой стороны, для любого положительного числа R < ‖f‖∞
существует измеримое множество

ER ⊂ E

положительной меры, такое, что

|f(x)| > R ∀x ∈ ER.

Следовательно, получаем неравенство

‖f‖p > p

√√√√∫
ER

|f |p dµ > R p
√
µ(ER).
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Так как при p→ +∞ имеем соотношения

p
√
µ(E)→ 1 и p

√
µ(ER)→ 1,

то получаем неравенства

R 6 lim
p→+∞

‖f‖p 6 lim
p→+∞

‖f‖p 6 ‖f‖∞.

Тогда после предельного перехода при R → ‖f‖∞ − 0 получаем ра-
венства

lim
p→+∞

‖f‖p = lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

Это означает, что существует

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 4.4.31. Система характеристических функ-
ций всех измеримых подмножеств множества E является полной в
пространстве L∞(E).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через S совокупность харак-
териcтических функций всех измеримых подмножеств множества E.
Тогда в силу утверждения 4.3.4 множество LinS представляет собой
совокупность всех простых измеримых на E функций. Требуется до-
казать, что множество LinS всюду плотно в пространстве L∞(E),
т. е. для любой функции f ∈ L∞(E) и любого ε > 0 существует
простая измеримая на E функция s, такая, что

‖f − s‖∞ < ε.

Итак, зафиксируем произвольную функцию f ∈ L∞(E) и число ε >
> 0. Пусть положительное число

M = ‖f‖∞ + 1.

Тогда, по определению 4.4.26, существует множество E0 ⊂ E меры
нуль, такое, что выполнено неравенство

|f(x)| < M ∀x ∈ E\E0.
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Выберем натуральное число N вида

2M

N
6
ε

2

и рассмотрим равномерное разбиение отрезка [−M,M ] точками

ak = −M +
2M

N
(k − 1), k ∈ 1, N + 1.

Определим измеримые множества

Ek =
{
x ∈ E\E0

∣∣ ak 6 f(x) < ak+1

}
, k ∈ 1, N.

Ясно, что

Ek ∩ Em = ∅ при k 6= m и
N⋃
k=1

Ek = E\E0.

Определим простую измеримую функцию s:E → R вида

s(x) =

N∑
k=1

akδEk(x), x ∈ E.

Тогда для любого x ∈ E\E0 существует k ∈ 1, N вида x ∈ Ek, и
поэтому выполнены соотношения:

|f(x)− s(x)| = f(x)− ak < ak+1 − ak =
2M

N
6
ε

2
.

Так как множество E0 имеет меру нуль, то выполнено неравенство

|f(x)− s(x)| 6 ε

2
п. в. x ∈ E,

откуда по определению 4.4.26 получаем

‖f − s‖∞ 6
ε

2
< ε.

Полнота системы характеристических функций всех измеримых под-
множеств множества E в пространстве L∞(E) доказана. �
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4.5. Мера и интеграл Лебега—Стилтьеса

В этом параграфе E — кольцо клеточных множеств в R, α:R→ R
— неубывающая функция.

Опр е д е л е н и е 4.5.1. Мерой Стилтьеса на E, соответствую-
щей функции α, назовём функцию µα:R→ [0,+∞), такую, что для
любых чисел a 6 b выполнены равенства

µα[a, b] = α(b+ 0)− α(a− 0),

µα[a, b) = α(b− 0)− α(a− 0),

µα(a, b] = α(b+ 0)− α(a+ 0),

а при a < b выполнено равенство

µα(a, b) = α(b− 0)− α(a+ 0).

Для любого клеточного множества A ∈ E и любого его разбиения
попарно непересекающимися промежутками {Im}Nm=1, т. е.

A =

N⋃
m=1

Im, Im ∩ Ik = ∅ при всех m 6= k,

выполнено равенство

µα(A) =

N∑
m=1

µα(Im).

З ам е ч а н и е 4.5.2. Определение меры Стилтьеса клеточного
множества не зависит от выбора его разбиения попарно непересекаю-
щимися промежутками. Доказательство аналогично доказательству
утверждения 4.1.19. �

Утв е ржд е н и е 4.5.3. Мера Стилтьеса µα:E → [0,+∞) яв-
ляется конечно-аддитивной и регулярной.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множества A,B ∈ E и A ∩B = ∅.
Пусть

PA = {Im}Nm=1 — разбиение множества A,

PB = {Jk}Mk=1 — разбиение множества B.
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Так как A ∩B = ∅, то получаем

Im ∩ Jk = ∅ при всех m ∈ 1, N и k ∈ 1,M.

Следовательно, PA ∪ PB является разбиением множества A ∪B, по-
этому справедливо равенство

µα(A ∪B) =

N∑
m=1

µα(Im) +

M∑
k=1

µα(Jk) = µα(A) + µα(B).

Таким образом, конечная аддитивность меры µα доказана.
Покажем регулярность µα для любого промежутка. Пусть числа

a 6 b. Зафиксируем произвольное ε > 0. Существует δ = δ(ε) > 0,
такое, что при всех t ∈ (b, b+ δ) выполнено неравенство

α(t)− α(b+ 0) 6 ε,

а при всех t ∈ (a− δ, a) выполнено неравенство

α(a− 0)− α(t) 6 ε.

Следовательно, открытый промежуток G = (a − δ, b + δ) ⊃ [a, b] и
справедливо неравенство

µα(G)−µα[a, b] = α(b+ δ− 0)−α(b+ 0) +α(a− 0)−α(a− δ+ 0) 6 2ε.

Так как промежуток [a, b] замкнут, то полагаем F = [a, b]. Следова-
тельно, регулярность меры µα для промежутка [a, b] доказана.

Если a = b, то (a, b) = [a, b) = (a, b] = ∅. Поэтому для проверки
регулярности µα в этом случае полагаем F = G = ∅ — одновременно
замкнутый и открытый промежуток.

Далее считаем, что a < b. Тогда для выбранного ε > 0 существует

γ = γ(ε) ∈
(

0,
b− a

2

)
,

такое, что при всех t ∈ (b− γ, b) выполнено неравенство

α(b− 0)− α(t) 6 ε,

а при всех t ∈ (a, a+ γ) выполнено неравенство

α(t)− α(a+ 0) 6 ε.
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Рассмотрим промежуток (a, b]. Определим замкнутый промежуток
F = [a+ γ, b] ⊂ (a, b] и открытый промежуток G = (a, b+ δ) ⊃ (a, b].
Тогда справедливы неравенства

µα(G)− µα(a, b] = α(b+ δ − 0)− α(b+ 0) 6 ε,

µα(a, b]− µα(F ) = α(a+ γ − 0)− α(a+ 0) 6 ε.

Следовательно, регулярность меры µα для промежутка (a, b] дока-
зана.

Рассмотрим промежуток [a, b). Определим замкнутый промежу-
ток F = [a, b − γ] ⊂ [a, b) и открытый промежуток G = (a − δ, b) ⊃
⊃ [a, b). Тогда справедливы неравенства

µα(G)− µα[a, b) = α(a− 0)− α(a− δ + 0) 6 ε,

µα[a, b)− µα(F ) = α(b− 0)− α(b− γ + 0) 6 ε.

Следовательно, регулярность меры µα для промежутка [a, b) дока-
зана.

Рассмотрим промежуток (a, b). Определим замкнутый промежу-
ток F = [a + γ, b − γ] ⊂ (a, b) и открытый промежуток G = (a, b).
Тогда справедливо неравенство

µα(a, b)−µα(F ) = α(b−0)−α(b−γ+ 0) +α(a+γ−0)−α(a+ 0) 6 2ε.

Следовательно, регулярность меры µα для промежутка (a, b) дока-
зана.

Таким образом, доказана регулярность меры µα для любого про-
межутка. Далее доказательство регулярности меры µα для произ-
вольного клеточного множества проводится совершенно аналогично
соответствующему доказательству из утверждения 4.1.23. �

Опр е д е л е н и е 4.5.4. σ-кольцо µα-измеримых по Лебегу
множеств M(µα) называется σ-кольцом множеств, измеримых по
Лебегу—Стилтьесу, а верхняя мера Лебега µ∗α на M(µα) называется
мерой Лебега—Стилтьеса.

З ам е ч а н и е 4.5.5. Если функция α0(x) = x для любого x ∈ R,
то мера µα0

на кольце E является обычной мерой µ клеточного мно-
жества, значение которой на любом промежутке равно длине этого
промежутка. Тогда M(µα0) = M(µ) и µ∗α0

= µ∗. �
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Опр е д е л е н и е 4.5.6. Пусть множество E ∈ M(µα), функ-
ция f :E → R ∪ {±∞} является µα-измеримой. Интегралы Лебега

I+ =

∫
E

f+ dµα и I− =

∫
E

f− dµα

называются интегралами Лебега—Стилтьеса неотрицательных на E
от µα-измеримых функций f+ и f− соответственно. Если величи-
ны I+ и I− конечны, то функция f называется интегрируемой по
Лебегу—Стилтьесу на множестве E, а её интеграл Лебега—Стилтьеса
равен ∫

E

f dµα = I+ − I−.

Множество интегрируемых по Лебегу—Стилтьесу на множестве E
функций обозначим Lα(E).

Известно, что неубывающая на R функция α имеет не более счёт-
ного числа разрывов первого рода. Пусть {xm}∞m=1 ⊂ R — все разры-
вы функции α, причём xm 6= xk при всехm 6= k. Для определённости
будем считать, что функция α является непрерывной слева на R, т. е.
для любого x ∈ R выполнено равенство

α(x− 0) = α(x).

Тогда для любого m ∈ N определим скачок функции α в точке раз-
рыва xm:

λm = α(xm + 0)− α(xm) > 0.

Выберем точку x0 6= xm для любого m ∈ N и определим число

c0 = α(x0).

Тогда для любого x > x0 имеем неравенство∑
m : x0<xm<x

λm 6 α(x)− α(x0),

и для любого x < x0 имеем неравенство∑
m : x6xm<x0

λm 6 α(x0)− α(x).

Определим две функции

β(x) =

{
1, x > 0,
0, x 6 0,

γ(x) =

{
1, x > 0,
0, x < 0.
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Опр е д е л е н и е 4.5.7. Пусть заданы последовательности по-
ложительных чисел {λm}∞m=1, различных чисел {xm}∞m=1, число x0,
не равное xm при m ∈ N, и число c0. Пусть для любого числового
промежутка I выполнено неравенство∑

m : xm∈I
λm < +∞.

Пусть

J+ =
{
m ∈ N

∣∣ x0 < xm
}
, J− =

{
m ∈ N

∣∣ x0 > xm
}
.

Тогда неубывающую функцию α:R → R будем называть функцией
скачков, если для любого x ∈ R справедливо равенство

α(x) = c0 +
∑
m∈J+

λmβ(x− xm) +
∑
m∈J−

(−λm)γ(xm − x).

Пусть α — функция скачков. Тогда её значение α(x) для любого
x > x0 определяется равенством

α(x) = c0 +
∑

m : x0<xm<x

λm,

а для любого x < x0 — равенством

α(x) = c0 −
∑

m : x6xm<x0

λm.

Для любого x > x0 получаем

α(x− 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m : x0<xm<x−δ

λm = c0 +
∑

m : x0<xm<x

λm = α(x),

для любого x < x0 получаем

α(x− 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m : x−δ6xm<x0

λm = c0 −
∑

m : x6xm<x0

λm = α(x),

а для x = x0 получаем

α(x0 − 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m : x0−δ6xm<x0

λm =

= c0 −
∑

m : x06xm<x0

λm = c0 = α(x0),
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т. е. функция скачков α является непрерывной слева на R. Далее
для любого x > x0 вида x 6= xs при всех s ∈ N получаем

α(x+ 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m : x0<xm<x+δ

λm = c0 +
∑

m : x0<xm6x

λm = α(x),

а для x = xs > x0 находим

α(xs + 0) = c0 + lim
δ→+0

∑
m : x0<xm<xs+δ

λm =

= c0 +
∑

m : x0<xm6xs

λm = α(xs) + λs.

Аналогично для любого x < x0 вида x 6= xs при всех s ∈ N получаем

α(x+ 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m : x+δ6xm<x0

λm = c0 −
∑

m : x<xm<x0

λm = α(x),

а для x = xs < x0 находим

α(xs + 0) = c0 − lim
δ→+0

∑
m : xs+δ6xm<x0

λm =

= c0 −
∑

m : xs<xm<x0

λm = α(xs) + λs.

Таким образом, функция α непрерывна справа в любой точке x 6= xs
при всех s, а в каждой точке xs она имеет разрыв справа со скачком,
равным λs.

Утв е ржд е н и е 4.5.8. Пусть α— неубывающая функция скач-
ков. Тогда любое множество E ⊂ Rn является µα-измеримым, и спра-
ведливо равенство

µ∗α(E) =
∑

m : xm∈E
λm.

Вложение f ∈ Lα(E) выполнено тогда и только тогда, когда∑
m : xm∈E

|f(xm)|λm < +∞,

при этом интеграл Лебега—Стилтьеса от функции f по множеству
E равен ∫

E

f dµα =
∑

m : xm∈E
f(xm)λm.
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любых чисел a 6 b имеем равенства

µα[a, b] = α(b+ 0)− α(a) =
∑

m : a6xm6b
λm =

∑
m : xm∈[a,b]

λm,

µα[a, b) = α(b)− α(a) =
∑

m : a6xm<b
λm =

∑
m : xm∈[a,b)

λm,

µα(a, b] = α(b+ 0)− α(a+ 0) =
∑

m : a<xm6b
λm =

∑
m : xm∈(a,b]

λm,

µα(a, b) = α(b)− α(a+ 0) =
∑

m : a<xm<b

λm =
∑

m : xm∈(a,b)

λm.

Таким образом, для любого числового промежутка I справедливо
равенство

µα(I) =
∑

m : xm∈I
λm < +∞.

Тогда для любого клеточного множества A ∈ E получаем равенство

µα(A) =
∑

m : xm∈A
λm < +∞.

Так как для любого A ∈ E имеем вложение

A\{xm}∞m=1 ∈M(µα),

то справедливо равенство

µ∗α
(
A\{xm}∞m=1

)
= µ∗α(A)− µ∗α

( ⋃
m : xm∈A

xm

)
=

= µ∗α(A)−
∑

m : xm∈A
µα(xm) =

∑
m : xm∈A

λm −
∑

m : xm∈A
λm = 0.

Следовательно, для любого множества A ∈ E множество

A\{xm}∞m=1 ∈M0(µα).

В силу соотношениий

R =

+∞⋃
k=−∞

[k, k + 1) ∈M(µα),
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получаем равенство

µ∗α(R) =

+∞∑
k=−∞

µα[k, k + 1) =

∞∑
m=1

λm =
∑

m : xm∈R
λm ∈ (0,+∞].

Так как

µ∗α (R\{xm}∞m=1) =

+∞∑
k=−∞

µ∗α

(
[k, k + 1)\{xm}∞m=1

)
=

+∞∑
k=−∞

0 = 0,

то получаем
R\{xm}∞m=1 ∈M0(µα).

Следовательно, для любого множества E ⊂ R выполнено

E\{xm}∞m=1 ⊂ R\{xm}∞m=1 ∈M0(µα).

Тогда, в силу замечания 4.1.37, получаем вложение

E\{xm}∞m=1 ∈M0(µα).

Так как множество ⋃
m : xm∈E

{xm} ∈M(µα)

как не более чем счетное объединение одноточечных промежутков,
то получаем соотношение

E =
(
E\{xm}∞m=1

)
∪

( ⋃
m : xm∈E

{xm}

)
∈M(µα).

Следовательно, любое множество E ⊂ Rn является µα-измеримым,
и справедливо равенство

µ∗α(E) =
∑

m : xm∈E
λm.

Тогда любая функция f :R→ R∪{±∞} является µα-измеримой. Так
как множество E\{xm}∞m=1 имеет нулевую меру Лебега—Стилтьеса,
то, в силу утверждения 4.3.23 и теоремы 4.3.25, получаем равенства

∫
E

f+ dµα =
∑

m : xm∈E

 ∫
{xm}

f+ dµα

 =

=
∑

m : xm∈E

f+(xm)µα(xm) =
∑

m : xm∈E

f+(xm)λm,
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∫
E

f− dµα =
∑

m : xm∈E

 ∫
{xm}

f− dµα

 =

=
∑

m : xm∈E

f−(xm)µα(xm) =
∑

m : xm∈E

f−(xm)λm.

Таким образом, f ∈ Lα(E) тогда и только тогда, когда выполнено
неравенство ∑

m : xm∈E
|f(xm)|λm < +∞,

при этом интеграл Лебега—Стилтьеса от функции f по множеству
E равен ∫

E

f dµα =
∑

m : xm∈E
f(xm)λm.

�

Пусть µ:E→ [0,+∞) обозначает обычную меру клеточного мно-
жества, значение которой на любом числовом промежутке равно
длине этого промежутка. Далее нам понадобится следующее

Утв е ржд е н и е 4.5.9. Пусть функция f : [a, b] → R диф-
ференцируема на отрезке [a, b]. Тогда её производная f ′ является
µ–измеримой функцией на [a, b]. Если производная f ′ ограничена
на отрезке [a, b], то f ′ ∈ L(E) и справедлива формула Ньютона—
Лейбница: ∫

[a,b]

f ′ dµ = f(b)− f(a).

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию g: [a, b + 1] → R
вида

g(x) =

 f(x), x ∈ [a, b],

f(b) + f ′(b)(x− b), x ∈ [b, b+ 1].

Тогда функция g дифференцируема на отрезке [a, b+ 1], причём для
любого x ∈ [a, b] справедливо равенство

f ′(x) = lim
m→∞

m
(
g
(
x+ 1

m

)
− g(x)

)
.
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Для любого m ∈ N рассмотрим функцию

hm(x) = m

(
g

(
x+

1

m

)
− g(x)

)
,

где x ∈ [a, b]. Тогда при каждом m ∈ N в силу утверждения 4.2.8
и следствия 4.2.9 функция hm является µ–измеримой. Так как для
любого x ∈ [a, b] имеем соотношение

hm(x)→ f ′(x) при m→∞,

то, в силу следствия 4.2.7, получаем µ-измеримость функции f ′ на
[a, b].

Предположим, что производная f ′ является ограниченной на от-
резке [a, b], т. е. существует число M > 0, такое, что для любого
x ∈ [a, b] выполнено неравенство

|f ′(x)| 6M.

Тогда, в силу утверждения 4.3.16, получаем, что функции f ′ и |f ′|
являются µ-интегрируемыми по Лебегу на отрезке [a, b]. Для любого
x ∈ [a, b] и любого m ∈ N по теореме Лагранжа существует число

ξm ∈
(
x, x+

1

m

)
,

такое, что
hm(x) = g′(ξm).

Так как
g′(x) = f ′(x), x ∈ [a, b],

g′(x) = f ′(b), x ∈ [b, b+ 1],

то имеем неравенство

|g′(x)| 6M ∀x ∈ [a, b+ 1].

Но тогда для любого m ∈ N и x ∈ [a, b] получаем неравенство

|hm(x)| 6M.

Следовательно, по следствию 4.3.39 теоремы Лебега об ограниченной
сходимости, получаем равенство∫

[a,b]

f ′ dµ = lim
m→∞

∫
[a,b]

hm dµ.
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По теореме 4.3.41 для любого m ∈ N имеем равенство∫
[a,b]

hm dµ =

b∫
a

hm(x) dx,

где в правой части стоит интеграл Римана от функции hm по отрезку
[a, b]. Тогда получаем

b∫
a

hm(x) dx = m

b+ 1
m∫

a+ 1
m

g(x) dx−m
b∫
a

g(x) dx =

= m

b+ 1
m∫

b

g(x) dx−m

a+ 1
m∫

a

g(x) dx.

По теореме о среднем для интеграла Римана по отрезку от непре-
рывной функции, для любого m ∈ N существуют числа

ym ∈
[
a, a+

1

m

]
и zm ∈

[
b, b+

1

m

]
,

такие, что справедливы равенства

m

a+ 1
m∫

a

g(x) dx = g(ym), m

b+ 1
m∫

b

g(x) dx = g(zm).

Тогда при m→∞ имеем

ym → a+ 0 и zm → b+ 0,

следовательно,

g(ym)→ g(a) = f(a) и g(zm)→ g(b) = f(b).

Отсюда получаем формулу Ньютона—Лейбница:

∫
[a,b]

f ′ dµ = lim
m→∞

m b+ 1
m∫

b

g(x) dx−m

a+ 1
m∫

a

g(x) dx

 =

= lim
m→∞

(
g(zm)− g(ym)

)
= f(b)− f(a).

�
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Утв е ржд е н и е 4.5.10. Пусть функция α:R → R является
неубывающей и дифференцируемой на R, т. е. для любого x ∈ R
существует производная α′(x) > 0. Пусть функция α′ ограничена на
любом ограниченном множестве из R. Тогда

1) Для любого ограниченного множества E ∈ MF (µ) выполнены
вложение

E ∈MF (µα),

и равенство

µ∗α(E) =

∫
E

α′ dµ.

2) Для любого множества E ∈M(µ) выполнены вложение

E ∈M(µα),

и равенство

µ∗α(E) =

∫
E

α′ dµ.

3) Для любого ограниченного множества E ∈ MF (µ) и функции
f ∈ L(E) выполнены вложение

f ∈ Lα(E)

и равенство ∫
E

f dµα =

∫
E

fα′ dµ.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Прежде всего заметим, что для любо-
го промежутка I с концами a 6 b в силу утверждения 4.5.9 имеем

µα(I) = α(b)− α(a) =

∫
I

α′ dµ.

Тогда для любого множества A ∈ E получаем равенство

µα(A) =

∫
A

α′ dµ.
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Рассмотрим теперь ограниченное множество E ∈ MF (µ). Тогда по
определению 4.1.33 существует последовательность клеточных мно-
жеств

{Am}∞m=1 ⊂ E,

такая, что

d(Am, E) = µ∗(Am4E)→ 0 при m→∞.

Так как множество E ограничено, то существует отрезок [a, b] ⊃ E.
Тогда для множества Bm = Am ∩ [a, b] ∈ E получаем

Bm4E ⊂ Am4E.

Следовательно,

d(Bm, E) = µ∗(Bm4E) 6 µ∗(Am4E) = d(Am, E)→ 0 при m→∞.

В силу регулярности меры Лебега µ∗ на M(µ) существует открытое
множество

Gm ⊃ Bm4E,
такое, что

µ∗
(
Gm\(Bm4E)

)
6

1

m
.

Так как выполнено вложение

Bm4E ⊂ [a, b],

то для множества

Hm = Gm ∩ [a, b] ⊃ (Bm4E)

верно вложение

Hm\(Bm4E) ⊂ Gm\(Bm4E)

и неравенство

µ∗
(
Hm\(Bm4E)

)
6 µ∗

(
Gm\(Bm4E)

)
6

1

m
.

Открытое множество Gm ⊂ R можно представить в виде счётного
объединения попарно непересекающихся открытых (быть может, пу-
стых) интервалов Im,k, k ∈ N, т. е.

Gm =

∞⋃
k=1

Im,k, где Im,k ∩ Im,s = ∅ при k 6= s.
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Так как
Im,k ∩ [a, b] ∈ E ∀ k ∈ N,

то справедливо равенство

µα
(
Im,k ∩ [a, b]

)
=

∫
Im,k∩[a,b]

α′ dµ.

Тогда, в силу теоремы 4.3.25,

µ∗α(Hm) =

∞∑
k=1

µα
(
Im,k ∩ [a, b]

)
=

∞∑
k=1

∫
Im,k∩[a,b]

α′ dµ =

=

∫
Hm

α′ dµ 6

(
sup
x∈[a,b]

α′(x)

)
µ∗(Hm).

Так как

µ∗(Hm) = µ∗
(
Hm\(Bm4E)

)
+ µ∗(Bm4E) 6

1

m
+ d(Bm, E)→ 0,

при m→∞, то справедливо соотношение

µ∗α(Hm) 6

(
sup
x∈[a,b]

α′(x)

)
µ∗(Hm)→ 0 при m→∞.

Отсюда находим, что

µ∗α(Bm4E) 6 µ∗α(Hm)→ 0 при m→∞.

Следовательно, получаем требуемое вложение

E ∈MF (µα)

и равенство

µ∗α(E) = lim
m→∞

µα(Bm) = lim
m→∞

∫
Bm

α′ dµ.

Так как при m→∞ выполнено соотношение∣∣∣∣∣∣
∫
Bm

α′ dµ−
∫
E

α′ dµ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Bm\E

α′ dµ−
∫

E\Bm

α′ dµ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6

∫
Bm4E

α′ dµ 6

(
sup
x∈[a,b]

α′(x)

)
µ∗(Bm4E)→ 0,
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то окончательно находим

µ∗α(E) = lim
m→∞

∫
Bm

α′ dµ =

∫
E

α′ dµ.

2) Для произвольного множества E ∈M(µ) для любого целого m
определим ограниченное множество

Em = E ∩ [m,m+ 1) ∈MF (µ).

Так как выполнено равенство

E =

∞⋃
m=−∞

Em,

а для любого m ∈ Z, как показано в 1), выполнено вложение

Em ∈MF (µα),

то, по определению µα-измеримости, справедливо вложение

E ∈M(µα).

Поскольку Em ∩ Ek = ∅ при всех m 6= k, то получаем равенства

µ∗α(E) =

∞∑
m=−∞

µ∗α(Em) =

∞∑
m=−∞

∫
Em

α′ dµ =

∫
E

α′ dµ.

3) Так как по предположению неотрицательная функция α′ огра-
ничена на ограниченном множестве E, то справедливы неравенства

0 6M = sup
x∈E

(
α′(x)

)
< +∞.

Тогда на множестве E получаем неравенство

|fα′| 6 |f |M ∈ L(E),

т. е., в силу утверждения 4.3.21, получаем вложение

fα′ ∈ L(E).

Если функция f — простая, то существуют попарно непересекаю-
щиеся µ-измеримые множества Em ⊂ E и различные числа cm для
m ∈ 1, N , такие, что

E =

N⋃
m=1

Em, а f(x) =

N∑
m=1

cmδEm(x), x ∈ E.
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Следовательно, получаем∫
E

f dµα =

N∑
m=1

cmµ
∗
α(Em) =

N∑
m=1

cm

∫
Em

α′ dµ =

∫
E

fα′ dµ.

Теперь рассмотрим произвольную µ-измеримую функция f ∈ L(E).
По утверждению 4.3.7, существует последовательность простых µ-
измеримых функций sm:E → R, таких, что

(sm)+(x) ↑ f+(x) и (sm)−(x) ↑ f−(x) ∀x ∈ E при m→∞.

Тогда для любого x ∈ E при m→∞ справедливы соотношения

(smα
′)+(x) = (sm)+(x)α′(x) ↑ f+(x)α′(x),

(smα
′)−(x) = (sm)−(x)α′(x) ↑ f−(x)α′(x).

Следовательно, по теореме 4.3.32, находим∫
E

f+α
′ dµ = lim

m→∞

∫
E

(sm)+α
′ dµ,

∫
E

f−α
′ dµ = lim

m→∞

∫
E

(sm)−α
′ dµ,

∫
E

f+ dµα = lim
m→∞

∫
E

(sm)+ dµα,

∫
E

f− dµα = lim
m→∞

∫
E

(sm)− dµα.

С другой стороны, справедливы равенства∫
E

(sm)+ dµα =

∫
E

(sm)+α
′ dµ,

∫
E

(sm)− dµα =

∫
E

(sm)−α
′ dµ.

Тогда∫
E

f+ dµα =

∫
E

f+α
′ dµ < +∞,

∫
E

f− dµα =

∫
E

f−α
′ dµ < +∞.

Таким образом, получаем вложение f ∈ Lα(E) и равенство∫
E

f dµα =

∫
E

f+ dµα−
∫
E

f− dµα =

∫
E

f+α
′ dµ−

∫
E

f−α
′ dµ =

∫
E

fα′ dµ,

что и требовалось. �
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Теперь рассмотрим измеримое пространство (X,M, µ), множе-
ство E ∈M конечной меры, и функцию f ∈ L(E). Для любого числа
t рассмотрим множество Лебега функции f :

L<(f, t) =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) < t
}
∈M.

Определим числовую функцию α:R→ [0, µ(E)] по формуле

α(t) = µ
(
L<(f, t)

)
, t ∈ R.

Функция α, очевидно, является неубывающей, так как

∀ t, τ ∈ R : t 6 τ ⇒ L<(f, t) ⊂ L<(f, τ) ⇒ α(t) 6 α(τ).

Также функция α непрерывна слева. Действительно, зафиксируем
произвольно t ∈ R, и рассмотрим множества

En = L<
(
f, t− 2−n

)
∀n ∈ N.

Тогда

E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ L<(f, t), и L<(f, t) =

∞⋃
n=1

En.

Следовательно, в силу утверждения 4.1.11 для счётно–аддитивной
меры µ, получаем

µ(En)→ µ
(
L<(f, t)

)
= α(t) при n→∞.

Тогда
∀ ε > 0 ∃N ∈ N : α(t)− ε 6 µ(EN ) 6 α(t).

Отсюда для всех τ ∈
(
t− 2−N , t

)
получаем

EN ⊂ L<(f, τ) ⊂ L<(f, t), ⇒ α(t)− ε 6 µ(EN ) 6 α(τ) 6 α(t),

то есть
0 6 α(t)− α(τ) 6 ε ∀ τ ∈

(
t− 2−N , t

)
.

Таким образом, непрерывность слева неубывающей функции α до-
казана.

С помощью этой функции α определяем на числовой оси меру
Лебега–Стилтьеса µα. При этом оказывается, что интеграл Лебега∫
E

f dµ можно представить как интеграл Лебега–Стилтьеса
∫
R
λ dµα(λ):
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Утв е ржд е н и е 4.5.11. Пусть (X,M, µ) — измеримое про-
странство, множество E ∈M имеет конечную меру, т. е. µ(E) < +∞,
функция f ∈ L(E). Пусть неубывающая функция α:R → [0, µ(E)]
имеет вид

α(t) = µ
(
L<(f, t)

)
, t ∈ R,

и µα — мера Лебега–Стилтьеса на числовой оси, соответствующая
функции α. Тогда ∫

E

f dµ =

∫
R

λ dµα(λ).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любых n ∈ N и m ∈ Z определим
множество

En,m =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ m− 1

n
6 f(x) <

m

n

}
.

Заметим, что

En,m = L<(f,m/n)\L<(f, (m− 1)/n) ∈M.

При каждом n ∈ N и любых m, ` ∈ Z вида m 6= ` имеем

En,m ∩ En,` = ∅.

Для любого n ∈ N рассмотрим множество⋃
m∈Z

En,m = E \
{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| = +∞
}
.

Обозначим
E∞ =

{
x ∈ E

∣∣ |f(x)| = +∞
}

В силу утверждения 4.3.15, имеем

µ(E∞) = 0.

Рассмотрим измеримую функцию ψn:E → R вида

ψn(x) =

∞∑
m=1

m− 1

n
δEn,m(x) +

0∑
m=−∞

m

n
δEn,m(x), x ∈ E,

то есть при x ∈ En,m выполнено

ψn(x) =


m−1
n , m ∈ N,

m
n , m ∈ Z\N.
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Следовательно, для всех x ∈ E\E∞ получаем

|ψn(x)| 6 |f(x)| и |f(x)− ψn(x)| 6 1

n
.

Таким образом, ψn(x) → f(x) для всех x ∈ E\E∞, то есть почти
всюду на E, и выполнено условие ограниченной сходимости

|ψn(x)| 6 |f(x)| ∈ L(E) для п. в. x ∈ E, ∀n ∈ N.

Тогда по теореме 4.3.38 Лебега об ограниченной сходимости получа-
ем ∫

E

ψn dµ→
∫
E

f dµ при n→∞.

С другой стороны, имеем∫
E

(ψn)
+
dµ =

∞∑
m=1

m− 1

n
µ(En,m),

∫
E

(ψn)
−
dµ =

0∑
m=−∞

(−m)

n
µ(En,m),

откуда получаем, что∫
E

ψn dµ =

∫
E

(ψn)
+
−
∫
E

(ψn)
−

=

∞∑
m=1

m− 1

n
µ(En,m)+

0∑
m=−∞

m

n
µ(En,m).

Далее, так как неубывающая функция α непрерывна слева, то имеем

µ(En,m) = µ
(
L<(f,m/n)\L<(f, (m− 1)/n)

)
=

= µ
(
L<(f,m/n)

)
− µ

(
L<(f, (m− 1)/n)

)
=

= α
(
m/n

)
− α

(
(m− 1)/n

)
= µα

(
[(m− 1)/n,m/n)

)
.

Так как ∫
R

(λ)
+
dµα(λ) =

∞∑
m=1

∫
[m−1
n ,mn )

λ dµα(λ),

∫
R

(λ)
−
dµα(λ) =

0∑
m=−∞

∫
[m−1
n ,mn )

(−λ) dµα(λ),
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то получаем неравенства:∫
E

(ψn)
+
dµ =

∞∑
m=1

m− 1

n
µ(En,m) =

∞∑
m=1

m− 1

n
µα

([
m−1
n , mn

))
6

6
∞∑
m=1

∫
[m−1
n ,mn )

λ dµα(λ) =

∫
R

(λ)
+
dµα(λ) 6

∞∑
m=1

m

n
µα

([
m−1
n , mn

))
=

=

∞∑
m=1

m− 1

n
µ(En,m) +

∞∑
m=1

1

n
µ(En,m) 6

∫
E

(ψn)
+
dµ+

µ(E)

n
,

∫
E

(ψn)
−
dµ =

0∑
m=−∞

(−m)

n
µ(En,m) =

0∑
m=−∞

(−m)

n
µα

([
m−1
n , mn

))
6

6
0∑

m=−∞

∫
[m−1
n ,mn )

(−λ) dµα(λ) =

∫
R

(λ)
−
dµα(λ) 6

6
0∑

m=−∞

1−m
n

µα

([
m−1
n , mn

))
=

=

0∑
m=−∞

(−m)

n
µ(En,m) +

0∑
m=−∞

1

n
µ(En,m) 6

∫
E

(ψn)
−
dµ+

µ(E)

n
,

Таким образом, имеем оценки∫
E

(ψn)
+
dµ 6

∫
R

(λ)
+
dµα(λ) 6

∫
E

(ψn)
+
dµ+

µ(E)

n
,

∫
E

(ψn)
−
dµ 6

∫
R

(λ)
−
dµα(λ) 6

∫
E

(ψn)
−
dµ+

µ(E)

n
.

Следовательно,∫
E

(ψn)
+
dµ−

∫
E

(ψn)
−
dµ− µ(E)

n
6
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6
∫
R

(λ)
+
dµα(λ)−

∫
R

(λ)
−
dµα(λ) 6

6
∫
E

(ψn)
+
dµ−

∫
E

(ψn)
−
dµ+

µ(E)

n
,

откуда следуют неравенства∫
E

ψn dµ−
µ(E)

n
6
∫
R

λ dµα(λ) 6
∫
E

ψn dµ+
µ(E)

n
.

Перехоя в них к пределу при n→∞, получаем∫
E

f dµ 6
∫
R

λ dµα(λ) 6
∫
E

f dµ ⇒
∫
E

f dµ =

∫
R

λ dµα(λ),

что и требовалось. �
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Глава 5

Сопряжённое пространство

5.1. Теорема Хана—Банаха

Пусть (X, ‖·‖) — комплексное линейное нормированное простран-
ство. Сопряжённое пространство X∗ = L(X,C) было введено в опре-
делении 3.4.20.

Опр е д е л е н и е 5.1.1. Функционал f :X → R назовём ве-
щественно-линейным, если для любых x, y ∈ X и любых чисел α, β ∈
∈ R выполнено равенство

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).

Пусть f :X → C — комплексно-линейный (или, просто, линей-
ный) функционал, т. е. для любых x, y ∈ X и любых чисел α, β ∈ C
выполнено равенство

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y).

Тогда функционал u(x) = Re f(x), очевидно, является вещественно-
линейным, причём для любого x ∈ X справедливо равенство

f(x) = Re f(x)− iRe
(
f(ix)

)
= u(x)− iu(ix).

С другой стороны, для любого вещественно-линейного функционала
w:X → R определим функционал

g(x) = w(x)− iw(ix), x ∈ X.

Тогда для любых x, y ∈ X имеем

g(x+ y) = w(x) + w(y)− iw(ix)− iw(iy) = g(x) + g(y).

Для любого x ∈ X и любых чисел α, β ∈ R имеем равенство

g
(
(α+ iβ)x

)
= αw(x) + βw(ix)− iαw(ix) + iβw(x) =

= (α+ iβ)
(
w(x)− iw(ix)

)
= (α+ iβ)g(x).

Следовательно, функционал g:X → C является комплексно-линей-
ным. Таким образом, всякий комплексный линейный функционал
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f :X → C является непрерывным, т. е. f ∈ X∗, тогда и только
тогда, когда вещественно-линейный функционал Re f :X → R яв-
ляется непрерывным, а всякий непрерывный вещественно-линейный
функционал w:X → R является вещественной частью единственного
непрерывного линейного функционала g ∈ X∗ вида

g(x) = w(x)− iw(ix) ∀x ∈ X.

Лемма 5.1.2. Пусть (X, ‖ · ‖X) и (Y, ‖ · ‖Y ) — комплексные
линейные пространства, причём пространство (Y, ‖ · ‖Y ) — банахо-
во. Пусть Z ⊂ X — подпространство, всюду плотное в X. Пусть
линейный оператор A ∈ L(Z, Y ). Тогда существует единственный
линейный оператор B ∈ L(X,Y ), такой, что B(z) = A(z) для всех
z ∈ Z. При этом выполнено равенство

‖A‖ = ‖B‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого x ∈ X существует последо-
вательность

{zn}∞n=1 ⊂ Z,

такая, что
‖zn − x‖X → 0 при n→∞.

Тогда получаем

‖A(zn)−A(zm)‖Y 6 ‖A‖ ‖zn − zm‖X → 0 при n,m→∞,

т. е. последовательность {A(zn)}∞n=1 ⊂ Y является фундаменталь-
ной. В силу полноты пространства (Y, ‖ · ‖Y ) существует вектор y ∈
∈ Y , такой, что

‖A(zn)− y‖Y → 0 при n→∞.

Заметим, что указанный вектор y ∈ Y не зависит от выбора по-
следовательности {zn}∞n=1 ⊂ Z, сходящейся к вектору x ∈ X. Дей-
ствительно, если другая последовательность {z̃n}∞n=1 ⊂ Z является
сходящейся к x, то

‖A(z̃n)−A(zn)‖Y 6 ‖A‖ ‖z̃n − zn‖X → 0 при n→∞.

Следовательно,
lim
n→∞

A(z̃n) = lim
n→∞

A(zn) = y,

410



что и требовалось. Поэтому вектор y = y(x) зависит только от век-
тора x ∈ X. Положим

B(x) = y(x) ∀x ∈ X.

Тогда для любых векторов x̃, x̂ ∈ X, чисел α, β ∈ C, последователь-
ностей {z̃n}∞n=1 ⊂ Z и {ẑ}∞n=1 ⊂ Z вида

z̃n → x̃ и ẑn → x̂ при n→∞,

получаем

B(αx+ βy) = lim
n→∞

A(αz̃n + βẑn) =

= α lim
n→∞

A(z̃n) + β lim
n→∞

A(ẑn) = αB(x̃) + βB(x̂).

Следовательно, отображение B:X → Y является линейным опера-
тором. Так как для любого z ∈ Z стационарная последовательность
zn = z для любого n ∈ N является сходящейся к z, то

B(z) = lim
n→∞

A(zn) = A(z).

Тогда справедливы соотношения

‖A‖ = sup
z∈Z: ‖z‖X=1

‖A(z)‖Y = sup
z∈Z: ‖z‖X=1

‖B(z)‖Y 6

6 sup
x∈X: ‖x‖X=1

‖B(x)‖Y = ‖B‖.

С другой стороны, для любого x ∈ X вида ‖x‖ = 1 существует по-
следовательность {zn}∞n=1 ⊂ Z, такая, что

‖zn − x‖X → 0 при n→∞.

Тогда ‖zn‖ → 1 при n→∞ и выполнено

‖B(x)‖Y = lim
n→∞

‖A(zn)‖Y 6 ‖A‖ lim
n→∞

‖zn‖X = ‖A‖.

Следовательно, получаем неравенство

‖B‖ = sup
x∈X: ‖x‖X=1

‖B(x)‖Y 6 ‖A‖.

Таким образом, доказано равенство ‖A‖ = ‖B‖. Отсюда, в частности,
следует вложение B ∈ L(X,Y ).
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Покажем единственность построенного оператора B. Предполо-
жим, что некоторый оператор C ∈ L(X,Y ) таков, что C(z) = A(z)
для любого z ∈ Z. Тогда для любого x ∈ X и любой последователь-
ности {zn}∞n=1 ⊂ Z вида

zn → x при n→∞,

в силу непрерывности оператора C и определения оператора B, по-
лучаем

C(x) = lim
n→∞

C(zn) = lim
n→∞

A(zn) = B(x),

т. е. справедливо равенство B = C, что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 5.1.3. ПустьX — комплексное линейное про-
странство. Множество L ⊂ X назовём вещественно-линейным под-
пространством в пространстве X, если

x+ y ∈ L и tx ∈ L ∀x, y ∈ L и ∀ t ∈ R.

Те о р ем а 5.1.4. (Хан, Банах) Пусть (X, ‖ · ‖X) — комплекс-
ное линейное нормированое пространство, L ⊂ X — вещественно-
линейное подпространство. Пусть функция p:X → R положительно
однородна (т. е. p(λx) = λp(x) для любых x ∈ X, λ > 0), полуадди-
тивна (т. е. p(x+ y) 6 p(x) + p(y) для любых x, y ∈ X) и ограничена
на единичной сфере:

M = sup
‖x‖=1

|p(x)| < +∞.

Пусть вещественно-линейный функционал u:L → R удовлетворяет
неравенству

u(x) 6 p(x) ∀x ∈ L.

Тогда существует вещественно-линейный функционал v:X → R, та-
кой, что

v(x) = u(x) ∀x ∈ L,

−p(−x) 6 v(x) 6 p(x) ∀x ∈ X.

Док а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведём в предположе-
нии сепарабельности пространства (X, ‖ · ‖X), т. е. когда в X суще-
ствует счётное всюду плотное подмножество {xn}∞n=1 ⊂ X. Общий
случай без предположения сепарабельности пространства (X, ‖ · ‖X)
можно найти, например, в [2, ч. I, гл. 3, с. 68–70].
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Для любого вектора x ∈ X определим его вещественную линей-
ную оболочку

Lin{x} = { tx | t ∈ R }.
Ясно, что Lin{x}— вещественно-линейное подпространство простран-
стваX. Определим последовательность {Ln}∞n=0 вещественно-линейных
подпространств пространства X следующим образом:

L0 = L, Ln = Ln−1 + Lin{xn}, n ∈ N.

Ясно, что
Ln−1 ⊂ Ln ∀n ∈ N.

Пусть функционал u0 = u:L0 → R. Предположим, рассуждая по
индукции, что для некоторого n ∈ N и для всех k ∈ 0, n− 1 опреде-
лены функционалы uk:Lk → R, такие, что для любого k ∈ 1, n− 1
выполнено равенство

uk(x) = uk−1(x) ∀x ∈ Lk−1,

а для любого x ∈ Lk выполнено неравенство

uk(x) 6 p(x).

Тогда
uk(−x) = −uk(x) 6 p(−x).

Следовательно, получаем

‖uk‖ = sup
x∈Lk: ‖x‖X=1

|uk(x)| 6

6 sup
x∈Lk: ‖x‖X=1

max{p(x), p(−x)} 6

6 sup
x∈Lk: ‖x‖X=1

|p(x)| 6M,

т. е. функцинал uk является непрерывным на подпространстве Lk.
Если xn ∈ Ln−1, то имеет место равенство Ln = Ln−1, тогда полагаем
un = un−1. Пусть выполнено xn 6∈ Ln−1. Тогда получаем

Ln = Ln−1 ⊕ Lin{xn} 6= Ln−1,

а для любого вектора x ∈ Ln существует единственный вектор y =
= y(x) ∈ Ln−1 и скаляр t = t(x) ∈ R, такие, что

x = y + txn.
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Определим вещественно-линейный функционал un:Ln → R следую-
щим образом:

un(y + txn) = un−1(y) + ta ∀ y ∈ Ln−1 и ∀ t ∈ R.

Здесь число a ∈ R будет определено ниже. Ясно, что un = un−1 на
подпространстве Ln−1. Мы хотим добиться выполнения неравенства

un(y + txn) 6 p(y + txn) ∀ y ∈ Ln−1 и ∀ t ∈ R.

При t = 0 это неравенство является верным, так как по предполо-
жению индукции

un(y) = un−1(y) 6 p(y) ∀ y ∈ Ln−1.

При t > 0 получаем

a 6
1

t

(
p(y + txn)− un−1(y)

)
= p

(y
t

+ xn

)
− un−1

(y
t

)
.

При t < 0 получаем

a >
1

t

(
p(y + txn)− un−1(y)

)
= un−1

(
y

|t|

)
− p

(
y

|t|
− xn

)
.

Заметим, что для любых векторов y, z ∈ Ln−1 выполнено

un−1(y) + un−1(z) = un−1(y + z) 6 p(y + z) 6 p(y + xn) + p(z − xn).

Следовательно, справедливо неравенство

un−1(z)− p(z − xn) 6 p(y + xn)− un−1(y) ∀ y, z ∈ Ln−1.

Тогда получаем

−∞ < bn = sup
z∈Ln−1

(
un−1(z)− p(z − xn)

)
6

6 cn = inf
y∈Ln−1

(
p(y + xn)− un−1(y)

)
< +∞.

Следовательно, выбрав число a ∈ R, удовлетворяющее неравенствам

bn 6 a 6 cn,

получаем требуемое неравенство

un(y + txn) 6 p(y + txn) ∀ y ∈ Ln−1 и ∀ t ∈ R.
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Определим множество

N =

∞⋃
n=1

Ln,

которое является вещественно-линейным подпространством вX. Дей-
ствительно, для любых x, y ∈ N существуют m,n ∈ N, такие, что

x ∈ Ln, y ∈ Lm.

Тогда для k = max{n,m} получаем

x, y ∈ Lk, ⇒ x+ y ∈ Lk ⊂ N и tx ∈ Lk ⊂ N ∀ t ∈ R.

Определим вещественно-линейный функционал w:N → R следую-
щим образом:

w = un на Ln ∀n ∈ N.
Так как ‖un‖ 6 M для любого n ∈ N, то ‖w‖ 6 M , т. е. функ-
ционал w является непрерывным. Так как множество N содержит
всюду плотное подмножество множества X, то само N является всю-
ду плотным в X. Тогда в силу леммы 5.1.2 существует единственный
непрерывный вещественно-линейный функционал v:X → R, такой,
что v = w на N и ‖v‖ = ‖w‖. По построению,

v(x) = w(x) = u(x) ∀x ∈ L.

Докажем неравенство

−p(−x) 6 v(x) 6 p(x) ∀x ∈ X.

Прежде всего заметим, что если ym → 0 при m→∞, то

|p(ym)| 6 ‖ym‖M → 0.

Следовательно, если zm → z при m→∞, то

lim
m→∞

p(zm) 6 p(z) + lim
m→∞

p(zm − z) = p(z).

Так как для любого x ∈ X существует последовательность zm ∈ N ,
такая, что

zm → x и w(zm)→ v(x) при m→∞,

то, в силу неравенства w(zm) 6 p(zm), получаем

v(x) = lim
m→∞

w(zm) 6 lim
m→∞

p(zm) 6 p(x).

Отсюда v(−x) 6 p(−x), т. е. v(x) > −p(−x), что и требовалось. �
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Сл е д с т в и е 5.1.5. Пусть (X, ‖ · ‖X) — комплексное линей-
ное нормированное пространство, L ⊂ X — подпространство. Пусть
линейный функционал f :L → C является непрерывным. Тогда су-
ществует непрерывный линейный функционал g:X → C, такой, что

g(x) = f(x) ∀x ∈ L,

и справедливо равенство

‖g‖ = ‖f‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим функцию p:X → R вида

p(x) = ‖f‖ ‖x‖X ∀x ∈ X.

Тогда функция p является полуаддитивной, положительно однород-
ной и

M = sup
‖x‖X=1

|p(x)| = ‖f‖ < +∞.

Рассмотрим вещественно-линейный функционал u:L→ R вида

u(x) = Re f(x) ∀x ∈ L.

Тогда

u(x) 6 |f(x)| 6 ‖f‖ ‖x‖X = p(x) при всех x ∈ X.

По теореме 5.1.4, существует вещественно-линейный функционал

v:X → R,

такой, что
v(x) = u(x) ∀x ∈ L,

а для всех x ∈ X выполнены неравенства

−p(−x) 6 v(x) 6 p(x).

Это означает, что

|v(x)| 6 ‖f‖ ‖x‖ при всех x ∈ X.

Вещественно-линейный функционал v порождает линейный функ-
ционал

g:X → C
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вида
g(x) = v(x)− iv(ix) ∀x ∈ X.

Так как для любого x ∈ L выполнено равенство

f(x) = u(x)− iu(ix),

то
g(x) = f(x) при x ∈ L.

Далее, для любого x ∈ X запишем комплексное число g(x) в экспо-
ненциальной форме

g(x) = |g(x)|eiϕ(x), где ϕ(x) ∈ [0, 2π).

Тогда получаем соотношения

|g(x)| = g(x)e−iϕ(x) = g
(
xe−iϕ(x)

)
=

= Re g
(
xe−iϕ(x)

)
= v

(
xe−iϕ(x)

)
6

6 p
(
xe−iϕ(x)

)
= ‖f‖ ‖x‖X .

Следовательно, справедливо неравенство

‖g‖ 6 ‖f‖.

С другой стороны, справедливо обратное неравенство

‖f‖ = sup
x∈L: ‖x‖X61

|f(x)| =

= sup
x∈L: ‖x‖X61

|g(x)| 6 sup
x∈X: ‖x‖X61

|g(x)| = ‖g‖.

Следовательно, ‖f‖ = ‖g‖, что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.1.6. Пусть (X, ‖ ·‖X) — комплексное линейное
нормированное пространство. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:

1) если L ⊂ X — замкнутое подпространство, а вектор x0 6∈ L, то
существует функционал f ∈ X∗, такой, что

f(x) = 0 ∀x ∈ L, f(x0) = 1,
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и выполнено равенство

‖f‖ =
1

ρ(x0, L)
;

2) для любого x0 6= 0 существует функционал f ∈ X∗, такой, что

‖f‖ = 1 и f(x0) = ‖x0‖X ;

3) если для вектора x0 ∈ X и для любого функционала f ∈ X∗
выполнено f(x0) = 0, то x0 = 0;

4) для любого x ∈ X выполнено равенство

‖x‖X = sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(x)|.

Док а з а т е л ь с т в о. 1. На подпространстве

M = L⊕ { αx0 | α ∈ C }

рассмотрим линейный функционал h:M → C вида

h(y + αx0) = α при всех y ∈ L, α ∈ C.

Имеем равенство

‖h‖ = sup
y∈L
α 6=0

|α|
‖y + αx0‖X

= sup
z∈L

1

‖z + x0‖X
=

1

inf
z∈L
‖z − x0‖X

=
1

ρ(x0, L)
.

Следовательно, линейный функционал h является непрерывным на
M . По следствию 5.1.5, существует функционал f ∈ X∗, такой, что

f(x) = h(x) при всех x ∈M,

откуда, в частности, следуют равенства

f(y) = h(y) = 0 при всех y ∈ L и f(x0) = h(x0) = 1,

а также выполнено соотношение

‖f‖ = ‖h‖ =
1

ρ(x0, L)
.

2. Пусть L = { 0 } — нулевое подпространство в X. Так как x0 6=
6= 0, то x0 6∈ L. Тогда, в силу 1, существует функционал g ∈ X∗,
такой, что

g(x0) = 1 и ‖g‖ =
1

‖x0‖X
.
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Следовательно, функционал

f(x) = ‖x0‖Xg(x), ∀x ∈ X,

является искомым.
3. Если предположить, что x0 6= 0, то в силу 2 существует функ-

ционал f ∈ X∗, такой, что

f(x0) = ‖x0‖X 6= 0,

что противоречит условию f(x0) = 0.
4. Если x = 0, то f(x) = 0 для любого f ∈ X∗ и доказываемое

равенство очевидно. Если x 6= 0, то для любого f ∈ X∗ выполнено
неравенство

|f(x)| 6 ‖f‖ ‖x‖X .

Отсюда получаем неравенство

sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(x)| 6 ‖x‖.

Так как, в силу 2, существует функционал g ∈ X∗, такой, что ‖g‖ =
= 1, и для данного x выполнено равенство g(x) = ‖x‖, то получаем

‖x‖X = g(x) = |g(x)| 6 sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(x)| 6 ‖x‖X ,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.1.7. Пусть (X, ‖ · ‖X) — нетривиальное линей-
ное нормированное пространство, а (Y, ‖ · ‖Y ) — неполное линейное
нормированное пространство. Тогда пространство L(X,Y ) является
неполным.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу неполноты линейного нормиро-
ванного пространства Y в нём существует фундаментальная рас-
ходящаяся последовательность {ym}∞m=1. По условию, существует
нетривиальный вектор x0 ∈ X. В силу пункта 2 следствия 5.1.6,
существует f ∈ X∗, такой, что

‖f‖ = 1 и f(x0) = ‖x0‖.

Для любого m ∈ N определим линейный оператор Am:X → Y вида

Am(x) = f(x)ym ∀x ∈ X.
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Тогда
‖Am‖ = ‖f‖ ‖ym‖Y = ‖ym‖Y < +∞,

т. е. Am ∈ L(X,Y ), и

|Am −An‖ = ‖ym − yn‖Y → 0 при m,n→∞.

Следовательно, последовательность {Am}∞m=1 ⊂ L(X,Y ) является
фундаментальной. Предположим, что она является сходящейся в
L(X,Y ). Тогда существует линейный оператор B ∈ L(X,Y ), такой,
что

‖Am −B‖ → 0 при m→∞.

Следовательно, получаем∥∥∥∥B(x0)

‖x0‖X
− ym

∥∥∥∥
Y

6

∥∥B(x0)− ‖x0‖Xym
∥∥
Y

‖x0‖
=

=

∥∥B(x0)−Am(x0)
∥∥
Y

‖x0‖X
6
∥∥B −Am∥∥→ 0 при m→∞.

Таким образом, расходящаяся фундаментальная последовательность
{ym}∞m=1 оказывается сходящейся в пространстве Y к вектору

B(x0)

‖x0‖X
,

т. е. получили противоречие. �

Те о р ем а 5.1.8. (об отделимости) Пусть (X, ‖ · ‖X) — ком-
плексное линейное нормированное пространство, A,B ⊂ X — непу-
стые выпуклые непересекающиеся множества. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) если множество A открыто, то существуют нетривиальный
функционал f ∈ X∗ и число γ ∈ R, такие, что

Re f(a) < γ 6 Re f(b) ∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B.

При этом говорят, что множества A и B строго отделимы;
2) если множество A компактно, а B — замкнуто, то существуют

нетривиальный функционал f ∈ X∗ и числа γ1, γ2 ∈ R, такие, что

Re f(a) < γ1 < γ2 < Re f(b) ∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B.

При этом говорят, что множества A и B сильно отделимы.
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Док а з а т е л ь с т в о. 1. Зафиксируем векторы a0 ∈ A, b0 ∈ B
и определим

x0 = b0 − a0.

Так как A ∩B = ∅, то x0 6= 0. Определим множество

C = A−B + x0,

оно открыто в силу открытости A, выпукло в силу выпуклости A и
B, и содержит ноль. Следовательно, существует число R > 0, такое,
что

BR(0) ⊂ C.
Рассмотрим функцию Минковского множества C:

µC(x) = inf
{
t > 0

∣∣∣ x

t
∈ C

}
∀x ∈ X.

Тогда для любого x ∈ X выполнено неравенство

µC(x) 6
‖x‖X
R

.

Для любого x ∈ X и λ > 0 получаем

µC(λx) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣ λx

t
∈ C

}
=

= inf
{
λτ > 0

∣∣∣ x

τ
∈ C

}
= λµC(x).

Если же λ = 0, то очевидны следующие равенства:

µC(0x) = µC(0) = 0 = 0µC(x).

Таким образом, доказана положительная однородность функции µC .
Далее заметим, что для любого x ∈ X и любого числа t > µC(x)
выполнено вложение

x

t
∈ C.

Действительно, по определению нижней грани для любого t > µC(x)
существует положительное τt < t, такое, что

x

τt
∈ C.

Так как множество C выпукло и содержит ноль, то

τt
t
C =

τt
t
C +

(
1− τt

t

)
0 ⊂ C.
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Следовательно,
x

t
=
τt
t

x

τt
∈ τt
t
C ⊂ C.

Тогда для любых векторов x, y ∈ X и любых чисел α > µC(x) и
β > µC(y) получаем вложения

x

α
∈ C и

y

β
∈ C.

В силу выпуклости множества C получаем

x+ y

α+ β
=

α

α+ β

x

α
+

β

α+ β

y

β
∈ C.

Следовательно,
µC(x+ y) 6 α+ β.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при α → µC(x) + 0 и
β → µC(y) + 0, получим свойство полуаддитивности

µC(x+ y) 6 µC(x) + µC(y).

Так как 0 6∈ A−B, то x0 6∈ C. Следовательно,

µC(x0) > 1.

На вещественно-линейном подпространстве

Lin{x0} = { tx0 | t ∈ R }

определим вещественно-линейный функционал

u(tx0) = t, ∀, t ∈ R.

Если t > 0, то получаем

u(tx0) = t 6 tµC(x0) = µC(tx0).

Если же t < 0, то
u(tx0) = t < 0 6 µC(tx0).

Таким образом, для любого x ∈ Lin{x0} выполнено неравенство

u(x) 6 µC(x).
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Следовательно, по теореме 5.1.4, существует вещественно-линейный
функционал v:X → R, такой, что

v(x) = u(x) ∀x ∈ Lin{x0}, и v(x) 6 µC(x) ∀x ∈ X.

Отсюда, в частности, следует неравенство

|v(x)| 6 ‖x‖X
R

∀x ∈ X,

т. е. функционал v является непрерывным. Так как множество C
открыто, то для любого x ∈ C имеем неравенство

µC(x) < 1.

Так как v(x0) = u(x0) = 1, то для любых векторов a ∈ A, b ∈ B
получаем

v(a)− v(b) + 1 = v(a− b+ x0) 6 µC(a− b+ x0) < 1.

Следовательно,

v(a) < v(b) ∀ a ∈ A, ∀, b ∈ B.

Таким образом, выпуклые множества v(A) и v(B) не пересекаются,
а множество v(A) является открытым в силу открытости множества
A. Действительно, для любого a ∈ A существует δ > 0, такое, что

a+ tx0 ∈ A ∀ t ∈ (−δ, δ).

Так как v(a+ tx0) = v(a) + t, то получаем, что интервал

(v(a)− δ, v(a) + δ) ⊂ v(A).

Возьмём
γ = sup v(A).

Тогда
v(a) < γ 6 v(b) ∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B.

Осталось рассмотреть функционал f ∈ X∗, такой, что Re f = v, т. е.

f(x) = v(x)− iv(ix) ∀x ∈ X.

Тогда для всех a ∈ A и b ∈ B получаем требуемые неравенства

Re f(a) < γ 6 Re f(b).
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2. В силу замкнутости множества B и равенства

A ∩B = ∅,

для любого x ∈ A существует ε(x) > 0, такое, что

O2ε(x)(x) ∩B = ∅.

Так как семейство открытых шаров{
Oε(x)(x)

∣∣ x ∈ A }
образует открытое покрытие компакта A, то существует конечное
подпокрытие {

Oε(xn)(xn)
}N
n=1

.

Пусть
δ = min

16n6N
ε(xn).

Рассмотрим открытое выпуклое множество

A0 = A+Oδ(0).

Тогда для любого вектора a ∈ A0 существует вектор x ∈ A, такой,
что

a ∈ Oδ(x).

Существует номер n ∈ 1, N , такой, что

x ∈ Oε(xn)(xn).

Следовательно, получаем вложение

a ∈ Oδ+ε(xn)(xn) ⊂ O2ε(xn)(xn) ⊂ Bc.

Поэтому
A0 ∩B = ∅.

Тогда, в силу пункта 1, существует функционал f ∈ X∗ и число
γ ∈ R, такие, что

Re f(a) < γ 6 Re f(b) ∀ a ∈ A0, ∀ b ∈ B.

В силу компактности множества A и непрерывности функционала
f , получаем, что Re f(A) — компактное подмножество открытого
множества Re f(A0). Тогда

max Re f(A) < γ,

424



т. е. существуют числа γ1 и γ2 вида

max Re f(A) < γ1 < γ2 < γ.

Поэтому для любых a ∈ A и b ∈ B имеем неравенства

Re f(a) < γ1 < γ2 < Re f(b),

что и требовалось. �

Прим е р 5.1.9. Пусть (X, ‖ · ‖X) — комплексное линейное нор-
мированное пространство, A,B ⊂ X — непустые выпуклые непересе-
кающиеся множества. Может оказаться, что множества A и B неот-
делимы, т. е. не существует нетривиального функционала f ∈ X∗,
такого, что

Re f(a) 6 Re f(b) при всех a ∈ A и b ∈ B.

Пусть X = CL1[0, 1] — множество, состоящее из всех комплексно-
значных непрерывных на отрезке [0, 1] функций, норма в котором
определяется как

‖x‖1 =

1∫
0

|x(t)| dt.

Рассмотрим множества

A =
{
x ∈ CL1[0, 1]

∣∣ x(0) = 1
}
, B = { 0 }.

Тогда A,B — выпуклые непересекающиеся множества, причём A
всюду плотно в CL1[0, 1]. Предположим, что существует нетриви-
альный функционал f ∈ X∗, такой, что

Re f(a) 6 Re f(0) = 0 ∀ a ∈ A.

Для любого x ∈ CL1[0, 1] существуют последовательности an ∈ A и
bn ∈ A, такие, что

‖x− an‖1 → 0 и ‖x+ bn‖1 → 0 при n→∞.

Тогда
Re f(x) = lim

n→∞
Re f(an) 6 0,(

− Re f(x)
)

= Re f(−x) = lim
n→∞

Re f(bn) 6 0.
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Следовательно,
Re f(x) = 0 ∀x ∈ X.

Но тогда получаем равенство

f(x) = Re f(x)− iRe f(ix) = 0 ∀x ∈ X,

что противоречит нетривиальности функционала f . N

Утв е ржд е н и е 5.1.10. Пусть (X, ‖ · ‖X) — комплексное ли-
нейное нормированное пространство. Тогда линейное отображение
F :X → X∗∗ вида

(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ X, ∀ f ∈ X∗

осуществляет изометрический изоморфизм изX на подпространство
ImF ⊂ X∗∗, т. е. F взаимно однозначно отображает X на ImF ,
причём

‖Fx‖ = ‖x‖X ∀x ∈ X.

Док а з а т е л ь с т в о. Если для векторов x, y ∈ X выполнено
равенство Fx = Fy, то для любого f ∈ X∗ получаем f(x) = f(y).
Следовательно,

f(x− y) = 0 ∀ f ∈ X∗.

Тогда, в силу пункта 3 следствия 5.1.6, получаем

x− y = 0, т. е. x = y.

Таким образом, доказана взаимная однозначность отображения F из
X на ImF . Далее для любого x ∈ X, в силу пункта 4 следствия 5.1.6,
получаем

‖Fx‖ = sup
f∈X∗:‖f‖=1

|(Fx)(f)| = sup
f∈X∗:‖f‖=1

|f(x)| = ‖x‖X ,

что и требовалось. �

Опр е д е л е н и е 5.1.11. Комплексное линейное нормирован-
ное пространство (X, ‖ · ‖X) называется рефлексивным, если

ImF = X∗∗,

т. е. если F является изометрическим изоморфизмом из X на X∗∗.
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Опр е д е л е н и е 5.1.12. Линейные нормированные пространс-
тва (X, ‖ ·‖X) и (Y, ‖ ·‖Y ) будем называть равными, если они изомет-
рически изоморфны, т. е. существует линейное взаимно однозначное
отображение Φ из X на Y , такое, что

‖x‖X = ‖Φ(x)‖Y ∀x ∈ X.

В этом случае будем писать X = Y .

Если пространство X рефлексивно, то получаем равенство

X = X∗∗,

которое реализует изометрический изоморфизм F .

5.2. Малые лебеговы пространства

Для любого числа p > 1 определим линейное нормированное про-
странство

`p =

{
x:N→ C

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|x(k)|p < +∞

}
,

норма в котором определяется равенством

‖x‖p = p

√√√√ ∞∑
k=1

|x(k)|p, x ∈ `p.

Рассмотрим непрерывную слева функцию скачков α:R→ R вида

α(x) =


∑

k∈N: k<x

1, x > 1,

0, x 6 1.

Тогда вложение x ∈ `p равносильно тому, что функция x определена
µα-почти всюду на R и удовлетворяет вложению

|x|p ∈ Lα(R).

При этом выполнено равенство∫
R

|x|p dµα =

∞∑
k=1

|x(k)|p.

427



Следовательно, получаем равенство

`p = Lp(R, µα).

Поэтому, по теореме 4.4.9, пространство `p является полным.
Определим ещё линейное нормированное пространство

`∞ =

{
x:N→ C

∣∣∣∣ sup
k∈N
|x(k)| < +∞

}
,

норма в котором определяется равенством

‖x‖∞ = sup
k∈N
|x(k)|, x ∈ `∞,

и два его подпространства

c =

{
x ∈ `∞

∣∣∣∣ ∃ lim
k→∞

x(k) = x(∞) ∈ C
}
,

c0 =
{
x ∈ c

∣∣ x(∞) = 0
}
.

Ясно, что вложение x ∈ `∞ равносильно тому, что функция x опреде-
лена µα-почти всюду на R и является µα-почти всюду ограниченной
на R. При этом, очевидно, выполнено равенство

ess sup
t∈R

|x(t)| = sup
k∈N
|x(k)|.

Следовательно, получаем равенство

`∞ = L∞(R, µα).

Поэтому, по теореме 4.4.29, пространство `∞ является полным. Оче-
видно, что подпространства c и c0 являются замкнутыми в простран-
стве `∞. Следовательно, линейные пространства c и c0 с нормой ‖·‖∞
также являются полными.

Утв е ржд е н и е 5.2.1. Для любого числа p > 1 в простран-
ствах `p и в пространстве c0 существует счётный базис {em}∞m=1, где

em(k) =

{
1, m = k,
0, m 6= k.
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого x ∈ `p получаем∥∥∥∥∥x−
N∑
m=1

x(m)em

∥∥∥∥∥
p

= p

√√√√ ∞∑
m=N+1

|x(m)|p → 0 при N →∞,

а для любого y ∈ c0 получаем∥∥∥∥∥y −
N∑
m=1

y(m)em

∥∥∥∥∥
∞

= sup
m>N

|y(m)| → 0 при N →∞.

Если же для x ∈ `p существует последовательность {γm}∞m=1 ⊂ C
вида

x =

∞∑
m=1

γmem,

то для любого m ∈ N и номера N > m получаем

|x(m)− γm| 6

∥∥∥∥∥x−
N∑
m=1

γmem

∥∥∥∥∥
p

→ 0 при N →∞,

т. е.
x(m) = γm ∀m ∈ N.

Если для y ∈ c0 существует последовательность {γm}∞m=1 ⊂ C вида

y =

∞∑
m=1

γmem,

то для любого m ∈ N и номера N > m получаем

|y(m)− γm| 6

∥∥∥∥∥y −
N∑
m=1

γmem

∥∥∥∥∥
∞

→ 0 при N →∞,

т. е.
y(m) = γm ∀m ∈ N.

�

Утв е ржд е н и е 5.2.2. В пространстве c существует счётный
базис {em}∞m=0, где элемент e0 ∈ c имеет вид

e0(k) = 1 ∀ k ∈ N.
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого z ∈ c выполнено вложение

z − z(∞)e0 ∈ c0.

Следовательно,

z − z(∞)e0 =

∞∑
m=1

(
z(m)− z(∞)

)
em.

Таким образом, получаем следующее разложение:

z = z(∞)e0 +

∞∑
m=1

(
z(m)− z(∞)

)
em.

Если же для z ∈ c существует последовательность {γm}∞m=0 ⊂ C
вида

z =

∞∑
m=0

γmem,

то для любого N ∈ N получаем

|z(N + 1)− γ0| 6

∥∥∥∥∥z −
N∑
m=0

γmem

∥∥∥∥∥
∞

→ 0 при N →∞.

Так как z(N + 1)→ z(∞) при N →∞, то получаем равенство

γ0 = z(∞).

Тогда для любого m ∈ N и N > m получаем

|z(m)− z(∞)− γm| 6

∥∥∥∥∥z −
N∑
m=0

γmem

∥∥∥∥∥
∞

→ 0 при N →∞,

т. е. γm = z(m)− z(∞), что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.3. Справедливо равенство

`∗1 = `∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется определить изометрический изо-
морфизм Φ из `∗1 на `∞. Для любого f ∈ `∗1 и x ∈ `1 справедливо
равенство

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em).
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Определим
z(m) = f(em) ∀m ∈ N.

Тогда
|z(m)| 6 ‖f‖ ‖em‖1 = ‖f‖.

Следовательно, выполнено неравенство

‖z‖∞ 6 ‖f‖, т. е. z ∈ `∞.

С другой стороны, справедливы неравенства

|f(x)| 6
∞∑
m=1

|x(m)| |z(m)| 6 ‖z‖∞ ‖x‖1.

Следовательно, выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖∞,

т. е. доказано равенство

‖f‖ = ‖z‖∞.

Таким образом, определено линейное отображение Φ: `∗1 → `∞ вида

(Φf)(m) = f(em) ∀m ∈ N,

причём справедливо равенство

‖f‖ = ‖Φf‖∞.

Если для двух функционалов f, g ∈ `∗1 выполнено равенство

Φf = Φg,

то для любого x ∈ `1 получаем

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em) =

∞∑
m=1

x(m)g(em) = g(x),

т. е. f = g. Осталось показать, что

ImΦ = `∞.

Для любого z ∈ `∞ определим линейный функционал

f(x) =
∞∑
m=1

x(m)z(m), ∀x ∈ `1.
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Тогда выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖∞,

т. е. справедливо вложение f ∈ `∗1, и

f(em) = z(m) ∀m ∈ N.

Следовательно, доказано равенство

Φf = z,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.4. При 1 < p < +∞ справедливо равен-
ство

`∗p = `q, где
1

p
+

1

q
= 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется определить изометрический изо-
морфизм Φ из `∗p на `q. Для любого f ∈ `∗p и x ∈ `p справедливо
равенство

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em).

Для любого m ∈ N определим z(m) = f(em) и число

sm =


z(m)
|z(m)| , z(m) 6= 0,

0, z(m) = 0.

Для любого N ∈ N рассмотрим вектор xN ∈ `p вида

xN (m) =

 |z(m)|
q
p sm, m ∈ 1, N,

0, m > N.

Тогда для любого m ∈ N получаем

xN (m)z(m) =

 |z(m)|q, m ∈ 1, N,

0, m > N.
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Следовательно, при каждом N ∈ N имеем

|f(xN )| =
N∑
m=1

|z(m)|q 6 ‖f‖ ‖xN‖p = ‖f‖

(
N∑
m=1

|z(m)|q
) 1
p

,

т. е. справедливо неравенство(
N∑
m=1

|z(m)|q
) 1
q

6 ‖f‖.

Тогда при N →∞ получаем

‖z‖q 6 ‖f‖, т. е. z ∈ `q.

С другой стороны, в силу неравенства Гёльдера, для любого x ∈ `p
справедливы неравенства

|f(x)| 6
∞∑
m=1

|x(m)| |z(m)| 6 ‖z‖q ‖x‖p.

Следовательно, выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖q,

т. е. доказано равенство ‖f‖ = ‖z‖q. Таким образом, определено ли-
нейное отображение

Φ: `∗p → `q

вида
(Φf)(m) = f(em) ∀m ∈ N,

причём справедливо равенство

‖f‖ = ‖Φf‖q.

Если для двух функционалов f, g ∈ `∗p выполнено равенство

Φf = Φg,

то для любого x ∈ `p получаем

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em) =
∞∑
m=1

x(m)g(em) = g(x),
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т. е. f = g. Осталось показать, что ImΦ = `q. Для любого z ∈ `q
определим линейный функционал

f(x) =
∞∑
m=1

x(m)z(m), ∀x ∈ `p.

Тогда, в силу неравенства Гёльдера, выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖q,

т. е. справедливо вложение f ∈ `∗p, и

f(em) = z(m) ∀m ∈ N.

Следовательно, доказано равенство Φf = z, что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.5. Справедливо равенство

c∗0 = `1.

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется определить изометрический изо-
морфизм Φ из c∗0 на `1. Для любого f ∈ c∗0 и x ∈ c0 справедливо
равенство

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em).

Для любого m ∈ N определим z(m) = f(em) и число

sm =


z(m)
|z(m)| , z(m) 6= 0,

0, z(m) = 0.

Для любого N ∈ N рассмотрим вектор xN ∈ c0 вида

xN (m) =

 sm, m ∈ 1, N,

0, m > N.

Тогда для любого m ∈ N получаем

xN (m)z(m) =

 |z(m)|, m ∈ 1, N,

0, m > N.
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Следовательно, при каждом N ∈ N имеем

|f(xN )| =
N∑
m=1

|z(m)| 6 ‖f‖ ‖xN‖∞ 6 ‖f‖.

Тогда при N →∞ получаем

‖z‖1 6 ‖f‖, т. е. z ∈ `1.

С другой стороны, для любого x ∈ c0 справедливы неравенства

|f(x)| 6
∞∑
m=1

|x(m)| |z(m)| 6 ‖z‖1 ‖x‖∞.

Следовательно, выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖1,

т. е. доказано равенство
‖f‖ = ‖z‖1.

Таким образом, определено линейное отображение Φ: c∗0 → `1 вида

(Φf)(m) = f(em) ∀m ∈ N,

причём справедливо равенство

‖f‖ = ‖Φf‖1.

Если для двух функционалов f, g ∈ `∗1 выполнено равенство

Φf = Φg,

то для любого x ∈ c0 получаем

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)f(em) =

∞∑
m=1

x(m)g(em) = g(x),

т. е. f = g. Осталось показать, что

ImΦ = `1.

Для любого z ∈ `1 определим линейный функционал

f(x) =

∞∑
m=1

x(m)z(m), ∀x ∈ c0.
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Тогда выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖1,

т. е. справедливо вложение f ∈ c∗0, и

f(em) = z(m) ∀m ∈ N.

Следовательно, доказано равенство

Φf = z,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.6. Справедливо равенство

c∗ = `1.

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется определить изометрический изо-
морфизм Φ из c∗ на `1. Для любого f ∈ c∗ и x ∈ c справедливо
равенство

f(x) = x(∞)f(e0) +

∞∑
m=1

(
x(m)− x(∞)

)
f(em).

Для любого m ∈ N определим число

sm =


f(em)
|f(em)| , f(em) 6= 0,

0, f(em) = 0.

Для любого N ∈ N рассмотрим вектор xN ∈ c вида

xN (m) =

 sm, m ∈ 1, N,

0, m > N.

Тогда для любого m ∈ N получаем

xN (m)f(em) =

 |f(em)|, m ∈ 1, N,

0, m > N,
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а xN (∞) = 0. Следовательно, при каждом N ∈ N имеем

|f(xN )| =
N∑
m=1

|f(em)| 6 ‖f‖ ‖xN‖∞ 6 ‖f‖.

Тогда при N →∞ получаем
∞∑
m=1

|f(em)| 6 ‖f‖.

Следовательно, справедливо равенство

f(x) = x(∞)

(
f(e0)−

∞∑
m=1

f(em)

)
+

∞∑
m=1

x(m)f(em).

Определим zf ∈ `1 вида

zf (1) = f(e0)−
∞∑
m=1

f(em), а zf (m) = f(em−1) при m > 2.

Тогда получаем

f(x) = x(∞)zf (1) +

∞∑
m=1

x(m)zf (m+ 1).

Для любого m ∈ N определим число

tm =


zf (m)
|zf (m)| , zf (m) 6= 0,

0, zf (m) = 0.

Для любого N ∈ N рассмотрим вектор yN ∈ c вида

yN (m) =

 tm+1, m ∈ 1, N,

t1, m > N.

Тогда yN (∞) = t1, т. е.

yN (∞)zf (1) = |zf (1)|,

а для любого m ∈ N справедливо равенство

yN (m)zf (m+ 1) =

 |zf (m+ 1)|, m ∈ 1, N,

t1zf (m+ 1), m > N.
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Следовательно, справедливо соотношение

f(yN ) = |zf (1)|+
N∑
m=1

|zf (m+ 1)|+ t1

∞∑
m=N+1

zf (m+ 1).

Так как zf ∈ `1, то
∞∑

m=N+1

zf (m+ 1)→ 0 и f(yN )→ ‖zf‖1 при N →∞.

Тогда в силу неравенства

|f(yN )| 6 ‖f‖ ‖yN‖∞ 6 ‖f‖,

получаем
lim
N→∞

|f(yN )| = ‖zf‖1 6 ‖f‖.

С другой стороны, для любого x ∈ c справедливы неравенства

|f(x)| 6 |x(∞)| |zf (1)|+
∞∑
m=1

|x(m)| |zf (m+ 1)| 6 ‖zf‖1 ‖x‖∞.

Следовательно, выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖zf‖1,

т. е. доказано равенство

‖f‖ = ‖zf‖1.

Таким образом, определено линейное отображение Φ: c∗ → `1 вида
(Φf)(m) = zf (m) для любого m ∈ N, причём

‖f‖ = ‖Φf‖1.

Если для двух функционалов f, g ∈ `∗1 выполнено равенство

Φf = Φg,

т. е. zf = zg, то для любого x ∈ c0 получаем

f(x) = x(∞)zf (1) +

∞∑
m=1

x(m)zf (m+ 1) =

= x(∞)zg(1) +

∞∑
m=1

x(m)zg(m+ 1) = g(x).
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Таким образом, f = g. Осталось показать, что

ImΦ = `1.

Для любого z ∈ `1 определим линейный функционал

f(x) = x(∞)z(1) +

∞∑
m=1

x(m)z(m+ 1) ∀x ∈ c.

Тогда выполнено неравенство

‖f‖ 6 ‖z‖1,

т. е. справедливо вложение f ∈ c∗. При этом

f(em) = z(m+ 1) ∀m ∈ N,

а

f(e0) = z(1) +

∞∑
m=1

z(m+ 1) = z(1) +

∞∑
m=1

f(em),

т. е.

z(1) = f(e0)−
∞∑
m=1

f(em).

Следовательно, доказано равенство

Φf = z,

что и требовалось. �

Далее мы покажем, что для любого числа p > 1 пространство `p
является рефлексивным, а пространства `1, c0 и c рефлексивными не
являются. Из утверждения 5.2.4 сразу ясно, что для любого числа
p > 1 выполнены равенства

`∗∗p = `∗q = `p, где q =
p

p− 1
.

Т. е. пространства `∗∗p и `p изометрически изоморфны. Но для обос-
нования рефлексивности пространства мало указать какой-то изо-
метрический изоморфизм между ним и его вторым сопряжённым.
По определению 5.1.11 рефлексивности линейного нормированного
пространства, требуется доказать, что отображение F , введённое
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в утверждении 5.1.10, осуществляет этот изометрический изомор-
физм. Из утверждений 5.2.5, 5.2.6 и 5.2.3 следует, что

c∗∗0 = `∗1 = `∞ и c∗∗ = `∗1 = `∞,

т. е. пространства c∗∗0 и c∗∗ изометрически изоморфны пространству
`∞. В силу несепарабельности пространства `∞ (см. пример 1.3.5)
получаем, что изометрически изоморфные ему пространества c∗∗0 и
c∗∗ также несепарабельны. Так как пространства c0 и c являются се-
парабельными (поскольку в c0 и c есть счётный базис в силу утвер-
ждения 5.2.1 и утверждения 5.2.2), то отсюда следует отсутствие
изометрического изоморфизма между ними и несепарабельными c∗∗0
и c∗∗ соответственно. То есть

c∗∗0 6= c0 и c∗∗ 6= c.

Следовательно, пространства c0 и c нерефлексивны. Далее мы на-
прямую покажем, что выполнено ImF 6= c∗∗0 для отображения F : c0 →
c∗∗0 и ImF 6= c∗∗ для отображения F : c→ c∗∗.

Утв е ржд е н и е 5.2.7. Пусть число p > 1. Тогда простран-
ство `p рефлексифно.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть число q = p
p−1 . В силу утвержде-

ния 5.2.4, имеем равенства

`∗p = `q и `∗q = `p.

Пусть
Φ: `∗p → `q и Ψ : `∗q → `p

изометрические изоморфизмы, реализующие указанные равенства.
Нам требуется для введённого в утверждении 5.1.10 отбражения
F : `p → `∗∗p доказать равенство

ImF = `∗∗p ,

т. е. для любого функционала H ∈ `∗∗p требуется предъявить элемент
x ∈ `p, такой, что

H(f) = f(x) ∀ f ∈ `∗p.

Для любого f ∈ `∗p рассмотрим элемент

y = Φ(f) ∈ `q.
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Тогда получаем равенство

H(f) = H
(
Φ−1(y)

)
=
(
H ◦ Φ−1

)
(y).

Отображение
g = H ◦ Φ−1: `q → C

является линейным и непрерывным как суперпозиция линейных непре-
рывных отображений. Следовательно, справедливо вложение

g ∈ `∗q .

Определив элемент

x = Ψ(g) = Ψ
(
H ◦ Φ−1

)
∈ `p,

сразу получаем требуемое равенство:

H(f) = g(y) =

∞∑
m=1

x(m)y(m) =

∞∑
m=1

x(m)
(
Φ(f)

)
(m) = f(x).

Заметим, что отображение F : `p → `∗∗p имеет вид

Fx =
(
Ψ−1(x)

)
◦ Φ ∀x ∈ `p.

�

Утв е ржд е н и е 5.2.8. Пространство c0 нерефлексифно.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждений 5.2.5 и 5.2.3 имеем
равенства

c∗0 = `1 и `∗1 = `∞.

Пусть
Φ: c∗0 → `1 и Ψ : `∗1 → `∞

изометрические изоморфизмы, реализующие указанные равенства.
Требуется для введённого в утверждении 5.1.10 отображения F : c0 →
→ c∗∗0 доказать неравенство

ImF 6= c∗∗0 ,

т. е. предъявить функционал H ∈ c∗∗0 \ ImF .
Рассмотрим произвольный функционалH ∈ c∗∗0 . Определим отоб-

ражение
g = H ◦ Φ−1: `1 → C.
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Отображение g линейно и непрерывно как суперпозиция линейных и
непрерывных отображений. Следовательно, g ∈ `∗1. Определим эле-
мент

z = Ψ(g) = Ψ
(
H ◦ Φ−1

)
∈ `∞.

Тогда для любого f ∈ c∗0 получаем равенство:

H(f) = g
(
Φ(f)

)
=

∞∑
m=1

z(m)
(
Φ(f)

)
(m).

Обратно, любой элемент z ∈ `∞ порождает линейный функционал

H =
(
Ψ−1(z)

)
◦ Φ ∈ c∗∗0 ,

который в свою очередь определяет тот же элемент

z = Ψ
(
H ◦ Φ−1

)
∈ `∞.

Если же функционал H ∈ ImF , т. е. для него существует единствен-
ный элемент x ∈ c0 вида H = Fx, то для любого f ∈ c∗0 получаем

H(f) = f(x) =

∞∑
m=1

x(m)
(
Φ(f)

)
(m) =

(
Ψ−1(x)

) (
Φ(f)

)
.

Таким образом, выполнено равенство

H =
(
Ψ−1(x)

)
◦ Φ.

Следовательно, для любого элемента z ∈ `∞ \c0 соответствующий
ему функционал

H =
(
Ψ−1(z)

)
◦ Φ ∈ c∗∗0 \ ImF,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.9. Пространство c нерефлексифно.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждений 5.2.6 и 5.2.3 имеем
равенства

c∗ = `1 и `∗1 = `∞.

Пусть
Φ: c∗ → `1 и Ψ : `∗1 → `∞
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изометрические изоморфизмы, реализующие указанные равенства.
Требуется для введённого в утверждении 5.1.10 отображения F : c→
→ c∗∗ доказать неравенство

ImF 6= c∗∗,

т. е. предъявить функционал H ∈ c∗∗\ ImF .
Рассмотрим произвольный функционалH ∈ c∗∗. Определим отоб-

ражение
g = H ◦ Φ−1: `1 → C.

Отображение g линейно и непрерывно как суперпозиция линейных и
непрерывных отображений. Следовательно, g ∈ `∗1. Определим эле-
мент

z = Ψ(g) = Ψ
(
H ◦ Φ−1

)
∈ `∞.

Тогда для любого f ∈ c∗ получаем равенство:

H(f) = g
(
Φ(f)

)
=

∞∑
m=1

z(m)
(
Φ(f)

)
(m).

Обратно, любой элемент z ∈ `∞ порождает линейный функционал

H =
(
Ψ−1(z)

)
◦ Φ ∈ c∗∗,

который в свою очередь определяет тот же элемент

z = Ψ
(
H ◦ Φ−1

)
∈ `∞.

Если же функционал H ∈ ImF , т. е. для него существует единствен-
ный элемент x ∈ c вида H = Fx, то для любого f ∈ c∗ получаем

H(f) = f(x) = x(∞)
(
Φ(f)

)
(1) +

∞∑
m=1

x(m)
(
Φ(f)

)
(m+ 1).

Определив элемент y ∈ c вида

y(1) = x(∞) и y(m+ 1) = x(m) ∀m ∈ N,

получим равенство

H(f) = f(x) =

∞∑
m=1

y(m)
(
Φ(f)

)
(m) =

(
Ψ−1(y)

) (
Φ(f)

)
.
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Таким образом, выполнено равенство

H =
(
Ψ−1(y)

)
◦ Φ.

Следовательно, для любого элемента z ∈ `∞\ c соответствующий
ему функционал

H =
(
Ψ−1(z)

)
◦ Φ ∈ c∗∗\ ImF,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.2.10. Пространство `1 нерефлексифно.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.2.3 имеем равен-
ство

`∗1 = `∞.

Пусть
Φ: `∗1 → `∞

изометрический изоморфизм, реализующий указанное равенство. Тре-
буется для введённого в утверждении 5.1.10 отображения F : `1 → `∗∗1
доказать неравенство

ImF 6= `∗∗1 ,

т. е. предъявить функционал H ∈ `∗∗1 \ ImF .
Заметим, что для любого элемента x ∈ `1 и любого функционала

f ∈ `∗1 справедливо равенство

(Fx)(f) = f(x) =

∞∑
m=1

x(m)
(
Φ(f)

)
(m).

Для любого функционала H ∈ `∗∗1 определим

g = H ◦ Φ−1 ∈ `∗∞.

Тогда для любого функционала f ∈ `∗1, обозначив

y = Φ(f) ∈ `∞,

получаем равенство H(f) = g(y). Следовательно, функционал H по-
падёт в ImF тогда и только тогда, когда для функционала

g = H ◦ Φ−1 ∈ `∗∞
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найдётся элемент x ∈ `1, такой, что

g(y) =

∞∑
m=1

x(m)y(m) ∀ y ∈ `∞.

Предъявим функционал g ∈ `∗∞, для которого это равенство не вы-
полняется, и тогда функционал

H = g ◦ Φ ∈ `∗∗1 \ ImF.

Рассмотрим линейный функционал g0: c→ C вида

g(z) = z(∞) ∀ z ∈ c.

Очевидно, что ‖g0‖ = 1, т. е. g0 — непрерывный линейный функцио-
нал, определённый на подпространстве c пространства `∞. По след-
ствию 5.1.5 теоремы Хана-Банаха, существует функционал g ∈ `∞,
такой, что g = g0 на подпространстве c, причём

‖g‖ = ‖g0‖ = 1.

Предположим,что для этого функционала g найдётся элемент x ∈ `1,
такой, что для всех y ∈ `∞ выполнено

g(y) =

∞∑
m=1

x(m)y(m).

Тогда для любого m ∈ N получаем:

x(m) = g(em) = g0(em) = em(∞) = 0.

Следовательно, функционал g — нулевой, что противоречит равен-
ству ‖g‖ = 1. Таким образом, функционал

H = g ◦ Φ ∈ `∗∗1

не принадлежит ImF , что и требовалось. �

Нерефлексивность пространства `1 также вытекает из следующе-
го важного утверждения.

Утв е ржд е н и е 5.2.11. Пусть (X, ‖ · ‖X) — линейное нор-
мированное пространство, такое, что его сопряжённое пространство
сепарабельно. Тогда пространство X тоже является сепарабельным.
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Док а з а т е л ь с т в о. По условию в пространстве X∗ суще-
ствует счётное всюду плотное подмножество {fm}∞m=1. Без ограни-
чения общности считаем, что

fm 6= 0 ∀m ∈ N.

Тогда, по определению нормы линейного функционала, для любого
m ∈ N существует вектор xm ∈ X, такой, что

‖xm‖X = 1 и |fm(xm)| > ‖fm‖
2

.

Определим множествоM как совокупность всевозможных конечных
линейных комбинаций векторов {xm}∞m=1 c комплексными коэффи-
циентами, имеющими рациональные компоненты. Тогда множество
M счётно. Действительно, пусть Q = {rm}∞m=1 — все рациональ-
ные числа, каким-то образом занумерованные. Для любых N,L ∈ N
определим множество

MN,L =

{
N∑
k=1

(rmk + irnk)xk
∣∣ 1 6 mk, nk 6 L

}
.

Тогда множество MN,L конечно, и справедливо равенство

M =

∞⋃
N,L=1

MN,L.

Следовательно, множество M является счётным как счётное объ-
единение конечных множеств. Покажем, что множество M является
всюду плотным в пространстве X, т. е. замыкание [M ] = X. Пред-
положим, что это не так, т. е. [M ] 6= X. Очевидно, что замкнутое
множество [M ] является подпространством в X. Тогда по пункту 1
следствия 5.1.6 существует ненулевой функционал f ∈ X∗, такой,
что

f(x) = 0 ∀x ∈ [M ].

В частности,
f(xm) = 0 ∀m ∈ N.

Для любого ε > 0 существует m(ε) ∈ N, такое, что

‖f − fm(ε)‖ < ε.
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Так как выполнены неравенства

∥∥f − fm(ε)

∥∥ > ∣∣f(xm(ε))− fm(ε)(xm(ε))
∣∣ =

∣∣fm(ε)(xm(ε))
∣∣ > ‖fm(ε)‖

2
,

то получаем
‖fm(ε)‖ < 2ε, ⇒ ‖f‖ < 3ε.

В силу произвольности ε > 0 это означает равенство ‖f‖ = 0, что
противоречит нетривиальности функционала f . �

Сл е д с т в и е 5.2.12. Пространство `∗∞ не равно `1, но содер-
жит подпространство, изометрически изоморфное `1. В частности,
пространство `1 не является рефлексивным.

Док а з а т е л ь с т в о. В утверждении 5.2.3 показано равенство

`∗1 = `∞.

Следовательно, выполнено равенство `∗∞ = `∗∗1 . Тогда, в силу утвер-
ждения 5.1.10, пространство `∗∞ содержит подпространство, изомет-
рически изоморфное `1. Пространство `1 является сепарабельным,
так как, по утверждению 5.2.1, имеет счётный базис. Если предпо-
ложить равенство `1 = `∗∞, то, в силу утверждения 5.2.11, получаем
сепарабельность пространства `∞, что неверно. Действительно, рас-
смотрим множество S ⊂ `∞, такое, что вложение x ∈ S равносильно
x(k) = 0 или x(k) = 1 при каждом k ∈ N, причём для любого m ∈ N
существует k > m, такое, что x(k) = 0. Тогда функция α:S → [0, 1)
вида

α(x) =

∞∑
k=1

x(k)

2k
∀x ∈ S

является биекцией между множеством S и промежутком [0, 1). Та-
ким образом, множество S равномощно промежутку [0, 1), т. е. явля-
ется несчётным. При этом для любых векторов x, y ∈ S, x 6= y имеет
место равенство

‖x− y‖∞ = 1.

Следовательно, в силу утверждения 1.3.4, пространство `∞ является
несепарабельным. �
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5.3. Сопряжённое гильбертово пространство

Те о р ем а 5.3.1. (Рисс, Фреше) ПустьH— гильбертово про-
странство. Тогда для любого линейного функционала f ∈ H∗ суще-
ствует единственный вектор z(f) ∈ H, такой, что

f(x) = (x, z(f)) ∀x ∈ H,

причём ‖f‖ = ‖z(f)‖. Отображение

z:H∗ → H

является взаимно однозначным отображением пространства H∗ на
H, изометричным и сопряжённо-линейным, т. е.

z(f + g) = z(f) + z(g) и z(αf) = αz(f) ∀ f, g ∈ H∗, ∀α ∈ C.

Док а з а т е л ь с т в о. Если функционал f = 0, то положим
z(0) = 0. Рассмотрим произвольный нетривиальный функционал f ∈
H∗. Тогда Ker f — замкнутое подпространство в H, не совпадающее
с H. Так как по теореме 3.2.14 имеем

H = Ker f ⊕ (Ker f)
⊥ и Ker f 6= H,

то
(Ker f)

⊥ 6= 0.

Рассмотрим нетривиальный вектор

y ∈ (Ker f)
⊥
.

Тогда f(y) 6= 0, и для любого вектора x ∈ H выполнено вложение

x− f(x)

f(y)
y ∈ Ker f.

Следовательно, получаем равенство

0 =

(
x− f(x)

f(y)
y, y

)
= (x, y)− f(x)

f(y)
(y, y),

т. е. справедливо соотношение

f(x) =

(
x,

f(y)

(y, y)
y

)
.
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Определим вектор

z(f) =
f(y)

(y, y)
y.

Тогда для любого x ∈ H имеем равенство

f(x) =
(
x, z(f)

)
.

Предположим, существует другой вектор w ∈ H, такой, что

f(x) = (x,w) ∀x ∈ H.

Тогда получаем равенство(
x, z(f)− w

)
= 0 ∀x ∈ H.

Следовательно, для вектора x = z(f)− w ∈ H получаем(
z(f)− w, z(f)− w

)
= 0,

т. е. z(f) = w. Таким образом, доказана единственность вектора z(f).
В силу неравенства Коши—Буняковского получаем

|f(x)| 6 ‖x‖ ‖z(f)‖ ∀x ∈ H.

Следовательно, ‖f‖ 6 ‖z(f)‖. С другой стороны,

‖z(f)‖ =

(
z(f), z(f)

)
‖z(f)‖

=
f(z(f))

‖z(f)‖
6 ‖f‖.

Таким образом, доказано равенство ‖f‖ = ‖z(f)‖.
Для любых функционалов f, g ∈ H∗ и любого x ∈ H имеем ра-

венства

(f + g)(x) =
(
x, z(f + g)

)
= f(x) + g(x) =

=
(
x, z(f)

)
+
(
x, z(g)

)
=
(
x, z(f) + z(g)

)
.

Следовательно, для любого x ∈ H получаем(
x, z(f + g)− z(f)− z(g)

)
= 0.

Тогда для вектора x = z(f + g)− z(f)− z(g) получаем(
z(f + g)− z(f)− z(g), z(f + g)− z(f)− z(g)

)
= 0,
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т. е. выполнено равенство z(f + g) = z(f) + z(g).
Для любого f ∈ H∗ и скаляра α ∈ C для любого x ∈ H имеем

(αf)(x) =
(
x, z(αf)

)
= αf(x) = α

(
x, z(f)

)
=
(
x, αz(f)

)
.

Следовательно, для любого вектора x ∈ H получаем(
x, z(αf)− αz(f)

)
= 0.

Тогда для вектора x = z(αf)− αz(f) получаем(
z(αf)− αz(f), z(αf)− αz(f)

)
= 0,

т. е. выполнено равенство z(αf) = αz(f).
Осталось показать, что множество значений отображения

z:H∗ → H

совпадает с H, т. е. для любого вектора y ∈ H существует линей-
ный функционал f ∈ H∗, такой, что z(f) = y. Для любого y ∈ H

рассмотрим линейный функционал

f(x) = (x, y), ∀x ∈ H.

Так как |f(x)| 6 ‖x‖ ‖y‖, то ‖f‖ 6 ‖y‖. Следовательно, f ∈ H∗. Так
как для функционала f существует единственный вектор z(f) ∈ H

вида
f(x) =

(
x, z(f)

)
∀x ∈ H,

то получаем равенство z(f) = y, что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.3.2. Гильбертово пространствоH является ре-
флексивным.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение F :H → H∗∗

вида
(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ H, ∀ f ∈ H∗.

По определению 5.1.11 требуется доказать, что для любого функци-
онала Φ ∈ H∗∗ существует вектор y ∈ H, такой, что

Fy = Φ.

Пусть z:H∗ → H — сопряжённо-линейное изометрическое взаимно
однозначное отображение, определённое в теореме 5.3.1. Для любого
функционала Φ ∈ H∗∗ определим линейный функционал

f = Φ ◦ z−1, т. е. f(x) = Φ (z−1(x)) ∀x ∈ H.
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Тогда имеем неравенство

|f(x)| 6 ‖Φ‖ ‖z−1(x)‖ = ‖Φ‖ ‖x‖ ∀x ∈ H,

т. е. ‖f‖ 6 ‖Φ‖. Следовательно, справедливо вложение f ∈ H∗. Опре-
делим вектор

y = z (f) .

Тогда для любого функционала g ∈ H∗ получаем

(Fy)(g) = g(y) =
(
z (f) , z(g)

)
= f

(
z(g)

)
= Φ

(
z−1

(
z(g)

))
= Φ(g),

т. е. Fy = Φ, что и требовалось. �

Прим е р 5.3.3. Для любого множества E ∈M(µ) полное про-
странство L2(E), скалярное произведение в котором задано соотно-
шением

(x, y) =

∫
E

x y dµ ∀x, y ∈ L2(E),

является гильбертовым пространством. Действительно, для любых
x, y ∈ L2(E) при каждом t ∈ E имеем неравенство

|x(t)y(t)| = |x(t)| |y(t)| 6 |x(t)|2 + |y(t)|2

2
.

Так как функция |x|
2+|y|2

2 ∈ L(E), то, в силу утверждения 4.3.21,
получаем

|xy| ∈ L(E),

т. е. величина (x, y) существует для любых x, y ∈ L2(E) и, очевидно,
удовлетворяет свойствам 1—4 определения 3.2.1 скалярного произ-
ведения. При этом выполнено равенство

(x, x) = ‖x‖2.

По теореме 5.3.1 Рисса—Фреше получаем, что любой линейный непре-
рывный функционал f ∈

(
L2(E)

)∗ порождается единственным эле-
ментом z ∈ L2(E) по формуле

f(x) =

∫
E

x z dµ ∀x ∈ L2(E),

причём справедливо равенство ‖f‖ = ‖z‖2. N
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5.4. Слабая топология

В этом параграфе будем рассматривать комплексное линейное
нормированное пространство (X, ‖ · ‖).

Опр е д е л е н и е 5.4.1. Для любого вектора x0 ∈ X, функци-
онала f ∈ X∗ и числа ε > 0 определим множество

V (x0, f, ε) =
{
x ∈ X

∣∣ |f(x)− f(x0)| < ε
}
.

Топология в множестве X, предбазой которой является семейство
множеств

σw =
{
V (x0, f, ε)

∣∣ x0 ∈ X, f ∈ X∗, ε > 0
}
,

называется слабой топологией в X и обозначается τw.

З ам е ч а н и е 5.4.2. Заметим, что семейство σw удовлетворяет
условию утверждения 1.1.45, так как для любого x ∈ X и любого
f ∈ X∗ выполнено x ∈ V (x, f, 1). Причём само множество X явля-
ется элементом семейства σw, так как X = V (0, 0, 1) ∈ σw. Следова-
тельно, семейство σw действительно является предбазой некоторой
топологии в X, которая по определению 5.4.1 называется слабой. �

З ам е ч а н и е 5.4.3. По определению предбазы σw слабой то-
пологии в пространстве (X, ‖ · ‖) получаем, что любой функционал
f ∈ X∗ будет непрерывным относительно слабой топологии τw. Дей-
ствительно, для любых функционала f ∈ X∗, вектора x0 ∈ X и
числа ε > 0 существует слабая окрестность вектора x0 вида

V (x0, f, ε) ∈ τw,

такая, что для любого x ∈ V (x0, f, ε) по определению 5.4.1 получаем

|f(x)− f(x0)| < ε.

Следовательно, функционал f ∈ X∗ является слабо непрерывным
на X. �

З ам е ч а н и е 5.4.4. Всегда слабая топология τw в X содержит-
ся в нормированной топологии τn, т. е. τw ⊂ τn. Достаточно доказать,
что

σw ⊂ τn.
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Докажем это вложение. Для любого вектора x0 ∈ X, функционала
f ∈ X∗ и числа ε > 0 рассмотрим произвольный вектор

z ∈ V (x0, f, ε).

Определим положительное число

r = ε− |f(z)− f(x0)|.

Тогда для любого вектора x вида

‖x− z‖ < r

‖f‖+ 1

получаем

|f(x)− f(x0)| 6 |f(x)− f(z)|+ |f(z)− f(x0)| 6

6 ‖f‖ ‖x− z‖+ |f(z)− f(x0)| < r + |f(z)− f(x0)| = ε.

Следовательно,
x ∈ V (x0, f, ε).

Таким образом, любая точка множества V (x0, f, ε) входит в него вме-
сте с некоторым τn-открытым шаром, т. е. справедливо вложение

V (x0, f, ε) ∈ τn.

Следовательно, σw ⊂ τn, что и требовалось.
Отсюда, в частности, легко следует, что всякий слабо непрерыв-

ный линейный функционал f :X → C является непрерывным относи-
тельно нормированной топологии в X, т. е. f ∈ X∗. Действительно,
если функционал f слабо непрерывен, то, по утверждению 1.1.32,
для любого открытого в C множества G его прообраз

f−1(G) = { x ∈ X | f(x) ∈ G}

является слабо открытым множеством в X. Поэтому он принадле-
жит и нормированной топологии пространства X. Следовательно, в
силу того же утверждения 1.1.32, получаем вложение f ∈ X∗.

Пусть линейное пространство X бесконечномерно. Тогда слабая
топология τw в X строго слабее нормированной топологии τn, т. е.

τw  τn.
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Увидим, что τn-открытый шар OX1 (0) 6∈ τw. Для этого докажем, что
любая слабая окрестность нуля U0 не содержится в шаре OX1 (0).
Действительно, как показано в замечании 5.4.3, для любой слабой
окрестности нуля U0 существуют номер N , функционалы

{fk}Nk=1 ⊂ X∗,

и число δ > 0, такие, что

N⋂
k=1

V (0, fk, δ) ⊂ U0.

Тогда

N⋂
k=1

Ker fk ⊂
N⋂
k=1

V (0, fk, δ), ⇒
N⋂
k=1

Ker fk ⊂ U0.

Рассмотрим подпространство

N⋂
k=1

Ker fk.

Покажем, что существуют векторы {zk}Nk=1 ⊂ X, такие, что спра-
ведливо равенство

N⋂
k=1

Ker fk ⊕ Lin{z1, . . . , zN} = X.

Докажем это равенство индукцией по N . Действительно, существует
вектор z1 ∈ X, такой, что

Ker f1 ⊕ Lin{z1} = X.

Если f1 = 0, то подойдёт z1 = 0. Если же f1 6= 0, то существует
z1 ∈ X, такой, что

f(z1) 6= 0.

Тогда для любого x ∈ X получаем

x = y +
f1(x)

f1(z1)
z1,

где вектор

y = x− f1(x)

f1(z1)
z1 ∈ Ker f1.
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Следовательно, справедливо равенство

X = Ker f1 + Lin{z1}.

Если же вектор x ∈ Ker f1 ∩ Lin{z1}, то

x = tz1 и 0 = f(x) = tf(z1), т. е. t = 0 и x = 0.

Поэтому
Ker f1 ∩ Lin{z1} = {0},

т. е. сумма подпространств Ker f1 и Lin{z1} прямая. Теперь, рассуж-
дая по индукции, предположим, что

N−1⋂
k=1

Ker fk ⊕ Lin{z1, . . . , zN−1} = X.

Рассмотрим сужение функционала fN на подпространство

LN =

N−1⋂
k=1

Ker fk.

Как показано выше в первом шаге индукции, существует вектор
zN ∈ LN , такой, что справедливо равенство(

LN ∩Ker fN
)
⊕ Lin{zN} = LN .

Тогда получаем

X = LN ⊕ Lin{z1, . . . , zN−1} =

=
(
LN ∩Ker fN

)
⊕ Lin{zN} ⊕ Lin{z1, . . . , zN−1} =

=

N⋂
k=1

Ker fk ⊕ Lin{z1, . . . , zN},

что и требовалось. Так как по условию dimX = +∞, а

dim Lin{z1, . . . , zN} 6 N,

то получаем, что

dim

N⋂
k=1

Ker fk = +∞.
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Следовательно, бесконечномерное подпространство

N⋂
k=1

Ker fk

заведомо является нетривиальным. Но тогда, для любого нетриви-
ального вектора

x ∈
N⋂
k=1

Ker fk ⊂ U0

получаем, что вектор

z =
2x

‖x‖
∈

N⋂
k=1

Ker fk

удовлетворяет соотношениям:

‖z‖ = 2 > 1, т. е. z 6∈ OX1 (0), но z ∈ U0.

Таким образом, мы доказали, что

U0 6⊂ OX1 (0), т. е. OX1 (0) 6∈ τw.

�

Опр е д е л е н и е 5.4.5. Нормированную топологию τn вX бу-
дем называть сильной топологией.

З ам е ч а н и е 5.4.6. Пусть пространствоX конечномерно, а его
размерность dimX = n. Тогда слабая топология в X совпадает с его
сильной нормированной топологией. Достаточно доказать, что су-
ществует слабая окрестность нуля U0, которая содержится в OX1 (0).
Предположим, что существование окрестности U0 установлено. Для
любого сильно открытого множества G ⊂ X и любого вектора x ∈ G
существует число r(x) > 0, такое, что

OXr(x)(x) ⊂ G.

Тогда множество
V (x) = x+ r(x)U0

является слабой окрестностью точки x, причём

V (x) ⊂ x+ r(x)OX1 (0) = OXr(x)(x) ⊂ G.
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Следовательно, справедливы вложения

G =
⋃
x∈G
{x} ⊂

⋃
x∈G

V (x) ⊂ G.

Таким образом, выполнено равенство

G =
⋃
x∈G

V (x),

т. е. множество G является слабо открытым как объединение слабо
открытых множеств. Так как в силу замечания 5.4.4 любое слабо
открытое в X множество является сильно открытым, то получаем
равенство сильной нормированной и слабой топологий в конечномер-
ном пространстве X.

Осталось доказать существование слабой окрестности нуля

U0 ⊂ OX1 (0).

Пусть {ek}nk=1 — некоторый базис в пространстве X. Тогда для лю-
бого вектора x ∈ X существуют единственные скаляры αk(x), такие,
что

x =

n∑
k=1

αk(x)ek.

Ясно, что отображение αk:X → C является линейным, а функция

‖x‖e =

n∑
k=1

|αk(x)|, x ∈ X,

есть норма в X. По теореме 3.1.18, нормы ‖·‖e и ‖·‖X эквивалентны.
Следовательно, существуют числа C1 > 0 и C2 > 0, такие, что для
всех x ∈ X справедливы неравенства

C1‖x‖X 6 ‖x‖e 6 C2‖x‖X .

Тогда для любого номера k ∈ 1, n и вектора x ∈ X имеем неравенство

|αk(x)| 6 ‖x‖e 6 C2‖x‖X .

Следовательно, ‖αk‖ 6 C2, т. е. справедливо вложение

αk ∈ X∗.
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Рассмотрим слабую окрестность нуля вида

U0 =

n⋂
k=1

V

(
0, αk,

C1

n

)
.

Тогда вложение x ∈ U0 равносильно выполнению неравенств

|αk(x)| < C1

n
для всех k ∈ 1, n.

Следовательно, если x ∈ U0, то ‖x‖e < C1 и выполнено неравенство

‖x‖X 6
‖x‖e
C1

< 1, т. е. x ∈ OX1 (0).

Таким образом, справедливо вложение

U0 ⊂ OX1 (0),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.4.7. Последовательность векторов

{xn}∞n=1 ⊂ X

является слабо сходящейся к вектору y ∈ X, т. е.

xn
τw→ y при n→∞,

тогда и только тогда, когда для любого функционала f ∈ X∗ выпол-
нено соотношение

f(xn)→ f(y) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть xn
τw→ y при n → ∞. По замеча-

нию 5.4.3, любой функционал f ∈ X∗ является слабо непрерывным.
Следовательно, в силу утверждения 1.1.34, функционал f является
секвенциально непрерывным, т. е. получаем соотношение

f(xn)→ f(y) при n→∞.

Пусть теперь для любого функционала f ∈ X∗ выполнено соотно-
шение

f(xn)→ f(y) при n→∞.
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Рассмотрим произвольную слабую окрестность U(y) вектора y. По
определению слабой топологии, существует M ∈ N, существуют

{zm}Mm=1 ⊂ X, {fm}Mm=1 ⊂ X∗,

и положительные числа {εm}Mm=1, такие, что справедливо вложение

y ∈
M⋂
m=1

V (zm, fm, εm) ⊂ U(y).

Для любого m ∈ 1,M имеем равенство

lim
n→∞

fm(xn) = fm(y)

и неравенство
|fm(y)− fm(zm)| < εm.

Определим число

ε = min
m∈1,M

(
εm − |fm(y)− fm(zm)|

)
> 0.

Существует номер N , такой, что для всех n > N и всех m ∈ 1,M
выполнено неравенство

|fm(xn)− fm(y)| < ε.

Тогда для любого n > N получаем

|fm(xn)− fm(zm)| 6 |fm(xn)− fm(y)|+ |fm(y)− fm(zm)| <

< ε+ |fm(y)− fm(zm)| 6 εm ∀m ∈ 1,M.

Следовательно, для всех n > N получаем вложение

xn ∈
M⋂
m=1

V (zm, fm, εm) ⊂ U(y),

т. е. xn
τw→ y при n→∞, что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.4.8. Предел слабо сходящейся в простран-
стве X последовательности единственен.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность {xn}∞n=1 ⊂ X
является слабо сходящейся к векторам y и z. Тогда, по утвержде-
нию 5.4.7, для любого функционала f ∈ X∗ имеем равенства

f(y) = lim
n→∞

f(xn) = f(z).

Следовательно,
f(y − z) = 0 ∀ f ∈ X∗.

Тогда, по пункту 3 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха, получаем

y − z = 0, т. е. y = z,

что и требовалось. �

Прим е р 5.4.9. Приведём пример слабо сходящейся последо-
вательности, не сходящейся сильно. В гильбертовом пространстве
(`2, ‖·‖2) рассмотрим последовательность базисных векторов {en}∞n=1,
где

en(k) =

 1, k = n,

0, k 6= n.

Так как для любых m 6= n имеем

‖em − en‖2 =
√

2,

то данная последовательность не является ‖ · ‖2–фундаментальной
и, значит, не является сильно сходящейся в пространстве `2. По тео-
реме 5.3.1 Рисса—Фреше, для любого функционала f ∈ (`2)∗ суще-
ствует единственный вектор z ∈ `2, такой, что

f(x) = (x, z) =

∞∑
k=1

x(k)z(k) ∀x ∈ `2.

Тогда получаем

f(en) = (en, z) = z(n)→ 0 = f(0) при n→∞.

Следовательно,
en

τw→ 0 при n→∞.

N
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Утв е ржд е н и е 5.4.10. Пусть последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X

слабо сходится к вектору x ∈ X. Тогда справедливо неравенство

sup
n∈N
‖xn‖ < +∞,

т. е. последовательность {xn}∞n=1 является ограниченной по норме
пространства X (сильно ограничена). При этом справедливо нера-
венство

‖x‖ 6 lim
n→∞

‖xn‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим последовательность линей-
ных функционалов {Φn}∞n=1 ⊂ X∗∗ вида

Φn(f) = f(xn) ∀ f ∈ X∗, ∀n ∈ N.

В силу пункта 4 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха, имеем

‖Φn‖ = sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(xn)| = ‖xn‖.

По условию, для любого f ∈ X∗ существует

lim
n→∞

Φn(f) = lim
n→∞

f(xn) = f(x).

По определению 3.4.20 сопряжённого пространства, имеем равенство
X∗∗ = L(X∗,C), а пространство X∗ = L(X,C) является полным по
теореме 3.4.16 в силу полноты комплексной плоскости C. Следова-
тельно, последовательность линейных непрерывных операторов

Φn:X∗ → C

является поточечно сходящейся и, значит, поточечно ограниченной
в L(X∗,C). Тогда, по теореме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза, она явля-
ется ограниченной по норме пространства X∗∗, т. е.

sup
n∈N
‖Φn‖ = sup

n∈N
‖xn‖ < +∞,

что и требовалось.
Для любого функционала f ∈ X∗ и номера n справедливо нера-

венство
|f(xn)| 6 ‖f‖ ‖xn‖,
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переходя в котором к нижнему пределу по n→∞, находим, что

|f(x)| = lim
n→∞

|f(xn)| = lim
n→∞

|f(xn)| 6 ‖f‖ lim
n→∞

‖xn‖.

Следовательно, в силу пункта 4 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Ба-
наха, получаем

‖x‖ = sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(x)| 6 sup
f∈X∗: ‖f‖=1

(
‖f‖ lim

n→∞
‖xn‖

)
= lim
n→∞

‖xn‖.

�

З ам е ч а н и е 5.4.11. Как показано в замечании 5.4.4, в случае
бесконечномерного пространстваX его слабая топология строго сла-
бее сильной нормированной топологии. Тем не менее, даже в этом
случае может оказаться, что слабая и сильная сходимости после-
довательности будут равносильными. Пример такой ситуации даёт
следующая

Те о р ем а 5.4.12. (Шур) В пространстве `1 всякая слабо схо-
дящаяся последовательность является сильно сходящейся.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, существует последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ `1,

слабо сходящаяся в `1 к вектору x ∈ `1 и не сходящаяся к нему
сильно, т. е. выполнено

‖xn − x‖1 6→ 0 при n→∞.

Рассмотрим последовательность yn = xn − x. Тогда yn слабо, но не
сильно сходится в `1 к нулю. Так как в силу утверждения 5.4.10, чис-
ловая последовательность ‖yn‖1 ограничена, и по предположению не
сходится к нулю, то существует подпоследовательность {ynk}∞k=1, та-
кая, что существует предел

lim
k→∞

‖ynk‖1 = c > 0.

Тогда существует номер k0, такой, что для всех k > k0 выполнено

ynk 6= 0.
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Определим последовательность

zm =
ynm+k0

‖ynm+k0
‖1

∀m ∈ N.

Для любого функционала f ∈ `∗1 получаем

lim
m→∞

f(zm) = lim
m→∞

(
f(ynm+k0

)

‖ynm+k0
‖1

)
=

lim
m→∞

f(ynm+k0
)

lim
m→∞

‖ynm+k0
‖1

=
0

c
= 0 = f(0),

т. е. последовательность zm слабо сходится в `1 к нулю, и ‖zm‖1 = 1
для любого m ∈ N.

Для любого k ∈ N определим линейный функционал fk: `1 → C
вида

fk(x) = x(k) ∀x ∈ X.

Имеем равенство

‖fk‖ = sup
x∈`1: ‖x‖1=1

|x(k)| = 1,

т. е. справедливо вложение fk ∈ `∗1. Следовательно, для любого k ∈ N
имеем соотношение

fk(zm) = zm(k)→ 0 при m→∞.

Пусть m1 = 1 и p0 = 0. Так как

‖zm1
‖1 =

∞∑
k=1

|zm1
(k)| = 1,

то существует номер p1, такой, что выполнено неравенство
p1∑
k=1

|zm1(k)| > 3

4
.

Далее, рассуждая по индукции, предположим, что для некоторого
j ∈ N выбраны номера

1 = m1 < m2 < . . . < mj и 0 = p0 < p1 < . . . < pj ,

такие, что для любого номера s ∈ 1, j выполнены неравенства
ps−1∑
k=1

|zms(k)| < 1

4
,

ps∑
k=ps−1+1

|zms(k)| > 3

4
.
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Так как для каждого k ∈ N выполнено

zm(k)→ 0 при m→∞,

то существует номер mj+1 > mj , такой, что

pj∑
k=1

|zmj+1
(k)| < 1

4
.

Так как ‖zmj+1
‖1 = 1, то получаем

∞∑
k=pj+1

|zmj+1
(k)| = 1−

pj∑
k=1

|zmj+1
(k)| > 3

4
.

Тогда существует номер pj+1 > pj , такой, что выполнено неравенство

pj+1∑
k=pj+1

|zmj+1
(k)| > 3

4
.

Для любого комплексного числа w определим число

σ(w) =


w
|w| , w 6= 0,

0, w = 0,

так что wσ(w) = |w|. Определим элемент η ∈ `∞ = `∗1 следующим
образом:

η(k) = σ
(
zms(k)

)
, если ps−1 < k 6 ps,

для любого s ∈ N. Тогда
‖η‖∞ 6 1.

Рассмотрим функционал f0 ∈ `∗1, соответствующий построенному
элементу η ∈ `∞, т. е.

f0(x) =

∞∑
k=1

η(k)x(k) ∀x ∈ `1.

При этом ‖f0‖ = ‖η‖∞ 6 1. Получаем для любого s ∈ N:

∣∣f0(zms)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

η(k)zms(k)

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣

ps∑
k=ps−1+1

σ
(
zms(k)

)
zms(k)

∣∣∣∣∣∣−
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−
ps−1∑
k=1

|η(k)| |zms(k)| −
∞∑

k=ps+1

|η(k)| |zms(k)| >

>
ps∑

k=ps−1+1

|zms(k)| −
ps−1∑
k=1

|zms(k)| −
∞∑

k=ps+1

|zms(k)| =

= 2

ps∑
k=ps−1+1

|zms(k)| − ‖zms‖1 >
3

2
− 1 =

1

2
.

Однако, по предположению, zms слабо сходится к нулю при s → ∞
в пространстве `1, т. е., в частности, выполняется соотношение

f0(zms)→ 0 при s→∞,

которое противоречит доказанному неравенству

|f0(zms)| >
1

2
∀ s ∈ N.

Полученное противоречие означает, что произвольная слабо сходя-
щаяся в `1 последовательность является сильно сходящейся. �

З а д а ч а 5.4.13. Пусть линейное пространство X бесконечно-
мерно. Пусть

S =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ = 1
}

единичная сфера в пространстве X. Доказать, что слабое замыка-
ние сферы S совпадает с единичным замкнутым шаром в X, т. е.
справедливо равенство

[S]τw = B1(0) =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ 6 1
}
.

Решени е. Рассмотрим произвольный вектор x0 6∈ B1(0), т. е.

‖x0‖ > 1.

В силу пункта 2 следствия 5.1.6, существует функционал f0 ∈ X∗,
такой, что

‖f0‖ = 1 и f0(x0) = ‖x0‖.

Тогда для любого x ∈ V (x0, f0, ‖x0‖ − 1) получаем

‖x‖ > |f0(x)| > |f0(x0)| − |f0(x)− f0(x0)| > ‖x0‖ −
(
‖x0‖ − 1

)
= 1,
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т. е. x 6∈ B1(0). Следовательно, справедливо соотношение

S ∩ V (x0, f0, ‖x0‖ − 1) = ∅,

что означает x0 6∈ [S]τw . Следовательно, имеет место вложение

[S]τw ⊂ B1(0).

Теперь рассмотрим произвольный вектор z0 ∈ B1(0), т. е.

‖z0‖ 6 1,

и произвольную слабую окрестность U(z0) вектора z0. Тогда суще-
ствует номер N , векторы {zk}Nk=1 ⊂ X, функционалы {fk}Nk=1 ⊂ X∗

и положительные числа {εk}Nk=1, такие, что справедливы вложения

z0 ⊂
N⋂
k=1

V (zk, fk, εk) ⊂ U(z0).

Тогда для любого вектора x ∈ z0 +
N⋂
k=1

Ker fk получаем для любого

номера k ∈ 1, N равенство

fk(x) = fk(z0).

Поэтому

|fk(x)− fk(zk)| = |fk(z0)− fk(zk)| < εk ∀ k ∈ 1, N.

Следовательно, справедливо вложение

z0 +

N⋂
k=1

Ker fk ⊂
N⋂
k=1

V (zk, fk, εk) ⊂ U(z0).

Как показано в замечании 5.4.4, в случае dimX = +∞ выполнено

dim

N⋂
k=1

Ker fk = +∞.

Поэтому существует нетривиальный вектор y ∈
N⋂
k=1

Ker fk. Тогда для

любого t ∈ R получаем вложения

ty ∈
N⋂
k=1

Ker fk и z0 + ty ∈ U(z0).
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Рассмотрим функцию

ϕ(t) = ‖z0 + ty‖, t ∈ R.

Очевидно, что функция ϕ непрерывна на R, так как в силу нера-
венства треугольника для нормы, для любых t, τ ∈ R справедливо
неравенство

|ϕ(t)− ϕ(τ)| 6 |t− τ | ‖y‖.

Так как

ϕ(0) = ‖z0‖ 6 1 и ϕ(t) > |t| ‖y‖ − ‖z0‖ → +∞ при t→∞,

то, по теореме о промежуточных значениях непрерывной функции,
существует t0 ∈ R, такое, что

ϕ(t0) = 1.

Следовательно, справедливо вложение

z0 + t0y ∈ S.

Тогда получаем

S ∩ U(z0) 6= ∅, т. е. z0 ∈ [S]τw .

Таким образом, доказано вложение

B1(0) ⊂ [S]τw ,

что и требовалось. N

Те о р ем а 5.4.14. (Мазур) Пусть множество A ⊂ X является
выпуклым. Тогда множество A является слабо замкнутым тогда и
только тогда, когда оно является сильно замкнутым.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть множество A слабо замкнуто. То-
гда его дополнение Ac = X\A слабо открыто, т. е.

Ac ∈ τw.

Так как, по замечанию 5.4.4, всякое слабо открытое множество в X
является сильно открытым, то получаем, что

Ac ∈ τn.
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Следовательно, множество A сильно замкнуто. Заметим, что мы по-
ка не использовали выпуклость множества A.

Пусть теперь множество A сильно замкнуто. Покажем, что его
дополнение Ac слабо открыто. Рассмотрим произвольный элемент

x0 6∈ A.

Одноточечное множество {x0} является выпуклым компактом в про-
странстве (X, ‖ · ‖), не пересекающимся с выпуклым и замкнутым
в пространстве (X, ‖ · ‖) множеством A. Следовательно, по теоре-
ме 5.1.8 об отделимости, существуют функционал f0 ∈ X∗ и веще-
ственные числа γ1 < γ2, такие, что для любого вектора a ∈ A спра-
ведливо неравенство

Re f0(x0) < γ1 < γ2 < Re f0(a).

Пусть число
ε = γ2 − γ1 > 0.

Тогда для любого вектора x ∈ V (x0, f0, ε) получаем

Re f0(x) = Re f0(x0) +
(

Re f0(x)− Re f0(x0)
)
<

< γ1 + |f0(x)− f0(x0)| < γ1 + ε = γ2 < Re f0(a)

для любого вектора a ∈ A. Следовательно, множество V (x0, f0, ε)
строго отделено от множества A функционалом f0. Это означает,
что

V (x0, f0, ε) ∩A = ∅, ⇒ V (x0, f0, ε) ⊂ Ac.
Таким образом, для любого вектора x0 ∈ Ac существует его слабая
окрестность V (x0, f0, ε), содержащаяся в Ac. Следовательно, мно-
жество Ac является слабо открытым, и соответственно A является
слабо замкнутым в X. �

З ам е ч а н и е 5.4.15. Выпуклость сильно замкнутого множе-
ства из X существенна для его слабой замкнутости. Например, как
следует из результата задачи 5.4.13, невыпуклая единичная сфера
S в любом бесконечномерном пространстве X не является слабо за-
мкнутым множеством, хотя, конечно, является сильно замкнутым.�

Опр е д е л е н и е 5.4.16. Последовательность {xn}∞n=1 назы-
вается слабо фундаментальной в X, если для любой слабой окрест-
ности нуля U(0) существует номер M , такой, что для всех n,m >M
выполнено вложение

xn − xm ∈ U(0).
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Утв е ржд е н и е 5.4.17. Последовательность {xn}∞n=1 явля-
ется слабо фундаментальной вX тогда и только тогда, когда для лю-
бого функционала f ∈ X∗ числовая последовательность {f(xn)}∞n=1

является фундаментальной в C.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность {xn}∞n=1 яв-
ляется слабо фундаментальной в X. Для любого функционала f ∈
∈ X∗ и любого числа ε > 0 рассмотрим слабую окрестность нуля
вида V (0, f, ε). Тогда, по определению 5.4.16, существует номерM =
= M(f, ε), такой, что для всех номеров n,m >M выполнено вложе-
ние

xn − xm ∈ V (0, f, ε),

которое равносильно неравенству

|f(xn − xm)− f(0)| = |f(xn)− f(xm)| < ε.

Это означает, что числовая последовательность {f(xn)}∞n=1 является
фундаментальной в C.

Пусть теперь для любого функционала f ∈ X∗ числовая последо-
вательность {f(xn)}∞n=1 является фундаментальной в C. Рассмотрим
произвольную слабую окрестность нуля U(0). Как показано в заме-
чании 5.4.3, для слабой окрестности нуля U(0) существует номер N ,
функционалы {fk}Nk=1 ⊂ X∗ и число δ > 0, такие, что справедливо
вложение

N⋂
k=1

V (0, fk, δ) ⊂ U(0).

Так как для любого k ∈ 1, N последовательность {fk(xn)}∞n=1 явля-
ется фундаментальной в C, то существует номер Mk, такой, что для
всех n,m >Mk выполнено неравенство

|fk(xn)− fk(xm)| < δ,

которое равносильно вложению

xn − xm ∈ V (0, fk, δ).

Определим номер
M = max

k∈1,N
Mk.

Тогда для всех n,m >M получаем вложение

xn − xm ∈
N⋂
k=1

V (0, fk, δ) ⊂ U(0).
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Следовательно, последовательность {xn}∞n=1 является слабо фунда-
ментальной в X. �

Опр е д е л е н и е 5.4.18. Линейное нормированное простран-
ство X называется слабо полным, если любая слабо фундаменталь-
ная последовательность из X является слабо сходящейся в X.

Утв е ржд е н и е 5.4.19. Пусть линейное нормированное про-
странство X является слабо полным. Тогда оно является сильно пол-
ным.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную сильно фун-
даментальную последовательность {xn}∞n=1, т. е. для любого ε > 0
существует номер M = M(ε), такой, что для всех n,m > M выпол-
нено неравенство

‖xn − xm‖ 6 ε.
Следовательно, для любого функционала f ∈ X∗ получаем

|f(xn)− f(xm)| 6 ‖f‖ ‖xn − xm‖ 6 ‖f‖ ε ∀n,m >M.

Таким образом, в силу утверждения 5.4.17 последовательность {xn}∞n=1

является слабо фундаментальной в X. Тогда существует вектор y ∈
∈ X, такой, что

xn
τw→ y при n→∞.

Следовательно, для любого функционала f ∈ X∗ и номеров n,m >
>M получаем

|f(xn − y)| 6 |f(xn − xm)|+ |f(xm)− f(y)| 6 ‖f‖ ε+ |f(xm)− f(y)|.

Переходя в этом неравенстве к пределу при m → ∞ и используя
соотношение

|f(xm)− f(y)| → 0 при m→∞,

получаем неравенства

|f(xn − y)| 6 ‖f‖ ε ∀n >M(ε), ∀ f ∈ X∗.

Следовательно, в силу пункта 4 следствия 5.1.6 получаем

‖xn − y‖ = sup
f∈X∗: ‖f‖=1

|f(xn − y)| 6 ε ∀n >M(ε),

т. е. xn сильно сходится в X к вектору y при n → ∞. Это означает,
что пространство X является сильно полным. �
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Утв е ржд е н и е 5.4.20. Пусть пространство X является ре-
флексивным. Тогда оно является слабо полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как пространство X рефлексивно,
то оно изометрически изоморфно пространству X∗∗ = L(X∗,C), ко-
торое является полным относительно операторной нормы по теоре-
ме 3.4.16. Следовательно, пространствоX тоже является сильно пол-
ным. Изометрический изоморфизм между пространствами X и X∗∗
осуществляет отображение F :X → X∗∗ вида

(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ X и f ∈ X∗.

Рассмотрим в пространстве X произвольную слабо фундаменталь-
ную последовательность {xn}∞n=1. Тогда в силу утверждения 5.4.17
последовательность линейных операторов

{Fxn}∞n=1 ⊂ L(X∗,C) = X∗∗

является поточечно фундаментальной в L(X∗,C). Так как линей-
ные нормированные пространства X∗ = L(X,C) и C являются пол-
ными, то, по теореме 3.4.31, пространство L(X∗,C) = X∗∗ является
полным относительно поточечной сходимости. Следовательно, суще-
ствует элемент

Φ ∈ X∗∗,

такой, что для любого f ∈ X∗ выполнено соотношение

(Fxn)(f) = f(xn)→ Φ(f) при n→∞.

В силу рефлексивности пространства X, существует вектор y ∈ X,
такой, что справедливо равенство

Fy = Φ.

Поэтому
Φ(f) = (Fy)(f) = f(y) ∀ f ∈ X∗.

Следовательно, получаем соотношение

f(xn)→ f(y) при n→∞ ∀ f ∈ X∗.

В силу утверждения 5.4.7, получаем, что

xn
τw→ y при n→∞,
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что и требовалось. �

Прим е р 5.4.21. Приведём пример банахова нерефлексивно-
го пространства, которое не является слабо полным. Рассмотрим
банахово пространство c0, описанное в параграфе 5.2. Как показа-
но в утверждении 5.2.8, пространство c0 нерефлексивно. Покажем,
что c0 не является слабо полным. Рассмотрим последовательность
{xn}∞n=1 ⊂ c0 вида

xn(k) =

 (−1)k, k 6 n,

0, k > n
∀n ∈ N.

Для любого функционала f ∈ c∗0 существует единственный элемент
z ∈ `1, такой, что для любого x ∈ c0 справедливо равенство

f(x) =

∞∑
k=1

x(k)z(k).

Тогда для любых номеров m,n вида m > n получаем соотношения

|f(xn)− f(xm)| 6
m∑

k=n+1

|z(k)| 6
∞∑

k=n+1

|z(k)| → 0 при n→∞.

Следовательно, последовательность xn является слабо фундамен-
тальной в c0. Предположим, что она слабо сходится в c0 к элементу
y ∈ c0. Тогда для любого k ∈ N рассмотрим функционал fk ∈ c∗0 вида

fk(x) = x(k) ∀x ∈ c0.

Получаем

fk(xn) = xn(k)→ fk(y) = y(k) при n→∞ ∀ k ∈ N.

Так как для любого k ∈ N и любого n > k имеем

xn(k) = (−1)k,

то получаем равенство

y(k) = (−1)k ∀ k ∈ N.

Но тогда y 6∈ c0, т. е. получили противоречие. Следовательно, сла-
бо фундаментальная в c0 последовательность xn не является слабо
сходящейся в c0, что и требовалось. N
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Утв е ржд е н и е 5.4.22. Пусть множество S ⊂ X∗ образует
в пространстве X∗ полную систему. Тогда последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X

является слабо сходящейся в X к вектору y ∈ X тогда и только
тогда, когда она является сильно ограниченной в X, т. е. существует
число R > 0, такое, что

‖xn‖ 6 R ∀n ∈ N,

и для любого функционала f ∈ S справедливо соотношение

f(xn)→ f(y) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость условий слабой сходимо-
сти последовательности сразу следует из утверждений 5.4.7 и 5.4.10.
Покажем достаточность. Так как любой функционал g ∈ LinS явля-
ется конечной линейной комбинацией функционалов из множества
S, то справедливо соотношение

g(xn)→ g(y) при n→∞.

Так как множество LinS является всюду плотным в X∗ в силу пол-
ноты системы S, то для любого функционала f ∈ X∗ и числа ε > 0
существует функционал g ∈ LinS, такой, что

‖f − g‖ 6 ε

R+ ‖y‖
.

Существует номер N , такой, что для всех n > N выполнено нера-
венство

|g(xn)− g(y)| 6 ε.
Следовательно, для любого n > N получаем

|f(xn)− f(y)| 6 |f(xn)− g(xn)|+ |g(xn)− g(y)|+ |g(y)− f(y)| 6

6 ‖f − g‖
(
‖xn‖+ ‖y‖

)
+ ε 6

ε

R+ ‖y‖
(
R+ ‖y‖

)
+ ε = 2ε.

Таким образом, для любого функционала f ∈ X∗ справедливо соот-
ношение

f(xn)→ f(y) при n→∞,
которое, в силу утверждения 5.4.7, и означает слабую сходимость
последовательности xn к вектору y. �
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Сл е д с т в и е 5.4.23. Для любого числа p > 1 последователь-
ность {xn}∞n=1 ⊂ `p слабо сходится в `p к элементу y ∈ `p тогда и
только тогда, когда существует число R > 0, такое, что

‖xn‖p 6 R ∀n ∈ N,

и для любого k ∈ N выполнено

xn(k)→ y(k) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.2.4 имеем равен-
ство `∗p = `q, где 1

p + 1
q = 1. Изометрический изоморфизм

Φ: `∗p → `q

имеет вид: для любого функционала f ∈ `∗p существует единственный
элемент Φ(f) = z ∈ `q, такой, что ‖f‖ = ‖z‖q, и для любого x ∈ `p
справедливо равенство

f(x) =

∞∑
k=1

x(k)z(k).

В пространстве `q существует счётный базис E = {em}∞m=1, где

em(k) =

 1, k = m,

0, k 6= m.

Для любого m ∈ N определим функционал

fm = Φ−1(em), т. е. fm(x) = x(m) ∀x ∈ `p.

Так как Φ является изометрическим изоморфизмом между `∗p и `q,
то система функционалов

S = {fm}∞m=1

образует базис в пространстве `∗p. Следовательно, система S явля-
ется полной в `∗p. Тогда, в силу утверждения 5.4.22, получаем, что
последовательность {xn}∞n=1 ⊂ `p слабо сходится в `p к элементу y ∈
∈ `p тогда и только тогда, когда существует число R > 0, такое,
что

‖xn‖p 6 R ∀n ∈ N,
и для любого k ∈ N выполнено

fk(xn) = xn(k)→ fk(y) = y(k) при n→∞,

что и требовалось. �
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Сл е д с т в и е 5.4.24. Последовательность {xn}∞n=1 ⊂ c0 слабо
сходится в c0 к элементу y ∈ c0 тогда и только тогда, когда суще-
ствует число R > 0, такое, что

‖xn‖∞ 6 R ∀n ∈ N,

и для любого k ∈ N выполнено

xn(k)→ y(k) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.2.5 c∗0 = `1. Изо-
метрический изоморфизм

Φ: c∗0 → `1

имеет вид: для любого функционала f ∈ c∗0 существует единствен-
ный элемент Φ(f) = z ∈ `1, такой, что ‖f‖ = ‖z‖1, и для любого
элемента x ∈ c0 справедливо равенство

f(x) =

∞∑
k=1

x(k)z(k).

Используя счётный базис E = {em}∞m=1 в пространстве `1, для лю-
бого номера m определим функционал

fm = Φ−1(em), т. е. fm(x) = x(m) ∀x ∈ c0.

Так как Φ является изометрическим изоморфизмом между c∗0 и `1,
то система функционалов

S = {fm}∞m=1

образует базис в пространстве c∗0. Следовательно, система S явля-
ется полной в c∗0. Тогда в силу утверждения 5.4.22 получаем, что
последовательность {xn}∞n=1 ⊂ c0 слабо сходится в c0 к элементу y ∈
∈ c0 тогда и только тогда, когда существует число R > 0, такое,
что

‖xn‖∞ 6 R ∀n ∈ N,

и для любого k ∈ N выполнено

fk(xn) = xn(k)→ fk(y) = y(k) при n→∞,

что и требовалось. �
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Сл е д с т в и е 5.4.25. Последовательность {xn}∞n=1 ⊂ c слабо
сходится в c к элементу y ∈ c тогда и только тогда, когда существует
число R > 0, такое, что

‖xn‖∞ 6 R ∀n ∈ N,

и для любого k ∈ N выполнено

xn(k)→ y(k), xn(∞)→ y(∞) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.2.6 справедливо
равенство c∗ = `1. Изометрический изоморфизм

Φ: c∗ → `1

имеет вид: для любого функционала f ∈ c∗ существует единствен-
ный элемент Φ(f) = z ∈ `1, такой, что ‖f‖ = ‖z‖1, и для любого
элемента x ∈ c справедливо равенство

f(x) = x(∞)z(1) +

∞∑
k=1

x(k)z(k + 1).

Используя счётный базис E = {em}∞m=1 в пространстве `1, для лю-
бого номера m определим функционал

fm = Φ−1(em), т. е. f1(x) = x(∞) и fm+1(x) = x(m) ∀x ∈ c.

Так как Φ является изометрическим изоморфизмом между c∗ и `1,
то система функционалов

S = {fm}∞m=1

образует базис в пространстве c∗. Следовательно, система S явля-
ется полной в c∗. Тогда в силу утверждения 5.4.22 получаем, что
последовательность {xn}∞n=1 ⊂ c слабо сходится в c к элементу y ∈ c
тогда и только тогда, когда существует число R > 0, такое, что

‖xn‖∞ 6 R ∀n ∈ N,

и для любого k ∈ N при n→∞ справедливы соотношения

f1(xn) = xn(∞)→ f1(y) = y(∞),

fk+1(xn) = xn(k)→ fk+1(y) = y(k),
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что и требовалось. �

Прим е р 5.4.26. Покажем, что слабая топология в простран-
стве `2 неметризуема. Для этого предъявим множество S ⊂ `2, пер-
вое слабое секвенциальное замыкание которого не совпадает со вто-
рым. Так как в случае метрической топологии секвенциальное замы-
кание любого множества совпадает с его топологическим замыкани-
ем, то наличие в `2 такого множества S сразу приводит к неметри-
зуемости слабой топологии в `2. Пример такого множества принад-
лежит фон Нейману (см. [2, ч. I, гл. 3, с. 100, упр. 9]). Рассмотрим в
`2 счётный базис E = {em}∞m=1. Так как для любого m ∈ N имеем

‖em‖2 = 1 и em(k) = 0 при m > k,

то, по следствию 5.4.23, получаем, что em слабо сходится к нулю в
`2 при m→∞. Определим множество

S =
{
em +men

∣∣ m,n ∈ N
}
.

Так как для любого m ∈ N имеем

em +men
τw→ em при n→∞,

то получаем
em ∈ [S]сл.секв..

Следовательно, справедливо вложение

S ∪ E ⊂ [S]сл.секв..

Теперь рассмотрим произвольный элемент z ∈ [S]сл.секв.. Тогда су-
ществуют последовательности натуральных чисел mk и nk, такие,
что

emk +mkenk
τw→ z при k →∞.

Так как справедливо неравенство

‖emk +mkenk‖2 > mk − 1,

то, по следствию 5.4.23, получаем, что последовательность натураль-
ных чисел mk ограничена. Следовательно, она содержит стационар-
ную подпоследовательность mkr = m0. Далее, если последователь-
ность nkr ограничена, то она содержит стационарную подпоследова-
тельность nkrs = n0, и в этом случае получаем

z = em0
+m0en0

∈ S.
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Если же последовательность nkr неограничена, то она содержит бес-
конечно большую подпоследовательность

nkrs →∞ при s→∞.

Следовательно, получаем соотношения

emkrs +mkrs
enkrs = em0

+m0enkrs
τw→ em0

при s→∞,

т. е. z = em0
∈ E. Таким образом, доказано вложение

[S]сл.секв. ⊂ S ∪ E,

т. е. справедливо равенство

[S]сл.секв. = S ∪ E.

Так как
em

τw→ 0 при m→∞,

то имеет место вложение

0 ∈ [S ∪ E]сл.секв. = [[S]сл.секв.]сл.секв. .

Однако 0 6∈ S ∪E = [S]сл.секв.. Таким образом, доказано неравенство

[S]сл.секв. 6= [[S]сл.секв.]сл.секв. ,

что и требовалось. N

З ам е ч а н и е 5.4.27. Заметим, что если в линейном нормиро-
ванном пространстве X существует слабо сходящаяся к нулю после-
довательность, содержашаяся в единичной сфере, то также, как и в
примере 5.4.26, мы можем построить множество S ⊂ X, первое сла-
бое секвенциальное замыкание которого не совпадает со вторым, и,
тем самым, доказать неметризуемость слабой топологии в X. Итак,
пусть последовательность E = {xm}∞m=1 ⊂ X такова, что

‖xm‖ = 1 ∀m ∈ N, и xm
τw→ 0 при m→∞.

Рассмотрим множество

S =
{
xm +mxn

∣∣ m,n ∈ N
}
.

Так как xn слабо сходится к нулю, то для любого m ∈ N получаем

xm +mxn
τw→ xm при n→∞.
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Следовательно,
[S]сл.секв. ⊃ S ∪ E.

Теперь рассмотрим произвольный z ∈ [S]сл.секв.. Тогда существует
последовательности натуральных чисел mk и nk, такие, что

xmk +mkxnk
τw→ z при k →∞.

Так как, по утверждению 5.4.10, слабо сходящаяся последователь-
ность ограничена, то,

∃M > 0 ∀ k ∈ N ‖xmk +mkxnk‖ 6M.

Тогда

M > ‖xmk +mkxnk‖ > mk − 1 ⇒ mk 6M + 1 ∀ k ∈ N.

Следовательно, у ограниченной последовательности натуральных чи-
сел mk существует стационарная подпоследовательность mks ≡ m0.
Тогда, либо последовательность nks ограничена, и тогда существует
стационарная подпоследовательность nksr ≡ n0, откуда немедленно
получаем равенство

z = xm0 +m0xn0 ∈ S,

либо последовательность nks неограничена, и тогда существует стро-
го возрастающая подпоследовательность nksr , так что при r → ∞
получаем

xnksr
τw→ 0, ⇒ z = xm0

∈ E.

Таким образом, доказано равенство

[S]сл.секв. = S ∪ E.

Но тогда выполнено
0 6∈ [S]сл.секв..

Однако, так как xn ∈ E слабо сходится к нулю, то имеет место вло-
жение

0 ∈ [S ∪ E]сл.секв. = [[S]сл.секв.]сл.секв. .

Следоватедьно,

[[S]сл.секв.]сл.секв. 6= [S]сл.секв.,

откуда следует неметризуемость слабой топологии в X. �
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Утв е ржд е н и е 5.4.28. Пусть линейное нормированное про-
странство X бесконечномерно. Тогда слабая топология в нём немет-
ризуема.

Док а з а т е л ь с т в о. Как показано в решении задачи 5.4.13,
слабое топологическое замыкание единичной сферы

S =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ = 1
}

равно единичному шару B1(0) ⊂ X. В частности, ноль является сла-
бой топологической точкой прикосновения единичной сферы. Если
при этом ноль окажется слабой секвенциальной точкой прикоснове-
ния S, то, в силу замечания 5.4.27, получаем, что слабая топология в
X неметризуема. Если же ноль не является слабой секвенциальной
точкой прикосновения S, то получаем, что слабое топологическое
замыкание S не совпадает с её слабым секвенциальным замыкани-
ем, откуда, в силу следствия 1.2.8, также следует неметризуемость
слабой топологии в X. �

Утв е ржд е н и е 5.4.29. Пусть сопряжённое пространство
X∗ является сепарабельным. Для любого R > 0 рассмотрим слабую
топологию на шаре BR(0) ⊂ X, т. е. семейство

τw(R) =
{
U ∩BR(0)

∣∣ U ∈ τw
}
.

Тогда топологическое пространство
(
BR(0), τw(R)

)
является метри-

ческим пространством, т. е. топология τw(R) метризуема.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как сопряжённое пространство X∗
сепарабельно, то на единичной сфере в пространстве X∗ существует
счётное всюду плотное множество

F = {fn}∞n=1 ⊂ X∗,

т. е. для любого n ∈ N имеем равенство ‖fn‖ = 1, и для любого
функционала g ∈ X∗ вида ‖g‖ = 1 и любого числа ε > 0 существует
номер m = m(g, ε), такой, что

‖g − fm‖ 6 ε.

Определим для любых векторов x, y ∈ BR(0) величину

ρ(x, y) =

∞∑
n=1

2−n
∣∣fn(x− y)

∣∣ .
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Покажем, что функция ρ является метрикой на шаре BR(0). Так как
справедливо неравенство

|fn(x− y)| 6 ‖fn‖ ‖x− y‖ 6 2R,

то
0 6 ρ(x, y) 6 2R ∀x, y ∈ BR(0).

Далее, если ρ(x, y) = 0, то получаем fn(x − y) = 0 для всех n ∈ N.
Рассмотрим произвольный ненулевой функционал g ∈ X∗. Тогда для
любого ε > 0 существует m ∈ N, такое, что∥∥∥∥ g

‖g‖
− fm

∥∥∥∥ 6 ε.
Следовательно,

|g(x− y)| = ‖g‖
∣∣∣∣( g

‖g‖
− fm

)
(x− y)

∣∣∣∣ 6 ‖g‖2Rε→ 0 при ε→ +0.

Таким образом, для любого функционала g ∈ X∗ справедливо ра-
венство g(x− y) = 0. Тогда, в силу пункта 3 следствия 5.1.6 теоремы
Хана—Банаха, получаем

x− y = 0, т. е. x = y.

Равенство ρ(x, y) = ρ(y, x) очевидно. Для любых x, y, z ∈ BR(0) и
любого n ∈ N выполнено неравенство

|fn(x− y)| = |fn(x− z) + fn(z − y)| 6 |fn(x− z)|+ |fn(z − y)|.

Следовательно, получаем

ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y),

т. е. для функции ρ справедливо неравенство треугольника.
Пусть τρ(R) — метрическая топология в BR(0), порождённая мет-

рикой ρ. Покажем, что справедливо равенство

τw(R) = τρ(R).

Заметим, что предбазу топологии τw(R) образует семейство

σw(R) =
{
V (x, f, ε) ∩BR(0)

∣∣ x ∈ X, f ∈ X∗, ε > 0
}
.
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Вложение τw(R) ⊂ τρ(R) следует из вложения σw(R) ⊂ τρ(R). До-
кажем это последнее вложение. Зафиксируем произвольные вектор
x ∈ X, функционал f ∈ X∗ и число ε > 0. Если f = 0, то имеем

V (x, f, ε) = X и V (x, f, ε) ∩BR(0) = BR(0) ∈ τρ(R),

т. е. в этом случае доказывать нечего. Поэтому пусть f 6= 0. Опреде-
лим функционал g = f

‖f‖ и число δ = ε
‖f‖ . Тогда получаем

V (x, f, ε) = V (x, g, δ).

Рассмотрим произвольный вектор

y ∈ V (x, g, δ) ∩BR(0), т. е. |g(y − x)| < δ и ‖y‖ 6 R.

Существует номер m, такой, что

‖g − fm‖ <
δ − |g(y − x)|

4R
.

Пусть число

r =
δ − |g(y − x)|

2m+1
> 0.

Рассмотрим произвольный вектор z ∈ BR(0) вида ρ(y, z) < r. Тогда
справедливо неравенство

|fm(z − y)| < 2mr =
δ − |g(y − x)|

2
.

Следовательно, получаем

|g(z − x)| 6 |g(z − y)|+ |g(y − x)| 6
6 ‖(g − fm)(z − y)|+ |fm(z − y)|+ |g(y − x)| <

< ‖g − fm‖2R+
δ + |g(y − x)|

2
<
δ − |g(y − x)|

2
+
δ + |g(y − x)|

2
= δ,

т. е. выполнено вложение

z ∈ V (x, g, δ) ∩BR(0) = V (x, f, ε) ∩BR(0).

Следовательно, любой вектор y множества V (x, f, ε)∩BR(0) является
его ρ–внутренней точкой. Но тогда справедливо вложение

V (x, f, ε) ∩BR(0) ∈ τρ(R),
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что и требовалось.
Теперь докажем обратное вложение

τρ(R) ⊂ τw(R).

Так как базой βρ(R) метрической топологии τρ(R) служат ρ-открытые
шары вида

Oρr (x) =
{
y ∈ BR(0)

∣∣ ρ(x, y) < r
}
, x ∈ BR(0), r > 0,

то достаточно доказать вложение

βρ(R) ⊂ τw(R).

Зафиксируем вектор x ∈ BR(0) и число r > 0. Рассмотрим произ-
вольный вектор

y ∈ Oρr (x), т. е. y ∈ BR(0) и ρ(x, y) < r.

Существует номер N , такой, что

2−N <
r − ρ(x, y)

4R
.

Пусть число δ = r−ρ(x,y)
2 > 0. Рассмотрим произвольный вектор

z ∈

(
N⋂
n=1

V (y, fn, δ)

)
∩BR(0) = U(y) ∈ τw(R).

Тогда получаем

ρ(x, z) 6 ρ(y, z) + ρ(x, y) 6

6
N∑
n=1

2−n|fn(y − z)|+
∞∑

n=N+1

2−n2R+ ρ(x, y) <

< δ + 2−N2R+ ρ(x, y) <
r − ρ(x, y)

2
+
r − ρ(x, y)

2
+ ρ(x, y) = r.

Следовательно, z ∈ Oρr (x), т. е. справедливо вложение U(y) ⊂ Oρr (x).
Тогда

Oρr (x) =
⋃

y∈Oρr (x)

{y} ⊂
⋃

y∈Oρr (x)

U(y) ⊂ Oρr (x),
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т. е. выполнено

Oρr (x) =
⋃

y∈Oρr (x)

U(y) ∈ τw(R),

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.4.30. Пусть пространство X бесконечномер-
но, а пространство X∗ сепарабельно. Тогда существует последова-
тельность {xn}∞n=1 ⊂ X, такая, что

‖xn‖ = 1 ∀n ∈ N и xn
τw→ 0 при n→∞.

Иными словами, в пространстве X существует последовательность
из единичной сферы, слабо сходящаяся к нулю.

Док а з а т е л ь с т в о. Как показано в решении задачи 5.4.13,
слабое замыкание единичной сферы

S =
{
x ∈ X

∣∣ ‖x‖ = 1
}

равно единичному шару B1(0), т. е.

[S]τw = B1(0).

Так как S ⊂ B1(0), а слабая топология на шаре B1(0) метризуема в
силу утверждения 5.4.29, то, согласно следствию 1.2.8, слабое замы-
кание сферы S совпадает с её слабым секвенциальным замыканием.
Следовательно, для любого вектора x ∈ B1(0) существует последо-
вательность {xn}∞n=1 ⊂ S, слабо сходящаяся к x, т. е.

xn
τw→ x при n→∞.

В частности, это верно для x = 0. �

З ам е ч а н и е 5.4.31. Заметим, что сепарабельность сопряжён-
ного пространства X∗ существенна для метризуемости слабой топо-
логии в X на шарах. Действительно, для пространства `1 его со-
пряжённое `∗1 = `∞ несепарабельно. В силу теоремы 5.4.12 Шура,
слабая и сильная сходимости последовательности в `1 эквивалентны.
Следовательно, единичная сфера S в `1 является сильно и поэтому
слабо секвенциально замкнутым множеством. Однако, в силу утвер-
ждения 5.4.13, сфера S не является топологически слабо замкнутым
множеством в бесконечномерном пространстве `1. Поэтому, в силу
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следствия 1.2.8, получаем неметризуемость слабой топологии в `1 на
единичном шаре. �

З ам е ч а н и е 5.4.32. Пусть пространство X бесконечномерно,
а пространствоX∗ сепарабельно. Пусть F = {fn}∞n=1 ⊂ X∗ — счётное
всюду плотное на единичной сфере в пространстве X∗ множество.
Пусть

ρ(x, y) =

∞∑
n=1

2−n
∣∣fn(x− y)

∣∣ ∀x, y ∈ X

метрика в X, определённая в утверждении 5.4.29. Покажем, что в
пространстве X существует последовательность, сходящаяся по мет-
рике ρ к нулевому вектору и не являющаяся сходящейся слабо. Как
показано в замечании 5.4.4, для любого номера n существует конеч-
номерное подпространство Ln ⊂ X, такое, что

n⋂
k=1

Ker fk ⊕ Ln = X.

Так как пространство X бесконечномерно, то подпространство
n⋂
k=1

Ker fk

нетривиально. Следовательно, существует вектор

xn ∈
n⋂
k=1

Ker fk,

такой, что ‖xn‖ = n. Получили неограниченную по норме простран-
ства X последовательность векторов xn, которая поэтому не явля-
ется слабо сходящейся в силу утверждения 5.4.10. Покажем, что

ρ(xn, 0)→ 0 при n→∞.

Действительно, так как по определению вектора xn имеем fk(xn) = 0
для всех k ∈ 1, n, то получаем

ρ(xn, 0) =

∞∑
k=n+1

2−k
∣∣fk(xn)

∣∣ 6 ∞∑
k=n+1

2−kn =
n

2n
→ 0 при n→∞,

что и требовалось. Это замечание показывает, что сходимость по
метрике ρ не равносильна слабой сходимости без условия ограни-
ченности последовательности по норме пространства X. �
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5.5. Слабая* топология

В этом параграфе будем рассматривать комплексное линейное
нормированное пространство (X, ‖ · ‖). Обозначим τ∗w и σ∗w соответ-
ственно слабую топологию в X∗ и её предбазу.

Опр е д е л е н и е 5.5.1. Для любого вектора x ∈ X, функци-
онала f0 ∈ X∗ и числа ε > 0 определим множество

V ∗(x, f0, ε) =
{
f ∈ X∗

∣∣ |f(x)− f0(x)| < ε
}
.

Топология в множестве X∗, предбазой которой является семейство
множеств

σw∗ =
{
V ∗(x, f0, ε)

∣∣ x ∈ X, f0 ∈ X∗, ε > 0
}
,

называется слабой* топологией в X∗ и обозначается τw∗ .

З ам е ч а н и е 5.5.2. Заметим, что семейство σw∗ удовлетворяет
условию утверждения 1.1.45, так как для любого x ∈ X и любого f ∈
∈ X∗ выполнено

f ∈ V ∗(x, f, 1).

Причём само множество X∗ является элементом семейства σw∗ , так
как

X∗ = V (0, 0, 1) ∈ σw∗ .

Следовательно, семейство σw∗ действительно является предбазой не-
которой топологии в X∗, которая по определению 5.5.1 называется
слабой*. �

З ам е ч а н и е 5.5.3. Пусть F :X → X∗∗ — изометрический изо-
морфизм вида (Fx)(f) = f(x) для всех x ∈ X и f ∈ X∗, введённый
в утверждении 5.1.10. Тогда для любых x ∈ X, f0 ∈ X∗ и ε > 0
получаем

V ∗(x, f0, ε) =
{
f ∈ X∗

∣∣ |(Fx)(f)− (Fx)(f0)| < ε
}

=

= V (f0, Fx, ε) ∈ σ∗w,

т. е. справедливы вложения

σw∗ ⊂ σ∗w и τw∗ ⊂ τ∗w.
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Если пространство X рефлексивно, т. е. по определению 5.1.11 вы-
полнено равенство ImF = X∗∗, то получаем равенства

σw∗ = σ∗w и τw∗ = τ∗w.

�

З ам е ч а н и е 5.5.4. По определению предбазы σw∗ слабой* то-
пологии в пространстве X∗ получаем, что любой функционал Φ ∈
∈ ImF ⊂ X∗∗ будет непрерывным относительно слабой* топологии
τw∗ . Действительно, для любого функционала Φ ∈ ImF существует
вектор x ∈ X, такой, что

Φ = Fx, т. е. Φ(f) = f(x) ∀ f ∈ X∗.

Тогда, для любого функционала f0 ∈ X∗ и числа ε > 0 существует
слабая* окрестность функционала f0 вида

V ∗(x, f0, ε) ∈ τw∗ ,

такая, что для любого f ∈ V ∗(x, f0, ε) по определению 5.5.1 получаем

|f(x)− f(x0)| = |Φ(f)− Φ(f0)| < ε.

Следовательно, функционал Φ ∈ ImF является слабо* непрерыв-
ным на X∗.

Верно и обратное утверждение, т. е. если линейный функционал
Φ:X∗ → C является слабо* непрерывным на X∗, то Φ ∈ ImF , т. е.
справедливо равенство Φ = Fx ∈ X∗∗ для подходящего x ∈ X. Дей-
ствительно, если линейный функционал Φ является слабо* непре-
рывным в нуле, то для любого ε > 0 существует слабая* окрестность
нуля U0 ∈ τw∗ , такая, что для любого f ∈ U0 выполнено неравенство

|Φ(f)| < ε.

По определению слабой* топологии, существуют номер N и

{xk}Nk=1 ⊂ X, {fk}Nk=1 ⊂ X∗, {δk}Nk=1 ⊂ (0,+∞),

такие, что выполнены вложения

0 ∈
N⋂
k=1

V ∗(xk, fk, δk) ⊂ U0.
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Тогда
|fk(xk)| < δk ∀ k ∈ 1, N.

Рассмотрим число

δ = min
k∈1,N

(
δk − |fk(xk)|

)
> 0.

Тогда для любого функцинала

f ∈
N⋂
k=1

V ∗(xk, 0, δ)

получаем неравенства

|f(xk)− fk(xk)| 6 |f(xk)|+ |fk(xk)| < δ + |fk(xk)| 6 δk ∀ k ∈ 1, N.

Следовательно,

f ∈
N⋂
k=1

V ∗(xk, fk, δk),

т. е. справедливо вложение

N⋂
k=1

V ∗(xk, 0, δ) ⊂
N⋂
k=1

V ∗(xk, fk, δk) ⊂ U0.

Это означает, что для любого функционала f ∈ X∗ вида

|f(xk)| = |(Fxk)(f)| < δ при k ∈ 1, N

справедливо неравенство

|Φ(f)| < ε.

В частности, для любого функционала

f ∈
N⋂
k=1

Ker(Fxk)

и любого числа t > 0 получаем

|(tf)(xk)| = |t(Fxk)(f)| = 0 < δ,

что означает

|Φ(tf)| < ε, т. е. |Φ(f)| < ε

t
→ 0 при t→ +∞.

488



Следовательно, Φ(f) = 0, т. е. f ∈ KerΦ. Таким образом, справед-
ливо вложение

N⋂
k=1

Ker(Fxk) ⊂ KerΦ.

Рассмотрим линейное отображение Ψ :X∗ → CN вида

Ψ(f) =
(
f(x1), . . . , f(xN )

)
∀ f ∈ X∗.

Определим отображение H: ImΨ → C вида

H
(
Ψ(f)

)
= Φ(f) ∀ f ∈ X∗.

Определение отображения H корректно, так как, если функционалы
f ∈ X∗ и g ∈ X∗ порождают одну и ту же точку в линейном про-
странстве ImΨ , т. е. имеет место равенство Ψ(f) = Ψ(g), то спра-
ведливо вложение

f − g ∈
N⋂
k=1

Ker(Fxk) ⊂ KerΦ.

Следовательно, Φ(f) = Φ(g), т. е. выполнено равенство

H
(
Ψ(f)

)
= H

(
Ψ(g)

)
.

Очевидно, что отображение H линейно, так как для любых функци-
оналов f, g ∈ X∗ и скаляров α, β ∈ C имеем равенства

H
(
αΨ(f) + βΨ(g)

)
= H

(
Ψ(αf + βg)

)
= Φ(αf + βg) =

= αΦ(f) + βΦ(g) = αH
(
Ψ(f)

)
+ βH

(
Ψ(g)

)
.

В силу линейности отображенияH, определённом на конечномерном
линейном пространстве ImΨ , существуют скаляры

{αk}Nk=1 ⊂ C,

такие, что для любого f ∈ X∗ справедливо равенство

H
(
Ψ(f)

)
=

N∑
k=1

αkf(xk) =

N∑
k=1

αk(Fxk)(f) = Φ(f),
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т. е.

Φ =

N∑
k=1

αk(Fxk) = F

(
N∑
k=1

αkxk

)
.

Таким образом, получаем вложение

Φ ∈ ImF ⊂ X∗∗,

что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 5.5.5. Пусть пространствоX нерефлексивно, т. е.

ImF 6= X∗∗.

Тогда слабая* топология в X∗ строго слабее слабой топологии в X∗.
Действительно, существует функционал

Φ ∈ X∗∗\ ImF.

Тогда, в силу замечаний 5.5.4 и 5.4.3, функционал Φ не является
слабо* непрерывным и является слабо непрерывным в X∗. Следова-
тельно, используя замечание 5.5.3, получаем

τw∗  τ∗w.

�

Утв е ржд е н и е 5.5.6. Последовательность функционалов

{fn}∞n=1 ⊂ X∗

является слабо* сходящейся к функционалу g ∈ X∗ тогда и только
тогда, когда для любого вектора x ∈ X выполнено соотношение

fn(x)→ g(x) при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть

fn
τw∗→ g при n→∞.

По замечанию 5.5.4, для любого вектора x ∈ X функционал Fx ∈
∈ X∗∗ является слабо* непрерывным. Следовательно, в силу утвер-
ждения 1.1.34 функционал Fx является секвенциально непрерыв-
ным, т. е. получаем соотношение

(Fx)(fn) = fn(x)→ (Fx)(g) = g(x) при n→∞.
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Пусть теперь для любого вектора x ∈ X выполнено

fn(x)→ g(x) при n→∞.

Рассмотрим произвольную слабую* окрестность U(g) функционала
g. По определению слабой* топологии, существует номер M и

{zm}Mm=1 ⊂ X, {hm}Mm=1 ⊂ X∗, {εm}Mm=1,

такие, что справедливо вложение

g ∈
M⋂
m=1

V ∗(zm, hm, εm) ⊂ U(g).

Для любого m ∈ 1,M имеем соотношения

lim
n→∞

fn(zm) = g(zm) и |g(zm)− hm(zm)| < εm.

Определим число

ε = min
m∈1,M

(
εm − |g(zm)− hm(zm)|

)
> 0.

Существует номер N , такой, что для всех n > N и всех m ∈ 1,M
выполнено неравенство

|g(zm)− fn(zm)| < ε.

Тогда для любого n > N получаем

|fn(zm)− hm(zm)| 6 |fn(zm)− g(zm)|+ |g(zm)− hm(zm)| <

< ε+ |g(zm)− hm(zm)| 6 εm ∀m ∈ 1,M.

Следовательно, для всех n > N получаем вложение

fn ∈
M⋂
m=1

V ∗(zm, hm, εm) ⊂ U(g),

т. е.
fn

τw∗→ g при n→∞,

что и требовалось. �
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Утв е ржд е н и е 5.5.7. Предел слабо* сходящейся в простран-
стве X∗ последовательности единственен.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть последовательность {fn}∞n=1 ⊂ X∗
является слабо* сходящейся к функционалам g ∈ X∗ и h ∈ X∗. То-
гда, по утверждению 5.5.6, для любого вектора x ∈ X имеем равен-
ство

g(x) = lim
n→∞

fn(x) = h(x).

Следовательно, g(x) = h(x) для любого x ∈ X, что и означает ра-
венство функционалов g = h. �

Прим е р 5.5.8. Приведём пример нерефлексивного банахова
пространства X, такого, что в его сопряжённом пространстве X∗
существует слабо* сходящаяся и слабо расходящаяся последователь-
ность. Рассмотрим пространство X = c0. Тогда, в силу утвержде-
ний 5.2.5 и 5.2.3, имеем равенства

X∗ = `1 и X∗∗ = `∞.

Рассмотрим последовательность функционалов fn ∈ c∗0 вида

fn(y) = y(n) ∀ y ∈ c0.

В силу утверждения 5.2.5, функционал fn реализуется базисным эле-
ментом en из пространства `1 по формуле

fn(y) =
∞∑
k=1

y(k)en(k).

Для любого y ∈ c0 получаем

fn(y) = y(n)→ 0 при n→∞.

Следовательно, последовательность fn является слабо* сходящейся
к нулю в c∗0, т. е. базисная последовательность en слабо* сходится к
нулю в `1. Рассмотрим функционал

Φ ∈ c∗∗0 = `∗1 = `∞,

который реализуется элементом z ∈ `∞ вида z(k) = (−1)k согласно
утверждению 5.2.3 по формуле

Φ(x) =

∞∑
k=1

x(k)z(k) ∀x ∈ `1.
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Получаем последовательность

Φ(en) =

∞∑
k=1

en(k)z(k) = (−1)n,

которая не имеет предела при n → ∞. Следовательно, последова-
тельность en не является слабо сходящейся в `1, т. е. последователь-
ность функционалов fn не является слабо сходящейся в c∗0. N

З ам е ч а н и е 5.5.9. Наличие в линейном нормированном про-
странстве, являющемся сопряжённым к некоторому линейному нор-
мированному пространству, слабо* сходящейся и одновременно сла-
бо расходящейся последовательности, служит доказательством его
нерефлексивности. Этот замечательный факт можно использовать
для доказательства нерефлексивности пространства `∞, которое, в
силу утверждения 5.2.3, является сопряжённым к пространству `1.
Пусть Φ: `∗1 → `∞ — изометрический изоморфизм, описанный в утвер-
ждении 5.2.3. Рассмотрим последовательность zn ∈ `∞ вида

zn(k) =

 1, k 6 n,

0, k > n,

и элемент z ∈ `∞ вида z(k) = 1 для всех k ∈ N. Для любого x ∈ `1
получаем

∣∣ (Φ−1(z)
)

(x)−
(
Φ−1(zn)

)
(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

x(k)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑

k=n+1

|x(k)| → 0

при n → ∞. Следовательно, в силу утверждения 5.5.6, последова-
тельность zn слабо* сходится к элементу z. Так как согласно за-
мечанию 5.5.3 слабая сходимость всегда влечёт слабую*, то, в си-
лу утверждения 5.5.7, последовательность zn может сходиться слабо
только к тому же элементу z. Но как раз этот факт не имеет места !
Действительно, рассмотрим подпространство

L = Lin{zn}∞n=1,

очевидно состоящее из всех финитных числовых последовательно-
стей. Ясно, что расстояние от элемента z до подпространства L в
пространстве `∞ не меньше единицы. Поэтому

z 6∈ [L].
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Следовательно, в силу пункта 1 следствия 5.1.6 теоремы Хана-Банаха,
существует функционал f ∈ `∗∞, такой, что f(z) = 1 и f = 0 на [L].
Но тогда f(zn) = 0 для любого n ∈ N, т. е. числовая последователь-
ность f(zn) не сходится к f(z) при n→∞. Таким образом, последо-
вательность zn является слабо расходящейся и одновременно слабо*
сходящейся в пространстве `∞, что и доказывает нерефлексивность
этого пространства. �

Утв е ржд е н и е 5.5.10. Пусть пространство X является се-
парабельным. Для любого R > 0 рассмотрим слабую* топологию на
шаре B∗R(0) ⊂ X∗, т. е. семейство

τw∗(R) =
{
U ∩B∗R(0)

∣∣ U ∈ τw∗
}
.

Тогда топологическое пространство
(
B∗R(0), τw∗(R)

)
является метри-

ческим пространством, т. е. топология τw∗(R) метризуема.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как пространство X сепарабельно,
то на единичной сфере в пространстве X существует счётное всюду
плотное множество

A = {xn}∞n=1 ⊂ X,

т. е. для любого n ∈ N имеем равенство ‖xn‖ = 1, и для любого
вектора x ∈ X вида ‖x‖ = 1 и любого числа ε > 0 существует номер
m = m(x, ε), такой, что

‖x− xm‖ 6 ε.

Определим для любых функционалов f, g ∈ B∗R(0) величину

ρ(f, g) =

∞∑
n=1

2−n
∣∣f(xn)− g(xn)

∣∣ .
Покажем, что функция ρ является метрикой на шаре B∗R(0). Так как
справедливо неравенство

|f(xn)− g(xn)| 6
(
‖f‖+ ‖g‖

)
‖xn‖ 6 2R,

то
0 6 ρ(f, g) 6 2R ∀ f, g ∈ B∗R(0).

Далее, если ρ(f, g) = 0, то получаем

f(xn) = g(xn) ∀n ∈ N.
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Следовательно,

f(x) = g(x) ∀x ∈ E = Lin{xn}∞n=1.

Так как множество E является всюду плотным в X, то, в силу непре-
рывности функционалов f и g, получаем равенство

f(x) = g(x) ∀x ∈ X, ⇒ f = g.

Равенство ρ(f, g) = ρ(g, f) очевидно. Для любых f, g, h ∈ B∗R(0) и
любого n ∈ N выполнено неравенство

|f(xn)− g(xn)| 6 |f(xn)− h(xn)|+ |h(xn)− g(xn)|.

Следовательно, получаем

ρ(f, g) 6 ρ(f, h) + ρ(g, h),

т. е. для функции ρ справедливо неравенство треугольника.
Пусть τ∗ρ (R) — метрическая топология в B∗R(0), порождённая мет-

рикой ρ. Покажем, что справедливо равенство

τw∗(R) = τ∗ρ (R).

Заметим, что предбазу топологии τw∗(R) образует семейство

σw∗(R) =
{
V ∗(x, f, ε) ∩B∗R(0)

∣∣ x ∈ X, f ∈ X∗, ε > 0
}
.

Следовательно, вложение

τw∗(R) ⊂ τ∗ρ (R)

следует из вложения
σw∗(R) ⊂ τ∗ρ (R).

Докажем это последнее вложение. Зафиксируем произвольные век-
тор x ∈ X, функционал f ∈ X∗ и число ε > 0. Если x = 0, то

V ∗(x, f, ε) = X∗ и V ∗(x, f, ε) ∩B∗R(0) = B∗R(0) ∈ τ∗ρ (R),

т. е. в этом случае доказывать нечего. Поэтому пусть x 6= 0. Опреде-
лим

y =
x

‖x‖
и δ =

ε

‖x‖
.

Тогда получаем равенство

V ∗(x, f, ε) = V ∗(y, f, δ).
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Рассмотрим произвольный функционал

g ∈ V ∗(y, f, δ) ∩B∗R(0), т. е. |g(y)− f(y)| < δ и ‖g‖ 6 R.

Существует номер m, такой, что

‖y − xm‖ <
δ − |g(y)− f(y)|

4R
.

Пусть число

r =
δ − |g(y)− f(y)|

2m+1
> 0.

Рассмотрим произвольный функционал h ∈ B∗R(0) вида ρ(g, h) < r.
Тогда справедливо неравенство

|h(xm)− g(xm)| < 2mr =
δ − |g(y)− f(y)|

2
.

Следовательно, получаем

|h(y)− f(y)| 6 |h(y)− g(y)|+ |g(y)− f(y)| 6

6 ‖(h− g)(y − xm)|+ |(h− g)(xm)|+ |(g − f)(y)| <

< ‖y−xm‖2R+
δ + |(g − f)(y)|

2
<
δ − |(g − f)(y)|

2
+
δ + |(g − f)(y)|

2
= δ,

т. е. выполнено вложение

h ∈ V ∗(y, f, δ) ∩B∗R(0) = V ∗(x, f, ε) ∩B∗R(0).

Следовательно, любой функционал g из множества

V ∗(x, f, ε) ∩B∗R(0)

я вляется его ρ–внутренней точкой. Но тогда справедливо вложение

V ∗(x, f, ε) ∩B∗R(0) ∈ τ∗ρ (R),

что и требовалось.
Теперь докажем обратное вложение

τ∗ρ (R) ⊂ τw∗(R).
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Так как базой β∗ρ(R) метрической топологии τ∗ρ (R) служат ρ-открытые
шары вида

Oρr (f) =
{
g ∈ B∗R(0)

∣∣ ρ(f, g) < r
}
, f ∈ B∗R(0), r > 0,

то достаточно доказать вложение

β∗ρ(R) ⊂ τw∗(R).

Зафиксируем функционал f ∈ B∗R(0) и число r > 0. Рассмотрим
произвольный функционал

g ∈ Oρr (f), т. е. g ∈ B∗R(0) и ρ(f, g) < r.

Существует номер N , такой, что

2−N <
r − ρ(f, g)

4R
.

Пусть число

δ =
r − ρ(f, g)

2
> 0.

Рассмотрим произвольный функционал

h ∈

(
N⋂
n=1

V (xn, g, δ)

)
∩B∗R(0) = U∗(g) ∈ τw∗(R).

Тогда получаем

ρ(f, h) 6 ρ(g, h) + ρ(f, g) 6

6
N∑
n=1

2−n|(g − h)(xn)|+
∞∑

n=N+1

2−n2R+ ρ(f, g) <

< δ + 2−N2R+ ρ(f, g) <
r − ρ(f, g)

2
+
r − ρ(f, g)

2
+ ρ(f, g) = r.

Следовательно, h ∈ Oρr (f), т. е. справедливо вложение U∗(g) ⊂ Oρr (f).
Получаем

Oρr (f) =
⋃

g∈Oρr (f)

{g} ⊂
⋃

g∈Oρr (f)

U∗(g) ⊂ Oρr (f),
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т. е. справедливо соотношение

Oρr (f) =
⋃

g∈Oρr (f)

U∗(g) ∈ τw∗(R),

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.5.11. Пусть линейное нормированное прос-
транство X является полным, а последовательность {fn}∞n=1 ⊂ X∗

является слабо* сходящейся к функционалу g ∈ X∗. Тогда справед-
ливы неравенства

sup
n∈N
‖fn‖ < +∞ и ‖g‖ 6 lim

n→∞
‖fn‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любого x ∈ X числовая по-
следовательность {fn(x)}∞n=1 является сходящейся к числу g(x), то
она является ограниченной. Следовательно, так как пространство
X полно, по теореме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза получаем ограни-
ченность последовательности {fn}∞n=1 в пространстве L(X,C) = X∗,
т. е. выполнено неравенство

sup
n∈N
‖fn‖ < +∞.

Для любого x ∈ X имеем равенство

|g(x)| = lim
n→∞

|fn(x)|.

Тогда для любого x ∈ X вида ‖x‖ = 1 и любого ε > 0 существует
номер N , такой, что для всех n > N выполнено неравенство

|g(x)| 6 |fn(x)|+ ε 6 ‖fn‖+ ε.

Переходя в правой части последнего неравенства к нижнему пределу
при n→∞, получаем

|g(x)| 6 lim
n→∞

‖fn‖+ ε.

Следовательно, для любого ε > 0 имеем

‖g‖ = sup
‖x‖=1

|g(x)| 6 lim
n→∞

‖fn‖+ ε,
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откуда при ε→ +0 получаем требуемое неравенство

‖g‖ 6 lim
n→∞

‖fn‖.

�

Прим е р 5.5.12. Приведём пример неполного линейного нор-
мированного пространства X и слабо* сходящейся последовательно-
сти функционалов из X∗, которая не является ограниченной в X∗.
Рассмотрим неполное пространство

(X, ‖ · ‖) = (`1, ‖ · ‖∞)

из примера 1.4.15. Для любого n ∈ N рассмотрим линейный функ-
ционал fn:X → C вида

fn(x) =

2n∑
k=n+1

x(k) ∀x ∈ X.

Тогда справедливо неравенство

|fn(x)| 6 n‖x‖∞, ∀x ∈ X, ⇒ ‖fn‖ 6 n,

а для вектора zn ∈ X вида

zn(k) =

 1, n+ 1 6 k 6 2n,

0, 1 6 k 6 n или k > 2n

имеем соотношения

‖zn‖∞ = 1 и ‖fn‖ > |fn(zn)| = n.

Следовательно,
‖fn‖ = n ∀n ∈ N,

т. е. последовательность функционалов {fn}∞n=1 ⊂ X∗ не является
ограниченной вX∗. Однако для любого вектора x ∈ X = `1 получаем

|fn(x)| 6
2n∑

k=n+1

|x(k)| → 0 при n→∞

в силу критерия Коши сходимости числового ряда
∞∑
k=1

|x(k)|.
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Поэтому последовательность функционалов fn слабо* сходится к ну-
левому функционалу в пространстве X∗. N

З ам е ч а н и е 5.5.13. Пусть пространство X полное бесконеч-
номерное и сепарабельное. Пусть A = {xn}∞n=1 ⊂ X — счётное всюду
плотное на единичной сфере в пространстве X множество. Пусть

ρ(f, g) =

∞∑
n=1

2−n
∣∣f(xn)− g(xn)

∣∣ ∀ f, g ∈ X∗

метрика в X∗, определённая в утверждении 5.5.10. Покажем, что
в пространстве X∗ существует последовательность, сходящаяся по
метрике ρ к нулевому функционалу и не являющаяся слабо* схо-
дящейся. Для любого номера n рассмотрим конечномерное подпро-
странство

Ln = Lin{x1, . . . , xn} ⊂ X.
Так как пространствоX бесконечномерно, то существует вектор zn ∈
∈ X, такой, что zn 6∈ Ln. Конечномерное подпространство Ln явля-
ется замкнутым в X по следствию 3.1.19. Тогда в силу пункта 1 след-
ствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха существует нетривиальный функ-
ционал gn ∈ X∗, равный нулю на подпространстве Ln, а gn(zn) = 1.
Определим функционал

fn =
n

‖gn‖
gn.

Тогда ‖fn‖ = n. Следовательно, последовательность функционалов
fn является неограниченной по норме пространства X∗. Поэтому в
силу полноты пространства X и утверждения 5.5.11 получаем, что
последовательность fn не является слабо* сходящейся. Покажем, что

ρ(fn, 0)→ 0 при n→∞.

Действительно, так как по определению функционала fn имеем

fn(xk) = 0 ∀ k ∈ 1, n,

то получаем

ρ(fn, 0) =

∞∑
k=n+1

2−k
∣∣fn(xk)

∣∣ 6 ∞∑
k=n+1

2−kn =
n

2n
→ 0 при n→∞,

что и требовалось. Это замечание показывает, что сходимость по
метрике ρ не равносильна слабой* сходимости без условия ограни-
ченности последовательности функционалов по норме сопряжённого
пространства X∗. �
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Опр е д е л е н и е 5.5.14. Последовательность функционалов

{fn}∞n=1 ⊂ X∗

называется слабо* фундаментальной, если для любого вектора x ∈
∈ X числовая последовательность {fn(x)}∞n=1 является фундамен-
тальной в C. Пространство X∗ называется слабо* полным, если лю-
бая слабо* фундаментальная последовательность из X∗ является
слабо* сходящейся.

Утв е ржд е н и е 5.5.15. Пусть пространствоX является пол-
ным. Тогда пространство X∗ является слабо* полным.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что слабая* сходимость и сла-
бая* фундаментальность последовательности функционалов из про-
странства X∗ = L(X,C) является поточечной сходимостью и по-
точечной фундаментальностью этой последовательности линейных
ограниченных операторов, действующих из X в C. В силу полноты
пространств X и C по теореме 3.4.31 пространство L(X,C) = X∗

является полным относительно поточечной сходимости, т. е. слабо*
полным. �

Прим е р 5.5.16. Приведём пример неполного пространства X,
для которого пространство X∗ не является слабо* полным. Рассмот-
рим неполное пространство (X, ‖·‖) = (`1, ‖·‖∞) (см. пример 1.4.15).
Для любого n ∈ N рассмотрим функционал fn:X → C вида

fn(x) =

n∑
k=1

x(k) ∀x ∈ X.

Видим, что

|fn(x)| 6 n‖x‖∞ ∀x ∈ X, ⇒ ‖fn‖ 6 n.

С другой стороны, для вектора zn ∈ X = `1 вида

zn(k) =

 1, 1 6 k 6 n,

0, k > n

имеем
‖zn‖∞ = 1 и ‖fn‖ > |fn(zn)| = n.
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Следовательно, ‖fn‖ = n. Последовательность {fn}∞n=1 ⊂ X∗ явля-
ется слабо* фундаментальной, так как для любого x ∈ X = `1 и
любых номеров m,n имеем

|fn(x)− fn+m(x)| 6
n+m∑
k=n+1

|x(k)| 6
∞∑

k=n+1

|x(k)| → 0 при n→∞.

При этом для любого x ∈ X = `1 существует

lim
n→∞

fn(x) =

∞∑
k=1

x(k) = g(x).

Покажем, что функционал g:X → C не является ограниченным, т. е.
g 6∈ X∗. Действительно, справедливы соотношения

‖g‖ > |g(zn)| = n→∞,

т. е. имеет место равенство ‖g‖ = +∞. Следовательно, слабо* фун-
даментальная последовательность ограниченных функционалов fn
не является слабо* сходящейся в пространстве X∗. N

Те о р ем а 5.5.17. (Банах, Алаоглу) Пусть пространство X
является сепарабельным. Тогда для любого R > 0 шар B∗R(0) ⊂ X∗

является слабо* компактным.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.5.10, слабая* то-
пология на шаре B∗R(0) метризуема. Следовательно, по теореме 2.2.3,
слабая* компактность шара B∗R(0) эквивалентна его слабой* секвен-
циальной компактности. Для доказательства слабой* секвенциаль-
ной компактности шара B∗R(0) рассмотрим произвольную последо-
вательность функционалов

{fn}∞n=1 ⊂ B∗R(0),

и покажем, что она содержит слабо* сходящуюся подпоследователь-
ность к некоторому функционалу g ∈ B∗R(0).

Пусть E = {xm}∞m=1 — счётное всюду плотное подмножество
пространства X. Так как числовая последовательность {fn(x1)}∞n=1

ограничена в силу неравенства

|fn(x1)| 6 R‖x1‖ ∀n ∈ N,
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то, по теореме Больцано—Вейерштрасса, она имеет сходящуюся под-
последовательность

{fnk(1)(x1)}∞k=1.

Предположим, рассуждая по индукции, что для номера m имеем
строго возрастающую последовательность

{nk(m)}∞k=1 ⊂ N,

такую, что для любого s ∈ 1,m числовая последовательность

{fnk(m)(xs)}∞k=1

является сходящейся. Так как числовая последовательность

{fnk(m)(xm+1)}∞k=1

ограничена в силу неравенства

|fnk(m)(xm+1)| 6 R‖xm+1‖ ∀ k ∈ N,

то, по теореме Больцано—Вейерштрасса, она имеет сходящуюся под-
последовательность

{fnk(m+1)(xm+1)}∞k=1.

Рассмотрим последовательность функционалов

{fnk(k)}∞k=1.

Так как для любого m ∈ N выполнено вложение

{nk(m+ 1)}∞k=1 ⊂ {nk(m)}∞k=1,

то имеет место неравенство

nm+1(m+ 1) > nm+1(m) > nm(m).

Поэтому последовательность натуральных чисел {nk(k)}∞k=1 являет-
ся строго возрастающей, а последовательность функционалов

{fnk(k)}∞k=1

является подпоследовательностью последовательности {fn}∞n=1. Так
как для любогоm ∈ N последовательность {nk(k)}∞k=m является под-
последовательностью последовательности {nk(m)}∞k=1, то существу-
ет предел

lim
k→∞

fnk(k)(xm) = lim
k→∞

fnk(m)(xm) = g(xm).
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Покажем, что для любого вектора x ∈ X числовая последователь-
ность

{fnk(k)(x)}∞k=1

является сходящейся. Действительно, для любого ε > 0 существует
номер m, такой, что

‖x− xm‖ 6 ε.
Тогда для всех k, s > m получаем неравенства∣∣fnk(k)(x)− fns(s)(x)

∣∣ 6
6
∣∣fnk(k)(x− xm)

∣∣+
∣∣fns(s)(x− xm)

∣∣+
∣∣(fnk(k) − fns(s))(xm)

∣∣ 6
6 2Rε+

∣∣(fnk(k) − fns(s))(xm)
∣∣ .

Так как

lim
k→∞
s→∞

∣∣(fnk(k) − fns(s))(xm)
∣∣ =

∣∣g(xm)− g(xm)
∣∣ = 0,

то существует номерM > m, такой, что для всех k, s >M выполнено
неравенство ∣∣(fnk(k) − fns(s))(xm)

∣∣ 6 ε.
Следовательно, при всех k, s >M получаем неравенство∣∣fnk(k)(x)− fns(s)(x)

∣∣ 6 (2R+ 1)ε.

Таким образом, числовая последовательность

{fnk(k)(x)}∞k=1

является фундаментальной и, поэтому, сходящейся. Пусть

lim
k→∞

fnk(k)(x) = g(x).

Тем самым определён линейный функционал g:X → C как поточеч-
ный предел на X последовательности fnk(k). При этом для любого
вектора x ∈ X вида ‖x‖ = 1 имеем

|g(x)| = lim
k→∞

|fnk(k)(x)| 6 R,

т. е. справедливо неравенство ‖g‖ 6 R. Следовательно, функционал

g ∈ B∗R(0) ⊂ X∗,
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и последовательность fnk(k) поточечно на X, а, значит, и слабо*,
сходится к функционалу g, что и требовалось. �

Прим е р 5.5.18. Приведём пример несепарабельного банахова
пространства X, такого, что единичный шар B∗1(0) из сопряжённого
пространстваX∗ не является секвенциально компактным. Пусть про-
странство X = `∞. Рассмотрим последовательность функционалов
fn ∈ X∗ вида

fn(x) = x(n) ∀x ∈ `∞, ∀n ∈ N.

Ясно, что
‖fn‖ = 1 ∀n ∈ N.

Действительно, определим элемент y ∈ `∞ вида

y(n) = 1 ∀n ∈ N.

Тогда ‖y‖∞ = 1, и справедливы соотношения:

1 = |fn(y)| 6 ‖fn‖ = sup
‖x‖∞=1

|x(n)| 6 sup
‖x‖∞=1

‖x‖∞ = 1.

Таким образом,
fn ∈ B∗1(0).

При этом любая подпоследовательность fnk не является слабо* схо-
дящейся, так как для элемента z ∈ `∞ вида

z(nk) = (−1)k ∀ k ∈ N

получаем fnk(z) = (−1)k — расходящаяся числовая последователь-
ность. N

Одним из применений теоремы 5.5.17 Банаха—Алаоглу является
доказательство с её помощью слабой секвенциальной компактности
любого слабого компакта в бесконечномерном линейном нормиро-
ванном пространстве. Напомним, что в таком пространстве слабая
топология неметризуема в силу утверждения 5.4.28. Поэтому сла-
бая секвенциальная компактность произвольного слабого компакта
в нём неочевидна. Имеет место следующая

Те о р ем а 5.5.19. (Эберлейн, Шмульян) ПустьX — линей-
ное нормированное пространство, множество K ⊂ X — слабый ком-
пакт. Тогда K является слабым секвенциальным компактом.
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как любой линейный функционал
f ∈ X∗ является слабо непрерывным, то множество f(K) является
компактом в C. Поэтому f(K) ограничено в C, то есть

∀ f ∈ X∗ ∃Rf > 0 ∀x ∈ K ↪→ |f(x)| 6 Rf .

Покажем, что слабый компакт K ограничен в пространстве X, то
есть

∃R > 0 ∀x ∈ K ↪→ ‖x‖ 6 R.

Предположим противное. Тогда

∀n ∈ N ∃xn ∈ K : ‖xn‖ > n.

Рассмотрим отображение F :X → X∗∗ из утверждения 5.1.10 вида

(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ X, f ∈ X∗.

Отображение F — это изометрия из X на подпространство F (X) ⊂
⊂ X∗∗, поэтому

‖Fxn‖ = ‖xn‖ > n ∀n ∈ N.

Так как последовательность Fxn ∈ X∗∗ = L(X∗,C) является неогра-
ниченной, а пространствоX∗ = L(X,C) является полным в силу тео-
ремы 3.4.16, то, по теореме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза, существует
f ∈ X∗, такой, что последовательность (Fxn)(f) = f(xn) неограни-
чена в C. Однако,

|f(xn)| 6 Rf ∀n ∈ N.

Получили противоречие. Таким образом, существует R > 0, такое,
что

K ⊂ BR(0).

Теперь рассмотрим произвольную последовательность {xn}∞n=1 ⊂ K.
Нам требуется доказать, что она имеет слабо сходящуюся подпо-
следовательность к некоторому элементу множества K. Если мно-
жество значений последовательности {xn}∞n=1 конечно, то она име-
ет стационарную подпоследовательность, и доказывать нечего. Если
же множество её значений бесконечно, то сущесвует её подпоследо-
вательность, состоящая из попарно различных элементов, которую
для простоты также обозначим xn. Рассмотрим множество её значе-
ний

E =
{
xn

∣∣ n ∈ N } ⊂ K.
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Определим подпространство L ⊂ X как сильное замыкание в X ли-
нейной оболочки множества E, то есть

L = [LinE]‖·‖ .

Рассматриваем L как линейное нормированное пространство с нор-
мой изX. Заметим, что L является сепарабельным, так как содержит
счётное всюду плотное подмножество — это всевозможные конечные
линейные комбинации элементов последовательности xn с комплекс-
ными коэффициентами, вещественная и мнимая части которых ра-
циональны. Тогда на единичной сфере пространства L существует
счётное всюду плотное подмножество, обозначим его

Z = {zs}∞s=1, где zs ∈ L, ‖zs‖ = 1 ∀ s ∈ N.

Введём в сопряжённом пространстве L∗ метрику так же, как в тео-
реме 5.5.10:

ρ(f, g) =

∞∑
s=1

2−s|(f − g)(zs)|, ∀ f, g ∈ L∗.

Рассмотрим в L∗ единичный шар (относительно операторной нор-
мы):

B∗1(0) =
{
f ∈ L∗

∣∣ ‖f‖ 6 1
}
.

По утверждению 5.5.10, шар B∗1(0) с индуцированной из L∗ слабой*
топологией является метрическим пространством относительно мет-
рики ρ. По теореме 5.5.17 Банаха—Алаоглу, шар B∗1(0) слабо* ком-
пактен, то есть метрическое пространство (B∗1(0), ρ) компактно. То-
гда, по теореме 2.2.3, шар B∗1(0) является ρ–вполне ограниченным.
Поэтому для любого m ∈ N существует его конечная 2−m–сеть от-
носительно метрики ρ. Пусть это множество Mm ⊂ B∗1(0). Следова-
тельно, множество

M =

+∞⋃
m=1

Mm

является счётным и ρ–всюду плотным подмножеством шара B∗1(0),
то есть метрическое пространство (B∗1(0), ρ) сепарабельно. Пусть счёт-
ное множество M имеет вид

M =
{
fs
}∞
s=1

, ‖fs‖ 6 1 ∀ s ∈ N.

Числовая последовательность {f1(xn)}∞n=1 является ограниченной,
так как

|f1(xn)| 6 ‖xn‖ 6 R ∀n ∈ N.
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Следовательно, по теореме Больцано—Вейерштрасса, она имеет схо-
дящуюся подпоследовательность, то есть существует строго возрас-
тающая последовательность{

nk(1)
}∞
k=1
⊂ N,

такая, что числовая последовательность {f1(xnk(1))}∞k=1 сходится.
Далее, рассуждая по индукции, предполагаем, что для некоторого
m ∈ N существует строго возрастающая подпоследовательность{

nk(m)
}∞
k=1
⊂
{
nk(m− 1)

}∞
k=1

,

такая, что для любого номера s ∈ 1,m числовая последователь-
ность {fs(xnk(m))}∞k=1 сходится. Видим, что следующая последова-
тельность {fm+1(xnk(m))}∞k=1 также ограничена:

|fm+1(xnk(m))| 6 ‖xnk(m)‖ 6 R ∀ k ∈ N.

Следовательно, по теореме Больцано—Вейерштрасса, она имеет схо-
дящуюся подпоследовательность, то есть существует строго возрас-
тающая последовательность{

nk(m+ 1)
}∞
k=1
⊂
{
nk(m)

}∞
k=1

,

такая, что числовая последовательность {fm+1(xnk(m+1))}∞k=1 схо-
дится. При этом для любого номера s ∈ 1,m числовая последова-
тельность {fs(xnk(m+1))}∞k=1 также сходится как подпоследователь-
ность сходящейся последовательности {fs(xnk(m))}∞k=1.

Реализуя диагональный процесс Кантора, рассматриваем после-
довательность натуральных чисел {nk(k)}∞k=1. Для любого k ∈ N
имеем

{ns(k + 1)}∞s=1 ⊂ {ns(k)}∞s=1 ⇒ nk+1(k + 1) > nk+1(k).

Так как последовательность {ns(k)}∞s=1 строго возрастает, то в част-
ности имеем nk+1(k) > nk(k). Следовательно,

nk+1(k + 1) > nk+1(k) > nk(k) ∀ k ∈ N,

то есть последовательность {nk(k)}∞k=1 строго возрастает. Тогда по-
лучаем, что {xnk(k)}∞k=1 — подпоследовательность исходной последо-
вательности {xn}∞n=1, причём для любого s ∈ N последовательность
{fs(xnk(k))}∞k=s сходится при k →∞ как подпоследовательность схо-
дящейся последовательности {fs(xnk(s))}∞k=1. Обозначим для крат-
кости

yk = xnk(k) ∀ k ∈ N,
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и рассмотрим множество значений этой последовательности, обозна-
чив его Y . Множество Y бесконечно, так как по условию значения
последовательности yk попарно различны. Тогда, в силу утвержде-
ния 2.1.6, множество Y имеет слабо предельную точку y ∈ K. То
есть любой слабой окрестности y принадлежит некоторый элемент
последовательности yk, отличный от y.

Зафиксируем произвольно s ∈ N и число ε > 0. Тогда существует
` ∈ N, такое, что для любых k, r > ` выполнено неравенство

|fs(yk)− fs(yr)| <
ε

2
.

Определим конечное множество

S` =
{
yk

∣∣ 1 6 k 6 `, yk 6= y
}
.

Так как одноточечное множество в линейном нормированном про-
странстве является слабо замкнутым, то множество S` также слабо
замкнуто в X как конечное объединение одноточечных множеств.
Тогда множество

U(y) = V
(
y, fs,

ε
2

)
\S`

является слабо открытым в X и содержит элемент y, то есть явля-
ется слабой окрестностью y в пространстве X. Следовательно, ему
принадлежит некоторый элемент yr, отличный от y, поэтому авто-
матически получается, что r > `. Тогда для любого k > ` находим,
что

|fs(yk)− fs(y)| 6 |fs(yk)− fs(yr)|+ |fs(yr)− fs(y)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, доказано соотношение

lim
k→∞

fs(yk) = fs(y) ∀ s ∈ N.

Осталось показать, что для любого g ∈ X∗ вида ‖g‖ 6 1 выполнено
g(yk) → g(y) при k → ∞. Предположим противное, то есть суще-
ствует ε0 > 0 и подпоследовательность {ykr}∞r=1, такие, что

|g(ykr )− g(y)| > ε0 ∀ r ∈ N.

Следовательно,
ykr 6∈ V (y, g, ε0) ∀ r ∈ N

то есть элемент y не является слабо предельной точкой последова-
тельности {ykr}∞r=1 в слабом компакте K. Однако, применяя для по-
следовательности ykr те же рассуждения, что и для последователь-
ности xn, получаем, что существует слабая предельная точка z ∈ K
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последовательности {ykr}∞r=1 и её подпоследовательность ykrm , та-
кие, что

lim
m→∞

fs(ykrm ) = fs(z) ∀ s ∈ N.

С другой стороны,

lim
m→∞

fs(ykrm ) = lim
k→∞

fs(yk) = fs(y) ∀ s ∈ N.

Следовательно,
fs(y) = fs(z) ∀ s ∈ N.

Так как множество {fs}∞s=1 является ρ—всюду плотным в шаре еди-
ничном B∗1(0) ⊂ L∗, а индуцированная из L∗ в шар B∗1(0) слабая*
топология метризуема метрикой ρ, то немедленно получаем равен-
ство

h(y) = h(z) ∀h ∈ B∗1(0).

Так как сужение функционала g на подпространство L очевидно
принадлежит шару B∗1(0), то, в частности, получаем, что g(y) = g(z).
Следовательно,

V (z, g, ε0) = V (y, g, ε0) 63 ykr ∀ r ∈ N.

Получили противоречие с тем, что z — слабая предельная точка
последовательности ykr . Теорема доказана. �

Те о р ем а 5.5.20. (Банах, Тихонов) Пусть пространство X
рефлексивно и сепарабельно. Тогда любая ограниченная в X после-
довательность содержит слабо сходящуюся подпоследовательность.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть F :X → X∗∗ — изометрический
изоморфизм между X и X∗∗ вида

(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ X, ∀ f ∈ X∗.

Так как пространство X сепарабельно, то пространство X∗∗ = ImF
тоже является сепарабельным в силу изометричности отображения
F . Следовательно, в силу утверждения 5.2.11 получаем, что про-
странство X∗ является сепарабельным. Рассмотрим произвольную
ограниченную последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X.
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Тогда существует R > 0, такое, что

‖xn‖ 6 R ∀n ∈ N.

Следовательно, последовательность

Φn = Fxn ∈ X∗∗

является ограниченной в X∗∗, и

‖Φn‖ = ‖xn‖ 6 R ∀n ∈ N.

Так как пространство X∗ является сепарабельным, то, в силу теоре-
мы 5.5.17 Банаха—Алаоглу, существует подпоследовательность Φnk ,
слабо* сходящаяся в X∗∗ к функционалу Ψ ∈ X∗∗. Следовательно,
существует вектор y ∈ X, такой, что

Ψ = Fy.

Для любого функционала f ∈ X∗ получаем

lim
k→∞

Φnk(f) = lim
k→∞

f(xnk) = Ψ(f) = f(y).

Таким образом, в силу утверждения 5.4.7 последовательность xnk
слабо сходится к вектору y ∈ X при k →∞, что и требовалось. �

З ам е ч а н и е 5.5.21. Заметим, что в сепарабельном нерефлек-
сивном пространстве `1 ограниченная последовательность базисных
векторов {en}∞n=1 не имеет слабо сходящейся подпоследовательности,
так как по теореме 5.4.12 Шура слабая и сильная сходимости в `1
эквивалентны, а любая подпоследовательность последовательности
{en}∞n=1 не является сильно фундаментальной. �

Утв е ржд е н и е 5.5.22. Пусть пространство X рефлексив-
но и сепарабельно. Пусть множество S ⊂ X является выпуклым и
замкнутым. Тогда для любого вектора x ∈ X в множестве S суще-
ствует ближайший элемент, т. е. вектор y = y(x) ∈ S, такой, что

‖x− y‖ = ρ(x, S) = inf
z∈S
‖x− z‖.

Док а з а т е л ь с т в о. По определению точной нижней грани
числовой функции для вектора x ∈ X существует минимизирующая
последовательность zn ∈ S, такая, что выполнено равенство

ρ(x, S) = lim
n→∞

‖x− zn‖.
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Так как
‖zn‖ 6 ‖x‖+ ‖x− zn‖,

а сходящаяся числовая последовательность ‖x − zn‖ является огра-
ниченной, то последовательность zn является ограниченной в про-
странстве X. Следовательно, по теореме 5.5.20 Банаха—Тихонова,
она имеет слабо сходящуюся подпоследовательность znk к вектору
y ∈ X. Так как по теореме 5.4.14 Мазура выпуклое замкнутое мно-
жество S является слабо замкнутым, то выполнено вложение y ∈ S.
В силу пункта 2 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха существует
функционал f ∈ X∗ вида

‖f‖ = 1 и |f(x− y)| = ‖x− y‖.

Следовательно, получаем соотношения

ρ(x, S) 6 ‖x− y‖ = |f(x− y)| = lim
k→∞

|f(x− znk)| 6

6 lim
k→∞

‖x− znk‖ = ρ(x, S),

откуда сразу получаем равенство

ρ(x, S) = ‖x− y‖.

Таким образом, вектор y ∈ S является ближайшим к вектору x эле-
ментом множества S, что и требовалось. �

Прим е р 5.5.23.Приведём пример выпуклого замкнутого огра-
ниченного множества из нерефлексивного сепарабельного банахова
пространства X, не имеющего ближайшего элемента для заданного
вектора x ∈ X. Этот пример предложил студент 574 группы МФТИ
Р. Гимадеев. В нерефлексивном сепарабельном банаховом простран-
стве (`1, ‖ · ‖1) рассмотрим стандартный счётный базис E = {en}∞n=1

и определим множество

M =

{(
1 +

1

n

)
en

}∞
n=1

.

В качестве выпуклого замкнутого ограниченного множества S из
пространства `1 рассмотрим замыкание в `1 выпуклой оболочки мно-
жества M , т. е.

S = [convM ].

Напомним, что выпуклой оболочкой множества линейного простран-
ства называется совокупность всевозможных конечных выпуклых
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комбинаций точек этого множества, т. е. выпуклой оболочкой мно-
жества M является множество

convM =

{
N∑
k=1

αkxk

∣∣∣∣∣ N ∈ N, x1 ∈M, . . . , xN ∈M,

α1 > 0, . . . , αN > 0,

N∑
k=1

αk = 1

}
.

Будем изучать расстояние от нуля до множества S, т. е.

ρ(0, S) = inf
z∈S
‖z‖1.

Рассмотрим произвольную точку

z ∈ S = [convM ].

Так как все элементы множества M имеют вещественные неотрица-
тельные компоненты, то тем же свойством обладают элементы мно-
жеств convM и S = [convM ]. Следовательно,

z(k) > 0 ∀ k ∈ N.

Определим для любого номера k число

βk =
z(k)

1 + 1
k

> 0.

Тогда получаем

z =

∞∑
k=1

z(k)ek =

∞∑
k=1

(
1 +

1

k

)
βkek.

Для любого числа ε > 0 существуют номер N , неотрицательные
числа α1, . . . , αN вида

N∑
k=1

αk = 1,

такие, что выполнено неравенство

ε >

∥∥∥∥∥z −
N∑
k=1

αk

(
1 +

1

k

)
ek

∥∥∥∥∥
1

=

=

N∑
k=1

(
1 +

1

k

)
|βk − αk|+

∞∑
k=N+1

(
1 +

1

k

)
βk >

>
N∑
k=1

|βk − αk|+
∞∑

k=N+1

βk.
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Следовательно, получаем неравенства

∞∑
k=1

βk 6 ε+
N∑
k=1

αk = ε+1,

∞∑
k=1

βk > −ε+
N∑
k=1

αk+2

∞∑
k=N+1

βk > −ε+1.

Таким образом, в силу произвольности ε > 0 справедливо равенство
∞∑
k=1

βk = 1.

Получаем неравенство

‖z‖1 =

∞∑
k=1

(
1 +

1

k

)
βk >

∞∑
k=1

βk = 1.

Следовательно, справедлива оценка ρ(0, S) > 1. С другой стороны,
имеем неравенства

ρ(0, S) 6 ρ(0,M) 6 lim
k→∞

(
1 +

1

k

)
= 1.

Таким образом,

ρ(0, S) = 1 < ‖z‖1 ∀ z ∈ S,

т. е. нулевой элемент из `1 не имеет ближайшего элемента в выпук-
лом замкнутом ограниченном множестве S ⊂ `1.

Приведём аналогичный пример в нерефлексивном банаховом про-
странстве

(
C[0, 1], ‖ · ‖c

)
. Этот пример предложил студент 673 груп-

пы МФТИ И. Цыбулин. Рассмотрим множество

M =

{
x ∈ C[0, 1]

∣∣∣∣ x(0) = 0, ‖x‖c 6 2,
1∫
0

x(t) dt = 1

}
.

Множество M является выпуклым, так как для любых x, y ∈ M и
числа λ ∈ [0, 1] получаем(

λx+ (1− λ)y
)

(0) = λx(0) + (1− λ)y(0) = 0,∥∥λx+ (1− λ)y
∥∥
c
6 λ‖x‖c + (1− λ)‖y‖c 6 2,

1∫
0

(
λx+ (1− λ)y

)
(t) dt = λ+ 1− λ = 1,
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т. е.
λx+ (1− λ)y ∈M.

Множество M является ограниченным, так как

‖x‖c 6 2 ∀x ∈M.

МножествоM является замкнутым. Действительно, для любой функ-
ции z ∈ [M ] имеем последовательность xn ∈M , такую, что

‖xn − z‖c = sup
t∈[0,1]

|xn(t)− z(t)| → 0 при n→∞.

Тогда получаем соотношения

z(0) = lim
n→∞

xn(0) = 0, ‖z‖c = lim
n→∞

‖xn‖c 6 2,∣∣∣∣∣∣
1∫

0

z(t) dt− 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(
z(t)− xn(t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖z−xn‖c → 0 при n→∞,

откуда следует равенство

1∫
0

z(t) dt = 1.

Следовательно, выполнено вложение z ∈ M . Покажем, что для лю-
бой функции x ∈M выполнены соотношения

ρ(0,M) = 1 < ‖x‖c.

Для любого x ∈M имеем

‖x‖c >
1∫

0

|x(t)| dt >

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

x(t) dt

∣∣∣∣∣∣ = 1,

т. е. справедливо неравенство

ρ(0,M) > 1.

Для любых чисел ε ∈ (0, 1) и a ∈ (0, 1) определим функцию

xa,ε(t) = (1 + ε)


t
a , 0 6 t 6 a,

1, a 6 t 6 1.
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Тогда

1∫
0

xa,ε(t) dt = (1 + ε)
(

1− a

2

)
= 1 при a =

2ε

1 + ε
∈ (0, 1).

Следовательно, для такого a получаем вложение

xa,ε ∈M

и равенство
‖xa,ε‖c = 1 + ε,

т. е. выполнено неравенство

ρ(0,M) 6 1 + ε.

Таким образом, при ε→ +0 получаем

1 6 ρ(0,M) 6 1,

т. е. справедливо равенство

ρ(0,M) = 1.

Предположим, что для некоторой функции x ∈ M выполнено нера-
венство

‖x‖c 6 1.

Так как x(0) = 0, то существует δ ∈ (0, 1), такое, что

|x(t)| 6 1

2
при 0 6 t 6 δ.

Тогда получаем

1 =

1∫
0

x(t) dt 6
δ

2
+ 1− δ = 1− δ

2
< 1,

т. е. противоречие. Таким образом, для любого x ∈ M выполнено
строгое неравенство

‖x‖c > 1,

что и требовалось. N
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З а д а ч а 5.5.24. Пусть ненулевое линейное нормированное про-
странствоX рефлексивно и сепарабельно. Доказать, что любой функ-
ционал f ∈ X∗ достигает своей нормы, т. е. на единичной сфере в X
существует элемент xf ∈ X, для которого выполнено равенство

‖f‖ = |f(xf )|.

Решени е. Если функционал f нулевой, то его нулевая норма
достигается на любом элементе единичной сферы пространства X.
Поэтому далее считаем f 6= 0. По определению нормы функциона-
ла f , существует максимизирующая последовательность xn ∈ B1(0),
такая, что

‖f‖ = lim
n→∞

|f(xn)|.

По теореме 5.5.20 последовательность xn имеет слабо сходящуюся
подпоследовательность xnk к некоторому элементу y ∈ X. Следова-
тельно,

f(xnk)→ f(y) при k →∞,

что влечёт равенство
‖f‖ = |f(y)|.

Так как ‖f‖ > 0, то y 6= 0. В силу утверждения 5.4.10, имеем нера-
венство

‖y‖ 6 lim
k→∞

‖xnk‖ 6 1.

Если ‖y‖ < 1, то рассмотрим элемент z = y
‖y‖ . Тогда ‖z‖ = 1 и

справедливы противоречивые соотношения:

‖f‖ > |f(z)| = |f(y)|
‖y‖

=
‖f‖
‖y‖

> ‖f‖.

Полученное противоречие влечёт равенство ‖y‖ = 1, т. е. искомый
элемент xf на единичной сфере пространства X, доставляющий нор-
му функционала f , равен y. N

З ам е ч а н и е 5.5.25. Заметим, что для произвольного линей-
ного нормированного пространстваX и ненулевого функционала f ∈
∈ X∗ свойство достижимости нормы f равносильно тому, что любой
элемент пространстваX имеет ближайшую точку в ядре функциона-
ла Ker f . Действительно, неравенство f 6= 0 равносильно Ker f 6= X,
т. е. существует элемент

x0 ∈ X\Ker f.
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Тогда справедливо равенство

Ker f ⊕ Lin{x0} = X,

так как очевидно, что

Ker f ∩ Lin{x0} = {0},

и для любого x ∈ X существует элемент

z =
f(x)

f(x0)
x0 ∈ Lin{x0},

такой, что
y = x− z ∈ Ker f,

так как
f(y) = f(x)− f(x)

f(x0)
f(x0) = 0.

Это означает, что

‖f‖ = sup
y∈Ker f
t6=0

|f(y + tx0)|
‖y + tx0‖

=

= sup
y∈Ker f
t 6=0

=
|t| |f(x0)|
‖y + tx0‖

= sup
y∈Ker f

|f(x0)|
‖y + x0‖

=

=
|f(x0)|

inf
y∈Ker f

‖y + x0‖
=

|f(x0)|
ρ(x0,Ker f)

.

Если норма функционала f достигается на некотором элементе еди-
ничной сферы xf , т. е.

|f(xf )| = ‖f‖ > 0 и ‖xf‖ = 1,

то для любого x0 ∈ X\Ker f определим вектор

y0 = x0 −
f(x0)

f(xf )
xf ∈ Ker f,

который и будет ближайшим к x0 в Ker f . Действительно, имеем:

‖x0 − y0‖ =
|f(x0)|
|f(xf )|

=
|f(x0)|
‖f‖

= ρ(x0,Ker f).
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Обратно, если некоторый элемент

x0 ∈ X\Ker f

имеет ближайший в Ker f элемент y0, т. е.

y0 ∈ Ker f и ‖x0 − y0‖ = ρ(x0,Ker f) > 0,

то определим на единичной сфере в X элемент

xf =
x0 − y0

‖x0 − y0‖
,

для которого получаем:

|f(xf )| = |f(x0 − y0)|
‖x0 − y0‖

=
|f(x0)|

ρ(x0,Ker f)
= ‖f‖.

Так как для любого функционала f ∈ X∗ его ядро Ker f , — замкну-
тое подпространство в X, — является выпуклым и замкнутым мно-
жеством, то в случае рефлексивного сепарабельного пространства
X, согласно утверждению 5.5.22, для любого элемента пространства
X существует ближайший элемент в Ker f , что равносильно дости-
жимости нормы функционалом f . �

Ещё одно интересное применение теоремы Банаха—Тихонова мож-
но показать на примере вычисления сопряжённых пространств(

L1[a, b]
)∗ и

(
L1(E)

)∗
.

Утв е ржд е н и е 5.5.26. Заданы числа a и b, причём a < b.
Тогда пространство

(
L1[a, b]

)∗ изометрически изоморфно простран-
ству L∞[a, b]: для любого Φ ∈

(
L1[a, b]

)∗ существует единственная
комплексная функция f ∈ L∞[a, b], такая, что

Φ(g) =

∫
[a,b]

fg dµ ∀ g ∈ L1[a, b], (∗)

причём ‖Φ‖ = ‖f‖∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что любая функция
f ∈ L∞[a, b] порождает по формуле (∗) функционал Φ ∈

(
L1[a, b]

)∗ с
нормой

‖f‖∞ = ‖Φ‖.
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Так как для любой функции g ∈ L1[a, b] и почти всех x ∈ [a, b] вы-
полнено неравенство

|f(x)g(x)| 6 ‖f‖∞|g(x)|,

то справедливо вложение fg ∈ L1[a, b] и неравенство

|Φ(g)| 6
∫

[a,b]

|fg| dµ 6 ‖f‖∞‖g‖1.

Следовательно,
‖Φ‖ 6 ‖f‖∞.

Если ‖f‖∞ > 0, то для любого числа M вида 0 < M < ‖f‖∞ суще-
ствует измеримое множество E ⊂ [a, b] положительной меры, такое,
что

|f(x)| > M ∀x ∈ E.

Для любого m ∈ N определим измеримое множество

Em =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ |f(x)| >M +
1

m

}
.

Тогда
∞⋃
m=1

Em = E.

Так как µ(E) > 0, то существует номер m, такой, что множество Em
имеет положительную меру. Для любого числа ε > 0 рассмотрим
комплексную функцию sε:C→ C вида

sε(z) =


z̄
|z| , |z| > ε,

z̄
ε , |z| < ε.

Очевидно, что sε непрерывна на C, при |z| > ε выполнены равенства

|sε(z)| = 1 и sε(z)z = |z|,

а при |z| < ε имеем

|sε(z)| < 1 и sε(z)z =
|z|2

ε
∈ [0, ε).
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Непрерывность функции sε влечёт измеримость суперпозиции sε(f)
на [a, b] в силу утверждения 4.2.8. Теперь определим измеримую
функцию

gm(x) =
δEm(x)sM (f(x))

µ(Em)
∀x ∈ [a, b].

Имеем:
‖gm‖1 =

∫
Em

|sM (f)| dµ
µ(Em)

=

∫
Em

dµ

µ(Em)
= 1

и

‖f‖∞ > ‖Φ‖ > |Φ(gm)| =
∫
Em

sM (f)f dµ

µ(Em)
=

∫
Em

|f | dµ
µ(Em)

>M +
1

m
> M,

откуда при M → ‖f‖∞ − 0 получаем равенство

‖f‖∞ = ‖Φ‖.

Рассмотрим теперь произвольный ненулевой функционал

Φ ∈ (L1[a, b])
∗

(для нулевого функционала Φ в формулу (∗) очевидно подойдёт ну-
левая функция f). Нам требуется построить функцию f ∈ L∞[a, b],
которая удовлетворяет формуле (∗). Для этого определим функцию

ϕ(x) = Φ
(
δ[a,x]∩[a,b]

)
∀x ∈ [a, b+ 1].

Очевидно, что для любых чисел t и τ вида a 6 τ 6 t 6 b + 1 имеет
место равенство

ϕ(t)− ϕ(τ) = Φ
(
δ(τ,t]∩[a,b]

)
,

откуда немедленно следует неравенство

|ϕ(t)− ϕ(τ)| 6 ‖Φ‖ |t− τ | ∀ t, τ ∈ [a, b+ 1].

Таким образом, функция ϕ удовлетворяет условию Липшица с кон-
стантой ‖Φ‖. Определим последовательность функций

ψn(x) = n
(
ϕ
(
x+ 1

n

)
− ϕ(x)

)
∀x ∈ [a, b], ∀n ∈ N.

Имеем:

|ψn(x)| = n
∣∣ϕ (x+ 1

n

)
− ϕ(x)

∣∣ 6 n ‖Φ‖ 1
n = ‖Φ‖.
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Рассмотрим последовательность ψn в сепарабельном гильбертовом
пространстве L2[a, b]. Напомним, что сепарабельность L2[a, b] следу-
ет из следствия 4.4.12, а гильбертовость пространства L2[a, b] влечёт
его рефлексивность в силу утверждения 5.3.2. Так как для любого
n ∈ N выполнено

‖ψn‖2 =

√√√√∫
[a,b]

|ψn|2 dµ 6 ‖Φ‖
√
b− a,

то последовательность ψn является ограниченной в рефлексивном
сепарабельном пространстве L2[a, b]. Следовательно, по теореме 5.5.20
Банаха—Тихонова, она имеет слабо сходящуюся в L2[a, b] подпосле-
довательность ψnk к некоторой функции f ∈ L2[a, b]. Так как

|ψn(x)| 6 ‖Φ‖ ∀x ∈ [a, b], ∀n ∈ N,

то можно показать, что

|f(x)| 6 ‖Φ‖ ∀x ∈ [a, b].

Действительно, рассмотрим измеримое множество

E =
{
x ∈ [a, b]

∣∣ |f(x)| > ‖Φ‖
}

Рассмотрев для любого m ∈ N измеримое множество

Em =

{
x ∈ [a, b]

∣∣∣∣ |f(x)| > ‖Φ‖+
1

m

}
,

легко видеть, что справедливо равенство

E =

∞⋃
m=1

Em.

Зафиксируем произвольный номерm и рассмотрим измеримую функ-
цию

gm(x) = δEm(x)s‖Φ‖(f(x)) ∀x ∈ [a, b].

Ясно, что

‖gm‖2 =

√√√√∫
Em

∣∣s‖Φ‖(f)
∣∣2 dµ =

√
µ(Em) 6

√
b− a,
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поэтому справедливо вложение

gm ∈ L2[a, b].

Следовательно, в силу теоремы 5.3.1 Рисса—Фреше, имеем:∫
[a,b]

ψnkgm dµ→
∫

[a,b]

fgm dµ при k →∞.

С другой стороны, справедливы неравенства:∣∣∣∣∣ ∫[a,b]

ψnkgm dµ

∣∣∣∣∣ 6 ∫
Em

|ψnk |
∣∣s‖Φ‖(f)

∣∣ dµ 6 ‖Φ‖µ(Em),

∣∣∣∣∣ ∫[a,b]

fgm dµ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∫Em fs‖Φ‖(f) dµ

∣∣∣∣∣ =
∫
Em

|f | dµ >
(
‖Φ‖+ 1

m

)
µ(Em).

Отсюда находим, что

‖Φ‖µ(Em) >

(
‖Φ‖+

1

m

)
µ(Em), ⇒ 0 >

1

m
µ(Em).

Так как по определению µ(Em) > 0, то получаем равенство

µ(Em) = 0 ∀m ∈ N.

Следовательно, E представляет собой счётное объединение множеств
меры нуль, и, поэтому, само имеет меру нуль. Таким образом, для
всех x ∈ [a, b]\E, т. е. для почти всех x ∈ [a, b], справедливо неравен-
ство

|f(x)| 6 ‖Φ‖,
которое доказывает вложение f ∈ L∞[a, b] и неравенство

‖f‖∞ 6 ‖Φ‖.

Теперь покажем, что для любого измеримого множества E ⊂ [a, b]
справедливо равенство

Φ (δE) =

∫
E

f dµ.

Сначала докажем это равенство для произвольного отрезка

E = [α, β] ⊂ [a, b].
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Имеем:

∫
[α,β]

ψnk dµ = nk


β+ 1

nk∫
α+ 1

nk

ϕ(x) dx−
β∫
α

ϕ(x) dx

 =

= nk


β+ 1

nk∫
β

ϕ(x) dx−

α+ 1
nk∫

α

ϕ(x) dx


По теореме о среднем для интеграла Римана от непрерывной функ-
ции ϕ, для любого k ∈ N существуют числа

αk ∈
[
α, α+

1

nk

]
и βk ∈

[
β, β +

1

nk

]
,

такие, что

α+ 1
nk∫

α

ϕ(x) dx =
ϕ(αk)

nk
,

β+ 1
nk∫

β

ϕ(x) dx =
ϕ(βk)

nk
.

Следовательно, получаем:∫
[α,β]

ψnk dµ = ϕ(βk)− ϕ(αk)→ ϕ(β)− ϕ(α) при k →∞.

С другой стороны, в силу слабой сходимости последовательности
ψnk в пространстве L2[a, b] к функции f , при k → ∞ справедливо
соотношение∫

[α,β]

ψnk dµ =

∫
[a,b]

ψnkδ[α,β] dµ→
∫

[a,b]

fδ[α,β] dµ =

∫
[α,β]

f dµ.

Таким образом, выполнено равенство

ϕ(β)− ϕ(α) =

∫
[α,β]

f dµ.

По определению функции ϕ имеем равенство

ϕ(β)− ϕ(α) = Φ
(
δ(α,β]

)
.
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Так как характеристическая функция одноточечного множества из
отрезка [a, b] равна нулю почти всюду на [a, b], то действие на неё
функционала Φ равно нулю. Следовательно, получаем

Φ
(
δ(α,β]

)
= Φ

(
δ(α,β]

)
+ Φ

(
δ{α}

)
= Φ

(
δ[α,β]

)
.

Таким образом, доказано равенство∫
[α,β]

f dµ = Φ
(
δ[α,β]

)
.

Так как интеграл Лебега функции f по любому одноточечному мно-
жеству из отрезка [a, b] равен нулю, то для любого промежутка I ⊂
⊂ [a, b] (отрезка, интервала, полуинтервала) немедленно получаем
аналогичное равенство ∫

I

f dµ = Φ (δI) .

Действительно, пусть отрезок J ⊂ [a, b] является замыканием про-
межутка I. Тогда справедливы следующие равенства:∫

I

f dµ =

∫
J

f dµ = Φ (δJ) = Φ (δI) .

Теперь рассмотрим произвольное клеточное множество S ⊂ [a, b].
Существует конечное семейство попарно непересекающихся проме-
жутков {Ij}Nj=1, объединение которых равно S. Тогда получаем:

∫
S

f dµ =

N∑
j=1

∫
Ij

f dµ =

N∑
j=1

Φ
(
δIj
)

= Φ

 N∑
j=1

δIj

 = Φ (δS) .

Наконец рассмотрим произвольное измеримое множество E ⊂ [a, b].
Тогда для любого ε > 0 существует клеточное множество S ⊂ [a, b],
такое, что

µ (E∆S) 6 ε.

Отсюда получаем:∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ− Φ (δE)

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ−
∫
S

f dµ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣Φ (δS)− Φ (δE)

∣∣
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Имеем соотношения:∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ−
∫
S

f dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

E∆S

|f | dµ 6 ‖f‖∞µ (E∆S) 6 ‖Φ‖ε,

∣∣Φ (δE)− Φ (δS)
∣∣ =

∣∣Φ (δE\S)− Φ
(
δS\E

)∣∣ 6
6 ‖Φ‖

(
‖δE\S‖1 + ‖δS\E‖1

)
= ‖Φ‖µ (E∆S) 6 ‖Φ‖ε.

Таким образом, получили неравенство∣∣∣∣∣∣
∫
E

f dµ− Φ (δE)

∣∣∣∣∣∣ 6 2‖Φ‖ε,

из которого при ε→ +0 получаем требуемое равенство∫
E

f dµ = Φ (δE) .

Далее, для произвольной простой измеримой функции η: [a, b] → C
вида

η(x) =

N∑
k=1

ckδEk(x) ∀x ∈ [a, b],

где c1, . . . , cN — различные комплексные числа, а E1, . . . , EN — по-
парно непересекающиеся измеримые подмножества отрезка [a, b], по-
лучаем:

Φ(η) =

N∑
k=1

ckΦ(δEk) =

N∑
k=1

ck

∫
Ek

f dµ =

N∑
k=1

ck

∫
[a,b]

fδEk dµ =

∫
[a,b]

fη dµ.

Наконец, для произвольной функции g ∈ L1[a, b] и любого ε > 0
существует простая измеримая функция ηε: [a, b]→ C, такая, что

‖g − ηε‖1 6 ε

(это показано в начале доказательства теоремы 4.4.10). Отсюда име-
ем: ∣∣∣∣∣∣∣Φ(g)−

∫
[a,b]

fg dµ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣Φ(g)− Φ(ηε)

∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[a,b]

fηε dµ−
∫

[a,b]

fg dµ

∣∣∣∣∣∣∣
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Так как справедливы оценки∣∣Φ(g)− Φ(ηε)
∣∣ =

∣∣Φ(g − ηε)
∣∣ 6 ‖Φ‖ ‖g − ηε‖1 6 ‖Φ‖ε,∣∣∣∣∣∣∣

∫
[a,b]

fηε dµ−
∫

[a,b]

fg dµ

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∫

[a,b]

|f | |ηε − g| dµ 6 ‖f‖∞‖g − ηε‖1 6 ‖Φ‖ε,

то получаем неравенство∣∣∣∣∣∣∣Φ(g)−
∫

[a,b]

fg dµ

∣∣∣∣∣∣∣ 6 2‖Φ‖ε,

из которого при ε→ +0 получаем доказываемую формулу (∗).
Покажем единственность построенной для функционала

Φ ∈
(
L1[a, b]

)∗
функции f ∈ L∞[a, b], удовлетворяющей (∗). Предположим, что для
некоторой другой функции h ∈ L∞[a, b] тоже справедлива формула
(∗). Тогда определим функцию

g = f − h ∈ L∞[a, b] ⊂ L1[a, b],

и получим:

Φ(g) =

∫
[a,b]

fg dµ =

∫
[a,b]

hg dµ, ⇒
∫

[a,b]

(f−h)g dµ =

∫
[a,b]

|f−h|2 dµ = 0.

Отсюда сразу следует, что f(x) = h(x) для почти всех x ∈ [a, b], что
и требовалось доказать. �

Сл е д с т в и е 5.5.27. Пусть множество E ⊂ R измеримо по
Лебегу. Тогда пространство

(
L1(E)

)∗ изометрически изоморфно про-
странству L∞(E): для любого Φ ∈

(
L1(E)

)∗ существует единствен-
ная комплексная функция f ∈ L∞(E), такая, что

Φ(g) =

∫
E

fg dµ ∀ g ∈ L1(E), (∗∗)

причём ‖Φ‖ = ‖f‖∞.
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Док а з а т е л ь с т в о. Как и в утверждении 5.5.26, сначала по-
кажем, что любая функция f ∈ L∞(E) порождает по формуле (∗∗)
функционал Φ ∈ (L1(E))

∗ с нормой ‖f‖∞ = ‖Φ‖. Так как для любой
функции g ∈ L1(E) и почти всех x ∈ E выполнено неравенство

|f(x)g(x)| 6 ‖f‖∞|g(x)|,

то справедливо вложение fg ∈ L1(E) и неравенство

|Φ(g)| 6
∫
E

|fg| dµ 6 ‖f‖∞‖g‖1.

Следовательно,
‖Φ‖ 6 ‖f‖∞.

Если ‖f‖∞ > 0, то для любого числа M вида 0 < M < ‖f‖∞ су-
ществует измеримое множество G ⊂ E положительной меры, такое,
что |f(x)| > M для любого x ∈ G. Для любого m ∈ N определим
измеримое множество

Gm =

{
x ∈ G

∣∣∣∣ |f(x)| >M +
1

m

}
Тогда

∞⋃
m=1

Gm = G.

Так как µ(G) > 0, то существует номер m, такой, что множество Gm
имеет положительную меру. Рассмотрим измеримую функцию

gm(x) =
δGm(x)sM (f(x))

µ(Gm)
∀x ∈ E

(напомним, что для любого ε > 0 непрерывная в C функция sε опре-
делена в начале доказательства утверждения 5.5.26) Имеем:

‖gm‖1 =

∫
Gm

|sM (f)| dµ
µ(Gm)

=

∫
Gm

dµ

µ(Gm)
= 1,

‖f‖∞ > ‖Φ‖ > |Φ(gm)| =
∫
Gm

sM (f)f dµ

µ(Gm)
=

∫
Gm

|f | dµ
µ(Gm)

>M +
1

m
> M,

откуда при M → ‖f‖∞ − 0 получаем равенство

‖f‖∞ = ‖Φ‖.
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Рассмотрим теперь произвольный ненулевой функционал

Φ ∈
(
L1(E)

)∗
(для нулевого функционала Φ в формулу (∗∗) очевидно подойдёт
нулевая функция f). Нам требуется построить функцию f ∈ L∞(E),
которая удовлетворяет формуле (∗∗). Для любого целого числа m
определим измеримое множество

Em = E ∩ [m,m+ 1).

Эти множества попарно непересекаются, а их объединение равно E.
Для любой функции g ∈ L1(E) и любогоm ∈ Z рассмотрим функцию
gm = gδEm . Так как в силу счётной аддитивности интеграла Лебега
(теорема 4.3.25) справедливо равенство

‖g‖1 =

∫
E

|g| dµ =

+∞∑
m=−∞

∫
Em

|g| dµ =

+∞∑
m=−∞

∫
E

|gm| dµ =

+∞∑
m=−∞

‖gm‖1,

то ряд
+∞∑

m=−∞
gm

сходится абсолютно в пространстве L1(E). Этот ряд сходится к функ-
ции g, так как∥∥∥∥∥g −

N∑
m=−N

gm

∥∥∥∥∥
1

6
∑
|m|>N

∫
Em

|g| → 0 при N →∞.

Следовательно, выполнено равенство

Φ(g) =

+∞∑
m=−∞

Φ(gm).

Для любого m ∈ Z определим линейные операторы

Im:L1(E)→ L1[m,m+ 1] и Jm:L1[m,m+ 1]→ L1(E)

следующим образом:

(Img)(x) =

 g(x), x ∈ Em,

0, x ∈ [m,m+ 1]\Em,
∀ g ∈ L1(E),
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(Jmh)(x) =

 h(x), x ∈ Em,

0, x ∈ E\Em,
∀h ∈ L1[m,m+ 1].

Очевидно, что

‖Img‖1 =

∫
Em

|g| dµ 6
∫
E

|g| dµ = ‖g‖1 ∀ g ∈ L1(E).

Следовательно, ‖Im‖ 6 1, т. е. оператор Im непрерывен. Аналогично,

‖Jmh‖1 =

∫
Em

|h| dµ 6
∫

[m,m+1]

|h| dµ = ‖h‖1 ∀h ∈ L1[m,m+ 1]

Следовательно, ‖Jm‖ 6 1, т. е. оператор Jm непрерывен. Определим
функционал

Φm = Φ ◦ Jm ∈ (L1[m,m+ 1])
∗
.

Заметим, что функционал Φm линеен и непрерывен как суперпози-
ция линейных и непрерывных отображений Φ и Jm. В силу утвер-
ждения 5.5.26 существует функция fm ∈ L∞[m,m + 1], такая, что
для любой функции h ∈ L1[m,m+ 1] имеет место равенство

Φm(h) =

∫
[m,m+1]

fmh dµ.

Заметим, что согласно утверждению 5.5.26 имеем соотношения:

‖fm‖∞ = ess sup
[m,m+1]

|fm| = ‖Φm‖ 6 ‖Φ‖ ‖Jm‖ 6 ‖Φ‖.

Так как для любой функции g ∈ L1(E) очевидно справедливо равен-
ство

Φ (gδEm) = Φ(gm) = Φm(Im(g)),

то для любого m ∈ Z получаем:

Φ(gm) =

∫
[m,m+1]

fmIm(g) dµ =

∫
Em

fmg dµ.

Определим функцию f ∈ L∞(E) по формуле:

f(x) = fm(x) ∀x ∈ Em, ∀m ∈ Z.
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Заметим, что существенная ограниченность функции f на множе-
стве E следует из соотношений:

‖f‖∞ = sup
m∈Z

(
ess sup
Em

|fm|
)
6 sup
m∈Z

(
ess sup
[m,m+1]

|fm|

)
6 sup
m∈Z
‖Φ‖ = ‖Φ‖.

При этом для любой функции g ∈ L1(E) имеем равенства:

Φ(g) =

+∞∑
m=−∞

Φ(gm) =

+∞∑
m=−∞

∫
Em

fmg dµ =

+∞∑
m=−∞

∫
Em

fg dµ =

∫
E

fg dµ,

т. е. формула (∗∗) установлена.
Наконец, покажем единственность функции f ∈ L∞(E). Предпо-

ложим, что для рассматриваемого функционала Φ ∈
(
L1(E)

)∗ суще-
ствует ещё одна функция h ∈ L∞(E), удовлетворяющая (∗∗):

Φ(g) =

∫
E

fg dµ =

∫
E

hg dµ ∀ g ∈ L1(E).

Тогда для любого числа m ∈ Z рассмотрим функцию

gm = (f − h)δEm .

Заметим, что вложение gm ∈ L1(E) следует из соотношений:

‖gm‖1 =

∫
Em

|f − h| dµ 6 ‖f − h‖∞µ(Em) 6 ‖f − h‖∞.

Следовательно, получаем:

0 = Φ(gm)− Φ(gm) =

∫
Em

(f − h)(f − h) dµ =

∫
Em

|f − h|2 dµ,

откуда следует равенство∫
E

|f − h|2 dµ =

+∞∑
m=−∞

∫
Em

|f − h|2 dµ = 0.

Следовательно, f(x) = h(x) для почти всех x ∈ E, что и требовалось
доказать. �
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Сл е д с т в и е 5.5.28. Пусть множество E ⊂ R измеримо по
Лебегу. Тогда последовательность функций fm ∈ L1(E) является
слабо сходящейся в пространстве L1(E) к функции g ∈ L1(E) если
и только если она сильно ограничена (т. е. ограничена числовая по-
следовательность норм ‖fm‖1), и для любого измеримого по Лебегу
множества G ⊂ E выполнено∫

G

fm dµ→
∫
G

g dµ при m→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.5.27 слабая схо-
димость fm к g в пространстве L1(E) равносильна соотношениям∫

E

fmh dµ→
∫
E

gh dµ при m→∞

для любой функции h ∈ L∞(E). Так как по утверждению 4.4.31 си-
стема характеристических функций всех измеримых подмножеств
множества E полна в пространстве L∞(E), то в силу утвержде-
ния 5.4.22 получаем, что fm слабо сходится к g если и только если
ограничена последовательность норм ‖fm‖1, и для любого измери-
мого множества G ⊂ E выполнено:∫

E

fmδG dµ =

∫
G

fm dµ→
∫
E

gδG dµ =

∫
G

g dµ при m→∞,

что и требовалось доказать. �

5.6. Сопряжённый оператор

Опр е д е л е н и е 5.6.1. Пусть X,Y — линейные нормирован-
ные пространства, линейный оператор A ∈ L(X,Y ). Оператор

A∗:Y ∗ → X∗

называется сопряжённым к оператору A, если для всех x ∈ X и
g ∈ Y ∗ выполнено равенство

g(Ax) = (A∗g)(x).
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Утв е ржд е н и е 5.6.2. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линей-
ные нормированные пространства, линейный оператор A ∈ L(X,Y ).
Тогда существует единственный сопряжённый оператор A∗, причём
он является линейным и ограниченным, т. е. выполнено вложение
A∗ ∈ L(Y ∗, X∗). При этом справедливо равенство

‖A‖ = ‖A∗‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Для произвольного фиксированного g ∈
∈ Y ∗ рассмотрим линейный функционал Φg:X → C вида

Φg(x) = g(Ax) ∀x ∈ X.

Так как
|Φg(x)| 6 ‖g‖ ‖A‖ ‖x‖X ∀x ∈ X,

то получаем
‖Φg‖ 6 ‖g‖ ‖A‖.

Следовательно, выполнено вложение

Φg ∈ X∗.

Определим значение оператора A∗:Y ∗ → X∗ по формуле

A∗g = Φg.

Тогда для любых x ∈ X и g ∈ Y ∗ выполнено равенство

(A∗g)(x) = Φg(x) = g(Ax),

т. е. оператор A∗ удовлетворяет определению 5.6.1 и поэтому являет-
ся сопряжённым к оператору A. Если некоторый оператор B:Y ∗ →
→ X∗ является сопряжённым к операторуA, то по определению 5.6.1
для любого g ∈ Y ∗ получаем равенство

Bg = Φg = A∗g, т. е. B = A∗.

Таким образом, установлена единственность сопряжённого операто-
ра. Для любых функционалов g1, g2 ∈ Y ∗ и скаляров α1, α2 ∈ C, при
каждом x ∈ X, получаем равенство(
A∗(α1g1 + α2g2)

)
(x) =

= (α1g1 + α2g2)(Ax) = α1g1(Ax) + α2g2(Ax) =

=
(
α1A

∗(g1) + α2A
∗(g2)

)
(x),
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т. е. справедливо равенство

A∗(α1g1 + α2g2) = α1A
∗(g1) + α2A

∗(g2).

Следовательно, оператор A∗ является линейным. Доказанное выше
для любого функционала g ∈ Y ∗ неравенство

‖A∗g‖ = ‖Φg‖ 6 ‖g‖ ‖A‖

означает оценку
‖A∗‖ 6 ‖A‖,

т. е. линейный оператор A∗ является ограниченным, и справедливо
вложение

A∗ ∈ L(Y ∗, X∗).

C другой стороны, в силу следствия 5.1.6 для любого x ∈ X получаем

‖Ax‖Y = sup
g∈Y ∗,
‖g‖=1

∣∣g(Ax)
∣∣ = sup

g∈Y ∗,
‖g‖=1

∣∣(A∗g)(x)
∣∣ 6

6 sup
g∈Y ∗,
‖g‖=1

‖A∗g‖ ‖x‖X = ‖A∗‖ ‖x‖X .

Следовательно, справедливо неравенство ‖A‖ 6 ‖A∗‖. Таким обра-
зом, доказано равенство

‖A‖ = ‖A∗‖.

�

З ам е ч а н и е 5.6.3. Пусть X,Y — линейные нормированные
пространства, линейные операторы A,B ∈ L(X,Y ), скаляр α ∈ C.
Тогда справедливы равенства

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = αA∗.

Действительно, для любых x ∈ X и g ∈ Y ∗ имеем соотношения(
(A+B)∗g

)
(x) = g

(
(A+B)(x)

)
= g(Ax) + g(Bx) =

= (A∗g)(x) + (B∗g)(x) =
(
(A∗ +B∗)(g)

)
(x),

т. е. (A+B)∗g = (A∗+B∗)(g). Следовательно, в силу произвольности
функционала g ∈ Y ∗, получаем равенство

(A+B)∗ = A∗ +B∗.
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Аналогично, для любых x ∈ X и g ∈ Y ∗ имеем соотношения(
(αA)∗(g)

)
(x) = g

(
(αA)(x)

)
= g

(
α(Ax)

)
=

= αg(Ax) = α(A∗g)(x) =
(
(αA∗)(g)

)
(x),

т. е. (αA)∗g = α(A∗g). Следовательно, в силу произвольности функ-
ционала g ∈ Y ∗, получаем равенство

(αA)∗ = αA∗.

�

З ам е ч а н и е 5.6.4. Пусть X = Y = H — гильбертово про-
странство, линейный оператор A ∈ L(H). В этом случае можно есте-
ственным образом изменить определение сопряжённого оператора
A∗, отождествляя пространства H и H∗ по теореме 5.3.1 Рисса—
Фреше. Согласно этой теореме, любой функционал из H∗ реализует-
ся единственным вектором из H с помощью скалярного произведе-
ния. Поэтому естественно полагать, что сопряжённый оператор A∗

действует в пространстве H, и для любых векторов x, y ∈ H выпол-
нено равенство

(Ax, y) = (x,A∗y).

Это соотношение определяет единственный линейный оператор A∗ ∈
∈ L(H), причём

‖A‖ = ‖A∗‖.

Действительно, любой фиксированный y ∈ H определяет линейный
функционал Φy:H→ C вида

Φy(x) = (Ax, y) ∀x ∈ H.

При этом,
|Φy(x)| 6 ‖Ax‖ ‖y‖ 6

(
‖A‖ ‖y‖

)
‖x‖.

Следовательно, для любого y ∈ H получаем

‖Φy‖ 6 ‖A‖ ‖y‖,

т.е. справедливо вложение Φy ∈ H∗. Тогда, по теореме 5.3.1 Рисса—
Фреше,

Φy(x) =
(
x, z(Φy)

)
∀x, y ∈ H,
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где z:H∗ → H — определённая в теореме Рисса—Фреше сопряженно-
линейная изометрическая биекция. Таким образом, определён опера-
тор A∗:H→ H вида

A∗y = z(Φy).

Так как для любых векторов y, y1, y2 ∈ H и скаляра α ∈ C, очевидно,
выполнены равенства

Φy1+y2 = Φy1 + Φy2 и Φαy = αΦy,

то получаем

A∗(y1 + y2) = z(Φy1 + Φy2) = z(Φy1) + z(Φy2) = A∗y1 +A∗y2,

A∗(αy) = z (αΦy) = αz(Φy) = αA∗(y).

Следовательно, оператор A∗ является линейным, а доказанное выше
для любого y ∈ H неравенство

‖A∗y‖ = ‖z(Φy)‖ = ‖Φy‖ 6 ‖A‖ ‖y‖

означает неравенство
‖A∗‖ 6 ‖A‖,

т. е. A∗ ∈ L(H). Также получаем оценку

‖Ax‖ = sup
‖y‖=1

∣∣(Ax, y)
∣∣ = sup

‖y‖=1

∣∣(x,A∗y)
∣∣ 6 sup

‖y‖=1

‖A∗y‖ ‖x‖ = ‖A∗‖ ‖x‖,

т. е. ‖A‖ 6 ‖A∗‖. Следовательно, доказано равенство

‖A‖ = ‖A∗‖.

Заметим, что при таком определении операции сопряжения линейно-
го ограниченного оператора в гильбертовом пространстве она стано-
вится сопряжённо-линейной. Действительно, для любых операторов
A,B ∈ L(H) и любого скаляра α ∈ C при всех x, y ∈ H имеем равен-
ства(
x, (A+B)∗(y)

)
=
(
(A+B)x, y

)
=

= (Ax, y) + (Bx, y) =
(
x, (A∗ +B∗)y

)
,(

x, (αA)∗y
)

= α(Ax, y) = α
(
x,A∗y

)
=
(
x, αA∗y

)
,

откуда получаем

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = αA∗.

�
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Опр е д е л е н и е 5.6.5. Пусть X — линейное нормированное
пространство, L ⊂ X и N ⊂ X∗ — подпространства. Правым анну-
лятором подпространства L называется множество

L⊥ =
{
f ∈ X∗

∣∣ f(x) = 0 ∀ x ∈ L
}
.

Левым аннулятором подпространства N называется множество

⊥N =
{
x ∈ X

∣∣ f(x) = 0 ∀ f ∈ N
}
.

З ам е ч а н и е 5.6.6. Заметим, что правый аннулятор подпро-
странства L ⊂ X является замкнутым подпространством в X∗, а
левый аннулятор подпространства N ⊂ X∗ является замкнутым
подпространством в X. Действительно, для любых функционалов
f, g ∈ L⊥ и любых скаляров α, β ∈ C для любого вектора x ∈ L
получаем

(αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) = 0, так как f(x) = g(x) = 0.

Следовательно,
αf + βg ∈ L⊥.

Если функционал f ∈ X∗ является точкой прикосновения множества
L⊥, то существует последовательность

{fm}∞m=1 ⊂ L⊥,

такая, что
‖f − fm‖ → 0 при m→∞.

Тогда для любого вектора x ∈ L получаем соотношения

|f(x)| = |(f − fm)(x)| 6 ‖f − fm‖ ‖x‖ → 0 при m→∞,

т. е. f(x) = 0. Следовательно, справедливо вложение

f ∈ L⊥,

что означает замкнутость подпространства L⊥.
Аналогично для любых векторов x, y ∈ ⊥N и любых скаляров

α, β ∈ C для любого функционала f ∈ N получаем

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) = 0, так как f(x) = f(y) = 0.

Следовательно,
αx+ βy ∈ ⊥N.
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Если вектор x ∈ X является точкой прикосновения подпространства
⊥N , то существует последовательность {xm}∞m=1 ⊂ ⊥N , такая, что

‖x− xm‖ → 0 при m→∞.

Тогда для любого функционала f ∈ N получаем соотношения

|f(x)| = |f(x− xm)| 6 ‖f‖ ‖x− xm‖ → 0 при m→∞,

т. е. x ∈ ⊥N . Следовательно, справедливо вложение

x ∈ ⊥N,

что означает замкнутость подпространства ⊥N . �

Утв е ржд е н и е 5.6.7. Пусть X — линейное нормированное
пространство, L ⊂ X и N ⊂ X∗ — подпространства. Тогда справед-
ливы соотношения

⊥ (L⊥) = [L],
(⊥N)⊥ ⊃ [N ],

при этом равенство (⊥N)⊥ = [N ]

имеет место, если пространство X рефлексивно.

Док а з а т е л ь с т в о. Для любых x ∈ L и f ∈ L⊥ справедливо
равенство f(x) = 0. Следовательно, выполнено вложение

x ∈ ⊥
(
L⊥
)
, т. е. L ⊂ ⊥

(
L⊥
)
.

Так как, в силу замечания 5.6.6, множество ⊥
(
L⊥
)
замкнуто, то по-

лучаем вложение
[L] ⊂ ⊥

(
L⊥
)
.

Предположим, что существует вектор

x ∈ ⊥
(
L⊥
)
\[L].

Тогда, в силу пункта 1 следствия 5.1.6, существует функционал f ∈
∈ X∗, такой, что

f(z) = 0 ∀ z ∈ [L], а f(x) = 1.

Но тогда получаем, что

f ∈ L⊥, ⇒ f(x) = 0,

538



т. е. получили противоречие. Таким образом, доказано равенство

[L] = ⊥
(
L⊥
)
.

Для любых f ∈ N и x ∈ ⊥N справедливо равенство

f(x) = 0.

Следовательно, выполнено вложение

f ∈
(⊥N)⊥, т. е. N ⊂

(⊥N)⊥.
Так как, в силу замечания 5.6.6, множество

(⊥N)⊥ замкнуто, то
получаем вложение

[N ] ⊂
(⊥N)⊥.

Далее считаем, что пространство X является рефлексивным. Пред-
положим, что существует функционал

f ∈
(⊥N)⊥\[N ].

Тогда, в силу пункта 1 следствия 5.1.6, существует функционал Φ ∈
∈ X∗∗, такой, что

Φ(g) = 0 ∀ g ∈ [N ], а Φ(f) = 1.

В силу рефлексивности пространства X, для функционала Φ ∈ X∗∗
существует вектор x ∈ X, такой, что

Φ = Fx, т. е. Φ(g) = (Fx)(g) = g(x) ∀ g ∈ X∗.

Следовательно, получаем

g(x) = 0 ∀ g ∈ [N ].

Это означает вложение x ∈ ⊥N . Но тогда соотношение

0 = f(x) = (Fx)(f) = Φ(f)

противоречит равенству Φ(f) = 1. Таким образом, доказано равен-
ство

[N ] =
(⊥N)⊥.

�
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Прим е р 5.6.8. Покажем, что в случае нерефлексивного про-
странства X может оказаться, что для некоторого подпространства
N ⊂ X∗ имеет место неравенство

[N ] 6=
(⊥N)⊥.

Рассмотрим пространство X = c0, тогда X∗ = `1. Пусть подпро-
странство N ⊂ `1 имеет вид

N =

{
x ∈ `1

∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

x(m) = 0

}
.

Очевидно, что N — собственное замкнутое подпространство в `1, т. е.

[N ] = N 6= `1.

Рассмотрим произвольный вектор

z ∈ ⊥N ⊂ c0.

Для любых различных номеров m,n ∈ N определим вектор x ∈ N
вида

x = em − en.

Тогда справедливо равенство

0 =

∞∑
k=1

z(k)x(k) = z(m)− z(n).

Следовательно, z — стационарная последовательность из c0. Но то-
гда z — нулевая последовательность. Таким образом, выполнено ра-
венство

⊥N = {0}.

Следовательно, (⊥N)⊥ = `1 6= N = [N ],

что и требовалось. N

После примера 5.6.8 возникает естественный вопрос — для под-
пространства N ⊂ X∗ произвольного линейного нормированного
пространства X какова связь множества

(⊥N)⊥ с его подпростран-
ством N ? Оказывается,

(⊥N)⊥ совпадает со слабым* замыканием
подпространства N , то есть имеет место следующее
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Утв е ржд е н и е 5.6.9. Пусть X — линейное нормированное
пространство, N ⊂ X∗ — подпространство. Тогда(⊥N)⊥ =

[
N
]
τw∗

.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что для любого под-
пространства L ⊂ X его аннулятор L⊥ является слабо* замкнутым
в X∗. Для этого покажем вложение

X∗\L⊥ ∈ τw∗ .

Рассмотрим произвольный функционал f ∈ X∗\L⊥. Следовательно,
существует x0 ∈ L, такой, что f(x0) 6= 0. Для числа

ε0 =
|f(x0)|

2
> 0

рассмотрим слабую* окрестность функционала f вида

V ∗(x0, f, ε0) =
{
g ∈ X∗

∣∣ |g(x0)− f(x0)| < ε
}
.

Тогда для любого функционала g ∈ V ∗(x0, f, ε0) получаем

|g(x0)| > |f(x0)| − |g(x0)− f(x0)| > 2ε0 − ε0 = ε0 > 0.

Следовательно, g(x0) 6= 0 для x0 ∈ L, то есть g 6∈ L⊥. Таким образом,
выполнено

V ∗(x0, f, ε0) ⊂ X∗\L⊥,

то есть вложение X∗\L⊥ ∈ τw∗ доказано.
В частности, для подпространства L = ⊥N получаем слабую*

замкнутость множества

L⊥ =
(⊥N)⊥.

Тогда находим, что вложение(⊥N)⊥ ⊃ N ⇒
(⊥N)⊥ ⊃ [N]

τw∗
.

Предположим, что существует функционал

h ∈
(⊥N)⊥∖ [N]

τw∗
.

Следовательно, существует слабая* окрестность нуля U ⊂ X∗, та-
кая, что

(h+ U) ∩
[
N
]
τw∗

= ∅.
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Так как 0 ∈ U ∈ τw∗ , то существует δ > 0 и векторы x1, . . . , xM ∈ X,
такие, что

W =

M⋂
k=1

V ∗(xk, 0, δ) ⊂ U, ⇒ (h+W ) ∩
[
N
]
τw∗

= ∅.

Заметим, чтоW — выпуклая симметричная слабая* окрестность ну-
ля в X∗. В частности, W = −W . Поэтому

h 6∈W +
[
N
]
τw∗

= G.

Множество G ⊂ X∗ выпукло и слабо* открыто. Далее нам пона-
добится аналог теоремы об отделимости точки от не содержащего
её выпуклого открытого множества в пространстве X∗ со слабой*
топологией (это следствие теоремы 3.4а из [2, Гл. 3, С. 70]). Утвер-
ждается, что существует линейный слабо* непрерывный функцио-
нал Φ:X∗ → C, такой, что

ReΦ(f) < 1 = ReΦ(h) ∀ f ∈ G.

Для доказательства этого факта рассмотрим функцию Минковского
множества G:

µG(f) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣ f

t
∈ G

}
, f ∈ X∗.

Для любого f ∈ X∗ определим число

pW (f) = max

{
|f(xk)|
δ

∣∣∣∣ 1 6 k 6M

}
.

Заметим, что для любого f ∈ X∗ и произвольного положительного
числа t > pW (f) выполнено

f

t
∈W ⊂ G, ⇒ µG(f) 6 pW (f) ∀ f ∈ X∗.

Заметим, что из вложения 0 ∈ G и выпуклости множества G следует

f

t
∈ G ∀ f ∈ X∗, ∀ t > µG(f).

Действительно, если t > µG(f), то, по определению µG, существует
t1 ∈ (0, t), такое, что

f

t1
∈ G.
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Так как 0 ∈ G и множество G выпукло, то получаем:

f

t
=
t1
t

f

t1
+

(
1− t1

t

)
0 ∈ G.

Функция µG положительно однородна и полуаддитивна:

µG(λf) = λµG(f) ∀λ > 0, ∀ f ∈ X∗,

µG(f1 + f2) 6 µG(f1) + µG(f2) ∀ f1 ∈ X∗, ∀ f2 ∈ X∗.

Действительно,

µG(λf) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣ λf

t
∈ G

}
=

= inf

{
λt > 0

∣∣∣∣ f

t
∈ G

}
= λµG(f).

Далее, для любых t1 > µG(f) и t2 > µG(f2) имеем вложения

f1

t1
∈ G, f2

t2
∈ G,

откуда, в силу выпуклости множества G, получаем

f1 + f2

t1 + t2
=

t1
t1 + t2

f1

t1
+

t2
t1 + t2

f2

t2
∈ G.

Следовательно,
µG(f1 + f2) 6 t1 + t2,

откуда при t1 → µG(f1) + 0 и t2 → µG(f2) + 0 находим

µG(f1 + f2) 6 µG(f1) + µG(f2).

Заметим, наконец, что

G =
{
g ∈ X∗

∣∣ µG(g) < 1
}
.

Действительно, если µG(g) < 1, то существует t ∈ (0, 1), такое, что

g

t
∈ G.

Следовательно, в силу вложения 0 ∈ G и выпуклости множества G,
получаем

g = t
g

t
+ (1− t)0 ∈ G.
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Обратно, если g ∈ G, то существуют функционалы f ∈
[
N
]
τw∗

и
ϕ ∈W , такие, что

g = f + ϕ.

Вложение ϕ ∈W равносильно неравенству

pW (ϕ) < 1.

Далее, так как N — подпространство, то для любого f ∈
[
N
]
τw∗

выполнено [
N
]
τw∗
− f =

[
N
]
τw∗

.

Следовательно, получаем

µG(f + ϕ) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣ f + ϕ

t
∈ G

}
=

= inf
{
t > 0

∣∣∣ ϕ

t
∈ G

}
= µG(ϕ)

В частности, для ϕ ∈W это означает, что

µG(g) = µG(ϕ) 6 pW (ϕ) < 1,

что и требовалось.
Определим вещественно-линейное подпространство

L =
[
N
]
τw∗
⊕
{
λh | λ ∈ R

}
и вещественно-линейный функционал

Ψ :L→ R

по формуле

Ψ(f + λh) = λ, f ∈
[
N
]
τw∗

, λ ∈ R.

Заметим, что соотношение h 6∈ G влечёт неравенство µG(h) > 1.
Тогда для любого λ > 0 и любого f ∈

[
N
]
τw∗

находим

Ψ(f + λh) = λ 6 λµG(h) = µG(λh) = µG(f + λh).

Если же λ 6 0, то получаем очевидное неравенство

Ψ(f + λh) = λ 6 0 6 µG(f + λh).
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По теореме Хана—Банаха (это теорема 3.2 из [2, Гл. 3, С. 68]), суще-
ствует вещественно-линейный функционал Λ:X∗ → R, такой, что

Λ
∣∣
L

= Ψ , Λ(g) 6 µG(g) ∀ g ∈ X∗.

Для любого g ∈ G получаем

Λ(g) 6 µG(g) < 1 = Λ(h)

Искомый комплексный линейный функционал Φ:X∗ → C строится
по обычной формуле

Φ(g) = Λ(g)− iΛ(ig), g ∈ X∗,

так что ReΦ = Λ. Покажем, что Φ является слабо* непрерывным.
Достаточно доказать его слабую* непрерывность в нуле. Для любого
функционала g ∈W представим комплексное число Φ(g) в экспонен-
циальной форме:

Φ(g) = |Φ(g)|eiα, ⇒ |Φ(g)| = Φ
(
e−iαg

)
= Λ

(
e−iαg

)
.

Так как e−iαW = W , то e−iαg ∈W ⊂ G, следовательно,

|Φ(g)| = Λ
(
e−iαg

)
< 1 ∀ g ∈W.

Таким образом, для любого ε > 0 существует слабая* окрестность
нуля Wε = εW , такая, что для любого g ∈Wε справедливо неравен-
ство

|Φ(g)| < ε,

что и требовалось. Следовательно, в силу замечания 5.5.4, существу-
ет вектор z ∈ X, такой, что

Φ = Fz, т. е. Φ(g) = g(z) ∀ g ∈ X∗.

Далее, так как множество G содержит подпространство N , то для
любого функционала f ∈ N и вещественного числа t 6= 0 получаем

Λ(tf) = tΛ(f) < 1 ⇒ sign(t)Λ(f) <
1

|t|
→ 0 при t→∞.

Следовательно,

±Λ(f) 6 0, ⇒ Λ(f) = 0 ∀ f ∈ N.
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Но тогда отсюда немедленно следует, что

Φ(f) = ReΛ(f)− iΛ(if) = 0 ∀ f ∈ N.

Так как Φ = Fz для подходящего z ∈ X, то это означает, что

Φ(f) = f(z) = 0 ∀ f ∈ N, ⇒ z ∈ ⊥N.

Тогда вложение h ∈
(⊥N)⊥ влечёт равенство

h(z) = 0

С другой стороны, по построению функционала Φ

1 = ReΦ(h) = Reh(z),

то есть получили противоречие. Таким образом, наше предположе-
ние о существовании функционала h неверно, и справедливо равен-
ство (⊥N)⊥ =

[
N
]
τw∗

�

Те о р ем а 5.6.10. (Фредгольм) Пусть X,Y — линейные нор-
мированные пространства, линейный оператор A ∈ L(X,Y ). Тогда
справедливы соотношения

KerA = ⊥ (ImA∗) , KerA∗ = (ImA)
⊥
.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу пункта 3 следствия 5.1.6 вложе-
ние x ∈ KerA, т. е. равенство Ax = 0 равносильно соотношению

g(Ax) = 0 ∀ g ∈ Y ∗,

что в свою очередь равносильно

(A∗g)(x) = 0 ∀ g ∈ Y ∗,

а это равносильно вложению

x ∈ ⊥ (ImA∗) .

Таким образом, доказано равенство

KerA = ⊥ (ImA∗) .
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Вложение g ∈ KerA∗, т. е. равенство A∗g = 0, равносильно соотно-
шению

(A∗g)(x) = 0 ∀x ∈ X,

что в свою очередь равносильно

g(Ax) = 0 ∀x ∈ X,

а это равносильно вложению

g ∈ (ImA)
⊥
.

Таким образом, доказано равенство

KerA∗ = (ImA)
⊥
.

�

Сл е д с т в и е 5.6.11. Пусть X,Y — линейные нормированные
пространства, линейный оператор A ∈ L(X,Y ). Тогда справедливы
соотношения

(KerA)
⊥

= [ImA∗]τw∗ ⊃ [ImA∗] , ⊥ (KerA∗) = [ImA] .

Если пространство X рефлексивно, то выполнено равенство

(KerA)
⊥

= [ImA∗] .

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждений 5.6.7 и 5.6.9, и тео-
ремы 5.6.10 получаем

(KerA)
⊥

=
(
⊥ (ImA∗)

)
⊥ = [ImA∗]τw∗ ⊃ [ImA∗] ,

⊥ (KerA∗) = ⊥
(

(ImA)⊥
)

= [ImA] .

Если пространство X рефлексивно, то для подпространства ImA∗ ⊂
⊂ X∗, в силу утверждения 5.6.7, имеем равенство(

⊥ (ImA∗)
)
⊥ = [ImA∗] .

Следовательно, в этом случае выполнено равенство

(KerA)
⊥

= [ImA∗] .

�
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Прим е р 5.6.12. В случае, когда пространство X не является
рефлексивным, для линейного оператора A ∈ L(X,Y ) может иметь
место неравенство

(KerA)
⊥ 6= [ImA∗] .

Приведём два таких примера.
Сначала рассмотрим пространства X = Y = `1 и линейный опе-

ратор A: `1 → `1 вида

(Ax)(k) =
x(k)

k
∀ k ∈ N, ∀x ∈ `1.

Очевидно неравенство ‖A‖ 6 1, так как для всех x ∈ `1 имеем

‖Ax‖1 =

∞∑
k=1

∣∣∣∣x(k)

k

∣∣∣∣ 6 ∞∑
k=1

|x(k)| = ‖x‖1,

т. е. выполнено вложение A ∈ L(`1). Очевидно, что

KerA = {0}.

Действительно, равенство Ax = 0 для некоторого x ∈ `1 равносильно
равенству

x(k)

k
= 0 ∀ k ∈ N, т. е. x(k) = 0 ∀ k ∈ N.

В силу утверждения 5.2.3, справедливо равенство `∗1 = `∞. Тогда
сопряжённый линейный оператор A∗: `∞ → `∞ имеет вид

(A∗z)(k) =
z(k)

k
∀ k ∈ N, ∀ z ∈ `∞.

Действительно, для всех x ∈ `1 и z ∈ `∞ выполнено равенство

∞∑
k=1

(Ax)(k)z(k) =

∞∑
k=1

x(k)
1

k
z(k) =

∞∑
k=1

x(k)(A∗z)(k).

Так как KerA = {0}, то

(KerA)
⊥

= `∞.

Теперь покажем, что
[ImA∗] 6= `∞.
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Рассмотрим вектор z ∈ `∞ вида z(k) = 1 для всех k ∈ N. Покажем,
что выполнено

z 6∈ [ImA∗].

Действительно, для любого x ∈ `∞ имеем

‖z −A∗x‖∞ = sup
k∈N

∣∣∣∣1− x(k)

k

∣∣∣∣ > lim
k→∞

∣∣∣∣1− x(k)

k

∣∣∣∣ = 1.

Следовательно, ρ(z, ImA∗) > 1, т. е. действительно z 6∈ [ImA∗], что
и требовалось.

Теперь рассмотрим пространства X = Y = L1[0, 1] и линейный
оператор A:L1[0, 1]→ L1[0, 1] вида

(Ax)(t) = tx(t) для п. в. t ∈ [0, 1], ∀x ∈ L1[0, 1].

Очевидно неравенство
‖A‖ 6 1,

так как для всех x ∈ L1[0, 1] имеем

‖Ax‖1 =

∫
[0,1]

|tx(t)| dµ 6
∫

[0,1]

|x(t)| dµ = ‖x‖1.

Следовательно, выполнено вложение A ∈ L(L1[0, 1]). Очевидно, что

KerA = {0}.

Действительно, равенство Ax = 0 для некоторого x ∈ L1[0, 1] равно-
сильно равенству

tx(t) = 0 для п. в. t ∈ [0, 1],

что влечёт равенство

x(t) = 0 для п. в. t ∈ [0, 1],

т. е. x = 0 в пространстве L1[0, 1]. Известно, что

(L1[0, 1])
∗

= L∞[0, 1],

причём для любого функционала f ∈
(
L1[0, 1]

)∗ существует един-
ственный элемент zf ∈ L∞[0, 1], такой, что

‖f‖ = ‖zf‖∞.
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Для всех x ∈ L1[0, 1] выполнено равенство

f(x) =

∫
[0,1]

x(t)zf (t) dµ.

Тогда сопряжённый линейный оператор A∗:L∞[0, 1]→ L∞[0, 1] име-
ет вид

(A∗z)(t) = tz(t) для п. в. t ∈ [0, 1], ∀ z ∈ L∞[0, 1].

Действительно, для всех x ∈ L1[0, 1] и z ∈ L∞[0, 1] выполнено равен-
ство ∫

[0,1]

(Ax)(t)z(t) dµ =

∫
[0,1]

x(t)tz(t) dµ =

∫
[0,1]

x(t)(A∗z)(t) dµ.

Так как KerA = {0}, то (KerA)
⊥

= L∞[0, 1]. Теперь покажем, что

[ImA∗] 6= L∞[0, 1].

Рассмотрим функцию z ∈ L∞[0, 1], равную единице почти всюду на
[0, 1], т. е.

z(t) = 1 для п. в. t ∈ [0, 1].

Покажем, что выполнено

z 6∈ [ImA∗].

Действительно, для любого x ∈ L∞[0, 1] и любого числа δ ∈ (0, 1)
имеем

‖z −A∗x‖∞ > ess sup
t∈[0,δ]

|1− tx(t)| > 1− δ‖x‖∞ → 1 при δ → +0.

Следовательно,
ρ(z, ImA∗) > 1,

т. е. действительно z 6∈ [ImA∗], что и требовалось. N

Заметим, что в в примере 5.6.12 множества значений рассмотрен-
ных операторов A:X → Y всюду плотны в Y , но не равны Y , то есть
являются незамкнутыми в Y . Оказывается, если линейный оператор
A ∈ L(X,Y ) имеет замкнутое множестсво значений, а пространства
X и Y банаховы, то множество значений сопряжённого оператора A∗
также замкнуто и совпадает с правым аннулятором ядра оператора
A. То есть, справедлива следующая
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Те о р ем а 5.6.13. ПустьX,Y — банаховы пространства, ли-
нейный оператор A ∈ L(X,Y ) таков, что ImA замкнут в Y . Тогда
ImA∗ замкнуто, и справедливо равенство:

ImA∗ = (KerA)
⊥
.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как по следствию 5.6.11 имееи вло-
жение

[ImA∗] ⊂ (KerA)
⊥
,

то нам достаточно доказать вложение (KerA)
⊥ ⊂ ImA∗. Зафикси-

руем произвольный
f ∈ (KerA)

⊥
.

Определим линейный функционал g: ImA→ C по формуле

g(Ax) = f(x), x ∈ X.

Заметим, что если Ax = Az для некоторых x, z ∈ X, то x−z ∈ KerA,
откуда следует, что f(x− z) = 0, то есть

g(Ax) = f(x) = f(z) = g(Az).

Таким образом, определение линейного функционала g корректно.
Так как ImA замкнуто в банаховом пространстве Y , то само ImA яв-
ляется банаховым пространством. Следовательно, по теореме 3.4.36
Банаха об открытом отображении, линейный оператор A:X → ImA
является открытым отображением. Следовательно, существует чис-
ло r > 0, такое, что

OYr (0) ∩ ImA ⊂ A
(
OX1 (0)

)
.

Тогда для любого y ∈ ImA\{0} имеем вложение

ry

2‖y‖
∈ OYr (0) ∩ ImA ⊂ A

(
OX1 (0)

)
,

то есть существует z ∈ OX1 (0), такой, что

ry

2‖y‖
= Az ⇔ y = Ax для x =

2‖y‖
r

z ∈ X.

Видим, что имеет место неравенство

‖x‖ 6 2

r
‖y‖.
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Тогда получаем:

|g(y)| = |g(Ax)| = |f(x)| 6 ‖f‖ ‖x‖ 6 2‖f‖
r
‖y‖.

Это означает, что выполнено неравенство

‖g‖ 6 2‖f‖
r

,

то есть линейный функционал g: ImA → C непрерывен. Тогда, по
следствию 5.1.5 теоремы Хана—Банаха, существует h ∈ Y ∗, такой,
что

h
∣∣
ImA

= g, ‖h‖ = ‖g‖.
Следовательно, для любого x ∈ X получаем:

(A∗h)(x) = h(Ax) = g(Ax) = f(x), ⇒ A∗h = f.

Таким образом, f ∈ ImA∗, что и требовалось. �

Те о р ем а 5.6.14. ПустьX,Y — линейные нормированные про-
странства, линейный оператор A ∈ L(X,Y ). Тогда если существует
обратный оператор A−1 ∈ L(Y,X), то существует и оператор

(A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗),

причём выполнено равенство

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Обратно, если существует оператор (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗), а простран-
ство X рефлексивно, то существует оператор A−1 ∈ L(Y,X), причём
выполнено равенство

A−1 = F−1
(
(A∗)−1

)∗
H,

где F :X → X∗∗ и H:Y → Y ∗∗ — изометрические изоморфизмы,
введённые в утверждении 5.1.10.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть существует обратный оператор

A−1 ∈ L(Y,X).

Тогда существует оператор (A−1)∗ ∈ L(X∗, Y ∗). Для любого функ-
ционала f ∈ X∗ и любого вектора x ∈ X имеем(

A∗(A−1)∗f
)

(x) =
(
(A−1)∗f

)
(Ax) = f(A−1Ax) = f(x).
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В силу произвольности вектора x ∈ X получаем равенство

A∗(A−1)∗f = f для любого f ∈ X∗.

Следовательно, оператор (A−1)∗ является правым обратным опера-
тором для A∗. Аналогично для любого функционала g ∈ Y ∗ и любого
вектора y ∈ Y имеем(

(A−1)∗A∗g
)

(y) =
(
A∗g

)
(A−1y) = g(AA−1y) = g(y).

В силу произвольности вектора y ∈ Y получаем равенство

(A−1)∗A∗g = g ∀ g ∈ Y ∗.

Следовательно, оператор (A−1)∗ является левым обратным операто-
ром для A∗. Таким образом, по определению 3.5.7 оператор (A−1)∗

является обратным оператором для A∗, т. е. существует оператор

(A∗)−1 = (A−1)∗.

Пусть теперь оператор (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗) существует. Тогда, по
доказанному выше, линейный оператор

B =
(
(A∗)−1

)∗ ∈ L(Y ∗∗, X∗∗)

является обратным к оператору A∗∗ ∈ L(X∗∗, Y ∗∗). Так как про-
странство X рефлексивно, то, по определению 5.1.11, имеем равен-
ство

ImF = X∗∗.

Следовательно, оператор F−1BH ∈ L(Y,X). Тогда для любого век-
тора y ∈ Y и функционала g ∈ Y ∗ имеем

g
(
AF−1BHy

)
= (A∗g)

(
F−1BHy

)
= (BHy)(A∗g) =

= (Hy)
(
(A∗)−1A∗g

)
= (Hy)(g) = g(y).

В силу произвольности функционала g ∈ Y ∗, согласно пункту 3 след-
ствия 5.1.6, получаем равенство

AF−1BHy = y ∀ y ∈ Y.

Следовательно, оператор F−1BH является правым обратным для
оператора A. Аналогично для любого вектора x ∈ X и функционала

553



f ∈ X∗ имеем

f
(
F−1BHAx

)
= (BHAx)(f) = (HAx)

(
(A∗)−1f

)
=

=
(
(A∗)−1f

)
(Ax) =

(
A∗(A∗)−1f

)
(x) = f(x).

Тогда, в силу произвольности функционала f ∈ X∗, согласно пунк-
ту 3 следствия 5.1.6, получаем равенство

F−1BHAx = x ∀x ∈ X.

Следовательно, оператор F−1BH является левым обратным для опе-
ратора A. Таким образом, по определению 3.5.7 оператор F−1BH
является обратным оператором для A, т. е. существует оператор

A−1 = F−1BH.

�

Заметим, что существование оператора (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗) в си-
лу утверждения 3.5.12 влечёт ограниченность оператора A∗ снизу.
Будет ли при условии существования оператора (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗)
существовать и оператор A−1 ∈ L(Y,X) без дополнительного пред-
положения о рефлексивности пространства X ? Ответ даёт следую-
щее

Утв е ржд е н и е 5.6.15. Пусть X — банахово пространство,
Z — линейное нормированное пространство. Пусть оператор T ∈
∈ L(X,Z) таков, что его сопряжённый ограничен снизу, то есть

∃ k > 0 ∀ f ∈ Z∗ ‖T ∗f‖ > k‖f‖.

Тогда оператор T является открытым отображением, то есть

∃ r > 0 OZr (0) ⊂ T
(
OX1 (0)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

S =
[
T
(
OX1 (0)

)]
.

Очевидно, что S выпукло и замкнуто в Z. Тогда для любого z0 ∈
∈ Z\S, по теореме 5.1.8 об отделимости, существует f ∈ Z∗ и число
γ ∈ R, такие, что

Re f(z) 6 γ < Re f(z0) ∀ z ∈ S.
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В частности, для любого x ∈ OX1 (0) имеем z = Tx ∈ S, и поэтому

Re f(Tx) = Re(T ∗f)(x) 6 γ < Re f(z0), ⇒ ‖T ∗f‖ 6 γ < Re f(z0).

Так как по условию k‖f‖ 6 ‖T ∗f‖ 6 γ, то получаем

‖f‖ 6 γ

k
, ⇒ γ < Re f(z0) 6 ‖f‖ ‖z0‖ 6

γ

k
‖z0‖, ⇒ k < ‖z0‖.

Следовательно, получаем, что

z0 6∈ S, ⇒ z0 6∈ OZk (0),

откуда немедленно следует вложение

OZk (0) ⊂ S =
[
T
(
OX1 (0)

)]
.

Как было показано в доказательстве теоремы 3.4.36 Банаха об от-
крытом отображении,

OZk (0) ⊂
[
T
(
OX1 (0)

)]
, ⇒

[
T
(
OX1 (0)

)]
⊂ T

(
OX3 (0)

)
.

Именно здесь используется полнота пространства X. Окончательно
получаем, что для числа r = k

3 > 0 выполнено

OZr (0) ⊂ T
(
OX1 (0)

)
,

и утверждение доказано. �

Сл е д с т в и е 5.6.16. Пусть X — банахово пространство, Y —
линейное нормированное пространство, оператор A ∈ L(X,Y ). Тогда
существует оператор A−1 ∈ L(Y,X) если и только если существует
оператор (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗).

Док а з а т е л ь с т в о. Если существует операторA−1 ∈ L(Y,X),
то по теореме 5.6.14 существует оператор (A∗)−1 = (A−1)∗ ∈ L(X∗, Y ∗).

Обратно, существование оператора (A∗)−1 ∈ L(X∗, Y ∗) в силу
утверждения 3.5.12 влечёт ограниченность оператора A∗ снизу. Сле-
довательно, по утверждению 5.6.15, оператор A:X → Y является
открытым отображением. Тогда ImA = Y , а по теореме 5.6.10 име-
ем

KerA = ⊥(ImA∗) = ⊥(X∗) = {0}.

Тогда, в силу утверждения 3.5.10, получаем, что существует непре-
рывный обратный оператор A−1 ∈ L(Y,X). �
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Как было показано в теореме 5.6.13, для линейного оператора
A ∈ L(X,Y ), действующего из банахова пространства X в бана-
хово пространство Y , замкнутость его множества значений влечёт
замкнутость множества значений его сопряжённого оператора. Ока-
зывается, имеет место и обратное утверждение. Справедлива следу-
ющая

Те о р ем а 5.6.17. ПустьX и Y — банаховы пространства, опе-
ратор A ∈ L(X,Y ). Пусть ImA∗ замкнут в X∗. Тогда ImA замкнут
в Y .

Док а з а т е л ь с т в о. Определим замкнутое подпространство

Z = [ImA]

банахова пространства Y . Тогда Z также является банаховым про-
странством. Рассмотрим оператор T :X → Z, определив его по фор-
муле

Tx = Ax, x ∈ X.

Тогда ImT = ImA — всюду плотно в Z. Следовательно, по теоре-
ме 5.6.10, имеем

KerT ∗ = (ImT )
⊥

= {0}.

Таким образом, существует обратный оператор

(T ∗)
−1

: ImT ∗ → Z∗.

Покажем, что
ImT ∗ = ImA∗.

С одной стороны, для любого f ∈ ImA∗ рассмотрим g ∈ Y ∗, такой,
что

A∗g = f.

Обозначим
g|Z = h ∈ Z∗.

Тогда любого x ∈ X имеем:

f(x) = (A∗g)(x) = g(Ax) = g(Tx) = h(Tx) = (T ∗h)(x).

Следовательно, f = T ∗h, то есть получаем вложение

f ∈ ImT ∗.
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С другой стороны, для любого φ ∈ ImT ∗ рассмотрим ψ ∈ Z∗, такой,
что

φ = T ∗ψ.

По следствию 5.1.5 теоремы Хана—Банаха, существует h ∈ Y ∗, та-
кой, что

h|Z = ψ, ‖h‖ = ‖ψ‖.

Тогда для любого x ∈ X имеем:

φ(x) = (T ∗ψ)(x) = ψ(Tx) = h(Ax) = (A∗h)(x).

Следовательно, φ = A∗h, то есть получаем вложение φ ∈ ImA∗.
Полученное равенство ImT ∗ = ImA∗ и замкнутость подпростран-

ства ImA∗ в X∗ означает, что ImT ∗ является замкнутым подпро-
странством в банаховом пространствеX∗. Следовательно, ImT ∗ так-
же банахово. Поэтому, по теореме 3.5.14 Банаха об обратном опера-
торе, получаем вложение

(T ∗)−1 ∈ L(ImT ∗, X∗).

Следовательно, в силу утверждения 3.5.12, оператор T ∗ ограничен
снизу. Тогда, по утверждению 5.6.15, оператор T :X → Z является
открытым отображением. В частности это означает, что

ImT = Z.

Так как по определению оператора T очевидно равенство ImT =
= ImA, то получаем:

[ImA] = Z = ImT = ImA ⊂ [ImA] , ⇒ [ImA] = ImA.

Теорема доказана. �

Из теоремы 5.6.17 немедленно получаем следующий критерий
сюръективности линейного оператора:

Сл е д с т в и е 5.6.18. Пусть X и Y — банаховы пространства,
оператор A ∈ L(X,Y ). Тогда

ImA = Y
m

KerA∗ = {0} и ImA∗ замкнуто
m

оператор A∗ ограничен снизу.
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Док а з а т е л ь с т в о. Равенство ImA = Y по теореме 5.6.10
влечёт равенство

KerA∗ = (ImA)
⊥

= Y ⊥ = {0}.

Тогда существует обратный оператор (A∗)−1: ImA∗ → Y ∗. Также ра-
венство ImA = Y в частности означает замкнутость ImA в Y , откуда
по теореме 5.6.13 следует замкнутость ImA∗ в X∗. В силу полноты
пространства X∗, его замкнутое подпространство ImA∗ также яв-
ляется банаховым пространством. Тогда, по теореме 3.5.14 Банаха
об обратном операторе, оператор (A∗)−1 ∈ L(ImA∗, Y ∗). Следова-
тельно, в силу утверждения 3.5.12, оператор A∗ ограничен снизу.
Наконец, из ограниченности снизу оператора A∗ следует полнота
пространства ImA∗. Действительно, пусть существует k > 0, такое,
что

‖A∗g‖ > k‖g‖ ∀ g ∈ ImY ∗.

Для любой фундаментальной последовательности fn = A∗gn ∈ ImA∗

следует фундаментальность последовательности прообразов gn ∈ Y ∗:

‖fn − fm‖ = ‖A∗(gn − gm)‖ > k‖gn − gm‖ ⇒

⇒ ‖gn − gm‖ 6
‖fn − fm‖

k
→ 0 при n,m→∞.

Так как Y ∗ полно, то gn сходится в Y ∗ к некоторому g ∈ Y ∗. Тогда

fn = A∗gn → A∗g ∈ ImA∗,

то есть полнота ImA∗ доказана. Но тогда ImA∗ является замкну-
тым подпространством в X∗, откуда в силу теоремы 5.6.17 следует
замкнутость ImA в Y . Следовательно, по следствию 5.6.11 получаем,
что

ImA = [ImA] = ⊥ (KerA∗) = ⊥{0} = Y.

�

5.7. Спектр линейного оператора

В этом параграфе рассматриваем нетривиальное комплексное ба-
нахово пространствоX и линейный оператор A ∈ L(X). Тождествен-
ный оператор, действующий в X, обозначим I, т. е.

I(x) = x ∀x ∈ X.
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Для любого λ ∈ C будем рассматривать линейный оператор

Aλ = A− λI.

Опр е д е л е н и е 5.7.1. Линейный операторA будем называть
непрерывно обратимым на X, если существует обратный оператор
A−1 ∈ L(X).

З ам е ч а н и е 5.7.2. В силу теоремы 3.5.14 Банаха об обратном
операторе линейный оператор A является непрерывно обратимым на
X тогда и только тогда, когда KerA = {0} и ImA = X. �

Те о р ем а 5.7.3. (Дж. фон Нейман) Пусть ‖A‖ < 1. Тогда
линейный оператор I − A является непрерывно обратимым на X,
причём справедливо равенство

(I −A)−1 =

∞∑
k=0

Ak.

Док а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что ряд

S =

∞∑
k=0

Ak

сходится абсолютно в полном пространстве L(X) по признаку срав-
нения, так как ‖Ak‖ 6 ‖A‖k — член сходящегося ряда в силу неравен-
ства ‖A‖ < 1. Рассмотрим последовательность {Sm}∞m=0 частичных
сумм этого ряда, т. е.

Sm =

m∑
k=0

Ak ∀m ∈ N.

Она является фундаментальной и, значит, сходящейся в полном про-
странстве L(X) к оператору S ∈ L(X). Далее,

(I −A)Sm = Sm(I −A) = I −Am+1 → I при m→∞

в силу соотношения

‖Am+1‖ 6 ‖A‖m+1 → 0 при m→∞.

С другой стороны, так как Sm → S, то

(I −A)Sm → (I −A)S и Sm(I −A)→ S(I −A) при m→∞.
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Следовательно,
(I −A)S = S(I −A) = I.

Таким образом, оператор S ∈ L(X) является как правым, так и ле-
вым обратным для оператора I − A на всём X, что означает непре-
рывную обратимость оператора I −A на X и равенство

(I −A)−1 = S,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.7.4. Пусть оператор A является непрерывно
обратимым на X, а оператор ∆A ∈ L(X) удовлетворяет неравенству

‖∆A‖ < 1

‖A−1‖
.

Тогда операторA+∆A является непрерывно обратимым наX, причём
справедливо неравенство∥∥(A+ ∆A)−1 −A−1

∥∥ 6 ‖A−1‖2‖∆A‖
1− ‖A−1‖ ‖∆A‖

.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как

A+ ∆A = A
(
I +A−1∆A

)
, а ‖A−1∆A‖ 6 ‖A−1‖ ‖∆A‖ < 1,

то, по теореме 5.7.3, оператор I + A−1∆A является непрерывно об-
ратимым на X. Следовательно, оператор

B = (I +A−1∆A)−1A−1 ∈ L(X)

является обратным для оператора A+∆A, т. е. оператор A+∆A яв-
ляется непрерывно обратимым на X, причём справедливо равенство

(A+ ∆A)−1 =

∞∑
k=0

(−1)k(A−1∆A)kA−1.

Тогда получаем

∥∥(A+ ∆A)−1 −A−1
∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

(−1)k(A−1∆A)kA−1

∥∥∥∥∥ 6
6
∞∑
k=1

‖A−1‖k+1‖∆A‖k =
‖A−1‖2‖∆A‖

1− ‖A−1‖ ‖∆A‖
.

�
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Опр е д е л е н и е 5.7.5. Число λ ∈ C называется регулярным
для оператора A, если оператор Aλ непрерывно обратим на X. Сово-
купность всех регулярных скаляров для оператора A называется его
резольвентным множеством и обозначается ρ(A). Для любого λ ∈
∈ ρ(A) линейный оператор

RA(λ) = (Aλ)
−1 ∈ L(X)

называется резольвентой оператора A.

Утв е ржд е н и е 5.7.6. Резольвентное множество ρ(A) явля-
ется открытым в C, а любое число λ ∈ C вида |λ| > ‖A‖ принадлежит
резольвентному множеству ρ(A). Отображение

RA: ρ(A)→ L(X)

является непрерывным, и для любых λ1, λ2 ∈ ρ(A) справедливо тож-
дество Гильберта:

RA(λ1)−RA(λ2) = (λ1 − λ2)RA(λ2)RA(λ1).

Док а з а т е л ь с т в о. Если λ ∈ C удовлетворяет неравенству

|λ| > ‖A‖,

то, по теореме 5.7.3, оператор

Aλ = −λ
(
I − A

λ

)
является непрерывно обратимым, причём справедливо равенство

RA(λ) = −
∞∑
k=0

Ak

λk+1
.

Следовательно, число λ ∈ ρ(A), т. е. резольвентное множество опе-
ратора A содержит внешность замкнутого круга из C с центром в
нуле радиуса ‖A‖.

Для любого λ ∈ ρ(A) и скаляра ∆λ вида

|∆λ| < 1

‖RA(λ)‖
,

в силу следствия 5.7.4, получаем, что оператор

Aλ+∆λ = Aλ −∆λI = Aλ
(
I −RA(λ)∆λ

)
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является непрерывно обратимым на X, причём справедливо нера-
венство ∥∥RA(λ+ ∆λ)−RA(λ)

∥∥ 6 ‖RA(λ)‖2|∆λ|
1− ‖RA(λ)‖ |∆λ|

.

Следовательно, множество ρ(A) открыто, и

‖RA(λ+ ∆λ)−RA(λ)‖ = O(|∆λ|)→ 0 при ∆λ→ 0.

Поэтому отображение RA: ρ(A)→ L(X) является непрерывным. На-
конец, для любых чисел λ1, λ2 ∈ ρ(A) получаем равенства

RA(λ1)−RA(λ2) = RA(λ2) (Aλ2
−Aλ1

)RA(λ1) =

= (λ1 − λ2)RA(λ2)RA(λ1).

�

Опр е д е л е н и е 5.7.7. Спектром оператораA называется мно-
жество

σ(A) = C\ρ(A).

Спектральным радиусом оператора A называется величина

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Те о р ем а 5.7.8. Спектр оператора A является непустым ком-
пактным множеством в C.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 5.7.6 резольвентное
множество ρ(A) открыто в C. Следовательно, спектр

σ(A) = C\ρ(A)

замкнут в C. В силу утверждения 5.7.6, любое число λ ∈ C вида

|λ| > ‖A‖

является регулярным значением оператора A. Следовательно, для
любого λ ∈ σ(A) выполнено неравенство

|λ| 6 ‖A‖.

Таким образом, спектр σ(A) является ограниченным множеством в
C. Поэтому σ(A) как ограниченное замкнутое множество является

562



компактом в C. Покажем, что σ(A) 6= ∅. Предположим противное.
Тогда ρ(A) = C. Для любого функционала Φ ∈

(
L(X)

)∗ рассмотрим
функцию ϕ:C→ C вида

ϕ(z) = Φ
(
RA(z)

)
∀ z ∈ C.

В силу равенства Гильберта, для любых чисел z,∆z ∈ C имеем

ϕ(z + ∆z)− ϕ(z) = Φ
(
∆zRA(z)RA(z + ∆z)

)
=

= ∆zΦ
(
RA(z)RA(z + ∆z)

)
.

Так как резольвента RA непрерывна на резольвентном множестве,
т. е. для рассматриваемого случая в C, то получаем

ϕ′(z) = lim
∆z→0

ϕ(z + ∆z)− ϕ(z)

∆z
= Φ

(
R2
A(z)

)
∀ z ∈ C.

Следовательно, производная ϕ(z) непрерывна на C как суперпози-
ция непрерывных отображений. Поэтому комплексная функция ϕ
является целой функцией. При этом для всех z ∈ C вида |z| > ‖A‖,
в силу теоремы 5.7.3, получаем

|ϕ(z)| 6 ‖Φ‖
|z|

∞∑
k=0

‖A‖k

|z|k
=

‖Φ‖
|z| − ‖A‖

→ 0 при z →∞.

Следовательно, в силу теоремы Лиувилля из теории функций ком-
плексного переменного, получаем, что

ϕ(z) = 0 ∀ z ∈ C.

Но тогда получается, что для любого z ∈ C и любого функционала
Φ ∈

(
L(X)

)∗ выполнено
Φ
(
RA(z)

)
= 0.

Поэтому, в силу пункта 3 следствия 5.1.6, получаем

RA(z) = 0 ∀ z ∈ C,

что противоречит взаимной однозначности оператора

RA(z) = (A− zI)−1.

Следовательно, полученное противоречие доказывает непустоту спек-
тра σ(A) оператора A. �

563



З ам е ч а н и е 5.7.9. В силу следствия 5.6.16, для произвольно-
го числа λ ∈ C существует оператор

(A− λI)−1 ∈ L(X)

тогда и только тогда, когда существует оператор

((A− λI)∗)−1 = (A∗ − λI∗)−1 ∈ L(X∗).

Здесь оператор I∗ является тождественным оператором в простран-
стве X∗. Следовательно, вложение λ ∈ ρ(A) равносильно вложению
λ ∈ ρ(A∗), т. е. справедливо равенство

ρ(A) = ρ(A∗).

Следовательно,
σ(A) = σ(A∗).

�

Те о р ем а 5.7.10. Существует lim
n→∞

n
√
‖An‖ = r(A).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого λ ∈ C и n ∈ N определим
оператор

Bλ,n =

n−1∑
m=0

Amλn−1−m.

Тогда справедливо равенство

An − λnI = (A− λI)Bλ,n = Bλ,n(A− λI).

Следовательно, если выполнено вложение λn ∈ ρ(An), то оператор
Aλ имеет левый обратный оператор

RAn(λn)Bλ,n ∈ L(X)

и правый обратный оператор

Bλ,nRAn(λn) ∈ L(X).

Поэтому, согласно замечанию 3.5.6, эти операторы совпадают и рав-
ны

RA(λ) ∈ L(X),
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т. е. λ ∈ ρ(A). Таким образом, имеет место вложение

ρ(An) ⊂ (ρ(A))n,

которое влечёт вложение

(σ(A))n ⊂ σ(An).

Поэтому, для любого λ ∈ σ(A) справедливо неравенство

|λ|n 6 ‖An‖,

откуда получаем оценку

|λ| 6 lim
n→∞

n
√
‖An‖.

Следовательно, справедливо неравенство

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ| 6 lim
n→∞

n
√
‖An‖.

Для произвольного функционала Φ ∈
(
L(X)

)∗ рассмотрим функцию

ϕ(z) = Φ
(
RA(z)

)
при z ∈ ρ(A).

Как показано в доказательстве теоремы 5.7.8, функция ϕ регулярна
в ρ(A), а в окрестности бесконечности |z| > ‖A‖ имеет разложение в
ряд Лорана по степеням z вида

ϕ(z) = −
∞∑
n=0

Φ(An)

zn+1
.

Так как ‖A‖ > r(A), то в окрестности бесконечности |z| > r(A) функ-
ция ϕ имеет такой же ряд Лорана по степеням z в силу теоремы един-
ственности разложения регулярной в кольце комплексной функции
в ряд Лорана. Следовательно, для любого z ∈ C вида |z| > r(A) и
любого функционала Φ ∈

(
L(X)

)∗ существует число M(Φ, z) > 0,
такое, что ∣∣∣∣Φ(An)

zn

∣∣∣∣ 6M(Φ, z) ∀n ∈ N.

Тогда при каждом z ∈ C вида |z| > r(A) последовательность линей-
ных функционалов Hn,z ∈

(
L(X)

)∗∗ вида
Hn,z(Φ) =

Φ(An)

zn
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является поточечно ограниченной, так как при всех n ∈ N выполнено
неравенство

|Hn,z(Φ)| 6M(Φ, z).

Тогда, по теореме 3.4.23 Банаха—Штейнгауза, последовательность
функционалов Hn,z ограничена в пространстве

(
L(X)

)∗∗ по опера-
торной норме, т. е. существует число L(z) > 0, такое, что

‖Hn,z‖ 6 L(z) ∀n ∈ N.

Так как по пункту 4 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха справед-
ливо равенство

‖Hn,z‖ = sup
‖Φ‖=1

|Φ(An)|
|z|n

=
‖An‖
|z|n

,

то имеем неравенство

|z| >
n
√
‖An‖

n
√
L(z)

при всех |z| > r(A) и n ∈ N.

Так как n
√
L(z)→ 1 при n→∞, то получаем неравенство

|z| > lim
n→∞

n
√
‖An‖ при всех |z| > r(A).

Следовательно, при |z| → r(A) + 0 получаем неравенство

r(A) > lim
n→∞

n
√
‖An‖.

Таким образом, доказаны следующие неравенства:

lim
n→∞

n
√
‖An‖ 6 r(A) 6 lim

n→∞

n
√
‖An‖,

откуда получаем, что существует

lim
n→∞

n
√
‖An‖ = r(A).

�

З ам е ч а н и е 5.7.11. По теореме 3.5.14 Банаха об обратном
операторе, число λ ∈ ρ(A) тогда и только тогда, когда

KerAλ = {0} и ImAλ = X.
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Следовательно, вложение λ ∈ σ(A) возможно либо при KerAλ 6= {0}
(в этом случае оператор Aλ не имеет левого обратного оператора),
либо KerAλ = {0}, но ImAλ 6= X. В этом случае существует обрат-
ный оператор

(Aλ)−1: ImAλ → X,

но (Aλ)−1 6∈ L(X) в силу неравенства ImAλ 6= X. Однако если под-
проcтранство ImAλ замкнуто в X, то оно является полным, и по
теореме 3.5.14 Банаха об обратном операторе выполнено вложение

(Aλ)−1 ∈ L(ImAλ, X).

Если же подпроcтранство ImAλ незамкнуто, то, в силу утвержде-
ния 3.5.13, имеет место равенство

‖(Aλ)−1‖ = +∞.

�

Опр е д е л е н и е 5.7.12. Множество

σp(A) ⊂ σ(A)

называется точечным спектром оператора A, если вложение λ ∈
∈ σp(A) равносильно выполнению соотношения

KerAλ 6= {0}.

Любое число λ ∈ σp(A) называется собственным числом оператора
A, а любой нетривиальный вектор из ядра KerAλ называется соб-
ственным вектором оператора A, соответствующим числу λ.

Опр е д е л е н и е 5.7.13. Множество

σc(A) ⊂ σ(A)

называется непрерывным спектром оператора A, если вложение λ ∈
∈ σc(A) равносильно выполнению соотношений

KerAλ = {0}, ImAλ 6= X, [ImAλ] = X.

Опр е д е л е н и е 5.7.14. Множество σr(A) ⊂ σ(A) называет-
ся остаточным спектром оператора A, если вложение λ ∈ σr(A) рав-
носильно выполнению соотношений

KerAλ = {0}, [ImAλ] 6= X.
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Утв е ржд е н и е 5.7.15. Справедливо равенство

σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A).

Док а з а т е л ь с т в о. Сразу следует из замечания 5.7.11. �

Утв е ржд е н и е 5.7.16. Пусть число λ ∈ σ(A). Тогда вло-
жение λ ∈ σc(A) равносильно соотношениям

KerAλ = {0} иKerA∗λ = {0},

а вложение λ ∈ σr(A) равносильно соотношениям

KerAλ = {0} и KerA∗λ 6= {0}.

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 5.6.10 Фредгольма, справед-
ливо равенство

(ImAλ)
⊥

= KerA∗λ.

Если число λ ∈ σc(A), то

KerAλ = {0} и [ImAλ] = X.

Так как для любого подпространства L ⊂ X выполнено равенство

L⊥ = [L]⊥,

то получаем
KerA∗λ = X⊥ = {0}.

Обратно, если

KerAλ = {0} и KerA∗λ = {0},

то, в силу утверждения 5.6.7, получаем

[ImAλ] = ⊥
(

(ImAλ)
⊥
)

= ⊥(KerA∗λ) = ⊥
(
{0}
)

= X,

т. е. λ ∈ σc(A).
Если число λ ∈ σr(A), то

KerAλ = {0} и [ImAλ] 6= X.

В силу пункта 1 следствия 5.1.6 теоремы Хана—Банаха, существует
нетривиальный функционал f ∈ X∗, такой, что

f ∈ [ImAλ]⊥ = (ImAλ)⊥ = KerA∗λ,
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т. е. KerA∗λ 6= {0}. Обратно, если

KerAλ = {0} и KerA∗λ 6= {0},

то
(ImAλ)⊥ 6= {0}.

Следовательно, получаем соотношения

[ImAλ] = ⊥
(

(ImAλ)
⊥
)
6= ⊥

(
{0}
)

= X,

т. е. λ ∈ σr(A). �

Те о р ем а 5.7.17. (об отображении спектра многочленом)
Пусть

P (z) =

N∑
k=0

akz
k, z ∈ C,

комплексный многочлен степени N (т. е. aN 6= 0). Тогда справедливо
равенство

σ
(
P (A)

)
= P

(
σ(A)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Прежде всего покажем, что оператор
P (A) непрерывно обратим на X тогда и только тогда, когда выпол-
нено

0 6∈ P
(
σ(A)

)
.

Пусть z1, . . . , zm — все различные комплексные корни многочлена P
кратности r1, . . . , rm соответственно. Тогда для любого z ∈ C имеем
равенство

P (z) = aN

m∏
k=1

(z − zk)rk .

Следовательно, получаем

P (A) = aN (Az1)r1 . . . (Azm)rm .

Если имеем соотношение

0 6∈ P
(
σ(A)

)
, т. е. zk 6∈ σ(A) ∀ k ∈ 1,m,

то существует обратный оператор(
P (A)

)−1
=

1

aN

(
(AzN )−1

)rN
. . .
(
(Az1)−1

)r1 ∈ L(X).
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Обратно, пусть оператор P (A) непрерывно обратим на X, т. е. суще-
ствует обратный оператор(

P (A)
)−1 ∈ L(X).

Рассмотрим произвольное n ∈ 1,m. Так как линейные операторы
Azk при всех k ∈ 1,m перестановочны, то, определив оператор

T = aN (Azn)rn−1
m∏
k=1
k 6=n

(Azk)rk ,

получаем равенство

P (A) = AznT = TAzn .

Следовательно,

I = AznT
(
P (A)

)−1
=
(
P (A)

)−1
TAzn .

Таким образом, оператор Azn имеет левый и правый обратные опе-
раторы, непрерывные на X. Следовательно, по замечанию 3.5.6 по-
лучаем

T
(
P (A)

)−1
=
(
P (A)

)−1
T =

(
Azn

)−1 ∈ L(X),

т. е. выполнено zn 6∈ σ(A). Таким образом, справедливо соотношение

0 6∈ P
(
σ(A)

)
.

В силу вышеизложенного получаем, что соотношение

λ 6∈ σ
(
P (A)

)
равносильно непрерывной обратимости на X оператора(

P (A)
)
λ

= (P − λ)(A),

что в свою очередь равносильно

0 6∈ (P − λ)
(
σ(A)

)
, т. е. λ 6∈ P

(
σ(A)

)
.

Следовательно, вложение

λ ∈ σ
(
P (A)

)
равносильно вложению

λ ∈ P
(
σ(A)

)
,

т. е. справедливо равенство

σ
(
P (A)

)
= P

(
σ(A)

)
,

что и требовалось. �
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5.8. Компактный оператор

В этом параграфе рассматриваются банаховы пространства X, Y
и линейный оператор A:X → Y .

Опр е д е л е н и е 5.8.1. Линейный операторA называется ком-
пактным, если для любого ограниченного множества S ⊂ X его об-
раз A(X) является вполне ограниченным в Y .

З ам е ч а н и е 5.8.2. Так как вполне ограниченность множества
влечёт его ограниченность, то компактный оператор является огра-
ниченным оператором. Примером некомпактного линейного ограни-
ченного оператора может служить тождественный оператор на бес-
конечномерном банаховом пространстве, так как по теореме 3.1.25
Рисса единичная сфера в бесконечномерном банаховом простран-
стве не является вполне ограниченным множеством. В банаховом
пространстве вполне ограниченность множества равносильна тому,
что его замыкание является компактом (см. замечание 2.2.5). Сле-
довательно, оператор A является компактным тогда и только тогда,
когда замыкание образа любого ограниченного множества из X под
действием A является компактом в Y . Компактность оператора A
равносильна тому, что

A
(
B1(0)

)
является вполне ограниченным множеством в Y . Необходимость это-
го условия очевидна. Покажем достаточность. Для любого ограни-
ченного множества S ⊂ X существует число R > 0, такое, что

S ⊂ BR(0).

Тогда,
S/R ⊂ B1(0), ⇒ A (S/R) ⊂ A

(
B1(0)

)
,

и множество A (S/R) является вполне ограниченным как подмноже-
ство вполне ограниченного множества. Но тогда вполне ограничен-
ным является и множество

RA (S/R) = A(S),

что и требовалось. Так как сумма вполне ограниченных множеств
и умножение вполне ограниченного множества на скаляр тоже яв-
ляются вполне ограниченными множествами, то конечная линей-
ная комбинация компактных операторов тоже является компактным
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оператором. Таким образом, множество всех компактных операто-
ров, действующих из X в Y , образует в пространстве L(X,Y ) под-
пространство, которое обозначим K(X,Y ). Если Y = X, то обозна-
чим K(X) = K(X,X). �

Утв е ржд е н и е 5.8.3. Если линейный операторA ∈ L(X,Y )
имеет конечномерный образ, то он компактный.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как оператор A ∈ L(X,Y ), то для
любого ограниченного множества S ⊂ X имеем A(S) — ограничен-
ное подмножество конечномерного подпространства ImA. По след-
ствию 3.1.19 конечномерное подпространство ImA полно в Y . Сле-
довательно, выполнено вложение

[A(S)] ⊂ ImA.

В силу следствия 3.1.19, любое замкнутое ограниченное подмноже-
ство конечномерного подпространства из Y является компактом в
Y . Поэтому [A(S)] — компакт, и в силу замечания 5.8.2 получаем,
что A — компактный оператор. �

Утв е ржд е н и е 5.8.4. Пусть линейный оператор A являет-
ся компактным, а его образ ImA замкнут. Тогда оператор A имеет
конечномерный образ.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть Z = ImA — замкнутое подпро-
странство в банаховом пространстве Y . Следовательно, подпростран-
ство Z само является полным. Тогда по теореме 3.4.36 A ∈ L(X,Z)
является открытым отображением. Следовательно, множество

A
(
O1(0)

)
открыто в банаховом пространстве Z. Так как оператор A компак-
тен, то открытое множество

A
(
O1(0)

)
является вполне ограниченным в Z. Следовательно, в Z существу-
ет вполне ограниченная сфера положительного радиуса. Тогда, по
теореме 3.1.25 Рисса получаем, что пространство Z = ImA является
конечномерным. �
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Утв е ржд е н и е 5.8.5. Пусть последовательность операторов

{Am}∞m=1 ⊂ K(X,Y )

является сходящейся к оператору A по операторной норме, т. е.

‖Am −A‖ → 0 при m→∞.

Тогда A является компактным оператором, т. е. A ∈ K(X,Y ). Иными
словами, подпространство K(X,Y ) замкнуто в L(X,Y ).

Док а з а т е л ь с т в о. Для любого числа ε > 0 существует но-
мер N(ε), такой, что для всех m > N(ε) выполнено неравенство

‖Am −A‖ 6 ε.

Тогда для любого x ∈ B1(0) получаем неравенство

‖Am(x)−A(x)‖ 6 ‖Am −A‖ 6 ε при m > N(ε).

Зафиксируем произвольноеm > N(ε). Так как множествоAm
(
B1(0)

)
вполне ограничено в Y , то существуют векторы

x1, . . . , xM ∈ B1(0),

такие, что множество

Am(x1), . . . , Am(xM ) ∈ Am
(
B1(0)

)
является конечной ε–сетью множества Am

(
B1(0)

)
. Покажем, что

множество
A(x1), . . . , A(xM ) ∈ A

(
B1(0)

)
является конечной 3ε–сетью множества A

(
B1(0)

)
. Действительно,

для любого x ∈ B1(0) существует k ∈ 1,M , такой, что

‖Am(x)−Am(xk)‖ 6 ε.

Тогда получаем следующие неравенства:

‖A(x)−A(xk)‖ 6

6 ‖A(x)−Am(x)‖+ ‖Am(x)−Am(xk)‖+ ‖Am(xk)−A(xk)‖ 6 3ε,

что и требовалось. �
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Опр е д е л е н и е 5.8.6. Оператор A называется конечномер-
ным, если он является пределом последовательности линейных непре-
рывных операторов с конечномерными образами.

З ам е ч а н и е 5.8.7. В силу утверждений 5.8.3 и 5.8.5 всякий
конечномерный оператор является компактным. �

Утв е ржд е н и е 5.8.8. Пусть Y = H — гильбертово про-
странство, а линейный оператор A является компактным. Тогда A
— конечномерный оператор.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как A — компактный оператор, то
множество A

(
B1(0)

)
является вполне ограниченным в H. Следова-

тельно, для любого ε > 0 существует конечная ε–сеть

{ym}Mm=1 ⊂ A
(
B1(0)

)
множества A

(
B1(0)

)
. Определим конечномерное подпространство

Lε = Lin{y1, . . . , yM} ⊂ H.

Так как подпространство Lε конечномерно, то в силу следствия 3.1.19
оно является замкнутым в пространстве H. Тогда по теореме 3.2.14
Рисса об ортогональном дополнении справедливо равенство

H = Lε ⊕ (Lε)
⊥.

Поэтому для любого вектора y ∈ H существуют единственные век-
торы

y‖ ∈ Lε и y⊥ ∈ (Lε)
⊥,

такие, что
y = y‖ + y⊥.

Определим линейный оператор Pε:H→ H ортогонального проекти-
рования на подпространство Lε по формуле

Pε(y) = y‖ ∀ y ∈ H.

Так как для любого y ∈ H выполнены соотношения

‖y‖ =
√

(y‖ + y⊥, y‖ + y⊥) =
√

(y‖, y‖) + (y⊥, y⊥) =

=
√
‖y‖‖2 + ‖y⊥‖2 > ‖y‖‖ = ‖Pε(y)‖,
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то получаем
‖Pε‖ 6 1.

Следовательно, Pε ∈ L(H). Определим линейный оператор

Aε = PεA ∈ L(X,H).

Так как ImAε ⊂ Lε, то оператор Aε имеет конечномерный образ.
Рассмотрим в X произвольный вектор x ∈ B1(0). Для него суще-
ствует номер m ∈ 1,M , такой, что

‖A(x)− ym‖ 6 ε.

При этом по определению оператора Pε справедливо равенство

Pε(ym) = ym.

Отсюда получаем

‖A(x)−Aε(x)‖ 6 ‖A(x)− ym‖+ ‖Pε(ym −A(x))‖ 6

6 (1 + ‖Pε‖)‖A(x)− ym‖ 6 2ε.

В силу произвольности вектора x ∈ B1(0) получаем неравенство

‖A−Aε‖ 6 2ε.

Тогда, выбрав последовательность εn → +0 при n → ∞, получаем
последовательность линейных операторов

Aεn ∈ L(X,H)

с конечномерными образами, такую, что

‖A−Aεn‖ 6 2εn → 0 при n→∞.

Следовательно, оператор A является конечномерным. �

Прим е р 5.8.9. Пусть функция K: [0, 1]× [0, 1]→ C такова, что

K ∈ L2

(
[0, 1]2

)
.

Рассмотрим линейный оператор A:L2[0, 1]→ L2[0, 1] вида

(Ax)(t) =

∫
[0,1]

K(t, τ)x(τ) dµ(τ) для п. в. t ∈ [0, 1], ∀x ∈ L2[0, 1].
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Покажем, что оператор A является компактным. Прежде всего по-
кажем, что оператор A является непрерывным, т. е. справедливо
вложение

A ∈ L
(
L2[0, 1]

)
.

Для любого x ∈ L2[0, 1] имеем соотношения

‖Ax‖2 =

√√√√√√ ∫
[0,1]

dµ(t)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[0,1]

K(t, τ)x(τ) dµ(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
2

6

6

√√√√√√ ∫
[0,1]

dµ(t)

 ∫
[0,1]

|K(t, τ)|2 dµ(τ)


 ∫

[0,1]

|x(τ)|2 dµ(τ)

 =

=

√√√√ ∫
[0,1]×[0,1]

|K(t, τ)|2 dµ(t)× dµ(τ)

√√√√ ∫
[0,1]

|x(τ)|2 dµ(τ) = ‖K‖2‖x‖2.

Следовательно, справедливо неравенство

‖A‖ 6 ‖K‖2 < +∞,

т. е. оператор A является непрерывным. Счётная система

S =
{
fn(t) = sin (πnt)

}∞
n=1

образует ортогональный базис в гильбертовом пространстве L2[0, 1].
Тогда счётная система

E =
{
fn(t)fm(τ)

}∞
n,m=1

образует ортогональный базис в гильбертовом пространстве L2

(
[0, 1]2

)
.

Занумеруем элементы системы E с помощью одного индекса, полу-
чим

E =
{
gk(t, τ) = fnk(t)fmk(τ)

}∞
k=1

.

Для любого номера N рассмотрим N -ю сумму Фурье функции K по
системе E в пространстве L2

(
[0, 1]2

)
:

SN (t, τ) =

N∑
k=1

(K, gk)

(gk, gk)
gk(t, τ).
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Справедливо соотношение

‖SN −K‖2 → 0 при N →∞.

Для любого номера N определим линейный оператор

AN :L2[0, 1]→ L2[0, 1]

следующим образом:

(ANx)(t) =

∫
[0,1]

SN (t, τ)x(τ) dµ(τ) для п. в. t ∈ [0, 1], ∀x ∈ L2[0, 1].

Так как выполнено неравенство

‖AN‖ 6 ‖SN‖2 < +∞,

то оператор AN является непрерывным. Также для любой функции
x ∈ L2[0, 1] справедливо вложение

ANx ∈ Lin{fn1
, . . . , fnN }.

Следовательно,
ImAN ⊂ Lin{fn1 , . . . , fnN }.

Поэтому
dim ImAN 6 N,

т. е. оператор AN имеет конечномерный образ. Наконец, для любой
функции x ∈ L2[0, 1] и для почти всех t ∈ [0, 1] имеем

(
(A−AN )(x)

)
(t) =

∫
[0,1]

(
K(t, τ)− SN (t, τ)

)
x(τ) dµ(τ).

Следовательно, получаем

‖A−AN‖ 6 ‖K − SN‖2 → 0 при N →∞.

Таким образом, доказано, что оператор A является конечномерным.
Следовательно, по утверждению 5.8.7 получаем компактность опе-
ратора A. N
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Утв е ржд е н и е 5.8.10. ПустьX,Y, Z — банаховы пространс-
тва, операторы

A ∈ K(X,Y ), B ∈ L(Z,X), C ∈ L(Y,Z).

Тогда операторы

AB ∈ K(Z, Y ) и CA ∈ K(X,Z).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как для любого ограниченного мно-
жества S ⊂ Z множество B(S) ограничено в X, то A

(
B(S)

)
являет-

ся вполне ограниченным множеством в Y . Следовательно, получа-
ем вложение AB ∈ K(Z, Y ). Для любого ограниченного множества
S ⊂ X множество A(S) является вполне ограниченным в Y . То-
гда C

(
A(S)

)
тоже является вполне ограниченным множествоv в Z.

Действительно, для любого ε > 0 рассмотрим произвольную конеч-
ную ε–сеть множества A(S). Ограниченный оператор C переведёт
элементы этой сети в конечное множество, которое очевидно будет
‖C‖ε–сетью множества C

(
A(S)

)
. Следовательно, CA ∈ K(X,Z). �

Утв е ржд е н и е 5.8.11. Пусть пространство X является ре-
флексивным и сепарабельным. Тогда оператор A ∈ L(X,Y ) является
компактным тогда и только тогда, когда он любую слабо сходящуюся
последовательность из X переводит в сильно сходящуюся последо-
вательность в Y .

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть операторA является компактным.
Рассмотрим произвольную последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ X,

слабо сходящуюся к вектору z ∈ X. Тогда последовательность A(xn)
является слабо сходящейся к A(z), так как для любого функционала
g ∈ Y ∗ имеем

lim
n→∞

g(Axn) = lim
n→∞

(A∗g)(xn) = (A∗g)(z) = g(Az).

Предположим, что A(xn) не является сильно сходящейся к вектору
A(z). Следовательно, существуют число ε0 > 0 и подпоследователь-
ность A(xnm), такие, что

‖A(xnm)−A(z)‖ > ε0 ∀m ∈ N.
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Так как слабо сходящаяся последовательность xn ограничена в X в
силу утверждения 5.4.10, то в силу компактности оператора A после-
довательность A(xnm) является вполне ограниченным множеством
в пространстве Y . Следовательно, она содержит сильно фундамен-
тальную подпоследовательность A(xnmk ). Так как пространство Y
является полным, то существует вектор y ∈ Y , к которому сильно
сходится последовательность A(xnmk ). Так как последовательность
A(xnmk ) является также и слабо сходящейся к вектору A(z), то в
силу утверждения 5.4.8 получаем равенство

A(z) = y.

Однако это противоречит неравенству

‖y −A(z)‖ = lim
k→∞

‖A(xnmk )−A(z)‖ > ε0.

Следовательно, последовательность A(xn) является сильно сходя-
щейся к вектору A(z). Заметим, что мы пока не пользовались ре-
флексивностью и сепарабельностью пространства X.

Предположим теперь, что линейный ограниченный оператор A
всякую слабо сходящуюся последовательность изX переводит в силь-
но сходящуюся последовательность в Y . Рассмотрим образ единич-
ного шара A(B1(0)). Для любой последовательности yn ∈ A(B1(0))
существует последовательность xn ∈ B1(0) ⊂ X, такая, что

A(xn) = yn ∀n ∈ N.

Так как последовательность xn ограничена в рефлексивном сепа-
рабельном пространстве X, то по теореме 5.5.20 Банаха—Тихонова
она содержит слабо сходящуюся подпоследовательность xnm . Следо-
вательно, последовательность A(xnm) является сильно сходящейся.
Таким образом, любая последовательность из множества A(B1(0))
имеет сильно сходящуюся подпоследовательность. Если при этом
множество A(B1(0)) не является вполне ограниченным, то существу-
ют число ε0 > 0 и последовательность yn ∈ A(B1(0)), такие, что

‖yn − ym‖ > ε0 ∀n 6= m.

Следовательно, любая подпоследовательность последовательности
yn не является сильно фундаментальной, и поэтому не является
сильно сходящейся. Полученное противоречие означает, что множе-
ство A(B1(0)) является вполне ограниченным. Следовательно, в силу
замечания 5.8.2 получаем компактность оператора A. �
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З а д а ч а 5.8.12. Пусть X — рефлексивное сепарабельное про-
странство. Пусть линейный оператор A ∈ L(X, `1). Доказать, что A
— компактный оператор.

Решени е. Так как оператор A является линейным и ограни-
ченным, то, как показано в доказательстве утверждения 5.8.11, он
всякую слабо сходящуюся последовательность пространства X пе-
реводит в слабо сходящуюся последовательность пространства `1.
В силу теоремы 5.4.12 Шура в пространстве `1 слабая и сильная
сходимости эквивалентны. Следовательно, оператор A всякую сла-
бо сходящуюся последовательность рефлексивного сепарабельного
пространства X переводит в сильно сходящуюся последовательность
пространства `1. В силу утверждения 5.8.11 это означает компакт-
ность оператора A. N

Утв е ржд е н и е 5.8.13. Пусть линейный операторA ∈ K(X),
а комплексное число λ 6= 0. Тогда KerAλ конечномерно, а ImAλ за-
мкнуто.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть {xn}∞n=1 ⊂ KerAλ — ограниченная
последовательность. Тогда существует R > 0, такое, что

‖xn‖ 6 R ∀n ∈ N.

Так как в силу компактности оператора A множество[
A
(
BR(0)

)]
компактно в X, то, по теореме 2.2.3, оно является секвенциально
компактным, и поэтому последовательность

yn = A(xn) ∈
[
A
(
BR(0)

)]
имеет сходящуюся подпоследовательность

ynk → z при k →∞.

Но тогда получаем

xnk =
ynk
λ
→ z

λ
при k →∞.

Следовательно, любое ограниченное замкнутое подмножество из KerAλ
является секвенциально компактным, и, в силу теоремы 2.2.3, это
равносильно компактности. Следовательно, по теореме 3.1.25 Рисса
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о некомпактности единичной сферы в бесконечномерном линейном
нормированном пространстве получаем, что

dim KerAλ = N < +∞.

Рассмотрим в конечномерном пространстве KerAλ произвольный ба-
зис

{en}Nn=1.

Тогда для любого вектора x ∈ KerAλ существуют единственные ска-
ляры αn(x) ∈ C, такие, что выполнено равенство

x =

N∑
n=1

αn(x)en.

Очевидно, что
αn: KerAλ → C

является линейным функционалом для любого n ∈ 1, N , а функция

‖x‖e =

N∑
n=1

|αn(x)|

является нормой в конечномерном пространстве KerAλ. По теоре-
ме 3.1.18, все нормы в KerAλ эквивалентны. Поэтому существует
число C > 0, такое, что для всех x ∈ KerAλ выполнено неравенство

‖x‖e 6 C‖x‖.

Тогда
|αn(x)| 6 C‖x‖ ∀x ∈ KerAλ, ∀n ∈ 1, N.

Следовательно, функционал αn является непрерывным на KerAλ
при каждом n ∈ 1, N . По следствию 5.1.5 теоремы Хана—Банаха,
для любого n ∈ 1, N существует линейный функционал fn ∈ X∗,
такой, что

f = αn на KerAλ.

Определим замкнутое подпространство

M =

N⋂
n=1

Ker fn.

Тогда справедливо равенство

X = M ⊕KerAλ.
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Действительно, для любого вектора x ∈ X определим вектор

y =

N∑
n=1

fn(x)en ∈ KerAλ.

Так как выполнены равенства

fk(en) = αk(en) = 0 при k 6= n, и fk(ek) = 1,

то для любого k ∈ 1, N получаем

fk(x− y) = fk(x)−
N∑
n=1

fn(x)fk(en) = fk(x)− fk(x) = 0.

Следовательно, x− y ∈M , т. е. справедливо равенство

X = M + KerAλ.

Покажем, что сумма прямая, т. е.

M ∩KerAλ = {0}.

Действительно, если x ∈M ∩KerAλ, то

fn(x) = αn(x) = 0 ∀n ∈ 1, N, ⇒ x = 0.

Теперь докажем, что ImAλ — замкнутое подпространство. Ясно, что

ImAλ = Aλ(M).

Покажем, что оператор Aλ ограничен снизу на M , т. е. существует
число L > 0, такое, что для всех x ∈M выполнено неравенство

‖Aλ(x)‖ > L‖x‖.

Предположим, рассуждая от противного, что для любого n ∈ N су-
ществует вектор xn ∈M , такой, что

‖Aλ(xn)‖ < ‖xn‖
n

.

Тогда xn 6= 0 при каждом n ∈ N. Определим вектор

zn =
xn
‖xn‖

∈M, ‖zn‖ = 1.
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Тогда

‖Aλ(zn)‖ < 1

n
.

Так как последовательность zn ограничена, то в силу компактности
оператора A последовательность A(zn) имеет сходящуюся подпосле-
довательность

A(znk)→ u ∈ X.

Так как
Aλ(zn)→ 0 при n→∞,

то получаем, что

znk =
A(znk)−Aλ(znk)

λ
→ u

λ
= v ∈M при k →∞,

причём выполнено равенство ‖v‖ = 1. Но тогда

‖Aλ(v)‖ = lim
k→∞

‖Aλ(znk)‖ = 0,

т. е. Aλ(v) = 0. Следовательно, выполнено вложение

v ∈M ∩KerAλ = {0},

т. е. v = 0, что противоречит равенству ‖v‖ = 1. Итак, оператор Aλ
является ограниченным снизу на M . Следовательно, в силу утвер-
ждения 3.5.12 оператор Aλ является непрерывно обратимым на M
и по утверждению 3.5.13 его множество значений Aλ(M) = ImAλ
замкнуто в X, что и требовалось. �

Прим е р 5.8.14. Приведём пример оператора A ∈ L(X), у ко-
торого для некоторого скаляра λ 6= 0 ядро KerAλ бесконечномерно,
а множество значений ImAλ незамкнуто. Пусть X = C[0, 2] — про-
странство непрерывных на отрезке [0, 2] вещественных функций x с
нормой равномерной сходимости

‖x‖c = max
t∈[0,2]

|x(t)|.

Рассмотрим линейный оператор T :C[0, 2]→ C[0, 2] вида

(Tx)(t) =



1∫
0

x(τ) dτ, t ∈ [0, 1],

t∫
0

x(τ) dτ, t ∈ [1, 2].
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Очевидно, что ‖T‖ 6 2, т. е. T является непрерывным оператором.
Тогда x ∈ KerT тогда и только тогда, когда

1∫
0

x(τ) dτ = 0 и x(t) = 0 ∀ t ∈ [1, 2].

Следовательно, ядро KerT бесконечномерно. Множество значений
ImT состоит из всех непрерывных на отрезке [0, 2] функций, посто-
янных на отрезке [0, 1] и непрерывно дифференцируемых на отрезке
[1, 2]. Тогда замыкание [ImT ] будет совпадать с множеством S ⊂
⊂ C[0, 2], состоящим из всех непрерывных на отрезке [0, 2] функций,
постоянных на отрезке [0, 1]. Действительно, вложение [ImT ] ⊂ S
очевидно, покажем обратное вложение. Рассмотрим произвольную
функцию x ∈ S. По теореме Вейерштрасса для любого ε > 0 суще-
ствует многочлен Pε, такой, что

|x(t)− Pε(t)| 6 ε ∀ t ∈ [1, 2].

Так как x(t) = x(1) при всех t ∈ [0, 1], то

|x(t)− Pε(1)| 6 ε при t ∈ [0, 1].

Определим функцию zε ∈ C[0, 2] вида

zε(t) = P ′ε(t) +

 2(1− t)Pε(0), t ∈ [0, 1],

0, t ∈ [1, 2].

Тогда получаем

1∫
0

zε(τ) dτ = Pε(0) + Pε(1)− Pε(0) = Pε(1),

а для любого t ∈ [1, 2] имеем равенство

t∫
0

zε(τ) dτ = Pε(1) +

t∫
1

P ′ε(τ) dτ = Pε(t).

Следовательно, получаем

‖x− T (zε)‖c 6 ε,
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что означает вложение S ⊂ [ImT ]. Таким образом, доказано равен-
ство

[ImT ] = S.

При этом очевидно неравенство S 6= ImT , так как в множестве S
имеются недифференцируемые на отрезке [1, 2] функции. Тогда ис-
комый оператор A = T + I и число λ = 1, т. е. Aλ = T . N

Утв е ржд е н и е 5.8.15. Линейный операторA является ком-
пактным тогда и только тогда, когда компактен сопряжённый опе-
ратор A∗.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть линейный оператор A является
компактным. Тогда множество

K =
[
A
(
B1(0)

)]
является компактом в Y . Для доказательства компактности опера-
тора A∗ покажем, что для любой последовательности

{gn}∞n=1 ⊂ Y ∗

вида
‖gn‖ 6 1 ∀n ∈ N

существует сходящаяся подпоследовательность A∗(gnk) ∈ X∗. В про-
странстве C(K) рассмотрим последовательность функций

{ϕn}∞n=1 ⊂ C(K)

вида
ϕn(y) = gn(y) ∀ y ∈ K, ∀n ∈ N.

Тогда при всех n ∈ N получаем неравенства

‖ϕn‖c = sup
y∈K
|gn(y)| = sup

x∈B1(0)

∣∣gn (A(x)
)∣∣ =

= sup
x∈B1(0)

∣∣(A∗gn)(x)
∣∣ = ‖A∗gn‖ 6 ‖A∗‖.

Следовательно, последовательность ϕn является ограниченной в про-
странстве C(K). Для любых векторов y, z ∈ K и номера n ∈ N полу-
чаем неравенство

|ϕn(y)− ϕn(z)| = |gn(y − z)| 6 ‖gn‖ ‖y − z‖ 6 ‖y − z‖.
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Следовательно, для любого ε > 0 существует δ(ε) = ε, такое, что для
любых векторов y, z ∈ K вида

‖y − z‖ 6 δ(ε),

и для любого n ∈ N выполнено неравенство

|ϕn(y)− ϕn(z)| 6 ε.

Поэтому множество {ϕn}∞n=1 является равностепенно непрерывным
и ограниченным в пространстве C(K). Тогда, по теореме 2.2.14 Ар-
целла—Асколи, множество {ϕn}∞n=1 является вполне ограниченным
в пространстве C(K). Следовательно, последовательность ϕn имеет
равномерно сходящуюся на K подпоследовательность ϕnk , т. е.

‖ϕnk − ϕnm‖c → 0 при k,m→∞.

Получаем∥∥A∗(gnk)−A∗(gnm)
∥∥ = sup

x∈B1(0)

∣∣(A∗(gnk − gnm)
)

(x)
∣∣ =

= sup
x∈B1(0)

∣∣(gnk − gnm)
(
A(x)

)∣∣ = sup
y∈K

∣∣gnk(y)− gnm(y)
∣∣ =

= ‖ϕnk − ϕnm‖c → 0 при k,m→∞.

Следовательно, последовательностьA∗(gnk) является фундаменталь-
ной и поэтому сходящейся в пространстве X∗. Таким образом, опе-
ратор A∗ является компактным.

Пусть теперь оператор A∗ является компактным. Тогда компакт-
ным является оператор A∗∗. Рассмотрим линейные изометрические
отображения F :X → X∗∗ и H:Y → Y ∗∗ вида

(Fx)(f) = f(x) ∀x ∈ X, ∀ f ∈ X∗,

(Hy)(g) = g(y) ∀ y ∈ Y, ∀ g ∈ Y ∗.

Тогда для всех x ∈ X и g ∈ Y ∗ получаем(
H(Ax)

)
(g) = g(Ax) = (A∗g)(x) = (Fx)(A∗g) = (A∗∗Fx)(g).

Следовательно, справедливо равенство HA = A∗∗F . Так как отобра-
жение F — изометрия, то выполнено вложение

F
(
B1(0)

)
⊂ B∗∗1 (0) — единичный шар в пространстве X∗∗.
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Отсюда получаем

A∗∗F
(
B1(0)

)
⊂ A∗∗

(
B∗∗1 (0)

)
,

а это вполне ограниченное множество в пространстве Y ∗∗ в силу
компактности оператора A∗∗. Тогда множество HA

(
B1(0)

)
является

вполне ограниченным в Y ∗∗. Так как отображениеH — изометрия, то
множество A

(
B1(0)

)
является вполне ограниченным в пространстве

Y . Таким образом, оператор A является компактным. �

Сл е д с т в и е 5.8.16. (Фредгольм) Пусть линейный опера-
тор A ∈ K(X). Тогда для любого скаляра λ 6= 0 справедливы равен-
ства

ImAλ = ⊥ (KerA∗λ) , ImA∗λ = (KerAλ)
⊥
.

Док а з а т е л ь с т в о. Применяя следствие 5.6.11 и утвержде-
ние 5.8.13 для компактного оператора A, получаем равенства

ImAλ = [ImAλ] = ⊥ (KerA∗λ) .

Так как (Aλ)∗ = A∗λ, то, применяя теорему 5.6.13, для оператора Aλ,
имеющего замкнутое множество значений ImAλ, получаем

ImA∗λ = (KerAλ)
⊥
.

�

З а д а ч а 5.8.17. Пусть Y — рефлексивное сепарабельное про-
странство. Пусть линейный оператор A ∈ L(c0, Y ). Доказать, что A
— компактный оператор.

Решени е. В силу утверждения 5.2.5 имеет место равенство
(c0)∗ = `1. Следовательно, сопряжённый оператор A∗:Y ∗ → `1. За-
метим, что в силу рефлексивности пространства Y имеет место ре-
флексивность сопряжённого пространства Y ∗. Так как пространство
Y ещё и сепарабельно, то изометричное ему пространство Y ∗∗ тоже
является сепарабельным. Тогда в силу утверждения 5.2.11 получаем
сепарабельность пространства Y ∗. Следовательно, в силу утвержде-
ния задачи 5.8.12 получаем компактность сопряжённого оператора
A∗. Отсюда в силу утверждения 5.8.15 получаем компактность опе-
ратора A. N

Утв е ржд е н и е 5.8.18. Пусть оператор A ∈ K(X), а нетри-
виальный скаляр λ ∈ σp(A). Тогда справедливо неравенство

ImAλ 6= X.
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Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что

ImAλ = X.

Для любого n ∈ N рассмотрим замкнутое подпространство

Mn = Ker(Aλ)n.

Так как
λ ∈ σp(A), то KerAλ = M1 6= {0}.

Следовательно, существует нетривиальный вектор x1 ∈M1. Так как
ImAλ = X, то существует вектор x2 ∈ X, такой, что

Aλ(x2) = x1 6= 0.

Тогда

x2 6∈M1, но (Aλ)2(x2) = Aλ(x1) = 0, т. е. x2 ∈M2.

Отсюда, в частности, следует, что

M1  M2.

Предположим, рассуждая по индукции, что для номера n > 2 и
любого m ∈ 1, n определены нетривиальные векторы xm ∈Mm вида

Aλ(xk) = xk−1 ∀ k ∈ 2,m.

Так как ImAλ = X, то существует вектор xn+1 ∈ X, такой, что

Aλ(xn+1) = xn ∈Mn.

Следовательно,
(Aλ)n(xn+1) = x1 6= 0,

Тогда

xn+1 6∈Mn, но (Aλ)n+1(xn+1) = Aλ(x1) = 0, т. е. xn+1 ∈Mn+1.

Следовательно, Mn 6= Mn+1, а вложение Mn ⊂Mn+1 очевидно. При
каждом n ∈ N для любого вектора x ∈Mn+1 получаем равенство

(Aλ)n
(
Aλ(x)

)
= (Aλ)n+1(x) = 0, т. е. Aλ(x) ∈Mn.

Таким образом, справедливо вложение

Aλ(Mn+1) ⊂Mn.
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Для любого вектора x ∈Mn получаем

(Aλ)n(Ax) = A
(
(Aλ)n(x)

)
= 0, т. е. A(x) ∈Mn.

Поэтому справедливо вложение

A(Mn) ⊂Mn.

Для любого n ∈ N применим лемму 3.1.21 Рисса о почти перпен-
дикуляре в линейном нормированном пространстве Mn+1 для его
собственного замкнутого подпространства Mn. Получаем, что суще-
ствует вектор zn ∈Mn+1, такой, что

‖zn‖ = 1 и ρ(zn,Mn) >
1

2
.

Тогда для любых m,n ∈ N вида m < n получаем, что

A(zm) ∈ A(Mm+1) ⊂Mm+1 ⊂Mn, Aλ(zn) ∈ Aλ(Mn+1) ⊂Mn.

Следовательно, вектор

w = A(zm)−Aλ(zn) ∈Mn.

Тогда получаем

‖A(zn)−A(zm)‖ = ‖λzn − w‖ > |λ| ρ(zn,Mn) >
|λ|
2
.

Следовательно, последовательность A(zn) не имеет фундаменталь-
ной подпоследовательности, что противоречит компактности опера-
тора A. �

Прим е р 5.8.19. Приведём пример оператора A ∈ L(X), у ко-
торого для некоторого скаляра λ 6= 0 выполнены соотношения

KerAλ 6= {0} и ImAλ = X.

Рассмотрим линейный оператор T : `1 → `1 вида

(Tx)(k) = x(k + 1) ∀x ∈ `1, ∀ k ∈ N.

Имеем
KerT = Lin{e1} 6= {0}, а ImT = `1.

Тогда искомый оператор A = T + I и число λ = 1, т. е. Aλ = T . N
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Утв е ржд е н и е 5.8.20. Пусть линейный операторA ∈ K(X).
Тогда для любого δ > 0 множество

Λδ =
{
λ ∈ σp(A)

∣∣∣ |λ| > δ }
конечно или пусто.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что множество Λδ бесконечно для некоторого δ > 0. Тогда оно
содержит счётное подмножество

{λm}∞m=1 ⊂ Λδ

различных собственных чисел оператора A. Пусть xm ∈ X — соб-
ственный вектор оператора A, соответствующий собственному чис-
лу λm. Тогда для любого n ∈ N векторы x1, . . . , xn линейно незави-
симы, как собственные векторы линейного оператора, отвечающие
различным собственным числам. Для любого n ∈ N определим ко-
нечномерное (и поэтому замкнутое) подпространство

Mn = Lin{xm}nm=1.

Тогда для любого n ∈ N имеем

Mn ⊂Mn+1 и Mn 6= Mn+1,

A(Mn) ⊂Mn и Aλn+1
(Mn+1) ⊂Mn.

Для любого n ∈ N применим лемму 3.1.21 Рисса о почти перпен-
дикуляре в линейном нормированном пространстве Mn+1 для его
собственного замкнутого подпространства Mn. Получаем, что суще-
ствует вектор zn ∈Mn+1, такой, что

‖zn‖ = 1 и ρ(zn,Mn) >
1

2
.

Тогда для любых m,n ∈ N вида m < n получаем, что

A(zm) ∈ A(Mm+1) ⊂Mm+1 ⊂Mn,

Aλn+1
(zn) ∈ Aλn+1

(Mn+1) ⊂Mn.

Следовательно, вектор

w = A(zm)−Aλn+1
(zn) ∈Mn.
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Тогда получаем

‖A(zn)−A(zm)‖ = ‖λn+1zn − w‖ > |λn+1| ρ(zn,Mn) >
δ

2
.

Поэтому последовательность A(zn) не имеет фундаментальной под-
последовательности, что противоречит компактности оператора A.�

Сл е д с т в и е 5.8.21. Пусть линейный оператор A ∈ K(X).
Тогда точечный спектр σp(A) является не более чем счётным (быть
может, пустым) множеством.

Док а з а т е л ь с т в о. Справедливо равенство

σp(A)\{0} =

∞⋃
n=1

Λ 1
n
,

а множество Λ 1
n
конечно или пусто для любого n ∈ N. Следователь-

но, множество σp(A)\{0} не более чем счётно как счётное объеди-
нение конечных или пустых множеств. Тогда и σp(A) не более чем
счётно. �

Утв е ржд е н и е 5.8.22. Пусть линейный операторA ∈ K(X).
Тогда для любого комплексного числа λ 6= 0 имеет место равенство

dim KerAλ = dim KerA∗λ.

Док а з а т е л ь с т в о. Проведём его для случая X = H — гиль-
бертово пространство. Доказательство общего случая см. в теоре-
ме 4.25 [2, ч. I, гл. 4, с. 123].

По утверждению 5.8.15 оператор A∗ ∈ K(X∗). В силу утвержде-
ния 5.8.13 справедливы неравенства

dim KerAλ < +∞ и dim KerA∗λ < +∞,

а подпространства ImAλ и ImA∗λ замкнуты. По теореме 5.6.10 Фред-
гольма, имеем равенства

KerAλ = ⊥ (ImA∗λ) и KerA∗λ = (ImAλ)
⊥
.

Обозначим

m = dim KerAλ, n = dim
(

(ImAλ)
⊥
)
,

m∗ = dim KerA∗λ, n∗ = dim
(⊥ (ImA∗λ)

)
.
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Тогда m = n∗ и m∗ = n. Если для оператора A доказать неравенство

m 6 n,

то аналогичными рассуждениями для оператора A∗ будем иметь
неравенство

m∗ 6 n∗.

Следовательно, получим

m∗ 6 n∗ = m 6 n = m∗, ⇒ m = m∗,

что и требуется.
Предположим, рассуждая от противного, что m > n. В гильбер-

товом пространстве H рассмотрим ортогональные дополнения

M = (KerAλ)
⊥ ⊂ H, N = (ImAλ)

⊥ ⊂ H.

Тогда, по теореме 3.2.14 Рисса об ортогональном дополнении, спра-
ведливы равенства

H = KerAλ ⊕M, H = ImAλ ⊕N.

По предположению имеем

n = dimN < m = dim KerAλ.

Тогда существует линейный оператор F : KerAλ → N , такой, что

KerF 6= {0} и ImF = N.

В силу конечномерности KerAλ, по утверждению 3.4.19, оператор
F является непрерывным. В силу конечномерности N , по утвер-
ждению 5.8.3, оператор F является компактным. Рассмотрим ли-
нейный непрерывный оператор P проектирования из H на KerAλ,
т. е. P :H→ KerAλ и

x− P (x) ∈M ∀x ∈ H.

Определим линейный оператор

Φ = A+ FP ∈ L(H).

Он является компактным в силу компактности оператора A и ком-
пактности оператора FP по утверждению 5.8.10. Заметим, что

Φλ = Aλ + FP.
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По определению оператора F , существует нетривиальный вектор
x0 ∈ KerAλ, такой, что

F (x0) = 0.

При этом, в силу вложения x0 ∈ KerAλ, по определению проектора
P , выполнено равенство P (x0) = x0. Тогда

Φλ(x0) = Aλ(x0) + F (x0) = 0, т. е. x0 ∈ KerΦλ.

Следовательно, λ ∈ σp(Φ). Поэтому, по утверждению 5.8.18, получа-
ем неравенство

ImΦλ 6= H.

С другой стороны, имеем равенства

P (KerAλ) = KerAλ, P (M) = {0},

Φλ (KerAλ) = FP (KerAλ) = F (KerAλ) = N,

Aλ(M) = Aλ(M + KerAλ) = Aλ(H) = ImAλ.

Следовательно, получаем

ImΦλ = Φλ(H) = Φλ (M + KerAλ) =

= Aλ(M) + FP (M) + Φλ(KerAλ) = ImAλ +N = H,

т. е. получили противоречие. �

Те о р ем а 5.8.23. Пусть оператор A ∈ K(X). Тогда любой
нетривиальный элемент спектра оператора A является собственным
значением оператора A, т. е.

σ(A)\{0} = σp(A)\{0}.

Спектр оператора A не более чем счётен и не имеет предельных
точек, кроме, быть может, точки ноль.

Док а з а т е л ь с т в о.Пусть λ ∈ σ(A)\{0}. Если предположить,
что λ 6∈ σp(A), то

KerAλ = {0}.

Так как, по утверждению 5.8.22, имеем

dim KerAλ = 0 = dim KerA∗λ,
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то KerA∗λ = {0}. Тогда по следствию 5.8.16 получаем

ImAλ = ⊥ ({0}) = X.

Следовательно, в силу замечания 5.7.11, получаем λ ∈ ρ(A) — про-
тиворечие. Таким образом, справедливо вложение

λ ∈ σp(A).

Следовательно, доказано равенство

σ(A)\{0} = σp(A)\{0}.

По следствию 5.8.21 получаем, что спектр σ(A) не более чем счётен.
По утверждению 5.8.20 получаем, что любое нетривиальное собствен-
ное значение оператора A является изолированной точкой спектра
σ(A). Поэтому если спектр σ(A) счётен, то его единственной пре-
дельной точкой может быть только ноль. �

З ам е ч а н и е 5.8.24.ПустьX является бесконечномерным прос-
транством, а линейный оператор A ∈ K(X). Тогда

0 ∈ σ(A).

Действительно, если предположить противное, то получим ImA =
= X. Тогда подпространство ImA замкнуто в X. Поэтому, в силу
утверждения 5.8.4, получаем, что ImA = X конечномерно. Это про-
тиворечит бесконечномерности пространства X. �

5.9. Самосопряжённый оператор

В этом параграфе рассматриваются гильбертово пространство H

и линейный оператор A ∈ L(H). В силу теоремы 5.3.1 Рисса—Фреше,
будем отождествлять пространства H∗ и H. Тогда для любого под-
пространства L ⊂ H = H∗ имеем L⊥ = ⊥L — ортогональное допол-
нение подпространства L в H (см. определение 3.2.11). По замеча-
нию 5.6.4, рассматриваем сопряжённый оператор A∗ ∈ L(H) вида

(Ax, y) = (x,A∗y) ∀x, y ∈ H.

При этом операция сопряжения линейного ограниченного оператора
в H является сопряжённо–линейной (см. замечание 5.6.4).
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Опр е д е л е н и е 5.9.1. Линейный оператор A ∈ L(H) назы-
вается самосопряжённым, если A = A∗, т. е.

(A(x), y) = (x,A(y)) ∀x, y ∈ H.

Те о р ем а 5.9.2. (Хеллингер, Теплиц) Пусть линейный опе-
ратор T :H → H является симметричным, т. е. для всех x, y ∈ H

справедливо равенство

(T (x), y) = (x, T (y)).

Тогда T ∈ L(H) и является самосопряжённым оператором.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, рассуждая от противно-
го, что ‖T‖ = +∞. Тогда существует последовательность

{xn}∞n=1 ⊂ H,

такая, что ‖xn‖ = 1 для всех n ∈ N, и справедливо соотношение

‖T (xn)‖ → +∞ при n→∞.

Для любого n ∈ N рассмотрим функционал fn ∈ H∗ следующего
вида:

fn(y) =

(
y,

T (xn)√
‖T (xn)‖

)
∀ y ∈ H.

Тогда, по теореме 5.3.1 Рисса—Фреше, имеем

‖fn‖ =

∥∥∥∥∥ T (xn)√
‖T (xn)‖

∥∥∥∥∥ =
√
‖T (xn)‖ → +∞ при n→∞.

В силу симметричности оператора T , для каждого вектора y ∈ H

получаем

|fn(y)| = |(T (y), xn)|√
‖T (xn)‖

6
‖T (y)‖√
‖T (xn)‖

→ 0 при n→∞.

Следовательно, последовательность функционалов fn является по-
точечно ограниченной в H. Тогда, по теореме 3.4.23 Банаха—Штейн-
гауза, она является ограниченной вH∗. Это означает, что существует
M > 0, такое, что для всех n ∈ N выполнено неравенство

‖fn‖ =
√
‖T (xn)‖ 6M,

т. е. получили противоречие. �

Далее в этом параграфе рассматриваем самосопряжённый опе-
ратор A.
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Утв е ржд е н и е 5.9.3. Cправедливы следующие свойства:
1) (A(x), x) ∈ R для любого x ∈ H;
2) точечный спектр оператора A вещественен, т. е. σp(A) ⊂ R;
3) для любых двух различных собственных чисел оператора A

любые соответствующие им собственные векторы ортогональны;
4) ‖An‖ = ‖A‖n для любого n ∈ N, r(A) = ‖A‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Свойство 1 следует из равенств

(A(x), x) = (x,A(x)) = (A(x), x),

т. е. мнимая часть Im(A(x), x) = 0. Рассмотрим произвольное соб-
ственное число λ ∈ σp(A) оператора A. Пусть x ∈ KerAλ — соб-
ственный вектор A, соответствующий λ. Тогда получаем равенства

(A(x), x) = (λx, x) = λ‖x‖2.

Следовательно, в силу свойства 1, получаем

λ =
(A(x), x)

‖x‖2
∈ R.

Таким образом, σp(A) ⊂ R, т. е. свойство 2 доказано. Рассмотрим те-
перь два различных собственных числа λ1 6= λ2 оператора A. Пусть
x1 ∈ KerAλ1

и x2 ∈ KerAλ2
соответствующие им собственные векто-

ры. Тогда получаем

λ1(x1, x2) = (A(x1), x2) = (x1, A(x2)) = λ2(x1, x2).

Следовательно,
(λ1 − λ2)(x1, x2) = 0.

Так как λ1−λ2 6= 0, то получаем (x1, x2) = 0, т. е. свойство 3 доказа-
но. Далее, по определению операторной нормы очевидно неравенство

‖An‖ 6 ‖A‖n ∀n ∈ N.

Предположим, рассуждая по индукции, что для некоторого m ∈ N
и для всех k ∈ 1,m справедливо равенство ‖Ak‖ = ‖A‖k (для m = 1
это верно). Тогда для любого x ∈ H вида ‖x‖ = 1 получаем

‖Am(x)‖2 =
(
Am(x), Am(x)

)
=
(
Am+1(x), Am−1(x)

)
6

6 ‖Am+1(x)‖ ‖Am−1(x)‖ 6 ‖Am+1‖ ‖Am−1‖ = ‖Am+1‖ ‖A‖m−1.
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Следовательно, справедливо соотношение

‖A‖2m = ‖Am‖2 = sup
‖x‖=1

‖Am(x)‖2 6 ‖Am+1‖ ‖A‖m−1.

Отсюда получаем ‖A‖m+1 6 ‖Am+1‖, т. е. справедливо равенство

‖A‖m+1 = ‖Am+1‖,

что и требовалось. Наконец, спектральный радиус

r(A) = lim
n→∞

n
√
‖An‖ = ‖A‖,

т. е. свойство 4 доказано. �

Прим е р 5.9.4. Приведём пример самосопряжённого операто-
ра A с пустым точечным спектром. Рассмотрим гильбертово про-
странство H = L2

(
[0, 1]

)
и линейный оператор A ∈ L(H) вида

(Ax)(t) = tx(t) для п. в. t ∈ [0, 1] ∀x ∈ H.

Так как для всех x, y ∈ H справедливо равенство

(A(x), y) =

∫
[0,1]

t x(t) y(t) dµ =

∫
[0,1]

x(t) t y(t) dµ = (x,A(y)),

то оператор A является самосопряжённым. Для любого λ ∈ C рас-
смотрим x ∈ KerAλ. Тогда для п. в. t ∈ [0, 1] имеем

(t− λ)x(t) = 0.

Так как t− λ 6= 0 для почти всех t ∈ [0, 1], то получаем

x(t) = 0 для п. в. t ∈ [0, 1].

Следовательно, x = 0 в H, то есть KerAλ = {0} для любого λ ∈ C.
Это означает, что σp(A) = ∅. N

Утв е ржд е н и е 5.9.5. Для любого числа λ ∈ C справедливо
равенство

KerAλ ⊕ [ImAλ] = H.
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Док а з а т е л ь с т в о. Для любого λ ∈ C имеем

(Aλ)∗ = A∗ − λI∗ = A− λI = Aλ.

Следовательно, по следствию 5.6.11 теоремы Фредгольма получаем(
KerAλ

)⊥
= [ImAλ].

Следовательно, по теореме 3.2.14 об ортогональном дополнении по-
лучаем равенство

KerAλ ⊕ [ImAλ] = H.

Если мнимая часть числа λ нетривиальна, то по свойству 2 утвер-
ждения 5.9.3 получаем соотношения

λ 6∈ σp(A) ⊂ R и λ 6∈ σp(A) ⊂ R.

Следовательно,
KerAλ = KerAλ = {0}.

Если же λ ∈ R, то λ = λ, и поэтому

KerAλ = KerAλ.

Следовательно, получаем требуемое равенство

KerAλ ⊕ [ImAλ] = H.

�

Утв е ржд е н и е 5.9.6. Для любого числа λ ∈ C с нетриви-
альной мнимой частью Imλ 6= 0 справедливы вложение

λ ∈ ρ(A)

и оценка для нормы резольвенты

‖RA(λ)‖ 6 1

| Imλ|
.

Док а з а т е л ь с т в о. По условию

λ = µ+ iν, где µ, ν ∈ R, причём ν 6= 0.
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Тогда для любого x ∈ H получаем

‖Aλ(x)‖2 = (Aµ(x)− iνx,Aµ(x)− iνx) =

= ‖Aµ(x)‖2 − iν(x,Aµ(x)) + iν(Aµ(x), x) + ν2‖x‖2.

Так как µ ∈ R, то имеем

(Aµ)∗ = Aµ, ⇒ (x,Aµ(x)) = (Aµ(x), x).

Следовательно, получаем

‖Aλ(x)‖2 = ‖Aµ(x)‖2 + ν2‖x‖2 > ν2‖x‖2.

Таким образом, для любого x ∈ H справедливо неравенство

‖Aλ(x)‖ > |ν| ‖x‖,

т. е. оператор Aλ ограничен снизу на H. Тогда, в силу утвержде-
ния 3.5.12, получаем, что оператор Aλ непрерывно обратим, т. е.
существует обратный оператор

(Aλ)−1 ∈ L(ImAλ,H).

При этом, в силу утвержения 3.5.13, множество значений оператора
Aλ является замкнутым. Но тогда, в силу KerAλ = {0} и утвержде-
ния 5.9.5, получаем равенство ImAλ = H. Поэтому

(Aλ)−1 = RA(λ) ∈ L(H),

т. е. справедливо вложение λ ∈ ρ(A). При этом для любого x ∈ H

имеем
‖RA(λ)x‖ 6 ‖AλRA(λ)(x)‖

|ν|
=
‖x‖
|ν|

.

Следовательно, выполнено неравенство

‖RA(λ)‖ 6 1

|ν|
,

что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.9.7. Спектр самосопряжённого оператора ве-
щественен, т. е. справедливо вложение

σ(A) ⊂ R.
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Док а з а т е л ь с т в о. Непосредственно следует из определе-
ния спектра σ(A) = C\ρ(A) и утверждения 5.9.6. �

Утв е ржд е н и е 5.9.8. Число λ ∈ ρ(A) тогда и только тогда,
когда оператор Aλ является ограниченным снизу на H, т. е. суще-
ствует число L > 0, такое, что для всех x ∈ H выполнено неравенство

‖Aλ(x)‖ > L‖x‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость условия ограниченности
снизу оператора Aλ на H для выполнения вложения λ ∈ ρ(A) сразу
следует из утверждения 3.5.12, при этом

L =
1

‖Rλ(A)‖
.

Докажем достаточность. Пусть оператор Aλ является ограниченным
снизу на H. Тогда, в силу утверждения 3.5.12, получаем, что опера-
тор Aλ непрерывно обратим, т. е. существует обратный оператор

(Aλ)−1 ∈ L(ImAλ,H).

При этом, в силу утверждения 3.5.13, образ оператора Aλ является
замкнутым. Но тогда, в силу KerAλ = {0} и утверждения 5.9.5,
получаем равенство ImAλ = H. Следовательно,

(Aλ)−1 = RA(λ) ∈ L(H),

т. е. справедливо вложение λ ∈ ρ(A), что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.9.9. Число λ ∈ σ(A) тогда и только тогда, ко-
гда существует последовательность векторов xn ∈ H вида ‖xn‖ = 1,
таких, что

‖Aλ(xn)‖ → 0 при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Вложение λ ∈ σ(A) равносильно соотно-
шению λ 6∈ ρ(A), которое, в силу утверждения 5.9.8, выполняется
тогда и только тогда, когда оператор Aλ не является ограниченным
снизу на H. Это в свою очередь равносильно тому, что для любого
n ∈ N существует вектор zn ∈ H, такой, что выполнено неравенство

‖Aλ(zn)‖ < ‖zn‖
n

.
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Следовательно, для любого n ∈ N выполнено неравенство zn 6= 0.
Определим единичный вектор

xn =
zn
‖zn‖

.

Получаем

‖Aλ(xn)‖ < 1

n
→ 0 при n→∞,

что и требовалось. �

Утв е ржд е н и е 5.9.10. Определим вещественные числа

m− = inf
‖x‖=1

(A(x), x), m+ = sup
‖x‖=1

(A(x), x).

Тогда справедливы вложения

σ(A) ⊂ [m−,m+], m± ∈ σ(A).

Док а з а т е л ь с т в о. По определению чисел m± для любого
вектора x ∈ H справедливы неравенства

m−‖x‖2 6 (A(x), x) 6 m+‖x‖2.

Тогда для любого вещественного числа λ > m+ и любого x ∈ H

получаем

(λ−m+)‖x‖2 6 (λx, x)− (A(x), x) = −(Aλ(x), x) 6 ‖Aλ(x)‖ ‖x‖,

т. е. справедливо неравенство

(λ−m+)‖x‖ 6 ‖Aλ(x)‖.

Следовательно, оператор Aλ ограничен снизу на H. В силу утвер-
ждения 5.9.8, получаем вложение

λ ∈ ρ(A).

Аналогично, для любого вещественного числа λ < m− и любого x ∈
∈ H получаем

(m− − λ)‖x‖2 6 (A(x), x)− (λx, x) = (Aλ(x), x) 6 ‖Aλ(x)‖ ‖x‖,

т. е. справедливо неравенство

(m− − λ)‖x‖ 6 ‖Aλ(x)‖.
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Следовательно, оператор Aλ ограничен снизу на H. В силу утвер-
ждения 5.9.8, получаем вложение

λ ∈ ρ(A).

Так как по следствию 5.9.7 спектр оператора A вещественен, то по-
лучаем вложение

σ ⊂ [m−,m+].

Докажем, что m+ ∈ σ(A). В силу утверждения 5.9.9, для этого тре-
буется найти последовательность векторов xn ∈ H вида ‖xn‖ = 1,
таких, что

‖Am+
(xn)‖ → 0 при n→∞.

По определению числаm+, существует последовательность векторов
xn ∈ H вида ‖xn‖ = 1, таких, что

(A(xn), xn)→ m+ при n→∞.

Следовательно,

(Am+
(xn), xn)→ 0 при n→∞.

По определению числа m+, для любого вектора x ∈ H выполнено
неравенство

(Am+
(x), x) 6 0.

Определим в H “полускалярное” произведение

〈x, y〉 = −(Am+(x), y) ∀x, y ∈ H.

Тогда при всех x ∈ H выполнено неравенство

〈x, x〉 > 0.

В силу равенства (Am+
)∗ = Am+

, для всех x, y ∈ H получаем равен-
ство

〈x, y〉 = −(x, (Am+
(y))) = −(Am+

(y), x) = 〈y, x〉.

Следовательно, для “полускалярного” произведения справедливо нера-
венство Коши—Буняковского. Действительно, для любых векторов
x, y ∈ H и любого t ∈ R получаем неравенство

0 6 〈x− ty, x− ty〉 = 〈x, x〉 − 2tRe〈x, y〉+ t2〈y, y〉.
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Следовательно, справедливо неравенство

(Re〈x, y〉)2 − 〈x, x〉〈y, y〉 6 0.

Записав комплексное число 〈x, y〉 в экспоненциальной форме

〈x, y〉 = eiϕ|〈x, y〉|,

получим

|〈x, y〉| = 〈x, eiϕy〉 = Re〈x, eiϕy〉 6

6
√
〈x, x〉

√
〈eiϕy, eiϕy〉 =

√
〈x, x〉

√
〈y, y〉,

т. е. получаем неравенство Коши—Буняковского

|〈x, y〉|2 6 〈x, x〉〈y, y〉.

Тогда для любого n ∈ N имеем соотношения

‖Am+
(xn)‖2 =

(
Am+

(xn), Am+
(xn)

)
= −

〈
xn, Am+

(xn)
〉
6

6
∣∣〈xn, Am+

(xn)
〉∣∣ 6 〈xn, xn〉 〈Am+

(xn), Am+
(xn)

〉
6

6
∣∣(Am+

(xn), xn
)∣∣ ‖Am+

‖3 → 0 при n→∞.

Таким образом, в силу утверждения 5.9.9 получаем требуемое вло-
жениеm+ ∈ σ(A). Совершенно аналогично доказывается другое вло-
жение m− ∈ σ(A). �

Сл е д с т в и е 5.9.11. Справедливы равенства

‖A‖ = max
{
|m−|, |m+|

}
= r(A).

Док а з а т е л ь с т в о. По определению спектрального радиуса
оператора A имеем равенство

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Так как по утверждению 5.9.10 выполнены вложения m± ∈ σ(A), то
имеют место неравенства

|m±| 6 r(A), ⇒ max
{
|m−|, |m+|

}
6 r(A).
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С другой стороны, по тому же утверждению 5.9.10, в силу вложения
σ ⊂ [m−,m+], для любого λ ∈ σ(A) получаем неравенство

|λ| 6 max
{
|m−|, |m+|

}
.

Следовательно,
r(A) 6 max

{
|m−|, |m+|

}
.

Таким образом, справедливо равенство

max
{
|m−|, |m+|

}
= r(A).

В силу пункта 4 утверждения 5.9.3, имеем равенство

r(A) = ‖A‖.

Отсюда получаем требуемые равенства

max
{
|m−|, |m+|

}
= ‖A‖ = r(A).

�

Сл е д с т в и е 5.9.12. Пусть нетривиальный линейный опера-
тор T ∈ K(H). Тогда справедливы равенства

‖T‖ =
√
r(T ∗T ) =

√
max

λ∈σp(T∗T )
|λ|.

Док а з а т е л ь с т в о.Оператор T ∗T является самосопряжённым.
Поэтому, по следствию 5.9.11, получаем равенства

r(T ∗T ) = ‖T ∗T‖ = max
{ ∣∣m+(T ∗T )

∣∣ , ∣∣m−(T ∗T )
∣∣} =

= sup
‖x‖=1

∣∣(T ∗T (x), x
) ∣∣ = sup

‖x‖=1

∣∣ (T (x), T (x)
)∣∣ =

= sup
‖x‖=1

‖T (x)‖2 = ‖T‖2.

По теореме 5.8.15 и утверждению 5.8.10, оператор T ∗T является ком-
пактным. Так как оператор T 6= 0, то имеем

r(T ∗T ) = ‖T ∗T‖ = ‖T‖2 > 0.
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Поэтому, по теореме 5.8.23, получаем

σp(T
∗T ) 6= ∅

и имеем равенство
r(T ∗T ) = max

λ∈σp(T∗T )
|λ|,

что и требовалось. �

Прим е р 5.9.13. Рассмотрим линейный оператор Вольтерра:

A:L2[0, 1]→ L2[0, 1],

который имеет вид

(Ax)(t) =

∫
[0,t]

x(τ) dµ(τ) для п. в. t ∈ [0, 1] ∀x ∈ L2[0, 1].

Вычислим норму этого линейного оператора. Заметим, что оператор
Вольтерра можно записать в виде

(Ax)(t) =

∫
[0,1]

K(t, τ) dµ(τ) для п. в. t ∈ [0, 1] ∀x ∈ L2[0, 1],

где функция K ∈ L2

(
[0, 1]2

)
имеет вид

K(t, τ) =

 1, 0 6 τ 6 t 6 1,

0, 0 6 t < τ 6 1.

Следовательно, как показано в примере 5.8.9, оператор Вольтерра
является компактным в L2[0, 1], т. е. справедливо вложение A ∈
∈ K

(
L2[0, 1]

)
. Для вычисления нормы оператора A воспользуемся

следствием 5.9.12, согласно утверждению которого справедливо ра-
венство

‖A‖ =
√
r
(
A∗A

)
=
√

max
λ∈σp(A∗A)

|λ|.

Вычислим сопряжённый оператор A∗:L2[0, 1] → L2[0, 1]. Рассмот-
рим произвольные функции x, y ∈ CL2[0, 1]. Так как, в силу утвер-
ждения 4.3.41, интегралы Римана и Лебега непрерывной функции
совпадают, то получаем

(Ax, y) =

1∫
0

dt

 t∫
0

x(τ) dτ

 y(t) =

1∫
0

dτ x(τ)

 1∫
τ

y(t) dt

 = (x,A∗y).
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Следовательно, для любой непрерывной функции y ∈ CL2[0, 1] для
п. в. t ∈ [0, 1] справедливо равенство

(A∗y)(t) =

1∫
t

y(τ) dτ =

∫
[t,1]

y(τ) dµ(τ).

Так как пространство CL2[0, 1] является всюду плотным в L2[0, 1], то
для любого x ∈ L2[0, 1] существует последовательность yn ∈ CL2[0, 1],
такая, что

‖x− yn‖2 → 0 при n→∞.

Тогда, в силу непрерывности оператора A∗, получаем

‖A∗x−A∗yn‖2 → 0 при n→∞.

Для любого t ∈ [0, 1], в силу неравенства Коши—Буняковского, име-
ем∣∣∣∣∣∣∣
∫

[t,1]

x(τ) dµ(τ)−
∫

[t,1]

yn(τ) dµ(τ)

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∫

[0,1]

∣∣x(τ)− yn(τ)
∣∣ dµ(τ) 6 ‖x−yn‖2.

Следовательно, получаем∥∥∥∥∥∥∥
∫

[t,1]

x(τ) dµ(τ)−
∫

[t,1]

yn(τ) dµ(τ)

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

=

√√√√√√ 1∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[t,1]

x(τ) dµ(τ)−
∫

[t,1]

yn(τ) dµ(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
2

dµ(t) 6

6

√√√√√ 1∫
0

(
‖x− yn‖2

)2
dµ(t) = ‖x− yn‖2 → 0 при n→∞.

Таким образом, при n→∞ выполнено соотношение∥∥∥∥∥∥∥(A∗x)(t)−
∫

[t,1]

x(τ) dµ(τ)

∥∥∥∥∥∥∥
2

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥(A∗yn)(t)−
∫

[t,1]

x(τ) dµ(τ)

∥∥∥∥∥∥∥
2

= 0.
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Следовательно, получаем равенство

(A∗x)(t) =

∫
[t,1]

x(τ) dµ(τ) для п. в. t ∈ [0, 1] ∀x ∈ L2[0, 1].

Рассмотрим самосопряжённый компактный оператор

A∗A:L2[0, 1]→ L2[0, 1],

который имеет вид

(A∗Ax)(t) =

∫
[t,1]

dµ(τ)

∫
[0,τ ]

dµ(ξ)x(ξ) для п. в. t ∈ [0, 1]

и для любого x ∈ L2[0, 1]. Вычислим его точечный спектр. Нетриви-
альное число λ является собственным числом оператора A∗A тогда
и только тогда, когда существует ненулевая функция xλ ∈ L2[0, 1],
такая, что

xλ(t) =
1

λ
(A∗Axλ)(t) для п. в. t ∈ [0, 1].

Так как для любой функции x ∈ L2[0, 1] отображение t 7→ (A∗Ax)(t)
является непрерывным на отрезке [0, 1], то без ограничения общно-
сти считаем функцию xλ непрерывной на отрезке [0, 1], а равенство

xλ(t) =
1

λ

(
A∗Axλ

)
(t) (∗)

выполненым для всех t ∈ [0, 1]. Тогда, так как для любой непре-
рывной функции x ∈ C[0, 1] отображение t 7→ (A∗Ax)(t) является
дважды непрерывно дифференцируемой на отрезке [0, 1] функцией,
то функция xλ также является дважды непрерывно дифференци-
руемой на отрезке [0, 1]. Дважды дифференцируя равенство (∗) по
t ∈ [0, 1], получаем

x′λ(t) = − 1

λ

t∫
0

x(τ) dτ, x′′λ(t) = −x(t)

λ
∀ t ∈ [0, 1],

и граничные условия

xλ(1) = 0 и x′λ(0) = 0.
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Так как выполнены соотношения

λ
(
‖xλ‖2

)2
= (λxλ, xλ) = (A∗Axλ, xλ) = (Axλ, Axλ) =

(
‖Axλ‖2

)2
> 0,

то получаем неравенство λ > 0. Следовательно,

xλ = C cos

(
t√
λ

)
для числа C 6= 0. Условие xλ(1) = 0 означает

1√
λ

= −π
2

+ πn для n ∈ N.

Поэтому точечный спектр оператора A∗A имеет вид

σp(A
∗A)\{0} =

{ (
−π

2
+ πn

)−2 ∣∣ n ∈ N } .
Отсюда окончательно находим

‖A‖ =

√
max
n∈N

1(
−π2 + πn

)2 =

√
1(

−π2 + π
)2 =

2

π
.

Заметим, что 0 6∈ σp(A∗A), хотя это соотношение не нужно для вы-
числения ‖A‖. Тем не менее докажем его. Если x ∈ Ker

(
A∗A

)
, то

получаем вложение

Ax ∈ KerA∗ = (ImA)
⊥
.

Но также Ax ∈ ImA. Следовательно, Ax = 0, т. е.

x ∈ KerA = (ImA∗)
⊥
.

Рассмотрим подпространство

E = A∗
(
CL2[0, 1]

)
⊂ ImA∗.

Так как справедливо равенство

E =

{
z ∈ CL2[0, 1]

∣∣∣∣ z — непрерывно дифференцируема
на отрезке [0, 1] и z(1) = 0

}
,

то очевидно, что подпространство E всюду плотно в L2[0, 1]. Следо-
вательно,

E⊥ = {0}.
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Тогда получаем
{0} ⊂ (ImA∗)

⊥ ⊂ E⊥ = {0}.

Поэтому KerA = {0}, т. е. x = 0 в L2[0, 1]. Таким образом, Ker
(
A∗A

)
тривиально в L2[0, 1], и, поэтому, ноль не принадлежит точечному
спектру оператора A∗A. N

Те о р ем а 5.9.14. (Гильберт, Шмидт) Пусть A — нетриви-
альный компактный самосопряжённый оператор. Тогда в замкнутом
подпространстве (KerA)⊥ существует не более чем счётная ортого-
нальная полная система из собственных векторов оператора A, т. е.
существует не более чем счётное множество

E ⊂ (KerA)⊥,

состоящее из попарно ортогональных собственных векторов опера-
тора A, такое, что справедливо равенство

[ LinE ] = (KerA)⊥.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как оператор A нетривиален, то име-
ем ‖A‖ > 0. По свойству 4 утверждения 5.9.3, выполнено

r(A) = ‖A‖ > 0,

Поэтому существует нетривиальное число λ ∈ σ(A). По теореме 5.8.23,
число λ является собственным числом компактного оператора A. По
той же теореме 5.8.23, точечный спектр компактного оператора A не
более чем счётен. В силу утверждения 5.8.13, для любого нетриви-
ального числа λ ∈ σp(A)\{0} ядро KerAλ конечномерно, т. е.

Nλ = dim KerAλ ∈ N,

а в KerAλ существует ортогональный базис{
xm(λ) : m ∈ 1, Nλ

}
из собственных векторов оператора A, соответствующих числу λ.
В силу пункта 3 утверждения 5.9.3, собственные векторы самосо-
пряжённого оператора A, соответствующие различным собственным
значениям, ортогональны. Таким образом, множество

E =
{
xm(λ)

∣∣ m ∈ 1, Nλ, λ ∈ σp(A)\{0}
}
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не пусто, не более чем счётно, и состоит из попарно ортогональных
собственных векторов оператора A. Заметим, что в случае KerA 6=
6= {0}, в силу пункта 3 утверждения 5.9.3, получаем вложение

E ⊂ (KerA)⊥.

Если же KerA = {0}, то также имеем вложение

(KerA)⊥ = H ⊃ E.

Определим замкнутое подпространство

L = [ LinE ] .

Требуется доказать, что справедливо равенство

L = (KerA)⊥.

Так как E ⊂ (KerA)⊥, то и LinE ⊂ (KerA)⊥. Следовательно, в силу
замкнутости подпространства (KerA)⊥ получаем вложение

L ⊂ (KerA)⊥.

Множество (KerA)⊥ как замкнутое подпространство гильбертова
пространства H само является гильбертовым пространством. Рас-
смотрим замкнутое подпространство

M =
{
x ∈ (KerA)⊥

∣∣ (x, y) = 0 ∀ y ∈ L
}
.

Это ортогональное дополнение подпространстча L в (KerA)⊥. По
теореме 3.2.14 Рисса об ортогональном дополнении, получаем ра-
венство

L⊕M = (KerA)⊥.

По определению множества E, справедливо вложение

A(LinE) ⊂ LinE.

Следовательно, в силу непрерывности оператора A получаем

A(L) ⊂ L.

Тогда для любого x ∈M и любого y ∈ L, в силу самосопряжённости
оператора A, получаем

(A(x), y) = (x,A(y)) = 0.
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Поэтому A(x) ∈M , т. е. справедливо вложение

A(M) ⊂M.

МножествоM как замкнутое подпространствоH само является гиль-
бертовым пространством. Таким образом, оператор A:M →M явля-
ется компактным и самосопряжённым в гильбертовом пространстве
M . Если оператор A является нетривиальным на M , т. е. A(M) 6=
6= {0}, то, в силу утверждения 5.9.3 и теоремы 5.8.23, оператор A
имеет собственный вектор z ∈ M , отвечающий некоторому числу
µ ∈ σp(A)\{0}. Но тогда, по определению множества E, получаем
вложения

z ∈ KerAµ ⊂ LinE ⊂ L.

Так как к тому же z ∈ M , то выполнено равенство (z, z) = 0, т. е.
z = 0. Но это противоречит определению z как собственного векто-
ра оператора A на M . Поэтому A(M) = {0}. Тогда M ⊂ KerA, и
одновременно M ⊂ (KerA)⊥. Следовательно,

M ⊂ (KerA) ∩ (KerA)⊥ = {0},

т. е. M = {0} — тривиальное подпространство. Таким образом, по-
лучаем L = (KerA)⊥, что и требовалось. �

Сл е д с т в и е 5.9.15. Пусть A — нетривиальный компактный
самосопряжённый оператор. Тогда в (KerA)⊥ существует не более
чем счётный ортогональный базис

E = {en}Nn=1, где N ∈ N ∪ {+∞},

из собственных векторов оператора A. При этом для любого x ∈ H

существует единственный вектор x0 ∈ KerA, такой, что справедливо
равенство

x = x0 +

N∑
n=1

(x, en)

(en, en)
en.

Иными словами, справедливо следующее разложение гильбертова
пространства:

H = KerA⊕
(

N
⊕
n=1

Lin en

)
.
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Док а з а т е л ь с т в о. Определённое в теореме 5.9.14 Гильбер-
та—Шмидта множество

E = {en}Nn=1 ⊂ (KerA)⊥, где N ∈ N ∪ {+∞},

состоящее из попарно ортогональных собственных векторов en опе-
ратора A, образует в (KerA)⊥ не более чем счётную полную орто-
гональную систему векторов. Следовательно, по теореме 3.3.12, си-
стема {en}Nn=1 образует в гильбертовом пространстве (KerA)⊥ ор-
тогональный базис, а любой вектор z ∈ (KerA)⊥ представляется
сходящимся в (KerA)⊥ рядом Фурье

z =

N∑
n=1

(z, en)

(en, en)
en.

По теореме 3.2.14 Рисса об ортогональном дополнении, справедливо
равенство

KerA⊕ (KerA)⊥ = H.

Следовательно, для любого вектора x ∈ H существуют единствен-
ные векторы x0 ∈ KerA и z ∈ (KerA)⊥, такие, что x = x0 + z. Так
как (x0, en) = 0 для любого номера n ∈ 1, N , то получаем равенство
(z, en) = (x, en) для всех номеров n ∈ 1, N . Следовательно, получаем
требуемое равенство

x = x0 +
N∑
n=1

(z, en)

(en, en)
en = x0 +

N∑
n=1

(x, en)

(en, en)
en.

При этом, в силу равенства Парсеваля, имеем равенство

‖x‖2 = ‖x0‖2 +

N∑
n=1

|(x, en)|2

‖en‖2
.

�

З ам е ч а н и е 5.9.16. Пусть A — нетривиальный компактный
самосопряжённый оператор, E = {en}Nn=1 — ортогональный базис
из собственных векторов оператора A в подпространстве (KerA)⊥,
где N ∈ N ∪ {+∞}. Рассмотрим линейные операторы ортогонально-
го проектирования из H на ядро KerA и на одномерное подпро-
странство Lin{en} для любого номера n ∈ 1, N . Пусть оператор
P0:H→ KerA — ортогональный проектор на ядро KerA, а оператор
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Pn:H→ Lin{en} — ортогональный проектор на одномерное подпро-
странство Lin{en}, где номер n ∈ 1, N . Для любого вектора x ∈ H

справедливо равенство

Pn(x) =
(x, en)

(en, en)
en.

Для любого номера n ∈ 1, N выполнено равенство ‖Pn‖ = 1. Если
KerA 6= {0}, то имеем ‖P0‖ = 1, если же KerA = {0}, то оператор P0

тривиален. По следствию 5.9.15, для любого x ∈ H имеем равенство

x = P0(x) +

N∑
n=1

Pn(x).

Так как AP0 = 0, а для любого номера n ∈ 1, N выполнено

APn = λnPn,

где λn — собственное число оператора A, соответствующее собствен-
ному вектору en, то для любого x ∈ H получаем равенство

A(x) =

N∑
n=1

λnPn(x).

Если N ∈ N, то оператор A представляет собой конечную линейную
комбинацию ортогональных проекторов

A =

N∑
n=1

λnPn.

Если же имеем N = +∞, то для любого x ∈ H, в силу равенства
Парсеваля, имеем ∥∥∥∥∥A(x)−

n∑
m=1

λmPm(x)

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
∞∑

m=n+1

λm
(x, em)

(em, em)
em

∥∥∥∥∥ =

√√√√ ∞∑
m=n+1

|λm|2
|(x, em)|2
‖em‖2

6

6

(
sup
m>n
|λm|

)√√√√ ∞∑
m=n+1

|(x, em)|2
‖em‖2

6

(
sup
m>n
|λm|

)
‖x‖.
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Следовательно, справедливо неравенство∥∥∥∥∥A−
n∑

m=1

λmPm

∥∥∥∥∥ 6 sup
m>n
|λm|.

Так как по теореме 5.8.23 имеет место предельное соотношение

λm → 0 при m→∞,

то получаем ∥∥∥∥∥A−
n∑

m=1

λmPm

∥∥∥∥∥→ 0 при n→∞.

Поэтому справедливо равенство

A =

∞∑
m=1

λmPm,

причём ряд сходится в L(H) по операторной норме. �

Для любого λ ∈ ρ(A) вычислим резольвенту

RA(λ) = (Aλ)−1 ∈ L(H)

оператора A. Для этого при каждом y ∈ H вычислим единственный
вектор x ∈ H вида

Aλ(x) = y.

Это уравнени, в силу замечания 5.9.16, равносильно равенству

Aλ(x) =

N∑
n=1

(λn − λ)Pn(x)− λP0(x) = P0(y) +

N∑
n=1

Pn(y).

Следовательно, для любого номера n ∈ 1, N получаем

(λn − λ)Pn(x) = Pn(y) и − λP0(x) = P0(y).

Таким образом, справедливы равенства

x = (Aλ)−1(y) = P0(x) +

N∑
n=1

Pn(x) = −P0(y)

λ
+

N∑
n=1

Pn(y)

λn − λ
.
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Итак, для любого вектора y ∈ H получаем равенство

(Aλ)−1(y) = −P0(y)

λ
+

N∑
n=1

Pn(y)

λn − λ
.

Если N ∈ N, то резольвента оператора A имеет вид конечной линей-
ной комбинации проекторов

RA(λ) = −P0

λ
+

N∑
n=1

Pn
λn − λ

.

Если же имеем N = +∞, то последовательность линейных ограни-
ченных операторов

Sn = −P0

λ
+

n∑
m=1

Pm
λm − λ

является поточечно сходящейся в пространстве H при n → ∞ к
резольвенте RA(λ), но не является фундаментальной в пространстве
L(H). Действительно, для любого n ∈ N получаем

‖Sn+1 − Sn‖ =
‖Pn+1‖
|λn+1 − λ|

>
1

|λn+1|+ |λ|
>

1

‖A‖+ |λ|
.

Следовательно, поточечно сходящаяся к резольвенте RA(λ) после-
довательность операторов Sn является расходящейся в пространстве
L(H).

З а д а ч а 5.9.17. Пусть для оператора A ∈ L(H) справедливо
вложение A∗A ∈ K(H). Доказать, что A ∈ K(H).

Решени е. Требуется доказать вполне ограниченность множе-
ства A

(
B1(0)

)
. В силу утверждения 2.2.6, достаточно проверить, что

любая последовательность yn ∈ A
(
B1(0)

)
имеет фундаментальную

подпоследовательность. Для любого n ∈ N существует вектор xn ∈
∈ B1(0), такой что yn = Axn. Так как оператор A∗A компактен,
то множество A∗A

(
B1(0)

)
вполне ограничено. Следовательно, по-

следовательность zn = A∗Axn имеет фундаментальную подпоследо-
вательность znk = A∗Axnk . Покажем, что тогда подпоследователь-
ность ynk = Axnk также фундаментальна. Имеем:

‖ynk − ynm‖2 =
(
A(xnk − xnm), A(xnk − xnm)

)
=

=
(
xnk − xnm , A∗A(xnk − xnm)

)
=
(
xnk − xnm , znk − znm

)
6

6 ‖xnk − xnm‖ ‖znk − znm‖ 6 2 ‖znk − znm‖ → 0 при k,m→∞,

что и требовалось. N
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Заключение

Представленный курс призван дать читателю начальные пред-
ставления о предмете функционального анализа, его основных иде-
ях и конструкциях. Аппарат функционального анализа является тем
математическим языком, на котором решается большое количество
современных прикладных задач, например, из теории оптимального
управления или математической физики. Естественным продолже-
нием этого курса является изучение теории неограниченных линей-
ных операторов, имеющей многочисленные приложения в современ-
ной математической физике, спектральной теории линейных опера-
торов и теории банаховых алгебр. Это можно сделать, например,
по книге У. Рудина “Функциональный анализ” [2]. В заключение
остаётся пожелать всем читателям успехов в изучении и примене-
нии функционального анализа для решения самых разнообразных
физико-математических задач.
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