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Ââåäåíèå

Òåíçîð � îáùåå ïîíÿòèå ëèíåéíîé àëãåáðû, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû, ëèíåé-

íûå ôîðìû, ëèíåéíûå îïåðàòîðû, áèëèíåéíûå ôîðìû è ìíîæåñòâî äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ.

Ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíîé àëãåáðû ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V ñâÿçà-

íî ìíîæåñòâî äðóãèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗, ïðîñòðàíñòâî L(V )

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V , ïðîñòðàíñòâî B(V ) áèëèíåéíûõ ôîðì íà V , èëè, áîëåå îáùî, ïðîñòðàí-

ñòâî k-ëèíåéíûõ ôîðì íà V , ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

V → L(V ) è ò.ä. Ýëåìåíòû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ è ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè ðàçíûõ òèïîâ íà V .

Ïðè÷åì êàæäîìó áàçèñó e = {e1, . . . , en} â V åñòåñòâåííî ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé áàçèñ â

êàæäîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (äâîéñòâåííûé ê e áàçèñ â V ∗, áàçèñ â L(V ), ñîñòîÿùèé èç îïåðàòîðîâ

ψij , 1 ≤ i, j ≤ n, ïåðåâîäÿùèõ ei â ej , à îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû � â íóëü è ò.ï.). Çíà÷èò, çàìåíà

êîîðäèíàò (îòâå÷àþùàÿ çàìåíå áàçèñà) â V ïðèâîäèò ê çàìåíå êîîðäèíàò òåíçîðîâ â êàæäîì èç ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ.

Òåíçîðíàÿ (èëè ïîëèëèíåéíàÿ) àëãåáðà � êëàññè÷åñêèé ðàçäåë ëèíåéíîé àëãåáðû, äàâíî âîøåä-

øèé â ïîäðîáíûå ó÷åáíèêè ïî ýòîìó ïðåäìåòó. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê åå èçëîæåíèþ. Ñàìûé

�ýëåìåíòàðíûé� (íî íå ñàìûé ïðîçðà÷íûé íà íàø âçãëÿä) ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòóëèðî-

âàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò òåíçîðà ïðè çàìåíå áàçèñà. Íåäîñòàòêîì åãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îí íå ïîçâîëÿåò ðàçâèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ. ×òîáû îáîñíîâàòü ýòîò òåçèñ, ïðèâåäåì îïðå-

äåëåíèÿ âåêòîðà è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, êàê îíè âûãëÿäåëè áû ïðè òàêîì ïîäõîäå (÷èòàòåëü ëåãêî

óáåäèòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ îïðåäåëåíèé �îáû÷íûì�).

Âåêòîðîì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç

n ñêàëÿðîâ (vi), ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî áàçèñà â V , ïðè÷åì äëÿ äâóõ áàçèñîâ e è e′,

ñâÿçàííûõ ìàòðèöåé ïåðåõîäà C, ýëåìåíòû âòîðîãî íàáîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûé ïî

ôîðìóëå v′i =
∑

j d
i
jv
j , ãäå D = (dij) � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå ïåðåõîäà C1.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V � ýòî ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç n2 ñêàëÿðîâ (aij), ïî îäíîìó äëÿ

êàæäîãî áàçèñà â V , ïðè÷åì äëÿ äâóõ áàçèñîâ e è e′, ñâÿçàííûõ ìàòðèöåé ïåðåõîäà C,

ýëåìåíòû íàáîðîâ ñâÿçàíû ôîðìóëîé a′kl =
∑

i,j d
k
i a
i
jc
j
l , ãäå C = (cij) � ìàòðèöà ïåðåõîäà,

à D = (dij) � îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà2.

Îáùèé òåíçîð íà V ïðè òàêîì ïîäõîäå âûãëÿäèò êàê íàáîð ìàññèâîâ (a
i1...ip
j1...jq

) èç np+q ñêàëÿðîâ

(êîòîðûå ìîæíî çàïèñûâàòü â �ìíîãîìåðíûå ìàòðèöû�), ïî îäíîìó ìàññèâó äëÿ êàæäîãî áàçèñà â

V , êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïîñòóëèðóåìûì ôîðìóëàì ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

(ñì. ôîðìóëó (6)).

Âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè (èëè ôîðìû).

Ýòîò ïîäõîä áîëåå ãåîìåòðè÷åí è ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïîíÿòü èäåþ òåíçîðà è áîëåå ñâîáîäíî ñ íåé

1Â ýòîé ôîðìóëå ÷èòàòåëü ëåãêî óçíàåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà. Çàìåòèì, ÷òî

â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âåðõíèé èíäåêñ i ýëåìåíòà dij ìàòðèöû îáîçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé èíäåêñ j � íîìåð

ñòîëáöà.
2Â ýòîé ôîðìóëå ÷èòàòåëü ëåãêî óçíàåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè çàìåíå

áàçèñà.
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îáðàùàòüñÿ. Îò íåãî ëåãêî ïåðåéòè ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè òåíçîðîâ, åñëè â ýòîì âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü (êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷). Ýòîãî ïîäõîäà äîñòàòî÷íî äëÿ áîëüøèí-

ñòâà êëàññè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé, îäíàêî îí âñå æå íå äàåò íàñòîëüêî ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ òåíçîðíîé

àëãåáðû, êàêîå äàåò òðåòèé ïîäõîä � ÷åðåç òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è åãî

óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî.

Äëÿ äàííîãî òåêñòà ìû âûáðàëè èçëîæåíèå ÷åðåç ïîëèëèíåéíûå ôîðìû, ïàðàëëåëüíî ïðèâîäÿ

è êîîðäèíàòíóþ ôîðìó êîíñòðóêöèé è ðåçóëüòàòîâ. Èç èçâåñòíûõ àâòîðó ó÷åáíèêîâ íàèáîëåå áëèç-

êîå ê íàøåìó èçëîæåíèå äàåòñÿ â [9]. ×òî êàñàåòñÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, òî îíî

èçëàãàåòñÿ (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè) â ïîñîáèè [3] è ó÷åáíèêàõ [7], [10]. ×èòàòåëþ òàêæå

ïàðàëëåëüíî ñ äàííûì òåêñòîì ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë ó÷åáíèêà [4].

Òåìà �Òåíçîðû� òðàäèöèîííî âûçûâàåò èíòåðåñ ó ñèëüíûõ ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ïîñòîÿííî ñòàë-

êèâàþòñÿ ñ ýòèì ïîíÿòèåì ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè. Ê ñîæàëåíèþ, ââèäó òîãî, ÷òî ýòà òåìà ñòîèò

ïîñëåäíåé â ïðîãðàììå ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, íà íåå ÷àñòî íå îñòàåòñÿ âðåìåíè íè íà ëåêöèÿõ, íè íà

ñåìèíàðàõ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîòðåáíîñòü â ýëåìåíòàðíîì òåêñòå î òåíçîðàõ, ñ êîòîðîãî ñòóäåíòû

ìîãëè áû íà÷àòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî äàííîå ïîñîáèå â êàêîé-òî ìåðå

óäîâëåòâîðèò ýòó ïîòðåáíîñòü. Õîòÿ â òåêñòå ðàçîáðàíî äîâîëüíî ìíîãî ïðèìåðîâ è çàäà÷, èõ, ïî-

âèäèìîìó, íåäîñòàòî÷íî äëÿ àêòèâíîãî îâëàäåíèÿ òåîðèåé (îñîáåííî ìàëî â òåêñòå âû÷èñëèòåëüíûõ

çàäà÷). Ïîýòîìó íàðÿäó ñ äàííûì òåêñòîì ìû ðåêîìåíäóåì çàäà÷íèêè [1] è [6]; â ñëó÷àå çàòðóäíåíèé

÷èòàòåëü ìîæåò òàêæå îáðàòèòüñÿ ê ðåøåáíèêàì [5] è [8].

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Àëåêñàíäðó Þðüåâè÷ó Ïåòðîâè÷ó è Âàäèìó Âèòàëüåâè÷ó

Ðåäêîçóáîâó, ïðî÷èòàâøèì ïðåäâàðèòåëüíûé âàðèàíò òåêñòà è ñäåëàâøèì ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé è

ïðåäëîæåíèé.
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1 Îïðåäåëåíèå òåíçîðà è ïðèìåðû

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Òåíçîðîì òèïà (p, q) íà V íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

ϕ : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q øòóê

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p øòóê

→ K.

Òåíçîðû òèïà (p, q) ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ñêàëÿðû êàê ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

Òî÷íåå,

(ϕ1 + ϕ2)(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp) := ϕ1(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp) + ϕ2(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp)

è

(λϕ)(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp) := λϕ(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp)

äëÿ ëþáûõ vi ∈ V, fj ∈ V ∗ è λ ∈ K.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî äàííûõ îïåðàöèé òåíçîðû òèïà (p, q) íà V îáðàçóþò ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Tp
q(V ).

Ïîñìîòðèì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò òåíçîðû òèïà (p, q) äëÿ ìàëûõ p è q.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð òèïà (0, 1) � ëèíåéíàÿ ôîðìà íà V , òî åñòü

T0
1(V ) = V ∗. Ëèíåéíàÿ ôîðìà â òåíçîðíîé àëãåáðå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ òàêæå êîâåêòîðîì.

Ïî îïðåäåëåíèþ, òåíçîð òèïà (1, 0) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V ∗ → K, òî åñòü ëèíåéíàÿ ôîðìà

íà V ∗. Ðàíåå â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðå òàêèå ëèíåéíûå ôîðìû ìû îòîæäåñòâèëè ñ ýëåìåíòàìè

ïðîñòðàíñòâà V , ïîñòðîèâ êàíîíè÷åñêèé3 èçîìîðôèçì ϑ : V
∼=−→ V ∗∗.

Íàïîìèíàíèå. Èäåÿ çàäàíèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϑ îñíîâàíà íà äâîéñòâåííîé ïðèðîäå çàïèñè

f(v), ãäå f ∈ V ∗, v ∈ V . À èìåííî, åñëè ìû ôèêñèðóåì f è ìåíÿåì v ∈ V , òî ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ íà V (òî åñòü f), à åñëè ôèêñèðóåì v è ìåíÿåì f ∈ V ∗, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà

V ∗, òåì ñàìûì âåêòîð v çàäàåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϑv ∈ V ∗∗ íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ ïî

ôîðìóëå ϑv(f) = f(v) ∀f ∈ V ∗. Áîëåå òîãî, òàê êàê ϑ äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì, òî âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè íà V ∗ èìåþò âèä ϑv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ V . Òî åñòü äëÿ

ëþáîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ε : V ∗ → K ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé âåêòîð v = v(ε) ∈ V , ÷òî

ε = ϑv.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V ∗ → K îòâå÷àåò âåêòîðó v ∈ V , è ïðî-

ñòðàíñòâî òåíçîðîâ T1
0(V ) (ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàþùåå ñ ïðîñòðàíñòâîì V ∗∗) ìîæíî êàíîíè÷åñêè

îòîæäåñòâèòü ñ V . Òî åñòü òåíçîðû òèïà (1, 0) íà V � âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà V . Ñ ó÷åòîì ýòîãî

îòîæäåñòâëåíèÿ âìåñòî çàïèñè ϑv(f) ìîæíî òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ v(f) äëÿ f ∈ V ∗, v ∈ V ,
îòîæäåñòâëÿÿ âåêòîð v ñ òåì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà V ∗, êîòîðûé îí îïðåäåëÿåò.

Äàëåå, òåíçîðû òèïà (0, 2) ïî îïðåäåëåíèþ ñóòü áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ V × V → K, òî åñòü
ïðîñòðàíñòâî T0

2(V ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôîðì B(V ) íà V . Àíàëîãè÷íî, ïðî-

ñòðàíñòâî òåíçîðîâ òèïà (2, 0) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì B(V ∗) áèëèíåéíûõ ôîðì íà V ∗.

3òåðìèí �êàíîíè÷åñêèé� äîñòàòî÷íî ïîíèìàòü êàê �îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé è íå çàâèñÿ-

ùèé îò êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ âûáîðîâ� (âðîäå âûáîðà áàçèñà, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ò.ï.), áîëåå ãëóáîêîå

ïîíèìàíèå ýòîãî òåðìèíà äàåò òåîðèÿ êàòåãîðèé (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó íàïðèìåð [3]).
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Ìåíåå òðèâèàëåí âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîñòåéøèé ñìåøàííûé òåíçîð � òèïà

(1, 1).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ T1
1(V ) ∼=

L(V ), ãäå L(V ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì êàê ïî òåíçîðó ϕ ∈ T1
1(V ) ïîñòðîèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð íà

V . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì v ôóíêöèÿ ϕ(v, f) ëèíåéíà ïî f è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

ôîðìîé íà V ∗. Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ôîðìû íà V ∗ ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé âåêòîð w ∈ V , ÷òî
îíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé ϑw. Òî åñòü ∀v ∈ V ∃ !w = ψ(v) ∈ V 4 òàêîé, ÷òî ϕ(v, f) = ϑψ(v)(f) ∀f ∈ V ∗.
Íàïîìíèì, ÷òî ϑψ(v)(f) = f(ψ(v)) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ϑ. Òî åñòü

ϕ(v, f) = f(ψ(v)) ∀ f ∈ V ∗. (1)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåêòîð ψ(v) ∈ V ëèíåéíî çàâèñèò îò v ∈ V , òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

îïåðàòîðîì íà V. Èñïîëüçóÿ (1), ïîëó÷àåì

f(ψ(v1 + v2)) = ϕ(v1 + v2, f) = ϕ(v1, f) + ϕ(v2, f) =

= f(ψ(v1)) + f(ψ(v2)) = f(ψ(v1) + ψ(v2)) ∀f ∈ V ∗,

îòêóäà ψ(v1 + v2) = ψ(v1) + ψ(v2). Àíàëîãè÷íî,

f(ψ(λv)) = ϕ(λv, f) = λϕ(v, f) = λf(ψ(v)) = f(λψ(v)) ∀f ∈ V ∗,

îòêóäà ψ(λv) = λψ(v). Òàêèì îáðàçîì, ψ â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè ïîòðå-

áóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ψ îò ϕ, ìû áóäåì åãî òàêæå îáîçíà÷àòü ψϕ.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå T1
1(V )→ L(V ), ϕ 7→ ψϕ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Äåéñòâèòåëüíî,

f(ψϕ1+ϕ2(v)) = (ϕ1 + ϕ2)(v, f) = ϕ1(v, f) + ϕ2(v, f) =

= f(ψϕ1(v)) + f(ψϕ2(v)) = f(ψϕ1(v) + ψϕ1(v)) äëÿ ëþáûõ v ∈ V, f ∈ V ∗,

îòêóäà ψϕ1+ϕ2(v) = ψϕ1(v)+ψϕ1(v) ∀ v ∈ V, òî åñòü ψϕ1+ϕ2 = ψϕ1+ψϕ2 , è àíàëîãè÷íî äëÿ óìíîæåíèÿ

íà ñêàëÿðû.

Îáðàòíî, ïóñòü äàí ëèíåéíûé îïåðàòîð ψ ∈ L(V ). Òîãäà ϕ : V × V ∗ → K, ϕ(v, f) := f(ψ(v)) �

áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü ϕ ∈ T1
1(V ). Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå L(V )→ T1

1(V ).

Èç ôîðìóëû (1) ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ðàíåå ïîñòðîåííîìó îòîáðàæåíèþ

T1
1(V )→ L(V ).

Çàäà÷à 1.3. Êàêîìó òåíçîðó òèïà (1, 1) îòâå÷àåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð idV ∈ L(V )?

Ïðèìåð 1.4. Êîðîòêî îáñóäèì òåíçîðû òèïà (1, 2), òî åñòü òðèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

ϕ : V × V × V ∗ → K.
4Âåêòîð w ∈ V ìû îáîçíà÷èëè ψ(v) ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü åãî çàâèñèìîñòü îò v.
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Åñëè â âûðàæåíèè ϕ(v, w; f) çàôèêñèðîâàòü ïåðâûå äâà àðãóìåíòà v, w ∈ V, òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ
îò f ∈ V ∗ áóäåò ëèíåéíîé, è, çíà÷èò, äëÿ ∀v, w ∈ V ∃ !µ(v, w) ∈ V òàêîé, ÷òî

ϕ(v, w; f) = f(µ(v, w)) (2)

(µ òàêæå çàâèñèò îò ϕ). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîð µ(v, w) ëèíåéíî çàâèñèò îò v è w. Òî åñòü

µ : V ×V → V � áèëèíåéíîå óìíîæåíèå íà V . Îáðàòíî, èìåÿ òàêîå óìíîæåíèå, ïî ôîðìóëå (2) ìîæ-

íî îïðåäåëèòü òåíçîð ϕ òèïà (1, 2). Òî åñòü òåíçîðû òèïà (1, 2) � áèëèíåéíûå óìíîæåíèÿ íà V . Ñ

ïðèìåðàìè òàêèõ óìíîæåíèé ìû óæå âñòðå÷àëèñü: åñëè V � òðåõìåðíîå åâêëèäîâî îðèåíòèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî, òî òàêîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, à åñëè V � ïðîñòðàí-

ñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà, òî òàêîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèö

(èëè âçÿòèÿ èõ êîììóòàòîðà X, Y 7→ [X, Y ] := XY − Y X).

Çàäà÷à 1.5. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì L(V, V ;V ) áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

V × V → V è ïðîñòðàíñòâîì L(V ;L(V )) ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V → L(V ).

Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ, òåíçîðû òèïà (0, 0) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñêàëÿðàìè, òî åñòü

T0
0(V ) = K.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåíçîðû âûñîêèõ ðàíãîâ åñòåñòâåííî âîçíèêàþò íå òîëüêî â ÷èñòîé ìàòå-

ìàòèêå, íî è â åå ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà, îïèñûâàþùèé êðèâèçíó ïðî-

ñòðàíñòâà (èëè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè), âàæíûé â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, èìååò òèï (1, 3).

2 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ

Åñëè áû ïðîñòðàíñòâà Tp
q(V ) ïðè ðàçíûõ (p, q) áûëè áû íèêàê ìåæäó ñîáîé íå ñâÿçàíû, ïîíÿòèå

òåíçîðà íå ïðåäñòàâëÿëî áû áîëüøîãî èíòåðåñà: îíî ïðîñòî äàâàëî áû äðóãèå íàçâàíèÿ èçâåñòíûì

îáúåêòàì ëèíåéíîé àëãåáðû (âåêòîðàì, áèëèíåéíûì ôîðìàì, ëèíåéíûì îïåðàòîðàì, ...). Îäíàêî íà

ñàìîì äåëå ïðîñòðàíñòâà Tp
q(V ) ïðè ðàçíûõ (p, q) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèé,

è òåíçîðíàÿ àëãåáðà ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àåò ñâÿçè ìåæäó òåíçîðàìè ðàçíûõ òèïîâ. Ïðèìåðàìè

òàêèõ ñâÿçåé ÿâëÿþòñÿ èçó÷åííûå íàìè ðàíåå â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû èçîìîðôèçìû ìåæäó åâ-

êëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî äâîéñòâåííûì, à òàêæå ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

è áèëèíåéíûõ ôîðì íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè íàä òåíçîðàìè ÿâëÿþòñÿ èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ñâåðòêà (â ÷àñò-

íîñòè, ïîäúåì è îïóñêàíèå èíäåêñîâ). Íà ñàìîì äåëå, íà ýòîì ÿçûêå îïèñûâàþòñÿ âñå îïåðàöèè

ëèíåéíîé àëãåáðû (âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôîðìû èëè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà âåêòîðå,

êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ è ò.ä.).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ ϕ ∈ Tp
q(V ) è ψ ∈ Tr

s(V ) íàçûâàåòñÿ òåíçîð

ϕ⊗ ψ ∈ Tp+r
q+s(V ), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

(ϕ⊗ ψ)(v1, . . . , vq+s; f1, . . . , fp+r) = ϕ(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp)ψ(vq+1, . . . , vq+s; fp+1, . . . , fp+r),

ãäå vi ∈ V, fj ∈ V ∗.
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Òîò ôàêò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð óêàçàííîãî òè-

ïà (ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå), î÷åâèäåí. Òàêæå ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

îïðåäåëÿåò áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Tp
q(V )×Tr

s(V )→ Tp+r
q+s(V ),

òî åñòü (ϕ1 + ϕ2)⊗ ψ = ϕ1 ⊗ ψ + ϕ2 ⊗ ψ, (λϕ)⊗ ψ = λ(ϕ⊗ ψ) è ò.ä.

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíà òàêæå àññîöèàòèâíîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî åñòü (ϕ⊗ψ)⊗χ =

ϕ⊗ (ψ⊗χ). Îäíàêî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå íå êîììóòàòèâíî, òî åñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ϕ⊗ψ 6= ψ⊗ϕ.
×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âîçüìåì äâå ëèíåéíûå ôîðìû ϕ, ψ ∈ T0

1(V ) = V ∗, ãäå dimV ≥ 2 è

ðàññìîòðèì äâå áèëèíåéíûå ôîðìû íà V , ϕ⊗ ψ è ψ ⊗ ϕ. Òîãäà èõ çíà÷åíèÿ íà ïàðå (v, w) ∈ V × V
ñóòü ϕ(v)ψ(w) è ψ(v)ϕ(w). Íî ëåãêî ïîäîáðàòü òàêóþ ïàðó ëèíåéíûõ ôîðì è òàêóþ ïàðó âåêòîðîâ,

÷òî ïåðâûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñêàëÿðîâ ðàâåí 1, à âòîðîé � 0 (äåòàëè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ).

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü, íàïðèìåð, w ∈ T1
0(V ), α ∈ T0

1(V ); òîãäà α ⊗ w ∈ T1
1(V ). Ïî îïðåäåëåíèþ,

(α⊗ w)(v, f) = α(v)f(w) = f(α(v)w) (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè f). Ïîäñòàâëÿÿ â

ôîðìóëó (1) ϕ = α ⊗ w, ïîëó÷àåì (α ⊗ w)(v, f) = f(ψ(v)) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî α ⊗ w ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ψ. Ñðàâíèâàÿ äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð ψ : V → V , îòâå÷àþùèé

òåíçîðó ϕ = α⊗w ∈ T1
1(V ) ïðè êàíîíè÷åñêîì èçîìîðôèçìå T1

1(V )→ L(V ), ïîñòðîåííîì â Ïðåäëî-

æåíèè 1.2, äåéñòâóåò íà âåêòîð v ∈ V ïî ôîðìóëå ψ(v) = α(v)w.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð íà V ïðè dimV > 1 ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåííûì âûøå

ñïîñîáîì: ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíã îïåðàòîðà v 7→ α(v)w íå ïðåâîñõîäèò 1. Â òî æå âðåìÿ ëþáîé

îïåðàòîð ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òàêîãî âèäà (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîâåêòîðà α è âåêòîðà

w) è, çíà÷èò, ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òàêèõ.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü α, β ∈ V ∗, w ∈ V. Êàêîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå µ : V × V → V (ñì. Ïðèìåð

1.4) îòâå÷àåò òåíçîðó α⊗ β ⊗ w òèïà (1, 2)?

Çàäà÷à 2.4. Âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð ψ : V → V ðàíãà 1 èìååò âèä v 7→ α(v)w ∀ v ∈ V , ãäå ïàðà
α ∈ V ∗, w ∈ V îïðåäåëåíà îïåðàòîðîì ψ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû α 7→ λα, w 7→ λ−1w

äëÿ λ ∈ K∗.

Ðåøåíèå. rkψ = dim Imψ = 1 ⇔ Imψ = 〈w〉 äëÿ íåêîòîðîãî w ∈ V, w 6= 0. Òîãäà ψ(v) = α(v)w,

ãäå α : V → K � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì èç ëèíåéíîñòè ψ ñëåäóåò, ÷òî α(v) ëèíåéíî çàâèñèò îò

v, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé.

ßñíî, ÷òî âåêòîð w òàêîé, ÷òî Imψ = 〈w〉, îïðåäåëåí îïåðàòîðîì ψ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Òàêæå ÿñíî, ÷òî 〈α〉 = Ann(kerψ)5, ïîýòîìó α ∈ V ∗ òàêæå îïðåäåëåí ψ
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

3 Êîîðäèíàòû òåíçîðà

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ p, q Tp

q(V ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä òåì æå ïîëåì.

5AnnU îáîçíà÷àåò àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà U ⊂ V , Ann(U) := {f ∈ V ∗ | f(u) = 0∀u ∈ U} ⊂ V ∗.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ ∈ Tp
q(V ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè

íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç q áàçèñíûõ âåêòîðîâ èç V è p áàçèñíûõ âåêòîðîâ èç V ∗. Â ýòîì ðàçäåëå

ìû ïîñòðîèì âàæíûé êëàññ áàçèñîâ â Tp
q(V ).

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ {e1, . . . , en} â V . Ïóñòü {e1, . . . , en} � äâîéñòâåííûé áàçèñ â V ∗,

òî åñòü òàêîé, ÷òî ej(ei) = δji =

1, åñëè i = j;

0, åñëè i 6= j.

Òîãäà â Tp
q(V ) îïðåäåëåí íàáîð np+q ýëåìåíòîâ ej1⊗ . . .⊗ejq⊗ei1⊗ . . .⊗eip , ãäå ik è jl íåçàâèñèìî

ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , n. Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⊗,

(ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eip)(v1, . . . , vq; f1, . . . , fp) = ej1(v1) . . . e
jq(vq)f1(ei1) . . . fp(eip).

Â ÷àñòíîñòè,

(ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eip)(el1 , . . . , elq ; ek1 , . . . , ekp) = δj1l1 . . . δ
jq
lq
δk1i1 . . . δ

kp
ip
. (3)

Òåîðåìà 3.1. Íàáîð np+q ýëåìåíòîâ {ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eip | 1 ≤ ik, jl ≤ n} ïðîñòðàíñòâà
Tp
q(V ) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Tp

q(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííûå òåíçîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ÷òî ëþáîé òåíçîð

òèïà (p, q) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Ïóñòü ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ∑
λ
i1...ip
j1...jq

ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eip

ðàâíà 0. Òîãäà, âû÷èñëÿÿ åå çíà÷åíèÿ íà íàáîðå (el1 , . . . , elq ; e
k1 , . . . , ekp) ñ ïîìîùüþ (3), ïîëó÷àåì,

÷òî λ
k1...kp
l1...lq

= 0. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ íàáîðà äîêàçàíà.

Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà ϕ ∈ Tp
q(V ) îïðåäåëåí íàáîð np+q ñêàëÿðîâ

ϕ
i1...ip
j1...jq

:= ϕ(ej1 , . . . , ejq ; e
i1 , . . . , eip) ∈ K (4)

(íàáîð çíà÷åíèé ïîëèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ íà âñåâîçìîæíûõ íàáîðàõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è

êîâåêòîðîâ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà-

÷åíèÿìè íà òàêèõ íàáîðàõ (ej1 , . . . , ejq ; e
i1 , . . . , eip), òî åñòü åñëè çíà÷åíèÿ äâóõ ïîëèëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé íà âñåõ íàáîðàõ (ej1 , . . . , ejq ; e
i1 , . . . , eip) ñîâïàäàþò, òî è ïîëèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ñîâ-

ïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

φ :=
∑

ϕ
i1...ip
j1...jq

ej1 ⊗ . . .⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eip

ñîâïàäàåò ñ ϕ, à çíà÷èò óêàçàííûé â óñëîâèè òåîðåìû íàáîð òåíçîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Tp
q(V ).

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè dimV = n, òî dimTp
q(V ) = np+q.

Áàçèñ â óñëîâèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Tp
q(V ),

îòâå÷àþùèì âûáðàííîìó áàçèñó {e1, . . . , en} â ïðîñòðàíñòâå V , à ñêàëÿðû (4) � êîîðäèíàòàìè (èëè

êîìïîíåíòàìè) òåíçîðà ϕ â ýòîì òåíçîðíîì áàçèñå. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðíûõ áàçèñîâ â Tp
q(V )

ñòîëüêî æå, ñêîëüêî áàçèñîâ â V (êîíå÷íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñÿêèé áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Tp
q(V ) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì).
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Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T0
2(V ) òåíçîðîâ òèïà (0, 2), òî åñòü áèëèíåéíûõ ôóíêöèé íà

V . Ïóñòü ϕ : V × V → K � òàêàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ϕ =
∑

i, j ϕije
i ⊗ ej , ïðè÷åì ϕ(v, w) =

∑
ϕijv

iwj

(çäåñü vi è wj � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ v è w â áàçèñå {e1, . . . , en} â V ), â ÷àñòíîñòè,

ϕ(ek, el) =
∑
i, j

ϕijδ
i
kδ
j
l = ϕkl.

Çíà÷èò, êîîðäèíàòû ϕij òåíçîðà α â òåíçîðíîì áàçèñå {ei ⊗ ej | 1 ≤ i, j ≤ n} ñóòü ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû ϕ â áàçèñå {e1, . . . , en} ïðîñòðàíñòâà V .
Â ÷àñòíîñòè, åñëè (V, ϕ) � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à {e1, . . . , en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,

òî ϕ =
∑

i e
i ⊗ ei.

Ïðèìåð 3.4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T1
1(V ) òåíçîðîâ òèïà (1, 1) íà V . Ïóñòü ϕ : V × V ∗ → K

� òàêîé òåíçîð. Òîãäà ϕ =
∑

i,j ϕ
i
je
j ⊗ ei. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òàêîãî ϕ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð ψ : V → V òàêîé, ÷òî ϕ(v, f) = f(ψ(v)) ∀v ∈ V, f ∈ V ∗. Èìååì

ϕ(el, e
k) =

∑
i,j

ϕije
j(el)e

k(ei) =
∑
i,j

ϕijδ
j
l δ
k
i = ϕkl = ek(ψ(el)),

ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü k-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ψ(el) â áàçèñå {e1, . . . , en} ïðîñòðàíñòâà
V . Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðõíèé èíäåêñ i ðàññìàòðèâàòü êàê íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé èíäåêñ j �

êàê íîìåð ñòîëáöà, òî Aψ := (ϕij) � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ â áàçèñå {e1, . . . , en}. Èíûìè
ñëîâàìè, òåíçîðíûå êîîðäèíàòû òåíçîðà ϕ ∈ T1

1(V ) â òåíçîðíîì áàçèñå {ej ⊗ ei | 1 ≤ i, j ≤ n} ñóòü
íå ÷òî èíîå êàê ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ â áàçèñå {e1 . . . , en}
ïðîñòðàíñòâà V . Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíûé îïåðàòîð ψ â áàçèñå {e1, . . . , en} äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

ψ(el) =
∑
k

ϕkl ek =
∑
k

ekϕ
k
l , 1 ≤ l ≤ n,

÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå êàê ðàâåíñòâî (ψ(e1), . . . , ψ(en)) = (e1, . . . , en)Aψ (ñð. îïðåäåëåíèå

ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå).

Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð idV îòâå÷àåò òåíçîðó
∑

i e
i ⊗ ei ∈ T1

1(V ) (äëÿ ëþáîãî

âûáîðà áàçèñà {e1, . . . , en} â V ).

Çàäà÷à 3.5. [8] Ïóñòü ϕ : V ×V ×V ∗×V ∗ → K � ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé

ϕ(u, v;α, β) = det

(
α(u) β(u)

α(v) β(v)

)
.

Íàéòè ðàçëîæåíèå òåíçîðà ϕ ∈ T2
2(V ) ïî áàçèñó {ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el | 1 ≤ i, j, k, l ≤ dimV }.

Ðåøåíèå. Ïîëèëèíåéíîñòü ϕ ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì. Èìååì

ϕklij = ϕ(ei, ej ; e
k, el) = det

(
ek(ei) el(ei)

ek(ej) el(ej)

)
=

= det

(
δki δli
δkj δlj

)
= δki δ

l
j − δkj δli,

îòêóäà

ϕ =
∑
i,j,k,l

(δki δ
l
j − δkj δli)ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el =

∑
i,j

(ei ⊗ ej ⊗ ei ⊗ ej − ei ⊗ ej ⊗ ej ⊗ ei).
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4 Èçìåíåíèå êîîðäèíàò òåíçîðà ïðè çàìåíå áàçèñà

Êàê èçìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû òåíçîðà ïðè èçìåíåíèè áàçèñà {e1, . . . , en} â ïðîñòðàíñòâå V ? Çàìåòèì,
÷òî òàê êàê êàæäîìó áàçèñó â V îòâå÷àåò åäèíñòâåííûé äâîéñòâåííûé áàçèñ â V ∗, òî çàìåíå áàçèñà

â V ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò çàìåíó ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéñòâåííûõ áàçèñîâ â V ∗.

Íàïîìíèì, ÷òî çàìåíà áàçèñà çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Èòàê, ïóñòü äàíû äâà áàçèñà

{e1, . . . , en} è {e′1, . . . , e′n} â V è C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ïåðâîãî êî âòîðîìó, òî åñòü

(e′1, . . . , e
′
n) = (e1, . . . , en)C.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â íàøèõ íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåïèøåòñÿ â âèäå e′i =
∑

j ejc
j
i (íàïîìíèì, ÷òî

âåðõíèé èíäåêñ � íîìåð ñòðîêè, à íèæíèé � ñòîëáöà). Ïóñòü

e′i =
∑
j

dije
j , (5)

ãäå D = (dij) � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Èìååì

δij = e′i(e′j) = e′i

(∑
k

ekc
k
j

)
=
∑
l

dile
l

(∑
k

ekc
k
j

)
=
∑
k,l

dilδ
l
kc
k
j =

∑
k

dikc
k
j

(ïðîèçâåäåíèå i-é ñòðîêè ìàòðèöû D íà j-é ñòîëáåö ìàòðèöû C), îòêóäà D = C−1. Â ìàòðè÷íîì

âèäå ðàâåíñòâî (5) çàïèñûâàåòñÿ òàê: 
e′1

...

e′n

 = D


e1

...

en


(ñð. ôîðìóëó çàìåíû êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà).

Èòàê, ïóñòü ϕ ∈ Tp
q(V ) � íåêîòîðûé òåíçîð. Èìååì

ϕ
′k1...kp
l1...lq

= ϕ(e′l1 , . . . , e
′
lq ; e

′k1 , . . . , e′kp) = ϕ

∑
j1

ej1c
j1
l1
, . . . ,

∑
jq

ejqc
jq
lq
;
∑
i1

dk1i1 e
i1 , . . . ,

∑
ip

d
kp
ip
eip

 =

=
∑

cj1l1 . . . c
jq
lq
dk1i1 . . . d

kp
ip
ϕ(ej1 , . . . , ejq ; e

i1 , . . . , eip) =
∑

cj1l1 . . . c
jq
lq
dk1i1 . . . d

kp
ip
ϕ
i1...ip
j1...jq

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èñêîìóþ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò òåíçîðà:

ϕ
′k1...kp
l1...lq

=
∑

cj1l1 . . . c
jq
lq
dk1i1 . . . d

kp
ip
ϕ
i1...ip
j1...jq

. (6)

Çàïîìíèòü åå ìîæíî òàê: ïðè óêàçàííîé çàìåíå áàçèñîâ âåðõíèå èíäåêñû ir ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ dik ìàòðèöû D = C−1, à íèæíèå èíäåêñû js � ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû

C.

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó èíîãäà áåðóò çà îïðåäåëåíèå òåíçîðà. À èìåííî, òåíçîðîì íà V òèïà (p, q)

íàçûâàþò ñîîòâåòñòâèå ϕ, îòíîñÿùåå êàæäîìó áàçèñó ïðîñòðàíñòâà V ñèñòåìó èç np+q ñêàëÿðîâ

ϕ
i1...ip
j1...jq

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèñòåìû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì áàçèñàì, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíî-

øåíèÿìè (6). Óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòî-

ÿòåëüíî.
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Åñëè ϕ, ψ ∈ Tp
q(V ), òî òåíçîðíûìè êîîðäèíàòàìè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè λϕ+µψ áóäóò λϕ

i1...ip
j1...jq

+

µψ
i1...ip
j1...jq

. Îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî îïèñàíà â òåðìèíàõ êîîðäèíàò.

Ïóñòü ϕ ∈ Tp
q(V ), ψ ∈ Tr

s(V ) è χ := ϕ⊗ ψ ∈ Tp+r
q+s(V ). Òîãäà

χ
i1...ipk1...kr
j1...jql1...ls

= ϕ
i1...ip
j1...jq

ψk1...krl1...ls
. (7)

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì, òàê êàê

ïðåîáðàçóåòñÿ ñîãëàñíî (6) êàê òåíçîð òèïà (p+r, q+s). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè íàáîðû òåíçîðíûõ

êîîðäèíàò òåíçîðîâ îäíîãî òèïà ñîâïàäàþò â íåêîòîðîì òåíçîðíîì áàçèñå, òî îíè ñîâïàäàþò è â

ëþáîì äðóãîì, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçóþòñÿ ïî îäèíàêîâûì ôîðìóëàì (6).

Ïðèìåð 4.1. Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû òåíçîðà ϕ ∈ T1
0(V ) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

ϕ′k =
∑

i d
k
i ϕ

i, êàê è äîëæíû èçìåíÿòüñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà.

Ïðèìåð 4.2. Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû òåíçîðà ϕ ∈ T0
1(V ) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìó-

ëå ϕ′l =
∑

j c
j
lϕj , êàê è äîëæíû èçìåíÿòüñÿ êîîðäèíàòû êîâåêòîðà (ëèíåéíîé ôîðìû) îòíîñèòåëüíî

äâîéñòâåííîãî áàçèñà. À èìåííî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîîðäèíàòíóþ ñòðîêó ëèíåéíîé ôîðìû îòíîñè-

òåëüíî íîâîãî áàçèñà, íóæíî êîîðäèíàòíóþ ñòðîêó â ñòàðîì áàçèñå óìíîæèòü íà ìàòðèöó ïåðåõîäà.

Ïðèìåð 4.3. Â ñëó÷àå òåíçîðîâ òèïà (0, 2), òî åñòü áèëèíåéíûõ ôîðì íà V , ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ

óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ôîðìóëà (6) äàåò ôîðìóëó çàìåíû B′ = CTBC ìàòðèöû áèëèíåéíîé

ôîðìû ïðè çàìåíå áàçèñà (íàïîìíèì, ÷òî â Ïðèìåðå 3.3 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ϕij � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

ìàòðèöû áèëèíåéíîé ôîðìû).

Ïðèìåð 4.4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé òåíçîðîâ òèïà (1, 1). Íàïîìíèì (ñì. Ïðèìåð 3.4), ÷òî åñëè ϕ ∈
T1

1(V ), òî ϕij � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ â áàçèñå {e1, . . . , en}.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååì ψ(e′l) =

∑
k ϕ
′k
l e
′
k; ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ψ(e′l) = ψ

∑
j

cjl ej

 =
∑
j

cjlψ(ej) =
∑
i, j

cjlϕ
i
jei =

∑
i, j, k

cjlϕ
i
jd
k
i e
′
k =

∑
i, j, k

dki ϕ
i
jc
j
l e
′
k =

∑
k

ϕ′kl e
′
k,

îòêóäà ϕ′kl =
∑

i, j d
k
i ϕ

i
jc
j
l (÷òî ñîâïàäàåò ñ (6) ïðè (p, q) = (1, 1)). Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà

A′ψ = C−1AψC, òî åñòü ôîðìóëå çàìåíû ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà.

Íàïðèìåð, î÷åíü ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ëþáîìó áàçèñó íàáîðà {δij} îïðåäåëÿåò

òåíçîð òèïà (1, 1), êîòîðûé îòâå÷àåò òîæäåñòâåííîìó ëèíåéíîìó îïåðàòîðó.

Ïðèìåð 4.5. Âûøå (ñì. Ïðèìåð 1.4) ìû óáåäèëèñü, ÷òî òåíçîðû òèïà (1, 2) � áèëèíåéíûå óìíîæå-

íèÿ (ñòðóêòóðû àëãåáðû) íà V . Ïóñòü ϕ � òàêîé òåíçîð. Òîãäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî åãî êîîðäèíàòû

ϕkij âû÷èñëÿþòñÿ èç áèëèíåéíîãî óìíîæåíèÿ ·6 íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ei ïî ôîðìóëå ei ·ej =
∑

k ϕ
k
ijek.

Äîêàæåì íåçàâèñèìî, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû äåéñòâèòåëüíî ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò òåíçîðà òèïà (1, 2). Èìååì

∑
k

ϕ′kije
′
k = e′i · e′j =

(∑
l

cliel

)
·

(∑
m

cmj em

)
=
∑
l,m

clic
m
j el · em =

∑
l,m, r

clic
m
j ϕ

r
lmer =

=
∑

l,m, r, k

clic
m
j ϕ

r
lmd

k
re
′
k.

6×òîáû óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ èç ïðèìåðà 1.4 ìû ïîëàãàåì v · w := µ(v, w).
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïåðåä e′k, ïîëó÷àåì ϕ′kij =
∑

l,m, r c
l
ic
m
j d

k
rϕ

r
lm, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (6) â ñëó÷àå

(p, q) = (1, 2). Òåíçîð ϕ íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû.

Çàäà÷à 4.6. Ïóñòü ϕ ∈ T0
2(V ) � íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Ïîêàæèòå, ÷òî ñî-

ïîñòàâëåíèå áàçèñó {e1, . . . , en} ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B−1, îáðàòíîé ìàòðèöå B ôîðìû ϕ â áàçèñå

{e1, . . . , en}, çàäàåò òåíçîð òèïà (2, 0) íà V . Êàêîå èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå èìååò ýòîò òåí-

çîð?

Ðåøåíèå. Ïðè çàìåíå áàçèñà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäà C îáðàòíàÿ ê B ìàòðèöà ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî

ôîðìóëå B′−1 = (CTBC)−1 = C−1B−1C−T . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ìàòðè÷íàÿ ôîðìóëà çàäàåò

çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò òåíçîðà òèïà (2, 0).

Òåíçîð {ϕi1...ipj1...jq
} íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè îí èìååò îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû âî âñåõ òåí-

çîðíûõ áàçèñàõ â Tp
q(V ). Åñëè V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî {ϕi1...ipj1...jq

} íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì,

åñëè îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé V (ò.å. èìååò îäèíàêîâûå êîîð-

äèíàòû âî âñåõ òåíçîðíûõ áàçèñàõ, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé V ). ßñíî, ÷òî âñÿêèé èíâàðèàíòíûé òåíçîð èçîòðîïåí, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàîáîðîò.

Ðàíãîì òåíçîðà ϕ ∈ Tp
q(V ) íàçûâàþò ÷èñëî p+ q.

Çàäà÷à 4.7. a) Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå òåíçîðû ðàíãà 2;

b) Íàéòè âñå èçîòðîïíûå òåíçîðû òèïà (0, 2).

Ðåøåíèå. a) Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè íåíóëåâîé òåíçîð ϕ ∈ Tp
q(V ) èíâàðèàíòåí, òî p = q.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì çàìåíó áàçèñà e′i = λ ei, 1 ≤ i ≤ n := dimV. Òîãäà èç ôîðìóëû çàìåíû

êîîðäèíàò òåíçîðà ϕ
′i1...ip
j1...jq

= λq−p ϕ
i1...ip
j1...jq

.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òåíçîðû òèïà (1, 1). Ðàíåå òàêèå òåíçîðû ìû îòîæäå-

ñòâèëè ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà V , ïðè÷åì òîãäà êîîðäèíàòû òåíçîðà òèïà (1, 1) â òåíçîðíîì

áàçèñå {ei⊗ ej} â T1
1(V ) � òî æå ñàìîå, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå

{e1, . . . , en} ïðîñòðàíñòâà V . Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûå òåíçîðû òèïà (1, 1) îòâå÷àþò ëèíåéíûì

îïåðàòîðàì, êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâûå ìàòðèöû âî âñåõ áàçèñàõ, òî åñòü ìàòðèöû A, òàêèå ÷òî

CA = AC äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöû C. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà A = λE, òî åñòü èíâàðèàíòíûå

òåíçîðû òèïà (1, 1) � îïåðàòîðû λ idV , êðàòíûå òîæäåñòâåííîìó. Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûé

òåíçîð ϕ òèïà (1, 1) èìååò êîîðäèíàòû ϕji = λ δji .

b) Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ òèïà (0, 2) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì

áèëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû òàêîãî òåíçîðà â òåíçîðíîì áàçèñå {ei⊗ej} â T0
2(V ) � òî

æå, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ôóíêöèè â áàçèñå {e1, . . . , en}
ïðîñòðàíñòâà V . Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè áèëèíåéíûå ôóíêöèè, èìåþùèå îäíó è òó æå ìàòðèöó

âî âñåõ áàçèñàõ, ïîëó÷àåìûõ äðóã èç äðóãà îðòîãîíàëüíîé çàìåíîé.

Ïîñêîëüêó V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, íà íåì óæå çàäàí òåíçîð òèïà (0, 2) � ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ g, çàäàþùàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü {e1, . . . , en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V . Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ çàìåíó áàçèñà

e′i = −ei, e′j = ej ïðè j 6= i. Òîãäà ïðè i 6= j ïîëó÷àåì ϕ′ij = −ϕij , òî åñòü èçîòðîïíûé òåíçîð â ýòîì

áàçèñå äîëæåí èìåòü êîîðäèíàòû {λi δij}. Äàëåå, ïðè îðòîãîíàëüíîé çàìåíå e′i = ej , e
′
j = ei, e

′
k = ek
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ïðè k 6= i, j èìååì ϕ′ii = ϕjj , ϕ
′
jj = ϕii. Òàêèì îáðàçîì, èçîòðîïíûé òåíçîð {ϕij} èìååò âèä {λ δij}.

Òî åñòü ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ôóíêöèè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå åñòü λE, è

áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà åâêëèäîâîé ñòðóêòóðå íà V.

5 Ñâåðòêà

Ñâåðòêà òåíçîðà òèïà (p, q), ãäå p, q ≥ 1, ïî ôèêñèðîâàííîé ïàðå èíäåêñîâ (îäèí èç êîòîðûõ âåðõíèé,

à äðóãîé � íèæíèé) � íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Tp
q(V )→ Tp−1

q−1(V ).

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâåðòêè � äëÿ òåíçîðîâ òèïà (1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå ñâåðò-

êà åäèíñòâåííà (òàê êàê èìååòñÿ òîëüêî îäèí âåðõíèé è îäèí íèæíèé èíäåêñ) è ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T1
1(V ) → K (òî åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå

T1
1(V )), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ {e1, . . . , en} â V è äëÿ

ϕ : V × V ∗ → K, ϕ ∈ T1
1(V ) ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ 7→ ϕ̃, ãäå ϕ̃ :=

∑
i ϕ(ei, e

i) =
∑

i ϕ
i
i.

Ïîêàæåì, ÷òî ñâåðòêà êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà {e1, . . . , en}.
Ïóñòü {e′1, . . . , e′n}� äðóãîé áàçèñ â V è C � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê íåìó îò ñòàðîãî (�íåøòðèõîâàííîãî�)

áàçèñà. Èìååì

n∑
k=1

ϕ(e′k, e
′k) =

n∑
k=1

ϕ′kk =
∑
i, j, k

cjkd
k
i ϕ

i
j =

∑
i, j

(
n∑
k=1

cjkd
k
i

)
ϕij =

∑
i, j

δjiϕ
i
j =

∑
j

ϕjj =
n∑
j=1

ϕ(ej , e
j),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè îòîæäåñòâëåíèè òåíçîðîâ òèïà (1, 1) ñ ëèíåéíûìè

îïåðàòîðàìè ñâåðòêà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñëåäîì. Â ÷àñòíîñòè, òîëüêî ÷òî äîêàçàííàÿ êîððåêòíîñòü

îïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè ðàâíîñèëüíà èíâàðèàíòíîñòè ñëåäà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (åãî íåçà-

âèñèìîñòè îò âûáîðà áàçèñà).

Çàäà÷à 5.1. Íà ðàçëîæèìûõ òåíçîðàõ α⊗ v ñâåðòêà ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì α⊗ v 7→ α(v).

Ðåøåíèå. Åñëè α = 0, òî âñå î÷åâèäíî. Èíà÷å ïóñòü kerα = {v ∈ V | α(v) = 0} ⊂ V. Âûáåðåì áàçèñ

{e1, . . . , en} â V òàêîé, ÷òî {e2, . . . , en} � áàçèñ â kerα. Òîãäà

ϕ̃ =
n∑
k=1

α(ek)e
k(v) = α(e1)v

1 = α(v),

ãäå v =
∑

i v
iei. Òàê êàê ñâåðòêà è çíà÷åíèå α(v) íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà, òî âñå äîêàçàíî.

Â îáùåì ñëó÷àå ñâåðòêà trrsϕ òåíçîðà ϕ òèïà (p, q), ãäå p, q ≥ 1, ïî ïàðå èíäåêñîâ r, s (1 ≤ r ≤
p, 1 ≤ s ≤ q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Tp

q(V )→ Tp−1
q−1(V ), çàäàííîå ôîðìóëîé

ϕ 7→ trrsϕ =

n∑
k=1

ϕ(. . . , ek, . . . , e
k, . . .),

ãäå ek ïðèíàäëåæèò s-ìó ñîìíîæèòåëþ V , à ek � r-ìó ñîìíîæèòåëþ V ∗. Òàêèì îáðàçîì, trrsϕ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé îò q− 1 âåêòîðíûõ è p− 1 êîâåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ (îáîçíà÷åííûõ

âûøå ìíîãîòî÷èåì), òî åñòü òåíçîðîì òèïà (p− 1, q − 1) íà V .
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðîâåðÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè îò âûáîðà áàçèñà

{e1, . . . , en}. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì áàçèñå âåðíî ðàâåíñòâî

(trrsϕ)(ej1 , . . . , ejq−1 ; e
i1 , . . . , eip−1) = (trrsϕ)

i1...ip−1

j1...jq−1
=

n∑
k=1

ϕ
i1...ir−1kir...ip−1

j1...js−1kjs...jq−1
.

Åñëè ïîñëå ïðîèçâåäåííîé ñâåðòêè ó òåíçîðà îñòàëñÿ õîòÿ áû îäèí âåðõíèé è õîòÿ áû îäèí

íèæíèé èíäåêñ, òî ìîæíî âûáðàòü ïàðó òàêèõ èíäåêñîâ è ïðîèçâåñòè ñâåðòêó ïî íèì. Åñëè ïîñëå

ïðîèçâåäåííûõ ñâåðòîê îñòàëèñü ëèáî òîëüêî âåðõíèå, ëèáî òîëüêî íèæíèå èíäåêñû (ëèáî íå îñòà-

ëîñü íè òåõ, íè äðóãèõ), òî òàêàÿ ñâåðòêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè òåíçîð èìåë òèï

(p, p), òî ñâîðà÷èâàÿ åãî ïî âñåì âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì, ïîëó÷èì ñêàëÿð. (Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ

ïîëíûõ ñâåðòîê åñòü ó òåíçîðà òèïà (p, p)?)

Ìíîãèå îïåðàöèè ëèíåéíîé àëãåáðû ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê êîìïîçèöèè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ è ñâåðòêè. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü ϕ � òåíçîð òèïà (1, 1) (ëèíåéíûé îïåðàòîð) ñ êîìïîíåíòàìè ϕij îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî áàçèñà, à v � òåíçîð òèïà (1, 0) (âåêòîð) ñ êîìïîíåíòàìè vi â òîì æå áàçèñå. Òîãäà èõ

òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ϕ ⊗ v ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (2, 1) ñ êîìïîíåíòàìè (ϕ ⊗ v)ikj = ϕijv
k (ñì.

(7)). Ñâîðà÷èâàÿ åãî ïî íèæíåìó èíäåêñó ϕ è åäèíñòâåííîìó èíäåêñó v, ïîëó÷èì òåíçîð tr21 (ϕ⊗ v)
òèïà (1, 0) ñ êîìïîíåíòàìè (tr21 (ϕ ⊗ v))i =

∑
j ϕ

i
jv
j . Òàê êàê ϕ(v)i =

∑
j ϕ

i
jv
j , òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòîò âåêòîð � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ê âåêòîðó, òî åñòü tr21 (ϕ⊗ v) = ϕ(v).

Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü ϕ è ψ � òåíçîðû òèïà (1, 1). Òîãäà ϕ ⊗ ψ � òåíçîð òèïà (2, 2) ñ êîìïîíåíòàìè

(ϕ⊗ψ)ijkl = ϕikψ
j
l .×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî tr21 (ϕ⊗ψ) = ϕ◦ψ, â òî âðåìÿ êàê tr12 (ϕ⊗ψ) =

ψ◦ϕ (êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ). Äàëåå, èìååì äâå ïîëíûå ñâåðòêè tr11(tr
2
1 (ϕ⊗ψ)) = tr(ϕ◦ψ)

è tr11(tr
1
2 (ϕ⊗ ψ)) = tr(ψ ◦ ϕ) (ñëåäû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ).

Ïðèìåð 5.4. Ïóñòü α ∈ T0
2(V ), òî åñòü α : V × V → K � áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V . Ïóñòü u, v ∈ V.

Òîãäà α ⊗ u ⊗ v ∈ T2
2(V ). Èìååì äâå ïîëíûå ñâåðòêè: tr11(tr

1
1(α ⊗ u ⊗ v)) = α(u, v) =

∑
i, j αiju

ivj è

tr11(tr
2
1(α⊗ u⊗ v)) = α(v, u) =

∑
i, j αiju

jvi. Îíè ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áèëèíåéíàÿ

ôîðìà α ñèììåòðè÷íà.

Çàäà÷à 5.5. [8] Íàéòè ïîëíóþ ñâåðòêó òåíçîðà ϕ ∈ T2
2(V ) èç Çàäà÷è 3.5 ïðè óñëîâèè dimV = n.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ó òåíçîðà äâà âåðõíèõ è äâà íèæíèõ èíäåêñà, èìåþòñÿ äâå ïîëíûå ñâåðòêè:

tr11(tr
1
1(ϕ)) =

∑
i, j ϕ

ij
ij è tr11(tr

1
2(ϕ)) =

∑
i, j ϕ

ij
ji. Ñîãëàñíî Çàäà÷å 3.5, ϕ

ij
kl = δikδ

j
l − δ

i
lδ
j
k. Òàêèì îáðàçîì,

ϕijij = δiiδ
j
j − δ

i
jδ
j
i =

{
1, åñëè i 6= j;

0, åñëè i = j.

Îòêóäà tr11(tr
1
1(ϕ)) =

∑
i, j t

ij
ij = n2 − n.

Àíàëîãè÷íî,

ϕijji = δijδ
j
i − δ

i
iδ
j
j =

{
−1, åñëè i 6= j;

0, åñëè i = j.

Òàêèì îáðàçîì, tr11(tr
1
2(ϕ)) =

∑
i, j ϕ

ij
ji = n− n2.

Îïåðàöèÿ ñâåðòêè îñîáåííî ïîëåçíà â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ãäå îíà ïðèâîäèò ê îïå-

ðàöèÿì îïóñêàíèÿ è ïîäúåìà èíäåêñà. Ñ íèìè ìû ïîçíàêîìèìñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôîâ.
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6 Ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðû

Ïðîñòðàíñòâî T0
q(V ) òåíçîðîâ òèïà (0, q) (òî åñòü q-ëèíåéíûõ ôîðì) íà V îáîçíà÷èì ïðîñòî Tq(V ).

Ïóñòü Sq � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà q ýëåìåíòàõ. Äëÿ âñÿêîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sq è q-ëèíåéíîé
ôîðìû ϕ : V × . . .× V → K îïðåäåëèì íîâóþ q-ëèíåéíóþ ôîðìó fσ(ϕ)

fσ(ϕ)(v1, . . . , vq) = ϕ(vσ(1), . . . , vσ(q)) ∀ v1, . . . , vq ∈ V.

Âîîáùå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∀σ ∈ Sq fσ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà Tq(V ).

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òåíçîð ϕ ∈ Tq(V ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè fσ(ϕ) = ϕ ∀σ ∈ Sq. Òåíçîð
ϕ ∈ Tq(V ) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì, åñëè fσ(ϕ) = ε(σ)ϕ ∀σ ∈ Sq, ãäå ε(σ) ∈ {±1} � çíàê

ïåðåñòàíîâêè σ (îáîçíà÷àåìûé èíîãäà sgnσ).

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèììåòðè÷íûå (êîñîñèììåòðè÷íûå) òåíçîðû â Tq(V ) îáðàçóþò ïîäïðî-

ñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî T+
q (V ) (ñîîòâåòñòâåííî T−q (V )).

Çàäà÷à 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî dimT+
q (V ) =

(
n+q−1
n

)
, dimT−q (V ) =

(
n
q

)
.

×èòàòåëü çíàêîì ñ ïîíÿòèÿìè ñèììåòðè÷íûõ è êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì; ïðèìåðîì

òðèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷íîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íà òðåõìåðíîì îðèåíòè-

ðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âîîáùå, îðèåíòèðîâàííûé îáúåì â n-ìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé n-ëèíåéíîé ôîðìîé.

Ïîëó÷èì óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè (êîñîñèììåòðè÷íîñòè) òåíçîðà â êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü

ϕ =
∑

ϕi1...iqe
i1 ⊗ . . .⊗ eiq , ãäå ϕi1...iq = ϕ(ei1 , . . . , eiq).

Òîãäà

fσ(ϕ)i1...iq = fσ(ϕ)(ei1 , . . . , eiq) = ϕ(eσ(i1), . . . , eσ(iq)) = ϕσ(i1)...σ(iq)

è, çíà÷èò,

fσ(ϕ) =
∑

ϕσ(i1)...σ(iq)e
i1 ⊗ . . .⊗ eiq .

Òîãäà èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè

(êîñîñèììåòðè÷íîñòè) â êîîðäèíàòàõ:

ϕσ(i1)...σ(iq) = ϕi1...iq ∀σ ∈ Sq

(ñîîòâåòñòâåííî

ϕσ(i1)...σ(iq) = ε(σ)ϕi1...iq ∀σ ∈ Sq).

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Ïóñòü îñíîâíîå ïîëå K èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0 (ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ïîëÿ, ñîäåðæà-

ùèå Q â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ, â ÷àñòíîñòè, R è C). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîñòðîèì ïðîåêòîðû íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâà T+
q (V ) è T−q (V ), îáîáùàþùèå ïðîåêòîðû B 7→ B+BT

2 , B 7→ B−BT
2 íà ïîäïðîñòðàíñòâà

ñèììåòðè÷íûõ è êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì ïðè q = 27. Ïðè ïðîâåðêå èõ ñâîéñòâ íàì

ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

7Çàìåòèì, ÷òî T2(V ) = T+
2 (V )⊕T−

2 (V ), íî ïðè q 6= 2 ýòî íåâåðíî.
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Ëåììà 6.3. Ïóñòü σ, τ ∈ Sq � äâå ïåðåñòàíîâêè. Òîãäà ∀ϕ ∈ Tq(V )

fτ (fσ(ϕ)) = fτσ(ϕ),

ãäå τσ � ïðîèçâåäåíèå (êîìïîçèöèÿ) ïåðåñòàíîâîê8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

fτ (fσ(ϕ))(v1, . . . , vq) = fσ(ϕ)(vτ(1), . . . , vτ(q)) = fσ(ϕ)(w1, . . . , wq) =

= ϕ(wσ(1), . . . , wσ(q)) = ϕ(vτσ(1), . . . , vτσ(q)) = fτσ(ϕ)(v1, . . . , vq)

(çäåñü äëÿ óäîáñòâà ìû ñäåëàëè çàìåíó wi = vτ(i), òîãäà wσ(j) = vτσ(j)).

Îïðåäåëåíèå 6.4. Îïåðàòîðîì ñèììåòðèðîâàíèÿ íà Tq(V ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð S =

S(q) : Tq(V )→ Tq(V ), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Sϕ =
1

q!

∑
σ∈Sq

fσ(ϕ), ϕ ∈ Tq(V )

(ñóììà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ ∈ Sq).

Òî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ â îïðåäåëåíèè ôîðìóëà çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Âîç-

ìîæíîñòü äåëåíèÿ íà q! îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì íà õàðàêòåðèñòèêó îñíîâíîãî ïîëÿ.

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ñèììåòðèðîâàíèÿ (êîòîðóþ ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùåãî):

(Sϕ)i1...iq =
1

q!

∑
σ∈Sq

ϕσ(i1)...σ(iq).

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî âìåñòî (Sϕ)i1...iq ïèøóò ϕ(i1...iq) (�ðåçóëüòàò ñèììåòðèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì

i1 . . . iq�).

Òåîðåìà 6.5. Îïåðàòîð ñèììåòðèðîâàíèÿ S : Tq(V )→ Tq(V ) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ImS = T+
q (V );

2) S2 = S.

Òàêèì îáðàçîì, S � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî T+
q (V ) ⊂ Tq(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ImS ⊂ T+
q (V ). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ Ëåììó 6.3 è òîò ôàêò, ÷òî

ïðè ôèêñèðîâàííîì τ ∈ Sq êîãäà σ ïðîáåãàåò âñå Sq ïî îäíîìó ðàçó, òî τσ òàêæå ïðîáåãàåò âñå Sq

ïî îäíîìó ðàçó9, èìååì

fτ (Sϕ) = fτ

 1

q!

∑
σ∈Sq

fσ(ϕ)

 =
1

q!

∑
σ∈Sq

fτ (fσ(ϕ)) =
1

q!

∑
σ∈Sq

fτσ(ϕ) =
1

q!

∑
ω∈Sq

fω(ϕ) = Sϕ. (8)

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ImS ⊃ T+
q (V ) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀ϕ ∈ T+

q (V ) Sϕ = ϕ.

Èç ðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò
∑

τ∈Sq fτ (Sϕ) = q!Sϕ, îòêóäà S2ϕ = Sϕ.

Ñèììåòðèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ,

ðåçóëüòàò êîòîðîãî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì.

8Òàêèì îáðàçîì, σ 7→ fσ � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Sq â ïðîñòðàíñòâå Tq(V ).
9Â ñèëó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â ãðóïïå óðàâíåíèÿ τσ = ω.
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Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïóñòü ϕ ∈ T+
q (V ), ψ ∈ T+

r (V ). Òîãäà èõ ñèììåòðè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ϕ∨ψ
íàçûâàåòñÿ òåíçîð S(ϕ⊗ ψ) ∈ T+

q+r(V ) (çäåñü S = S(q + r) : Tq+r(V )→ Tq+r(V )).

Ñâîéñòâà ýòîé îïåðàöèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [9] èëè [10].

Âïîëíå àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Îïåðàòîðîì àëüòåðíèðîâàíèÿ íà Tq(V ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð A =

A(q) : Tq(V )→ Tq(V ), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Aϕ =
1

q!

∑
σ∈Sq

ε(σ)fσ(ϕ), ϕ ∈ Tq(V )

(ñóììà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ ∈ Sq).

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü àëüòåðíèðîâàíèÿ (êîòîðóþ ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùåãî):

(Aϕ)i1...iq =
1

q!

∑
σ∈Sq

ε(σ)ϕσ(i1)...σ(iq).

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî âìåñòî (Aϕ)i1...iq ïèøóò ϕ[i1...iq ] (�ðåçóëüòàò àëüòåðíèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì

i1 . . . iq�).

Òåîðåìà 6.8. Îïåðàòîð àëüòåðíèðîâàíèÿ A : Tq(V )→ Tq(V ) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ImA = T−q (V );

2) A2 = A.

Òàêèì îáðàçîì, A � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî T−q (V ) ⊂ Tq(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. (Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî ε(στ) =

ε(σ)ε(τ)).

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ïóñòü ϕ ∈ T−q (V ), ψ ∈ T−r (V ). Òîãäà èõ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì ϕ∧ψ íàçûâà-

åòñÿ òåíçîð A(ϕ⊗ ψ) ∈ T−q+r(V ) (çäåñü A = A(q + r) : Tq+r(V )→ Tq+r(V )).

Ñâîéñòâà ýòîé îïåðàöèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [9] èëè [10]. Â ÷àñòíîñòè, àññîöèàòèâíîñòü

ýòîé îïåðàöèè ïîçâîëÿåò íå äóìàòü î ðàññòàíîâêå ñêîáîê â âûðàæåíèÿõ âèäà ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕq.

Ïðèìåð 6.10. Ïóñòü ϕ1, . . . , ϕq : V → K � íàáîð ëèíåéíûõ ôîðì. Òîãäà ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ

âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕq ∈ T−q (V ) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕq(v1, . . . , vq) =
1

q!

∑
σ∈Sq

ε(σ)ϕ1(vσ(1)) . . . ϕq(vσ(q)).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè {e1, . . . , en} � íåêîòîðûé áàçèñ â V , òî

e1 ∧ . . . ∧ en(v1, . . . , vn) =
1

n!

∑
(i1...in)∈Sn

sgn (i1 . . . in)v
1
i1 . . . v

n
in =

1

n!
det (vij) (9)

� îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ v1, . . . , vn â áàçèñå {e1, . . . , en}. Åñëè
ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, à áàçèñ {e1, . . . , en} � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé10, òî, ñ òî÷íîñòüþ äî

ìíîæèòåëÿ 1
n! , ýòî ðàâíî îðèåíòèðîâàííîìó n-ìåðíîìó îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ v1, . . . , vn.

10Èëè ïðîñòî òàêîé, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì åãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 1.
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Çàìå÷àíèå 6.11. Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ êíèãàõ, îñîáåííî ïî ãåîìåòðèè èëè ôèçèêå, ïðè èçëî-

æåíèè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (ñì. [2] èëè [12]) âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîñîñèììåòðè÷íûõ

òåíçîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêî èíà÷å. À èìåííî, íà îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ ïîëàãàþò

ϕ ∧ ψ =
(q + r)!

q! r!
A(ϕ⊗ ψ),

ãäå ϕ ∈ T−q (V ), ψ ∈ T−r (V ). Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ôîð-

ìóëàõ òèïà (9) íå ïîÿâëÿþòñÿ ôàêòîðèàëû, òî åñòü ñïðàâà ñòîèò ïðîñòî îðèåíòèðîâàííûé îáúåì

ïàðàëëåëåïèïåäà. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà ϕ èç Çàäà÷è 3.5 ϕ(u, v, α, β) = (α ∧ β)(u, v) � çíà÷åíèå

âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ α ∧ β ëèíåéíûõ ôîðì α, β íà ïàðå âåêòîðîâ u, v (ñì. [2], ãë. 7). Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäÿò ê èçîìîðôíûì ñòðóêòóðàì àëãåáðû íà ⊕qT−q (V ).

7 Òåíçîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî ïàðà (V, g), ñîñòîÿùàÿ èç âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V è áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìû g íà íåì. Òî åñòü g ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì òèïà (0, 2). Íàëè÷èå ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû g

ïðèâîäèò ê ðÿäó îòîáðàæåíèé ìåæäó òåíçîðàìè ðàçíûõ òèïîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå

îòñóòñòâóþò â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå áåç äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû. Ýòè îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàþò

èç ñâåðòîê ñ g. Â ýòîì ðàçäåëå íàì áóäåò óäîáíåå âåñòè èçëîæåíèå íà êëàññè÷åñêîì, êîîðäèíàòíîì,

ÿçûêå.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðèìåðû èçîìîðôèçìîâ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè òåíçîðîâ ðàçíûõ òèïîâ â ñëó-

÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü {e1, . . . , en} � íåêîòîðûé áàçèñ â V . Âî-ïåðâûõ, èçîìîðôèçì

ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì T 1
0 (V ) ∼= V è T 0

1 (V ) = V ∗ çàäàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ

âåêòîðà íà g è ñâåðòêîé ïîëó÷åííîãî òåíçîðà ïî åäèíñòâåííîìó âåðõíåìó è îäíîìó èç íèæíèõ èíäåê-

ñîâ (êàêîìó � íåâàæíî, èáî òåíçîð g ñèììåòðè÷åí). Òî åñòü óêàçàííûé èçîìîðôèçì � êîìïîçèöèÿ

vk 7→ (g ⊗ v)kij = gijv
k 7→

∑
j

gijv
j =: αi.

Ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì äàííàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé îïóñêàíèÿ èíäåêñà. Ïî-äðóãîìó

äàííîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî êàê ñîïîñòàâëåíèå v 7→ g(·, v) =: α(·) âåêòîðó v ëèíåéíîé

ôîðìû α, ïîëó÷åííîé èç áèëèíåéíîé ôîðìû g ïîäñòàíîâêîé v â êà÷åñòâå âòîðîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü gij � ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ê ìàòðèöå Ãðàìà ôîðìû g â äàííîì áàçèñå,
∑

j g
ijgjk =

δik. Èç Çàäà÷è 4.6 ìû çíàåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîãî òåíçîðà ĝ òèïà (2, 0). Ýòîò

òåíçîð ïîçâîëÿåò çàäàòü îáðàòíûé èçîìîðôèçì V ∗ → V :

αk 7→ (ĝ ⊗ α)ijk = gijαk 7→
∑
j

gijαj =: vi.

Ýòî � ïðèìåð îïåðàöèè ïîäúåìà èíäåêñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äàëåå, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû ïî ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ñòðîèëè áèëèíåéíóþ ôîðìó (ïðè-

÷åì äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ýòà ôîðìà îêàçûâàëàñü ñèììåòðè÷íîé). Ýòà îïåðàöèÿ � åùå

îäèí ïðèìåð îïåðàöèè îïóñêàíèÿ èíäåêñà:

akl 7→ (g ⊗ a)kijl = gija
k
l 7→

∑
j

gija
j
l =: hil,
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òî åñòü äëÿ ìàòðèöH = GA, ãäå A = (aij)� ìàòðèöà îïåðàòîðà â äàííîì áàçèñå. Èíà÷å, ýòà îïåðàöèÿ

âûãëÿäèò êàê ñîïîñòàâëåíèå ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ϕ íà V áèëèíåéíîé ôîðìû (u, v) 7→ g(u, ϕ(v)).

Çàìå÷àíèå 7.1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áàçèñ îðòîíîðìèðîâàííûé, òî åñòü gij = δij , òî A = H. Êðîìå

òîãî, ïðè îðòîãîíàëüíûõ çàìåíàõ áàçèñîâ ìàòðèöû îïåðàòîðîâ è áèëèíåéíûõ ôîðì ïðåîáðàçóþòñÿ

îäèíàêîâî. Âîîáùå, åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îðòîíîðìèðîâàííûìè

áàçèñàìè, òî ðàçíèöà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè òåíçîðîâ èñ÷åçàåò.

Â Ïðèìåðå 4.5 ìû îïðåäåëèëè òåíçîð ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò àëãåáðû. Â áàçèñå îí îïðåäåëÿåòñÿ

èç òîæäåñòâà ei · ej =
∑

k ϕ
k
ijek. Ïóñòü V � òðåõìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì åãî êàê àëãåáðó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê êàê∑
i

viei,
∑
j

wjej

 =
∑
i,j,k

ϕkijv
iwjek,

òî

[v, w]k =
∑
i,j

ϕkijv
iwj .

Åñëè ó ϕ îïóñòèòü åãî åäèíñòâåííûé âåðõíèé èíäåêñ, òî ïîëó÷èòñÿ òåíçîð, îòâå÷àþùèé ñìåøàííîìó

ïðîèçâåäåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî,∑
i,j,k,l

gilϕ
l
jku

ivjwk = (u, [v, w]) = (u, v, w).

Îáðàòíî, çàäàíèå òðèëèíåéíîé ôîðìû V × V × V → R ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ áèëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ V × V → V ∗, êîòîðîå ïîñëå âçÿòèÿ êîìïîçèöèè ñ îïåðàöèåé ïîäúåìà èíäåêñà V ∗ →
V îïðåäåëÿåò áèëèíåéíîå óìíîæåíèå V × V → V. Ïðèìåíåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ê ñìåøàííîìó

ïðîèçâåäåíèþ äàåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïóñòü ψ � òåíçîð, çàäàþùèé ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (â êîîðäèíàòàõ ψijk :=
∑

l gilϕ
l
jk). Â ïðà-

âîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2, e3} åãî êîîðäèíàòû ñóòü

ψijk = (ei, ej , ek) = εijk :=


1, åñëè ïåðåñòàíîâêà (ijk) ÷åòíàÿ;

−1, åñëè ïåðåñòàíîâêà (ijk) íå÷åòíàÿ;

0, åñëè ñðåäè èíäåêñîâ ijk åñòü ñîâïàäàþùèå.

Òðåõìåðíûé ìàññèâ εijk íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû.

Ïîñ÷èòàåì êîîðäèíàòû ψ â íîâîì áàçèñå {e′1, e′2, e′3}, ñâÿçàííûì ñ èñõîäíûì {e1, e2, e3} ìàòðèöåé
ïåðåõîäà C = (cij). Èìååì

ψ′lmn =
∑
i,j,k

εijkc
i
lc
j
mc

k
n =


detC, åñëè ïåðåñòàíîâêà (lmn) ÷åòíàÿ;

−detC, åñëè ïåðåñòàíîâêà (lmn) íå÷åòíàÿ;

0, åñëè ñðåäè èíäåêñîâ lmn åñòü ñîâïàäàþùèå.

Òî åñòü ψ′ijk = (detC) εijk. Íåäîñòàòîê äàííîé çàïèñè â òîì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà çàâèñèò íå òîëüêî

îò íîâîãî, íî è îò ñòàðîãî áàçèñà. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíûé áàçèñ áûë îðòîíîðìèðîâàí-

íûì, òî ìàòðèöà Ãðàìà G′ íîâîãî áàçèñà åñòü CTC, òî åñòü |detC| =
√
detG′. Çíàê æå detC îïðåäå-

ëÿåòñÿ òàê: åñëè èñõîäíûé áàçèñ áûë ïðàâûì, òî îí �+�, åñëè íîâûé áàçèñ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì è
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�−� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ψ′ijk = or(e′)
√
detG′εijk, ãäå or(e

′) � ÷èñëî,

îïðåäåëÿåìîå áàçèñîì e′ è ðàâíîå 1, åñëè îí ïðàâûé è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó e òðåõìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàáîðà or(e)
√
detG(e)εijk (i, j, k ∈ {1, 2, 3}) îïðåäåëÿåò òåíçîð òèïà (0, 3),

çíà÷åíèå êîòîðîãî íà óïîðÿäî÷åííîé òðîéêå âåêòîðîâ èç V ðàâíî îðèåíòèðîâàííîìó îáúåìó ïàðàë-

ëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòîé òðîéêå. Äàííûé òåíçîð íàçûâàåòñÿ ôîðìîé îáúåìà. Ýòî � ýëåìåíò

îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà T−3 (V ). Åãî îïðåäåëåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ ñ òðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà íà ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n.

Çàäà÷à 7.2. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V îïðåäåëèòü è

èçó÷èòü àíàëîã âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ òðèëèíåéíûì óìíîæåíèåì V ×V ×V → V.

Çàìå÷àíèå 7.3. Â ñâÿçè ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå áèëèíåéíîå óìíîæåíèå

V × V → V , àíàëîãè÷íîå âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, ñóùåñòâóåò òîëüêî â 7-ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå V [11].

Â çàêëþ÷åíèå äîêàæåì íåêîòîðûå òîæäåñòâà ñ ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû, ïîëåçíûå â ïðèëîæåíè-

ÿõ.

Çàäà÷à 7.4. Äîêàçàòü ôîðìóëû:

1) εijkεrst =

∣∣∣∣∣∣∣
δir δis δit

δjr δjs δjt

δkr δks δkt

∣∣∣∣∣∣∣;
2)
∑

k εijkεrsk = δirδjs − δisδjr;

3)
∑

k,j εijkεrjk = 2δir;

4)
∑

k,j,i εijkεijk = 6.

Ðåøåíèå. 1) Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v, w, x, y, z òðåõìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(u, v, w)(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣∣
(u, x) (u, y) (u, z)

(v, x) (v, y) (v, z)

(w, x) (w, y) (w, z)

∣∣∣∣∣∣∣ . (10)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè V ×6 → R, êîñîñèììåòðè÷-
íûå ïî 1, 2, 3 è 4, 5 è 6 àðãóìåíòàì. Èç ïîëèëèíåéíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýòî òîæäåñòâî äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü íà íàáîðàõ âåêòîðîâ, êîãäà u, v, w, x, y, z ïðîáåãàþò ýëåìåíòû íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðî-

âàííîãî áàçèñà {e1, e2, e3} â V , à èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè � ÷òî åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà íàáîðå

u = x = e1, v = y = e2, w = z = e3, ïîñëå ÷åãî â åãî ñïðàâåäëèâîñòè ëåãêî óáåäèòüñÿ. Ïîäñòàâëÿÿ

òåïåðü â (10) u = ei, v = ej , w = ek, x = er, y = es, z = et, ïîëó÷àåì 1).

Âîò äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà 1). Èìååì∣∣∣∣∣∣∣
gir gis git

gjr gjs gjt

gkr gks gkt

∣∣∣∣∣∣∣ = εijk

∣∣∣∣∣∣∣
g1r g1s g1t

g2r g2s g2t

g3r g3s g3t

∣∣∣∣∣∣∣ = εijkεrst

∣∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣ = εijkεrstdetG.
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ýòî � ïðîñòî èíâàðèàíòíàÿ (âåðíàÿ íå òîëüêî â îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ)

ôîðìà çàïèñè 1).

Äîêàæåì ïóíêò 2). Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì îïóñêàòü çíàê ñóììû ïî k. Èìååì

εijkεrsk =

∣∣∣∣∣∣∣
δir δis δik

δjr δjs δjk

δkr δks δkk

∣∣∣∣∣∣∣ = δkr

∣∣∣∣∣ δis δik

δjs δjk

∣∣∣∣∣− δks
∣∣∣∣∣ δir δik

δjr δjk

∣∣∣∣∣+ δkk

∣∣∣∣∣ δir δis

δjr δjs

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ δis δir

δjs δjr

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ δir δis

δjr δjs

∣∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣∣ δir δis

δjr δjs

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ δir δis

δjr δjs

∣∣∣∣∣
Èñïîëüçóÿ 2), äîêàæåì 3): ∑

j

(δirδjj − δijδjr) = 3δir − δir = 2δir.

Ïóíêò 4) î÷åâèäåí.

Çàìå÷àíèå 7.5. Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî 2) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó òîæ-

äåñòâó âåêòîðíîé àëãåáðû:

([u, v], [x, y]) =

∣∣∣∣∣ (u, x) (u, y)

(v, x) (v, y)

∣∣∣∣∣ ,
èç êîòîðîãî âûòåêàåò èçâåñòíàÿ ôîðìóëà �áàö ìèíóñ öàá�:

([u, v], [x, y]) = (x, y, [u, v]) = (x, [y, [u, v]]) = ((v, y)u− (u, y)v, x).

Çàìå÷àíèå 7.6. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ëåâûõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ 1) � 4) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñòîÿò

èçîòðîïíûå òåíçîðû ðàíãîâ 6, 4, 2 è 0, ïðè÷åì ñóììèðîâàíèå îòâå÷àåò ñâåðòêå (ñð. Çàìå÷àíèå 7.1).

Ýòî, íàïðèìåð, ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïóíêò 3) ïî÷òè áåç âû÷èñëåíèé, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàíèåì

èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ, äàííûì â Çàäà÷å 4.7. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåå ìû çíàåì, ÷òî ëþáîé èçîòðîïíûé

òåíçîð òèïà (0, 2) èìååò âèä λ δir, îñòàåòñÿ òîëüêî îïðåäåëèòü êîíñòàíòó λ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

ïóíêò 4) î÷åâèäåí íåïîñðåäñòâåííî:
∑3

i,j,k=1 ε
2
ijk = 3! = 6, òîãäà ñâîðà÷èâàÿ λ δir ïî i è r, ïîëó÷àåì

3λ = 6, îòêóäà λ = 2.
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