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Inngangur og Taknmal

Teiknanlegir punktar

G.r.f. ad vid hofum gefna punkta Ag,...,A,, n> 2. Vid getum atfra
peim teiknad fleiri punkta med hringfara og reglustiku; vid kollum pa
punkta teiknanlega atfra punktunum Aq, ..., A, eda til einféldunar
teiknanlega punkta. Vid segjum ad mengi teiknanlegra punkta sé mynd
(e. geometric construction).

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Inngangur og Taknmal Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin

Teiknanlegir punktar

Teiknanlegir punktar, adgerdir og nafngiftir [16

(I) Ad kalla punktana Ay, ..., A, teiknanlega.

(I1) A9 teikna linu gegnum tvo 6lika teiknanlega punkta og kéllum hana
teiknanlega linu.

(I11) Ad teikna hring med midju i teiknanlegum punkti sem fer i gegnum
annan

(IV) Ad bata vid teiknanlegu punktanna skurdpunkti tveggja
teiknanlegra lina sem eru ekki samsida.

(V) Ad bata vid teiknanlegu punktana skurdpunktum teiknanlegrar linu
vid teiknanlegan hring (ef til eru).

(VI) Ad bata vid teiknanlegu punktana skurdpunktum tveggja
teiknanlegra 6sammidja hringja (ef til eru).

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.
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Adgerdir

Athugasemd.

Pad sem vid kéllum “myndina” er i raun mengi punkta. Pvi er reglulegur
prihyrningur teikning i peim skilningi ad pad eru 3 punktar sem allir eru
jafn langt fra hvorir 68rum.

Einnig sjaum vid ad adeins adgerdir (IV)-(VI) baeta punktum vid
myndina, og pvi ma teikna allar teiknanlegar myndir ef hagt er ad
framkveema adgerdir (IV)-(VI).

Vid leyfum okkur adeins endanlega margar adgerdir, og tokum ekki i mal
ad “nalgast” punktinn, heldur verdur hann ad passa alveg.

Teiknanlegur punktur er pvi punktur sem haegt er ad fa atfra
teiknanlegum punktum med endanlegum fjélda adgerda.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Inngangur og Taknmal Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns Heimildir

Skilgreining (Taknmal).

m Taknum hring med midju i teiknanlegum punkti A sem fer i gegnum
teiknanlegan punkt B med

m Taknum hring med midju i teiknanlegum punkti A med geisla r med
Alr.

m Taknum linu sem liggur i gegnum tvo 6lika teiknanlega punkta A og
B med A-B

m Taknum strikid milli tveggja dlikra teiknanlegra punkta A og B med
AB. Vid segjum ad AB = CD ef lengd strikana AB og CD er s
sama.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Inngangur og Taknmal Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin

Skilgreining (Taknmal, framhald).

m Latum A og B vera ésamsida 6likar linur. Taknum med A+ B
skurdpunkt linanna.

m Latum vera hring og C-D vera linu. Taknum med

@ +C-D=C-D+ fyrri skurdpunktinn sem madur rekst 4 ef
madur teiknar hringinn rangszelis med pvi ad byrja i B, en med

* C-D=C-D * fyrri skurdpunktinn sem madur rekst a ef

madur teiknar hringinn réttsalis med pvi ad byrja i B (ef til eru).
Athugum ad pegar vid byrjum i B, pa teljum vid B ekki med fyrr en
komid er heilan hring (ef ske skyldi ad hann sé einn skurdpunktanna.)
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Teikningar med hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.
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Skilgreining (Taknmal,framhald).

m Latum , vera 6sammidja hringi. Taknum med +

fyrri skurdpunktinn sem madur rekst & ef madur teiknar

rangszlis med pvi ad byrja i B, en med * fyrri

skurdpunktinn sem madur rekst & ef madur teiknar réttsalis
med pvi ad byrja i B.

(4B) + (D) = (cD) « (AB) og (CD) + (4B) = (AB)  (CD) fyrir al

6sammidja hringi L

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.
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Mohr-Mascheroni setningin

Mohr-Mascheroni setningin

Mohr-Mascheroni setningin [3

Sérhverja mynd sem teikna ma med hringfara og reglustiku ma teikna
med hringfara einum saman. Pad er, mengi allra punkta sem eru
teiknanlegir med reglustiku og hringfara er pad sama og mengi peirra
punkta sem teiknanlegir eru med hringferli einum saman.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Mohr-Mascheroni setningin

Athugum ad vid getum gert (VI) (fundid skurdpunkta tveggja hringja)
beint med hringfara, en vid latum linu vera gefna med tveimur punktum.
Vid purfum bvi ad syna ad gera megi (1V) (finna skurdpunkt tveggja lina)
og (V) (finna skurdpunkta hrings og linu) med hringfara einum saman.
Til pessum purfum vid ad smida fra grunni smidir sem vid getum svo
notad til ad baa til fléknari smidir, sem vid vonumst svo til pess ad geta
notad til ad gera (V) og (V). Sénnun pessi er fengin fra Norbert
Hungerbuhler [13].

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Skurdpunktur linu og hrings

Vid skulum byrja & pvi ad sanna hvernig finna ma skurdpunkt linu og
hrings med hringfara einum saman. Vid skiptum pessu upp i tvé tilfelli:

(i) Linan liggur ekki i gegnum midju hringsins.

(ii) Linan liggur i gegnum midju hringsins

Vid byrjum & ad sanna (i).
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Til pess ad geta synt (i), purfum vid ad byrja & ad bua til eftirfarandi
smid:

Hrin lun punkts um linu [13

Latum M vera punkt sem er ekki a linunni og P1-P, vera linu. P4 getum

vid speglad M um linuna med pvi ad finna X = 4F og
Y = * og velja M’ p.a. M’ sé sa af punktunum X, Y sem er

ekki M. Pa er M’ speglun M, par sem P MP5 og P, M'P, eru jafnarma
prihyrningar.

Ath: EF X =Y = M, pa er M & linunni.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

G.r.f ad vid héfum gefna tvo punkta A og B. P4 ma finna punkt C p.a.
{A, B, C} sé jafnarma prihyrningur (p.e. AB = BC = CD) Litum

C=+ (eda C:*). Ps er A, B og C jafnarma

prihyrningur.

Matthias Pall Gissurarson

T ) b 20 Gt Comrom &5 res) rer e o Giterere s



Mohr-Mascheroni setningin

Hringfarasmid 3 (Fzersla lengdar [2]).

Latum punkt A punkt og strik BC vera gefid. ba getum vid fundid

D= + og D' = * . Vid speglum svo punktinum C um

linuna D-D' med smid 1 og kéllum E. Athugum ad A er speglun B um
D-D’, en par sem speglun vardveitir fjarlaegdir, pa er AE = BC, og pvi
getum teiknad hring med geisla BC med midju i A med pvi ad teikna
hringinn AE. (sja mynd 1)

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 1 : Feersla lengdar.
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Mohr-Mascheroni setningin

Hrmgfarasmlb 4 (Skurbpunktar hrings vid linu ef linan fer ekki i

Latum hring og linu P1-P, vera gefna p.a. M liggi ekki a linunni.

Latum ni M’ vera speglun & M um linuna P1-P,. Vid teiknum svo hring

M'A” sem hring med midju i M" og geisla MA. P4 er X = +
ogY = * skurdpunktar hringsins vid linuna. (Sja mynd
2)

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

g
Mynd 2 : Skurdpunktur linu og hrings (i)

En vid hofum pa fundid skurdpunkt hrings og linu ef mida hringsins liggur
ekki & linunni. Til pess ad geta sannad (ii), pa purfum vid nokkrar smidir
i vidbot.
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Mohr-Mascheroni setningin

Midpunktur striks [13

Latum K; = og Ko = . Finnum na D = ’ og
C= ‘ . Latum nd K3 = . Finnum svo E = . er
B midpunktur AE. Latum ni F = ’ og G = . ’ b3 er

= + midpunktur striksins AB, par sem AFAM og AEFA eru
einslagir prihyrningar med hlutféll 1 : 2. (sja mynd 3)
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 3 : Midpunktur striks
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Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin

Gefum okkur tvo punkta, A og B. Latum

C:*,D:+,E:+7
F = (a8)+(€8). 6 = (aB)+ (FE)

b3 mynda punktarnir {A,C,D, E, F, G} jafnarma sexhyrning, en sér i lagi
er lengd striksins AE tvéféld lengd striksins AB. (sja mynd 4).

Athugm ad med pvi ad tvéfalda lengdina BE, pa getum vid fundid punkt
H p.a. AH sé prefold lengd AB o.s.frv.
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 4 : Jafnarma sexhyrningur
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Inngangur og Taknmal Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steine

Hri gfarasmlb 7 (Skurdpunktar hrings og linu i gegnum midju

Latum linu M-P vera gefna Latum @ = vera hring med midju M

og punkt A vera 4 hringnum. Vid megum g.r.f ad A sé ekki a linunni
(annars finnum vid annan punkt a hringnum, t.d. med smid 2). Finnum

na P = + P-A med smid 4 (vitum ad par sem A er ekki & linunni,
ba er P-A ekki lina i gegnum midju hringsins). Latum nid My vera midju
hrings sem fer i gegnum A og B med geisla sem er meiri en R = MA
(getum t.d. prefaldad lengdina MA med smid 6, teiknad svo hring med
midju i A og B og fundid skurdpunkt peirra.) Veljum svo punkt

= * a hringnum , og finnum svo D sem skurdpunkt

hringsins og hrings med midju i C og geisla 2R.
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Finnum na P' = + C-D med smid 4. Latum nid Ms vera midpunkt

striksins CD sem vid finnum med smid 5. Latum ni vera punkt a

E= @ + @ par sem @ er hringur med midju i P’ og geisla PB.
Latum na vera hring med midju i B og geisla EC og @ vera hring
med midju i B og geisla ED. Latum na X vera pann skurdpunkt @ og

M-P sem liggur & @ og Y vera pann skurdpunkt @ og M-P sem
liggur & @ b3 eru X og Y skurdpunktar M-P vid @ (sja mynd 5)
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Petta faest at fra pvi ad PX - PY = PA- PA= P'C - P'D skv. reglu
Eulers um snidla sem skerast, en hiin segir ad ef tveir snidlar hring skerast
fyrir utan hringinn, pa er margfeldi hluta peirra j6fn, en madur beiti pvi

fyrst & og svo a @

Pvi eru punktarnir P, Y, M, X og B og P’, D, M3, C og E einslaga skv.
smid. Pvi eru X og Y fundir eins og synt var.
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Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 5 : Skurdpunktar hrings og linu i gegnum midju hans
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Mohr-Mascheroni setningin

En par med hdfum vid sannad (i) og (ii) og getum pvi fundid
skurdpunkta hrings og linu. Vid purfum pvi naest ad sanna ad vid getum
fundid skurdpunkt tveggja lina.
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Mohr-Mascheroni setningin

Hrmgfarasmlb 8 (Skurdpunktur linu og pverils hennar gegnum

Latum Py1-P> vera linu Q punkt. Vid finnum pa punkt Q' med pvi ad
spegla @ um P1-P> med smid 1. Vid finnum svo midpunkt striksins Q-Q’
med smid 5, en hann liggur 4 badi Q-Q' og P1-P> og er pvi
skurdpunktur pverilsins Q-Q" og P1-P> (sja mynd 6)
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Mohr-Mascheroni setningin
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Mynd 6 : Skurdpunktur linu og pverils hennar gegnum gefinn punkt
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Mohr-Mascheroni setningin

Athugum na hvad gerist pegar vid erum med linur sem eru ekki
hornréttar hvor 4 adra (sja mynd 7). Pad gerum vid med pvi ad finna
lengdina / fra @ til S, p.e. lengdina fra einum punkti & strikinu til
skurdpunktsins, en pad gerum vid i smid 10.
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Mohr-Mascheroni setningin

Na getum vid baid til hring H med midju i @y og geisla £ par sem £ er
fundin med smid 10, en vid faerum lengdina fra punktunum L, E yfir i (;
med smid 3, en pa er S skurdpunktur H og Q1-Qz (sem vid faum dr smid
7). baerS skp. Q1-Q> og P1-Ps.
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Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 7 : Skurdpunktur tveggja lina
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Inngangur og Taknmal Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin

Finnum na lengdina £:

Hringfarasmid 10 (Lengd fra punkti a striki til skurdpunkts pess vid

annad strik [13

Sja mynd 8. Vid byrjum & ad tvéfalda lengdina Q1L p.a. @1C =2@Q;L
med smid 6. Latum nd K vera hring sem er négu stér (getum tvéfaldad
gefnu lengdina pangad til ad pad dugir) sem fer i gegnum Q; og C (med
pvi ad finna skurdpunkt hringja med geisla sem er négu stéra lengdin og
med midjur i Q1 og C) og latum D vera punkt 4 @ p.a. LD = Q1N
(finnum skurdpunkt hringsins med midju i L og geisla Q1 N). Latum nd E
vera skurdpunkt LD og @ bs er lengd LE ¢. Lengd LE er £, par sem
(Q2L)2 =@QL-LC=LD-LE = QN - LE skv. reglu Eulers um strengi i
hring sem skerast, en hin segir ad ef strengir i hring skerast, pa er
margfeldi hluta peirra jéfn. (Sja mynd 9).
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin

Mynd 8 : Lengdin L fundin
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Mohr-Mascheroni setningin

N

Mynd 9 : Regla Eulers um strengi hrings sem skerast segir ad A- B = C - D [8]
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Mohr-Mascheroni setningin

Sénnun & Mohr-Mascheroni setningunni.

Med pvi ad nota smidir 7, 4, 8 og 9, getum vid fundid baedi skurdpunkta
hrings og linu og skurdpunkta tveggja lina med hringfara einum saman.
Vid vitum ad vid getum fundid skurdpunkta tveggja hringja med
hringfara einum saman, og pad eru einu adgerdirnar sem bata vid
teiknanlegum punktum. Pvi er sérhver mynd sem er teiknanleg med
hringfara og reglustiku teiknanleg med hringfara einum saman. Q.E.D

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.
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Poncelet-Steiner setningin
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Poncelet-Steiner setningin

Poncelet-Steiner setningin

Setning (Poncelet-Steiner setningin).

Sérhverja ramfraedilega mynd sem teikna ma med hringfara og reglustiku
ma teikna med reglustiku einni saman, ad pvi gefnu ad einn hringur og
midja hans sé gefin.

Athugid ad vid purfum ad hafa gefna midju hringsins. Sidar var sannad
ad vid purfum ekki hring, heldur dugar okkur bogi med gefinni midju. |
teikningum med reglustiku telst hringur gefinn ef vid vitum midju hans og
geisla.
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Svo virdist sem Steiner hafi gefid sér ad hann matti velja punkt af
handahofi & peim linum sem hann hefur ni pegar teiknad og hringnum.

Athugum ad ef allir punktarnir sem vid faum gefnir liggja a linunni, pa
getum vid ekki batt vid neinum punktum sem liggja ekki & linunni med
reglustiku einni saman. Pvi verdum vi® annadhvort ad hafa ad punktarnir
liggi ekki allir & sdmu linunni, eda ad vid megum velja okkur punkt af
handahéfi (og pa punkt sem er ekki & linunni & hringnum) & peim hlutum
sem vid héfum pegar teiknad. Vid reynum i pessari umfjollun ad syna
hvernig finna megi pessa handahéfsvoldu punkta hja Steiner, en pad er
ekki alltaf haegt. Vid sleppum pvi pvi i sidari smidum.

il

Mynd 10 : Ekki er haegt ad teikna pveril linunnar A — B gegnum A
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 1 (Lina samsida gefinni stefndri

linu gegnum gefin punkt P).

Tveir punktar A og B og midpunktur peirra M & gefnu linunni sé pekktir.
Kéllum petta stefnda beina linu. Teiknum A — P og latum S vera punkt
d A— P hinumegin vid B — P. Vid getum fundid S med pvi ad nyta smid
3 4 punkta A og P (eda B eda C, ef vid lendum i vandraedum). Vid
purfum ekki ad nota smid 3 ef vid faum S gefinn.
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Mohr-Mascheroni setningin Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Reglustiku- og fast hrings- smid 1 (Lina samsida gefinni stefndri
linu gegnum gefin punkt P).

Teiknum svo S — M og B—S. Latum C =B — P+ S — M. Ef vid

teiknum svo linu A— C, pa sker hin B—S iD =B—S+A— 0, en pa er
linan P — D samsida A — B, en skv. setningu Ceva um prihyrninga gildir
[4] ad par sem linurnar liggja allar gegnum sameiginlegan punkt C, pa er

AM 8D s
MB DS PA 7
og par sem 4% =1 er pa B2 = PA syo B5 = 43 pvieru

AABS = APDS og P — Q ,bVI samsida A — B (pvi ZABS = ZPDS).
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

A

Mynd 11 : Lina samsida gefinni linu gegnum gefinn punkt med punktfinnara.
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Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Reglustiku- og fast hrings- smid 2 (Lina samsida gefinni linu
gegnum gefinn punkt).

Latum M — M’ vera linuna og K = O|r vera fasta hringinn og P vera
gefna punktinn ekki 8 M — M'. Teiknum nd M — O og latum Notum svo
smid 1 til pess ad finna linu samsida M — O [ gegnum punkt & hringnum
Y (sem vid getum fundid m.p.a. nota M’ eda P) Taknum skurdpunkt
X—Y og M — M med A. Finnum na X' og Y' sem skurdpunkta X — O
vid hringinn og Y — O. Teiknum na linu X’ og Y' og latum B vera
skurdpunkt X' — Y’ vid |. P4 er AM = BM og pvi eru A og B punktar 4
linunni M — M’ med midpunkt M, en pa getum vid notad smid 1 til ad
teikna linu samsida henni gegnum P. Athugum ad ef O er & linunni

M — M’, pa getum vid notad O og skurdpunkta K vid M — M’ | stad

A, B og M og fengid sému nidurstddu.
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Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Mynd 12 : Lina samsida gefinni linu gegnum gefinn punkt
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Poncelet-Steiner setningin

Fylgismid (Feersla gefinnar lengdar i gefinn punkt).

Latum AB vera gefna lengd og P vera gefinn punkt. Vid getum notad
smid 2 til ad teikna linu m samsida A — B i gegnum P. Vid getum einnig
notad smid 2 til ad teikna linu n samsida A — P i gegnum B. Latum Q
vera skurdpunkt | og n. Pa er PQ = AM. Sja mynd 13

Matthias Pall Gissurarson
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Poncelet-Steiner setningin

Mynd 13 : Feersla lengdar
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Inngangur og Taknm scheroni setningin Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Reglustiku- og fast hrings- smid 3 (Punktfinnari).

Latum O vera midju fasta hringsins K, og punkta P og A vera gefna. p.a.
O liggi ekki 4 P — A. Vid viljum finna punkt X p.a. hann sé hinumegin
vido P — O vid A & linunni A— P. Teiknum P — O og latum C og D vera
skurdpunkta P — O og K. Teiknum svo A — D og latum | vera
skurdpunkt A — D og K. b3 getum vid notad smid 2 til ad teikna linu
samsida P — O gegnum |, par sem ad vid vitum ad punktarnir | og A eru
badir 4 A— D (teiknum gegnum A ef A er inni hringnum og endurskyrum
A sem |.) Kéllum skurdpunkt linunnar vid hringinn K L, Teiknum svo
linurnar | — O og kéllum hinn skurdpunkt hennar vid hringinn

K Q og teiknum svo L — O og kéllum hinn skurdpunkt hennar vid
hringinn N. P34 er linan N — Q samsida O — P, en hinumegin vid O — P
vid A. P3 er skurdpunktur N — Q vid A — P hinu megin vid O — P vid A.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.






Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 4 (Pverill linu gegnum gefinn

punkt).

Viljum teikna pveril linu | gegnum punkt P. Teiknum I" med smid 2 p.a.
han skeri fasta hringinn K i U og V. Teiknum svo strenginn U — O og
latum U’ vera skurdpunkt hans og hringsins K.

b3 er linan V. — U’ pverill 4 1, en vid getum svo notad smid 2 til teikna
linu samsida V — U’ i gegnum P. Hann er pa pverill 4 | gegnum punkt P
skv. reglu Palesar [5].

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Mynd 15 : Pverill gefinnar linu gegnum gefinn punkt
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Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Reglustiku- og fast hrings- smid 5 (Strik af gefinni lengd i gefna
att fra gefnum punkti).

Latum PQ vera gefna lengdin, A vera gefna punktinn og C — D vera
gefna attin.

Byrjum & ad gera linu samsida C — D i gegnum A, og kéllum pa linu
A — H. Beitum svo fylgismidinni og skrifum strik af lengd PQ at fra A,
og kéllum hinn endapunktinn (ekki A K.

Teiknum svo linu samsida C — D i gegnum fasta hringinn, og latum
skurdpunkt hringsins vid linuna vera U. Gerum slikt hid sama vid P — @
og taknum skurdpunkt hringsins vid hringinn med V. Teiknum svo linuna
U — V. Teiknum svo linu samsida U — V i gegnum K og finnum
skurdpunkt hennar vid A— H med S. Pd er A— S samsida C — D af
lengd PQ.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Mynd 16 : Faersla gefinnar lengdar i gefna att
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Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 6 (Finnum hlutfallid milli gefinna

lengda n,m og s, x = Is).

Teiknum tvo geisla at fra A og notum smid 5 til pess ad merkja lengdir
AM = m,AN = n 4 AB og AS = s 4 AC (sja mynd 17). Teiknum svo
M — 'S, og teiknum svo linu samsida M — S i gegnum N. Litum X tikna
skurdpunkt hennar vid A— C. Pa er AX = x = s skv. reglu um
einslaga prihyrninga.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

s

Mynd 17 : Hlutfall milli gefinna lengda
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Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 7 (Gefnar lengdir a og b, smida a

Vab).

Latum x = V/ab, d vera pvermal fasta hringsins c og t = a+ b, en finna
ma t med pvi ad beita smid 5.

Latum h = %a, k= 2b og s = Vhk. PéerX:\/a_:\/%’-% L
Athugum ad h+ k = d, svo vid getum baid til strik af lengd HA = h 3
midlinu HK i hring ¢, en pa er AK = k. Notum smid 4 til ad baatil

pverill &8 HK i gegnum A og kéllum skurdpunkt pverilsins vid hringinn S.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 7 (Gefnar lengdir a og b, smida a

Vab).

Matthias Pall Gissurarson
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Poncelet-Steiner setningin

Priskipting horns

ba er AS = V hk, par sem vié héfum fra fyrirlestri Benedikts (og
Pypagcrasi ad)

AS? + 0A? = 0S?

d 2 d\?
2 — = =
o AS +(2 k) (2)

d 2 d 2
2 2
& AST = (2> —(2) +dk — k

o AS? = hk + k? — k2

= AS? = hk
= AS = Vhk

En pa héfum vid fundid lengdirnar t,d og s, en pa ma beita smid 6 til ad
finna x = s

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

Mynd 18 : Finnum kvadratrét ab
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Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Reglustiku- og fast hrings- smid 8 (Skurdpunktar linu og hrings).

Latum ¢ vera gefnu linuna og ¢ = O|r vera gefna hringinn. Vid purfum
ad finna X og Y, skurdpunkta ¢ og O|r.

Latum 2s vera lengd XY, M vera midju XY og t vera fjarlegdina OM.
Myndum réttan prihyrning AOMX, en pa gefur Pypagoras ad

s2=r2—t2 pe s=/(r+t)(r—1t).

b3 getum vid fundid t m.p.a teikna pverill 4 £ i gegnum O med smid 4.
Vid héfum r gefid, og med smid 5 getum vid fundid r +t og r — t. P3
getum vid beitt smid 7 til pess ad finna s, en pa getum vidé notad smid 5
til ad finna X og Y.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

S

Mynd 19 : Skurdpunktar hrings og linu
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Poncelet-Steiner setningin

Reglustiku- og fast hrings- smid 9 (Skurdpunktar tveggja hringja).

Latum ¢; = Oy|r og ca = Oy|ry vera gefnu hringina, og latum X og Y
vera skurdpunkta peirra (sem vid eigum ad smida). Latum A vera
skurdpunkt X — Y vid Oy — Oy. Latum t = 010,,q = O1A og x = XA.
Vid purfum ad syna ad vid getum smidad lengdirnar q og x, en pa getum
vid notad 5 til ad finna A, svo getum vid notad 4 til ad finna linuna

X — Y, og svo 5 aftur til ad bia til strik af lengd x i att X — Y'til ad
finna X (og Y).

(i) Finnum g: Med pvi ad nota késinus regluna [6] & AO;O-X faum
vid ad

3 =ri +t* —2rtcos(£X0,0,)
= r12 + t2 — 2[’(!’1 cos (ZXOl 02)) (*)
=7+ t*-2tq

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin

((*) sja mynd 21 fra Wikipediu [6]). Latum d = \/r? + t2, en ba er
q= W d er langhlid rétthyrnds prihyrnings med
skammhlidar r; og r> er haegt ad bla til med 4 og 5, og ef vid latum
svon=d-+r, m=2togs=d>— r, paeru per lengdir allar

smidanlegar med 5 og g = -5 er smidanleg med 6.

(i) Finnum x: Athugum ad AAO; X mynda rétthyrndan prihyrning, svo
x2=1r?—¢q% svo x =/ + qr1 — q. Med smid 5 getum vid baid
tlh=rn+qog k=nr — g, en pa getum vid notad smid 7 til ad

finna Vv hk.

En med (i) og (ii) héfum vid pa fundid g og x og getum par med fundid
XogVY.

Matthias Pall Gissurarson
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Poncelet-Steiner setningin

Mynd 20 : Skurdpunktar tveggja hringja
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Poncelet-Steiner setningin

B o

a cos 3 b cos a
C

Mynd 21 : Utskyring & ad ry cos (£X010:) = q

Matthias Pall Gissurarson
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Poncelet-Steiner setningin

Poncelet-Steiner setningin

Sénnun & Poncelet-Steiner setningunni.

Med pvi ad nota smidir 8 og 9 getum vid fundid skurdpunkta hrings og
linu og skurdpunkta tveggja hringja med einum hring og reglustiku. Par
sem vid getum pegar fundid skurdpunkt tveggja lina med reglustiku, pa
getum vid beitt 6llum adgerdunum sem bzeta vid teiknanlegum punktum.
Pvi er sérhver mynd sem er teiknanleg med hringfara og reglustiku
teiknanleg med reglustiku og einum hring. Q.E.D

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og med reglustiku og einum hring.



Priskipting horns

Efnisyfirlit

Priskipting horns

Matthias Pall Gissurarson
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Priskipting horns

Dzemi eru til um sléttumyndir sem ekki er haegt ad mynda med einungis
hringfara og reglustiku

m Priskipting horns. Verkefnid felst i ad mynda linur sem skipta gefnu
horni 7 prja jafn stér horn. Sannad af Pierre Wantzel arid 1837 (med
hjalp Galois fradi).

m Ferningun hrings. Verkefni felst i ad baa til ferning sem hefur sama
flatarmal og gefinn hringur. Ekki haegt, par sem bad krefst torraedar
tolu (/7). (sja sénnun hja Joni Askeli sidar i samaefingum.)

m Tvofoldun tenings. Verkefnid felst i ad baa til hlid fernings sem hefur
tvofalt rammal 4 vid gefin tening. Ekki haegt, pvi ekki er haegt ad
mynda /32 ar heilutdlunum med samlagningu, fradraetti,
margfoldun, deilingu og kvadratrétum.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Priskipting horns

Pé er haegt ad priskipta horni, ef vid leyfum okkur reglustiku sem er
merkt & tveimur stédum. Til pess purfum vid p6 fleiri smidir.

Matthias Pall Gissurarson
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Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Latum horn ZPQR vera gefid. Finnum midpunkt PQ med smid 5 og

kéllum M. Teiknum hringinn og finnum skurdpunktinn

P, = Q-P + og skurdpunktinn P, = Q-R + Finnum einnig

skurdpunktinn S; = Q-P + og skurdpunktinn S; = Q-R + ba

er lengd striksins S1 Py st sama og lengd striksins S;P,. Teiknum nd

skurdpunkt hringjana C = + . ba helmingar linan Q-C

hornid ZPQR.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Priskipting horns

Vid sjdum ad med pvi ad beita smid 1, pa getum vid breytt hvada horni i
summu hvassra horna. Vid getum svo priskipt hverju horni fyrir sig, og
notad svo paer priskiptingar til ad mynda priskiptingu upprunalega
hornsins.

Matthias Pall Gissurarson
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Priskipting horns

Smid 2 (Priskipting horns med tvimerktri reglustiku [11

Latum hvasst horn o med oddpunkt O vera gefid. Latum nd annad merki
reglustikunnar i O og merkjum punkt D vid hina merkinguna. Strikid

O-D hefur pa lengdina d. Teiknum nd hring . Finnum nd ni skp.

arma hornsins vid hringinn og kollum pa A og B. P3 er
a = LAOB. Teiknum ni linuna OA.

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Poncelet-Steiner setningin Priskipting horns

Smid 2 (Priskipting horns med tvimerktri reglustiku [11

Latum nd reglustikuna pannig ad énnur merkingin er &4 hringnum
hinumegin vid linuna O-B vid A, og hin sdmu megin a linunni O-A, og
reglustikan fer i gegnum punkt B. Kéllum pa R og Q. Latum ni

B8 =2 RQO. Pa er prihyrningurinn A RQO jafnarma, par sem

|RQ| = |RO|. bvier ZROQ = 3 og pvi er L BRO = 23. Par sem
prihyrningurinn A BRO er lika jafnarma, £ RBO = Z BRO = 23. En p3
er ZROB = & — 4 (hornasumma prihyrnings i radiénum er 7). Med pvi
ad summera upp hornin i O faest pvi ad

B+ (r—48)+a=m,

en pad pydir ad a = 33

Matthias Pall Gissurarson

Teikningar me3 hringfara einum saman og me3 reglustiku og einum hring.



Priskipting horns

B

R ‘
Q ! a
o wA

Mynd 22 : Priskipting horns med tvimerktri reglustiku

Matthias Pall Gissurarson

T ) b 20 Gt Comrom &5 res) rer e e Giterore (s



Efnisyfirlit

Heimildir

Matthias Pall Gissurarson

S ) [ G Comee & el el @ b [



Heimildir |

@

@

Wikipedia

Compass-and-straightedge construction.
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=
Compass-and-straightedge_construction&oldid=642473603
Online; accessed 18-January-2015.

Wikipedia

Compass-equivalence theorem.
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Compass_
equivalence_theorem&oldid=637959570

Online; accessed 29-January-2015.

Wikipedia

Mohr-Mascheroni theorem.
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Mohr
Online; accessed 20-January-2015.
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@ Wikipedia
Ceva's theorem.
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ceva
Online; accessed 30-January-2015.

@ Wikipedia
Thales's theorem.
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Thales
Online; accessed 30-January-2015.

® Wikipedia
Law of cosines.
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Law_of _
cosines&o0ldid=645015128
Online; accessed 1-Febuary-2015.
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@ Wikipedia
Poncelet-Steiner theorem.
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Poncelet.
Online; accessed 20-January-2015.

@ Math Open Reference.
Intersecting Chord Theorem.
http://www.mathopenref.com/chordsintersecting.html.
Online; accessed 28-January-2015.

©

Math Open Reference.

Intersecting Secants Theorem.

http://www.mathopenref .com/secantsintersecting.html.
Online; accessed 29-January-2015.
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@ Math Open Reference.
Bisecting an Angle.
http://www.mathopenref.com/constbisectangle.html.
Online; accessed 28-January-2015.

& Arthur Baragar.
Constructions Using a Compass and Twice-Notched Straightedge.
The American Mathematical Monthly, Vol. 109, No. 2 (Feb., 2002),
pp. 151-164.
http://www.jstor.org/stable/2695327.

@ Michael Woltermann
Steiner’s Straight-edge Problem
http:
//www2.washjeff.edu/users/mwoltermann/Dorrie/34.pdf.
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3 Norbert Hungerbuhler.
A Short Elementary Proof of the Mohr-Mascheroni Theorem.
The American Mathematical Monthly, Vol. 101, No. 8 (Oct., 1994),
pp. 784-787.
http://www.jstor.org/stable/2974536.

> Jgrgen Mohr.
Euclidus Danicus.

Amsterdam: Van Velsen, 1672 (Kgbenhavn: 1928).

¥ Evkiiz.

John Casey.
The First Six Books of the Elements of Euclid
www.gutenberg.org/ebooks/21076
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¥y Reynir Axelsson.
Kafli um teiknanlega punkta ar bék um evklidska ramfraedi.
Outgefid.
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